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 e - Euler’s Constant  e ثـــابت أویـــلر

 ∗الهاشمي علي أدراه. د

  :مدخل

ربمـا كـان اكتشـافه مجـرد  �من خلال الدراسـة التاریخیـة نجـد أن العـدد الطبیعـي 

صدفة نتیجة ظهوره بشكل واضح فـي كثیـر مـن التطبیقـات التـي أجریـت مـن قبـل بعـض 

المتخصصین، ولكن بعد ذلـك لعـب هـذا العـدد دورا أساسـیا فـي كثیـر مـن التطبیقـات فـي 

لـه أهمیـة خاصـة فـي العلـوم الریاضـیة والتـي  �جل فروع العلوم، ویعتبـر العـدد الطبیعـي 

سنهتم في هذه الورقـة بدراسـة . في كثیر من التطبیقات في كل فروع العلوم بدورها تدخل

. مــن حیــث اكتشــافه وبعــض اســتخداماته الهامــة فــي كثیــر مــن العلــوم �العــدد الطبیعــي 

التــي أهمیتهــا لیســت أقــل مــن  ��ومــن خــلال هــذا العــدد نتجــت مــا یعــرف بالدالــة الآســیة 

lnالـــة العكســــیة للدالـــة اللوغاریتمـــة نفســـه، حیــــث تعتبـــر هـــي الد �أهمیـــة العـــدد  وهــــو  �

وكــذلك مــدى انفــراج  ��ونبــین أقــرب دالــة أســیة للدالــة . �اللوغــاریتم الطبیعــي للأســاس 

  .وانحسار هذه الدالة كما سلطنا الضوء على بعض التطبیقات لهذه الدالة

  :المقدمة

e  عـــدد حقیقـــي كثیـــر الاســـتخدام ریاضـــیا، حیـــث یظهـــر فـــي كثیـــر مـــن المســـائل

الریاضیة المستخدمة فـي عـدة فـروع مـن العلـوم المختلفـة؛ الفیزیـاء، الكیمیـاء، الإحصـاء؛ 

فعلى سبیل المثال في المسائل المتعلقة بالنمو والانحلال في الإحصاء . الهندسة وغیرها

ـــا ، كـــذلك منحنـــى )Bell Curve(لمنحنى ألجرســـي والكیمیـــاء وغیرهـــا، وتســـمى أحیانـــا ب

الأســلاك المتدلیــة فــي بعــض المســائل المتعلقــة بالاحتمــالات، كمــا أن لهــا علاقــة بالــدوال 

وقیمتهــــا  )Euler’s Equation.()1(اللوغاریتمیــــة، وتظهــــر كــــذلك فــــي الأعــــداد المركبــــة 

ـــــة  ـــــى 2.718281828459التقریبی ـــــة مـــــن  869,894,101، وســـــبق أن حســـــبت إل ـــــل خان قب

                                                 
  لیبیا - زلیتن ـــالجامعة الأسمریة  ـــ كلیة العلوم ∗
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Sebastian Wedeniwsk . یبـین مجموعـة مـن الخانـات، علـى سـبیل المثـال، ) 1(الجدول

  .)Pascal Sabah )2و   Xavier Gourdonوالذي أعد من قبل  eللعدد 

فـــي  Leonhard Eulerالعـــالم الریاضـــي السویســـري  eأول مـــن اكتشـــف العـــدد 

  قبل John Napierالقرن الثامن عشر مع العلم أن وجوده كان قد طبق في أعمال 

ــــك و   ــــه لــــم یعــــره أي 1614كمعكــــوس للوغــــاریتم فــــي ســــنة  eســــتخدم اذل ، ولكن

حیــث هــو أول  Eulerبشــكل خــاص هــو العــالم  eســتخدم الحــرف اوأول مــن . خصوصـیة

ســـمه العـــائلي ولـــذلك یطلـــق علیـــه فـــي بعـــض الأحیـــان بـــرقم أویلـــر أو ثابـــت احـــرف مـــن 

  .)3(أویلر

  :تعرف .1

هـــو عـــدد حقیقـــي لـــه عـــدة اســـتخدامات فـــي كافـــة المجـــالات العلمیـــة، ویعـــرف  �العـــدد 

  :ریاضیا بعدة طرائق من أهمها النهایتین التالیتین
)1(                               � = lim	→∞(1 + �

	)	,   

)2( � = lim	→�(1 + �)
�
�,                                      

  :كما هو مبین في الجدولین التالیین �والتي تعطینا قیمة 

10000 1000  100  10 
N 

2.718145927 2.716923932  2.704813829  2.59374246  
  

  )1(محسوبة بالنهایة المبینة في المعادلة  eیبین قیمة ) 1(جدول 
N e N e 

-0.1 2.867971991 0.1 2.59374746 
-0.01 2.731999026 0.01 2.704813891 

-0.001 2.719642216 0.001 2.716923932 
-0.0001 2.718417755 0.0001 2.718145927 

-0.00001 2.71829542 0.00001 2.718268237 

  )2(محسوبة بالنهایة المبینة في المعادلة  eیبین قیمة ) 2(جدول 
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لیس استخدام التعریف السابق ولكن یتم حسـابها مـن  eوالطریقة المثلى لحساب 

  :)4(المجموع اللانهائي لمتسلسلة ماكلورین

  �(�) = 1 + � + ��

�! + ��

�! + ⋯ + ��

	! + ⋯, 

�وذلك بوضع  = 1:  
  � = �

�! + �
�! + �

�! + �
�! + ⋯ �

	! + ⋯     
)3(     = ∑ �

	!
∞
	�� .                                                           

من الخانـات ثـم  k+3فعلینا حساب  kوإذا أردنا حساب عدد من الخانات ولیكن 

، إحــداها التـي اســتخدمت eاسـتخدمت عــدة طـرق لحسـاب . الجمـع والبقیـة تســاوي أصـفارا

  .في المثال السابق

عـــدد غیـــر قیاســـي، وبالتـــالي قیمـــة الكســـر غیـــر منتهیـــة  eأن  Eulerلقـــد بـــرهن 

ولكـن یعتمـد  eمهـم حسـاب عـدد الخانـات لإیجـاد قیمـة وغیر مكررة، وبالتالي لـیس مـن ال

یعــرف علــى أنــه عــدد غیــر جبــري  eكمــا أن . عــدد الخانــات التــي تعطــي الدقــة المطلوبــة

نـــه لا یمثــل جـــذرا لأي معادلــة كثیـــرة حــدود وهـــي مثبتــة مـــن قبــل العـــالم الفرنســـي إحیــث 

Charles Hermite  1873سنة.  

  :باللوغاریتمات �علاقة العدد  .2

e  هــي أســاس اللوغــاریتم الطبیعــي، حیــث نعلــم أن اللوغــاریتم یعــرف علــى النحــو

  :التالي

< إذا كانــــت  ــــإن  0 ــــي، ف ــــي  # عــــدد حقیق ــــة لأي عــــدد حقیق ، $تكــــون معرف

  :وبالتالي فإن

$ = log' # إذا كان وفقط إذا كان       � = �.  

لهــذه القیمــة )   (ویســمى هــذا اللوغــاریتم باللوغــاریتم الطبیعــي إذا كــان الأســاس 

  :وبناء على ذلك فإن اللوغاریتم الطبیعي یعرف بالصیغة.  eهي الثابت 
  ln(�) = log((�),  
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  :)5(من خواص اللوغاریتم الطبیعي

(إذا كانت  > 0, * >   :فإن 0

1- ln )* = ln ) + ln *. 

2- ln +
, = ln ) − ln *. 

3- ln ). = / ln   ./، لأي عدد حقیقي (

  :                                       تعریف

ln � = 1   . 

ln: هي حل للمعادلة �كما أن  � − 1 = 0.  
= 1.0000000000000000000000000 =1/1  1/0!  
= 1.0000000000000000000000000  =1/1  1/1!  
= 0.5000000000000000000000000 =1/2  1/2!  
= 0.1666666666666666666666667  =1/6  1/3!  
= 0.0416666666666666666666667  =1/24  1/3!  
= 0.0083333333333333333333333  =1/120 1/5!  
= 0.0013888888888888888888889  =1/720  1/6!  
= 0.0001984126984126984126984  =1/5040  1/7!  
= 0.0000248015873015873015873  =1/40320  1/8!  
= 0.0000027557319223986890653  =1/362880  1/9!  
= 0.0000002755731922398589065  =1/3628800  1/10! 

= 2.718281801  e 

  ).3(من المتسلسلة   بحساب عشرة حدود eیبین ) 1(جدول 

  :ومن ضمن تعریفات اللوغاریتم الطبیعي الصیغة

 ln(�) = 0123→� 4�56�
3 7 . 
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  :9�الدالة الأسیة  .3

تعتبـــر مـــن الــدوال الهامـــة المســـتخدمة فـــي كثیــر مـــن العلـــوم المختلفـــة  ��الدالــة 

  .حیث تستخدم بصور مختلفة

، وتعتبــــر هــــي الدالــــة  1نجــــد أن بیانهــــا موضــــحا شــــكل ��عنــــد دراســــة الدالــــة 

  .العكسیة للدالة اللوغاریتمیة

(�)�بدراســـة الدالـــة  = ln �، حیـــث � > ;:، فـــإن 0
:� = �

� >  (�)�والدالـــة    0

  .(x)��6وبالتالي یوجد لها دالة عكسیة  دالة متصلة وأحادیة 
   ln(��) = � ln � = � 

(�)��6                   :                ومن ذلك فإن = ��  
=                                      أي أنه إذا كانت    = ��  

(<�)ln                      :               فإن = ln(�?@ �) = ln �. 

lnكمعكوس للدالة  ��یوضح الدالة  1شكل =وعلاقتهمـا بالدالـة   � = التـي   �

  .تعتبر المحور العاكس لهما

  

  

  

  

  

  

  

  

  

=: بیان الدوال 1شكل  = e�  ،= = ln �  ،= = �، لقیم � ≥ 0.  

=

=

=
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  .2كما هو موضح شكل  �یتوقف على قیمة  ��إن انفراج الدالة 

مــع بعــض الــدوال الآســیة فنجــد أن أقــرب دالــة آســیة لهــذه  ��إذا قورنــت الدالــة 

=القریبة مـن الصـفر هـي الدالـة   �الدالة، على الأقل لقیم  ≅ 2�.EE� یوضـح  3،  شـكل

  :ذلك، ویمكن استنتاج ذلك من أساسیات الریاضیات، حیث نعلم أن

مرفوعــة  2صــحیحة لســبع خانــات بعــد الفاصــلة، بوضــع هــذا الــرقم علــى صــورة 

  :، أي أن  لقوة 
 2.7182818 = 2' 

  :نحصل على  ذ اللوغاریتم الطبیعي للطرفین، وإیجاد قیمة بأخ
 ln(2.7182818) =  ln 2, 

≅ :                          ومن ذلك نحصل على 1.44    
��:                      أي أن = (2.7182818)� ≅ 2�.EE�..  

  

  

  

  

  

  

  

  

   2شكل 

 �JI.�� ،)المنحنـــى المتقطـــع( ��، )منحنـــى النجمـــة( �I.��انفـــراج وانحســـار المنحنیـــات 

  ).منحنى المربعات(

x 

y 



������������eو����������������������������������������� J�Euler’s Constant� e� �

���א�و���� �
#������א��"د�א� �����א�� 2014د�

3  

، )المنحنـى المتقطـع( ��EE.�2، )منحنـى النجمـة

: تعتبــــر مــــن أبســــط الإشــــتقاقات حیــــث إذا كانــــت

  :وعملیة التكامل، كما نعلم، هي العملیة العكسیة لعملیة الاشتقاق، أي أن
 L �� M� = �� +  

y 
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3 شكل

منحنـى النجمـة( �2انفراج وانحسار المنحنیـات 

  ).منحنى المربعات( ��2

  :9�مشتقة الدالة الأسیة     3.1

تعتبــــر مــــن أبســــط الإشــــتقاقات حیــــث إذا كانــــت ��إن عملیــــة اشــــتقاق الدالــــة 

= =   :، فإن��
  

:>
:� = ��.  

=حیث إذا كانت  =   :، فإن��
  ln = = � ln � = �, 

  :، فإنxبالاشتقاق بالنسبة للمتغیر 
   

:>
> = M� = ��.   
 
:>
(N = M� ln �, 

 
:>
:� = ��. 

وعملیة التكامل، كما نعلم، هي العملیة العكسیة لعملیة الاشتقاق، أي أن
                 + O.
  .ثابت التكامل Oحیث 

x 
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  :9�بعض التطبیقات المستخدمة للدالة   .4

فـــي كثیـــر مـــن التطبیقـــات العلمیـــة وفـــي تعریـــف الكثیـــر مـــن  ��تســـتخدم الدالـــة 

فـي حلـول بعـض المعـادلات التفاضـلیة وخاصـة  ��الدوال المختلفة فمثلا تستخدم الدالـة 

وتســـــتخدم فـــــي تعریـــــف الـــــدوال . )6(المعـــــادلات التفاضـــــلیة مـــــن الرتبـــــة الثانیـــــة أو أكبـــــر

  :الزائدي تعرفان على النحو؛ حیث دالتي الجیب الزائدي وجیب التمام )7(الزائدیة
 sinh � = (N6(RN

� ,  

  cosh � = (NT(RN

� .  

  :صیغة أویلر  4.1

عـــام   Eulerهـــو مـــا اكتشـــفه العـــالم السویســـري  eمـــن ضـــمن اســـتخدام الثابـــت 

  :                      حیث صاغ التركیبة التالیة 1748

عـــدد حقیقـــي وهـــي مقاســـة بالتقـــدیر الـــدائري،  �، حیـــث Eulerوتســـمى بمعادلـــة 

1حیث  = √−1.)8(  

  
                                                                                     

 

  

  

  

  

  

  

eVWالتمثیل البیاني للدالة   = cos(x) + i sin(x)  

Im 

    

    

1   Re 

�
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برهــــان هــــذه النظریــــة یمكــــن تناولــــه علــــى أكثــــر مــــن نمــــط؛ سنســــتخدم متسلســــلة 

  :ماكلورین على سبیل المثال

 �X = 1 + Y + X�

�! + X�

�! + XZ

E! …,                (1) 

 cos Y = 1 − X�

�! + XZ

E! − X\

]! + ⋯,            (2) 

  sin Y = Y − X�

�! + X^

I! − X_

J! + ⋯,            (3) 

Yوباســــتبدال . الحقیقیـــــة zوهــــذه المتسلســـــلات متحققــــة لكـــــل قــــیم  = ، حیـــــث �1

1 =   :، مع ملاحظة حقیقة أن1−√
    1� = −1, 1� = −1, 1E = 1,   

  �`� = 1 + (1�) + (`�)�

�! + (`�)�

�! + (`�)Z

E! …, 

 �`� = 1 + (1�) − ��

�! − 1 ��

�! + �Z

E! …, 

 �`� = 41 − ��

�! + �Z

E! − ⋯ 7 + 1(� − ��

�! + �^

I! − ⋯ ),  

  :نجد أن) 3(و ) 2(بالمقارنة بالمتسلسلتین 
 �`� = cos(�) + 1 sin(�). 

ومن نتائج معادلة أویلر العلاقة التالیـة التـي تـربط بـین خمـس قـیم حقیقیـة       

  :التي تعتبر من الأهمیة بمكان في علم الریاضیات؛ وهي
 �, a, 1, 0, 1, 

  :حیث
   �b` = −1, ⇒   �b` + 1 = 0 

  :قانون التغیر الأسي  4.2

  :یعرف هذا القانون بالمعادلة
   :>

:� = d=,        (1) 

ومـــن .)9(ثابـــت t ،kالمتغیـــر المـــراد حســـاب تغیـــره عبـــر فتـــرة مـــن الـــزمن  yحیـــث 

  :فإن) 1(المعادلة 
 
:>
> = dMe,  

 ln = = de + O, 
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 = = f�3g.  
ویســـتخدم هـــذا القـــانون فـــي حســـاب النمـــو والانحـــلال فـــي كثیـــر مـــن التطبیقـــات 

 kموجبـة وتزایدیـة فـإن  y، حیث إذا كانت eالكیمیائیة والحیویة وغیرها المتضمنة القیمة 

 kموجبة ولكن تناقصـیة فـإن  yوإذا كانت . عن نسبة النمو) 1(موجبة، فنعبر بالمعادلة 

كما ). 1(بثابت النسبة للمعادلة  kالانحلال، ویسمى تصف ) 1(سالبة، فتكون المعادلة 

ترمز إلى عدد مرات  kفي حساب الفائدة حیث  ��یستخدم هذا القانون المتضمن الدالة 

  : تشیر إلى الزمن، ویكون هذا القانون على الصورة tإضافة الفائدة إلى المبلغ البدائي، 

  :في صیاغة قانون التبرید لنیوتن على النحو ��كذلك تدخل الدالة 

hأو           − hi = (h� − hi)�63g,  

درجــــة حــــرارة  hiحــــرارة الجســــم،  Tعنــــد الــــزمن صــــفر،  Tهــــي قیمــــة  �hحیــــث 

 .)10(ثابت k المحیط ، و

حســـاب الدالـــة التـــي تصـــف جســـم  ��ومـــن التطبیقـــات التـــي تـــدخل فیهـــا الدالـــة 

  :حیث الدالة التي تصف هذه الحالة هي) معلق بسلك زنبركي(متذبذب 

,fحیث   j, k, l وإذا أردنا حساب السرعة لذلك الجسم، فنحصـل علیـة . ثوابت

  :لنحصل على tبالإشتقاق بالنسبة للمتغیر 
 
:#
:g = fmk�ng cos(le) − l�ng sin(le)o 

     +jmk�ng sin(le) + l�ng cos(le)o. 

  :متسلسلة فورییه 4.3

مــن أهــم الــدوال المســتخدمة  �� عنــد اســتخدام متسلســلات فورییــه، تعتبــر الدالــة

لتعریفها، حیث تسهل عملیة بناء هذا النوع من المتسلسلات التي لها إستخدامات واسعة 

  :في التطبیقات الهندسیة، والتي تصاغ على النحو
  �(�) = ∑ O	��	b�`p

	�6p ,  
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  :حیث نعلم أن متسلسلة فورییه تصاغ على النحو
�(�) = 'q

� + ∑ ( 	 cos(2�a�) + r	 sin(2�a�)) p
	�� ,   

  :والصورة المركبة لدالة الجیب و جیب التمام تكون على الصورة

، وباستخدام الصورة السابقة ��وهي أیضا صور لدوال مركبة تظهر فیها الدالة 

  :في تعریف متسلسلة فورییه، نحصل على
 �(�) = ∑ O	��	b�`p

	�6p . 

  .)11( وتعرف بمتسلسلة فوریر المركبة

  : الإحصاء  4.4

فــي كثیــر مــن التطبیقــات الإحصــائیة، نــذكر منهــا علــى ســبیل  ��تظهــر الدالــة 

  :المثال لا الحصر توزیع بواسون المعرف بالعلاقة

ــــة  sحیــــث  ــــة أو المنطق ــــة المعین ــــرة الزمنی ــــي الفت هــــي معــــدل عــــدد النجاحــــات ف

  :كذلك دالة التوزیع الطبیعي. المحددة
∅(�) = �

√�b �6�
��� .  

1(القیمــة   (�)∅فــي هــذه العلاقــة تؤكــد أن المســاحة تحــت منحنــى الدالــة ) ⁄2√

  .یساوي الواحد الصحیح

  :نتائج وتوصیات .5

، رغـم أن اكتشـافه كـان ربمـا صـدفة �لاحظنا ومن خلال هذه الورقـة أن الثابـت 

و لكنــه لعــب دورا مفصــلیا فــي مواضــیع مهمــة فــي كثیــر مــن فــروع العلــوم، حیــث بســط 

 . الكثیر من المسائل، وقدَم نماذج من التركیبات المیسرة للاستخدام
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یوجــــد الكثیــــر مــــن الثوابــــت الریاضــــیة والفیزیائیــــة وغیرهــــا، التــــي لا یمكــــن  كمــــا

الـذي  �ة المواضیع البحثیة والتطبیقیة ومن هذه الثوابت الثابت الاستغناء عنها في دراس

، وكــذلك aســلطنا علیــه الضــوء مــن خــلال هــذه الدراســة المتواضــعة، كــذلك یوجــد الثابــت 

ومعامـــل التمـــدد فـــي المعـــادن  ،بعـــض الثوابـــت الأخـــرى مثـــل معامـــل الانتشـــار الحـــراري

وغیرهــا، ســنعمل علــى دراســة بعضــا منهــا فــي دراســات قادمــة، ودراســة العلاقــة بینهــا إن 

  .وجدت

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  هوامش
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