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العمليات عليها كما  درسنا الحقيقية و الأعداددرسنا في المراحل السابقة مجموعة                                                              
 -حل المعادلات من الدرجة الثانية مثلا :

1) x2
 + 10x + 25 = 0             2) x

2
 – 4 = 0             3)

𝟏

 𝟒 
 x2

 – 16=0 

4) ax
2
 + bx + c =0     , a , b , c ∈ R , a ≠ 0   وبصورة عامة 

وغيرها الكثير ودائما ما كنا نتوقف عندما تكون المعادلة عبارة عن مجموع مربعين مثل المعادلات الآتية:
1) x2

 +1=0        2) 9x
2
 +16 = 0

 بالدستور لتعي  قيما سالبة حت  اجذذر الرببيع  كذلك كذلك عندما تكون المعادلة ثلاثية الحدود لا تتحلل إلا           
فرق أو مجموع مكعبين غالبا ما كان الحل يتكون من قوسين احدهما يعي  ناتج مباشر والأخرر لا يتحلرل إلا بالدسرتور    

لتعي  قيما سالبة حت  اجذذر الرببيع  مما يجعل إهمالها هو الحل المتوفر ومن أمثلتها :
1) x3

 – 1 = 0    3) x
2
 +4x + 5 = 0     3) x

2
 + x +1 = 0

xلنأخذ مثلا المعادلة                                       
2
الآتية :  لو أردنا إيجاد مجموعة حل المعادلة سنتبع الخيوات    0 = 1 + 

x
2
 + 1 = 0   ⟹  x

2
وبجذر اليرفين       1– = 

 x = ∓ √−𝟏       ???? 

 ومجموعة الحل خالية .  R ∌ 𝟏−√عن الأعداد الحقيقية سنعتبر  لو ان الكلاملاحظ 
ذر الرببيع  اجذجديدة يكون فيها أعداد أصغر وحدة لبناء مجموعة  𝟏−√سنلجأ إلى اعتبار أن                                          

 (الوحدة التخيلية ) نسميهوسi   بالرمز   𝟏−√اجذذور سنرمز للعدد   هذه للعدد السالب مقبول ولتسهيل التعامل مع
 ربتيب.عدا خاصية ال وا  اجذبرية لأععداد الحقيقية يحقق الخ لكنه عداد التي تقربن بالعد أو القياسوهو ليس من الأ

1) √− 𝟐𝟓  = 5 i
2) √− 𝟐  = √𝟐  i

3) √
− 𝟏𝟔

 𝟗 
 = 

 𝟒 

 𝟑 
i

4) √
− 𝟕

 𝟖 
 =√

 𝟕

 𝟒(𝟐) 
 i  = √𝟕

 𝟐√𝟐 
i

5) √− 𝟓𝟐  = √ 𝟒(𝟏𝟑)  i  = 2√ 𝟏𝟑  i

الفصل الأول )) الأعداد المركبة ((

لاحظ الأمثلة الآتية : i** لذا نستنتج انه يمكن كتابة الجذور التربيعية للعدد الحقيقي السالب بدلالة   

 الأعداد الحقيقية ؟ هل تكفي ؟؟

أين المشكلة ؟؟

 ما هو الحل ؟؟

** أي بصورة عامة كل سالب تحت الجذر 

خارج الجذر i   التربيعي يرفع ويوضع بدله
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والآن لاحظ المثال الآت  :
x  حل المعادلة            

2 
+ x +1 = 0

x
2
 + x +1 = 0        حتل مثل هذه المعادلة بالدستور حيث

a x
2
 + b x +c = 0     نقارن مع المعادلة العامة من الدرجة الثانية

𝐱 =
−𝐛∓√𝐛𝟐−𝟒𝐚𝐜

𝟐𝐚
⟹ 𝐱 =

−𝟏∓√𝟏𝟐−𝟒(𝟏)(𝟏)

𝟐(𝟏)
= 

−𝟏∓√− 𝟑

𝟐

=
−𝟏

 𝟐 
∓

 √−𝟑 

𝟐

=
−𝟏

 𝟐 
∓

√ 𝟑  √−𝟏

𝟐

=
−𝟏

 𝟐 
∓

√ 𝟑

𝟐
 i

أكتب بالصيغة اجذبرية أو العادية كل من الأعداد الآتية :           
1) – 9i = 0 – 9i
2) 4 = 4 + 0i
3) – 8 – √− 𝟏𝟑 = – 𝟖 − √ 𝟏𝟑  i

4) 
𝟐+√− 𝟒  

𝟐
 = 

𝟐+√ 𝟒  𝐢 

𝟐
 =  

𝟐 

𝟐
+

 𝟐

𝟐
i = 1 + 1i

𝟏−( وهو iنلاحظ من المثال إن الناتج يتكون من جزء خال  من )  **

 𝟐 
 ( وهو iوجزء يحتوي )    

 √ 𝟑   

𝟐
بينما الأمثلة  ∓

 فران: ( لرذا  i( فقط ، كذلك كنا قد درسنا الأعداد الحقيقية وه  كما نعلر  لا حتروي )   iكان  عدد يحوي )  السابقة
اجذرزء الحقيقر  ،    aيسمى بالعدد المركب و   i     =√− 𝟏و a , b ∈ R حيث a + biيسمى العدد بالصورة   

 الصيغة اجذبرية للعدد المركب. أوبالصيغة العادية  ( a + bi )اجذزء التخيل  وتسمى الصيغة  bويسمى 
ℂبالرمز  وسنيلق على المجموعة التي حتوي  الأعداد من هذا النوع اس  )) مجموعة الأعداد المركبة (( وسنرمز لها

مثال

الحل

 نجزئ البسط** 

 نضع

  √−𝟑 = √ 𝟑  √−𝟏  

 i = 𝟏−√نضع 

مجموعة الأعداد الحقيقية مجموعة جزئية أي ان b = 0  حيثركب بالصورة العادية كعدد معدد حقيق  ال يكتب **
عدد حقيق  بح  ، أما العدد الذي    a = a + 0iيسمى العدد الذي يكتب بالصورة   ومن مجموعة الأعداد المركبة 
 يسمى عدد تخيل  بح  .  bi  = 0 + biيكتب بالصورة  iلا يحتوي على جزء خال  من  

لذا إذا كان العدد حقيق  بح  يكتب  ( a , b )زوج مرتب وحيد بالشكل ك c =a + bi   العدد المركبيكتب ** 
 .  ( b , 0 )وان كان تخيل  بح  يكتب على شكل زوج مرتب بالصورة    ( a , 0 )على شكل زوج مرتب بالصورة  

مثال
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 اكتب كل من اجذزء الحقيق  واجذزء التخيل  لأععداد الآتية :         

 i1 3 + 2–2–    اجذزء الحقيق  هو 3     اجذزء التخيل  هو

√𝟑 𝐱  𝐱         اجذزء الحقيق  هو     اجذزء التخيل  هو  + √𝟑  i 2

i 3 0    اجذزء الحقيق  هو  1    اجذزء التخيل  هو

4 7 7    اجذزء الحقيق  هو 0    اجذزء التخيل  هو 

 𝟐 −اجذزء التخيل  هو 

√𝟓
0     اجذزء الحقيق  هو

−𝟐

  √𝟓 
 i 5

x4 4x – 3ai 6     اجذزء الحقيق  هو 3a –      اجذزء التخيل  هو

** لاحظ أن اجذزء الغير موجود من العدد ) حقيق  أو تخيل  ( يوضع صفر كذلك الإشارة التي يحملها اجذزء مهمة جدا 
 i يجب وضعها له كما إن اجذزء التخيل  يؤخذ بدون       
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= 1–نعل  ان                                     
2i  وذلك لان i  = √−𝟏 : ومن ذلك لاحظ الأمثلة الآتية

1) i  2
  = –1

2) i 3
  = i ( i 2

) =  i ( – 1 ) = – i

3) i 4   
=  i 2 

( i 2
) = –1 ( –1 ) = 1
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1) i 5 
 = i  الجديد                i  هو أس 1والباقي  4على  5نقسم 

2) i 6 
 =  i 2 

= – 1 هو أس 2والباقي  4على  6نقسم  i       الجديد 

3) i 7 
 = i 3= – i الجديد           i  هو أس 3والباقي  4على  7نقسم

4) i 47 
 = i 3= – i الجديد        i  أس هو 3والباقي  4على  47نقسم

5) i 80 
 = i 0

 =  1 الجديد         i  هو أس 0والباقي  4على  80نقسم

6) i 150 
= i 2

 = –1 هو أس 2والباقي  4على  50نقسم  i      الجديد 

7) i 1193
 =i الجديد                 i  هو أس 1والباقي  4على  93نقسم 

8) i  – 43
=

𝟏

𝒊𝟒𝟑 =
𝟏

𝒊𝟑
=

𝒊𝟒

𝒊𝟑
= 𝒊 

9) i 4n 
=1     n ∈ N

10)i 8n+1 
 = i  n ∈ N

i  تخيليةقوى الوحدة ال

i 4  1 =من
نجزئ الأس إلى عدد  4 لأي قوة أعلى من i  عند رفعف 
أو ) نقس  الأس على i والباق  هو القوة اجذديدة لر 4 من مضاعفات

:أدناه  الأمثلةتابع (  i  والباق  من القسمة هو الأس اجذديد لر 4

إلى المقام ليصبح اسه موجب ونبسط ث  نعوض في  i  الأسس السالبة ننزل العدد **
 ونستخدم خاصية عند القسمة تيرح الأسس . 1بدل  i 4البسط 

مضاف إليه أو ميروح منه  4الأعداد التي ترفع لأس ثاب  مضروب بمضاعفات العدد  **
بق  ) المضاف أو الميروح مع إشارته ( يكون الأس اجذديد.يحذف الثاب  والعدد المت

نقس   100**الأعداد اكبر من 
 4فقط الآحاد والعشرات على 
 والباق  هو الأس اجذديد .

أمثلة

مثال
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 متساويانالتخيليين  جزآهماإذا تساوى عددان مركبان فأن جزءاهما الحقيقيين متساويان و                                                                                     
 والعكس صحيح أي أن :       

c = z ⇔ a1 = a2   and   b1 = b2   فأن : z = a1 + i b1  ،c = a2 + i b2  ليكن

هذا الموضوع مهم جدا وسنتطرق إليه كثيرا خلال هذا الفصل ولأكثر من مرة .** 
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الحقيقية في كل مما يأت   : x , y أوجد قي          
1) y +xi = – 7 +i

 ∴  y = – 7      ∴  x = 1 

2) 2x + 5yi = 2 + 10i

∴ 2x = 2 ⟹  x = 
 𝟐  

  𝟐  
 = 1         ∴ 5 y = 10 ⟹  y = 

 𝟏𝟎  

  𝟓  
 = 2

3) 3x – 1 +  2yi = 5 –i

∴  3x – 1 = 5 ⟹ 3x = 6  ⟹ x = 2         ∴  2y = – 1⟹ y = 
−𝟏

  𝟐

4) ( 1 – 8x ) + i = 3 – ( 2y + 5 ) i

∴  1 – 8x = 3 ⟹ – 8x = 2  ⟹ x = 
−𝟏

  𝟒

 ∴  – ( 2y + 5 ) = 1⟹ –2y – 5 = 1  ⟹   –2y = 6 ⟹ y = –3 

5) ( 3x – y ) + (2x + y ) i = 6 –i
 ∴  3x – y = 6         …………… (1) 

 ∴  2x + y = – 1      …………… (2)  بالجمع 

  5x  = 5  ⟹  x = 1  y = 6 ⟹ – y = 3 ⟹ y = –3 – 3 ⟹     (1نعوض في ) 

مضروب بباق  الأس ث  2مضروب بباق  الأس أو مضاعفات زوجية للعدد  4) طريقة أخرى ( يمكن تجزئة الأس إلى مضاعفات ** 
 نجد قيمة المتبقية حسب الأس المتبق  ) يفضل للسهولة استخدام اليريقة السابقة (

1) i 5 
 = i 4   

(i ) = 1 (i ) = i
2) i 6 

 = i 4  
(i 2)= 1( – 1) = – 1

3) i 7 
 = i 4  

(i 3)= 1( – i ) = – i
4) i 47 

 = i 44  
(i 3)= 1( – i ) = – i

5) i 80 
 = (i 2 

)
40

 = 1

6) i 150 
= (i 2

 )
75

 = –1

7) i 1193 
=i 1192 

(i  
)=(i 2

)
596

(i  
)= (–1)

596
(i ) =i

8) i  – 43
=

𝟏

𝒊𝟒𝟑 =
𝟏

(𝒊𝟐) 𝟐𝟎  (𝒊𝟑 )
=

𝒊𝟒

𝒊𝟑
= i

9) i 4n 
= (i 2

 )
 2n

 = (–1 )
 2n

 = 1     n ∈ N

10)i 8n+1 
 = (i 2

 )
 4n

 i 
 =(–1)

 2ni = i  n ∈ N

 تساوي عددين مركبين

مثال
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اجذزءجذمع عددين مركبين يجمع اجذزء الحقيق  مع اجذزء الحقيق   واجذزء التخيل  مع                                  
 أي بصورة عامة : التخيل   

أوجد ناتج كل مما يأت  :            
1) ( 1 + 2i ) + (4 + i ) = ( 1 + 4 ) + (2 + 1) i = 5 + 3i
2) ( 1 – 7i ) + (– 9 – 2i ) = ( 1 – 9 ) + (–7 – 2 ) i = – 8 – 9 i
3) ( √𝟑 + 3 √𝟐i) + (2√𝟑 – 7√𝟐i) = (√𝟑 + 2√𝟑) + (3 √𝟐 –7√𝟐 )i = 3√𝟑 – 4√𝟐 i
4) 7 + (4 +i ) = ( 7 + 4 ) + i = 11 + i

5) –5√𝟐+ (√𝟐 + 2i ) = (–5√𝟐+ √𝟐 ) + 2 i = – 4√𝟐+ 2i
6) 17i + (4 +21i ) = 4 +( 17 + 21 ) i = 4 + 38i
7) –18 i + (51 +i ) = 51 +( –18 + 1 ) i = 51 –17i
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 الحقيقية في كل مما يأت   : x , y أوجد قي                                               
1) x +yi = ( 1 – 7i ) + (3 + 2i )      نجد ناتج اجذمع ث  نكمل الحل

x +yi =  4 – 5i    ⟹           ∴  x = 4      ∴  y = – 5

2) (3x – 7yi) + (1 + 4i ) = ( 8 –i )       نرتب باستخدام التجميع ث  نكمل الحل
(3x+1 ) + (– 7y + 4  (i = ( 8 –i )

∴ 3x+1 = 8 ⟹ 3x = 7 ⟹ x = 
 𝟕 

  𝟑

∴ – 7y + 4 =  –1 ⟹ –7 y = – 5 ⟹  y = 
 𝟓 

  𝟕
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c 1 , c 2 , c 3 ∈ ℂ ∀   : الخوا  الاتيةعملية اجذمع على مجموعة الأعداد المركبة  حتقق                                                                     

c 1 + c 2 =c 2  +c 1اجذمع يحقق الخاصية الابدالية أي أن     (1

c 3)  (c 2 + c 1=) + c 3   c 2 +(c 1 +اجذمع يحقق الخاصية التجميعية أي أن     (2

        e = 0 = 0 + 0i ∈ ℂحيث  :  eله  هو الصفر ونرمزالعنصر المحايد لعملية اجذمع  (3

c = a + biحيث أن   ∋ ℂ ∀ cالنظير اجذمع   (4

 حيث أن :) نفس العدد بتغيير اشارت  جزأيه ( c يسمى النظير اجذمع  للعدد  –  c( =   a – bi –)يوجد عدد    

جمع الأعداد المركبةأولا :

خواص عملية الجمع 

العمليات على مجموعة الأعداد المركبة

الأعداد المركبة العمليات على مجموعة

فأن :  z = x +yi  ،c = a + bi ذا كان :   إ
c + z =( a + bi ) + ( x +yi ) = ( a + x ) + ( b + y ) i

عودة لتساوي عددين:مثال

مثال
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c + (– c ) = a + b i + (– a – bi ) = 0 + 0 i) لاحظ الناتج هو المحايد اجذمع  (           

1) ( 5 – 2i ) +(–5  + 2i ) = 0

2) ( 𝟑√𝟐  + 4i ) + ( – 𝟑√𝟐  – 4i ) = 0

 : حيث c ∈ℂ ( ما قيمة 3 

c +(–7  + 3i ) = 0

c  = 7 – 3i  الحل : هي 
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من عدد مركب نضيف النظير الجمعي للعدد المطروح  لطرح عدد مركب                                   

 ونجمع لاحظ الأمثلة الآتية :  

1) ( 5 – 2i ) – (2  + 3i ) = ( 5 – 2i ) +(–2  – 3i )
= 3 – 5i

2) ( 𝟑√𝟑  + 7i ) – ( – 𝟐√𝟑  +i ) = ( 𝟑√𝟑 +7i ) + ( 𝟐√𝟑 –i )

= 𝟓√𝟑  + 6i

 في المعادلة الآتية : x ∈ ℂأوجد قيمة           

( 5 – 3 i ) + x = 2 + 7i

( 5 – 3 i ) + x = 2 + 7i                            

x = 2 + 7i – ( 5 – 3 i )

x = 2 + 7i – 5 + 3 i

x = –3 +10 i

 الحقيقية في كل مما يأتي  : x , y أوجد قيم                                             

1) x +yi = ( 3 –i ) – (4 + 7i )      نجد ناتج الطرح ثم نكمل الحل

x +yi =  ( 3 –i ) – 4 – 7i
x +yi =  –1 – 8i

           ∴  x = –1      ∴  y = – 8  

2) (2x – 5yi) + (2 + 9i ) = ( 6 –i ) رح ثم نكمل الحل      ننقل العدد ونط

(2x – 5yi) = ( 6 –i ) – (2 + 9i )
(2x – 5yi) = ( 6 –i ) –2 – 9i
(2x – 5yi) = 4 –10i

 ∴ 2x = 4 ⟹ x = 
 𝟒  

 𝟐 
 = 2 

∴ – 5y =  –10 ⟹ y = 
−𝟏𝟎  

 −𝟓  
 = 2

3) (x –yi ) + (3 –i ) = ( 7 –2i )       //واجب

4) (– x + 5yi ) + (2 + 3i ) = 0

5) (x –2yi) – ( 6 – 11i ) =  –i

** لاحظ في الأمثلة المجاورة أن جمع أي عدد مركب مع 

 ) العنصر المحايد ( . 0نظيره الجمعي فأن الناتج = 

فإن  في حالة عددين مركبين مجموعهما ) صفر (** كذلك 

 .أحدهما نظير جمعي للآخر

ثانيا: طرح الأعداد المركبة

** لاحظ انه يمكن الحل بطريقة 

ابسط وذلك بإدخال الإشارة 

السالبة على القوس الذي بعدها 

ونغير الإشارات ثم نجمع مباشرة.

مثال

في جهة والأعداد في xنعزل المتغير  **  الحل

ة من المساواة وذلك أما بإضافة النظير جه

الجمعي أو بنقل العدد المركب وتغيير 

إشارات كل من جزئيه الحقيقي والتخيلي . 

: عودة لتساوي عددين مثال
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نستخدم خاصية التوزيع و نرتب مع مراعاة إن يمكن ان ضرب عددين مركبين عند                                   

  1– = 2 i :

1) ( 3 + 2i ) ( 5 + 3i ) =  15 + 9i + 10i + 6i2

= 15 +19i +6 (–1)

= 15 +19i –6 = 9 +19i

2) ( 5 –2i )2 =  25 –20i +4i 2

=  25 –20i +4 (–1)

=  25 –20i –4 =   21 –20i

3) –2 ( 1 – 7i ) =  –2 +14i        ضرب مباشر بالتوزيع

4) 6i ( 3 + 2i ) =  18i +12i 2

=  18i +12 (–1) =  18i –12 =  –12 + 18i
5) (–2i ) ( 1 –3i )2  = (–2i )( 1 –6i +9i 2 )

= (–2i )( 1 –6i +9(–1))

= (–2i )( 1 –6i –9)

= (–2i )( –8 –6i )  = 16i +12i2 
 = 16i +12(–1)  = –12 + 16i

6)  (–3i ) ( 1 –2i )2      واجب

7) ( 1 –i )2( 1 +i )2       واجب

8) ( 2 –3i )2 ( 5 + i ) = ( 4 –12i +9i 2 ) ( 5 + i )
= ( 4 –12i +9(–1)) ( 5 + i )

= ( 4 –12i –9 ) ( 5 + i )

= (– 5 –12i ) ( 5 + i )
= –25 – 5i – 60i  – 12i  2

= –25 – 65i – 12(–1)  = –25 – 65i + 12  = – 13 – 65i

9) ( 
−𝟏 

𝟐
+ 

√𝟑    

𝟐
 i )( −𝟏 

𝟐
− 

√𝟑    

𝟐
 i ) = 

𝟏 

𝟒
+ 

√𝟑    

𝟒
𝒊 −

√𝟑

𝟒
 𝒊 − 

 𝟑 

𝟒
𝒊𝟐

 = 
𝟏

𝟒
+ 

 𝟑 

𝟒
 =  

 𝟒 

𝟒
 = 1 

10) ( a + bi ) ( c + di )  = a c + a d i + b c i + b di  2   = a c + a d i + b c i – b d

= a c – b d + a d i + b c i   = ( a c – b d )+( a d + b c )i

الأعداد المركبة ثالثا : ضرب

 :كطريقة أخرى ومن خلال المثال الأخير يمكن التعميم يمكن إيجاد حاصل الضرب من خلال العلاقة الآتية 

z 2 = c +di  ،z 1 إذا كان :    = a + bi  : فأن

z 1. z 2 = ( a + bi ) ( c + di )= ( a c – b d )+( a d + b c )i

 خاصية التوزيعأمثلة

1–  = 2 i
جمع الأجزاء التخيلية والأجزاء الحقيقية

 وس كمربع حدانيةنتخلص من الق

1–  = 2 i
جمع الأجزاء الحقيقية
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 :تية  الخواص الاعملية الضرب على مجموعة الأعداد المركبة تحقق                               

       ∀ c 1 , c 2 , c 3 ∈ ℂ 

 c 1  × c 2  =c 2  ×  c 1الضرب يحقق الخاصية الابدالية أي أن     (1

c 3)  (c 2×  c 1=) × c 3   c 2×( c 1 ×الضرب يحقق الخاصية التجميعية أي أن     (2

        0i ∈ ℂ + 1 = 1حيث :  1الضرب هو  العنصر المحايد لعملية (3
 :النظير الضربي  (4

∃ z ≠ 0 + 0i : c z = z c = 1 ⟹ z = 
𝟏

 𝐜 
  , c ≠ 0 + 0i ℂ          ∀ c ∈ 

أي أن لكل عدد مركب عدا الصفر نظير ضربي لا يساوي الصفر وهو مقلوب العدد المركب ) وهو عدد مركب   

 ( عند ضربهما ببعض ينتج العنصر المحايد لعملية الضرب .جديد    

 ولإيجاد النظير الضربي للعدد المركب بالصورة الاعتيادية ) الجبرية ( نحتاج إلى مفهوم جديد وهو مرافق العدد     

 المركب والذي يستخدم أيضا في تعريف قسمة الأعداد المركبة .   
ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ * ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ 

𝐳̅ = a – b i هو :   z = a + b i  حيث  ∋ ℂ  zمرافق العدد المركب                           

 هذا الموضوع مهم جدا وسنتطرق إليه كثيرا خلال هذا الفصل ولأكثر من مرة .)أي نغير اشارة الجزء التخيلي فقط (** 
ومن أهم استخدامات المرافق استخدامه في إيجاد النظير الضربي للعدد المركب وذلك بضرب البسط والمقام بمرافق 

 كبة في المقام ) قسمة الأعداد المركبة ( بنفس الطريقة .المقام ، ويستخدم للتخلص من الأعداد المر

 لاحظ الأمثلة الآتية لإيجاد المرافق :           

1) 𝟑 –  𝟐 𝒊  =  𝟑 +  𝟐 𝒊

2) 𝟓 𝒊 + 𝟑  =  −𝟓𝒊 + 𝟑

3) 
𝟐

√𝟓
 𝒊 = −

𝟐

√𝟓
 𝒊 = 𝟎 −

𝟐

√𝟓
 𝒊 

4) −𝟏 = −𝟏 = −𝟏 + 𝟎𝒊

5)  𝟖  = 8 = 8 + 0 i
ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ * ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ 

 فأن :  c = a + b i حيث ∋ ℂ  c , c1 , c2ليكن                   

1)  𝐜𝟏  ∓  𝐜𝟐  =  𝐜𝟏  ∓  𝐜𝟐             المرافق يتوزع على الجمع والطرح

2) 𝐜𝟏 . 𝐜𝟐  =  𝐜𝟏 . 𝐜𝟐  المرافق يتوزع على الضرب 

3) 𝐜  =  𝐜 هو العدد نفسه  مرافق المرافق   

4) 𝐜 .  𝐜  = 𝐚𝟐 + 𝐛𝟐     ضرب العدد في مرافقة = مربع الحقيقي + مربع التخيلي   

5) 𝐜 +  𝐜  = 𝟐𝐚 جمع العدد مع مرافقة = ضعف الحقيقي     

6) 𝐜 −  𝐜  = 𝟐𝐛 𝒊 العدد = ضعف التخيلي  ن المرافق مطرح 

7) (
𝐜𝟏

𝐜𝟐
) = 

𝐜𝟏

𝐜𝟐
  , c2 ≠ 0    المرافق يتوزع على القسمة   

خواص عملية الضرب 

مرافق العدد المركب

أمثلة

خواص المرافق

 ) من التعريف (** العدد الحقيقي مرافق نفسه 

** يجب مراعاة الترتيب للعدد المركب أي تقدم 

.وتأخر الجزء التخيلي كون إشارته هي التي تتغير



 ~9 ~

أن : من فتحقق c1 = 4 + 3i , c2 = 2 – i  كان إذا        

1) 𝐜𝟏  ∓  𝐜𝟐  =  𝐜𝟏  ∓  𝐜𝟐    2)  𝐜𝟏 . 𝐜𝟐 = 𝐜𝟏 . 𝐜𝟐    3)   𝐜𝟏  =  𝐜𝟏  4)   𝐜𝟏 .  𝐜𝟏 = 𝐚𝟐 + 𝐛𝟐

1)   𝐜𝟏 + 𝐜𝟐  =  𝐜𝟏 + 𝐜𝟐          نتحقق من الجمع أولا ويترك الطرح كواجب بنفس الطريقة

 𝐜𝟏 + 𝐜𝟐  = (𝟒 + 𝟑𝒊 + 𝟐 – 𝒊 ) =  𝟔 + 𝟐𝒊  = 𝟔 − 𝟐𝒊        : نجد ناتج الطرف الأيسر 

 𝐜𝟏 + 𝐜𝟐 = (𝟒 + 𝟑𝒊) + (𝟐 – 𝒊 ) = 𝟒 − 𝟑𝐢 + 𝟐 + 𝐢 = 𝟔 − 𝟐𝒊       :نجد ناتج الطرف الأيمن

الأيمن الطرف      ∴ الطرف الأيسر  = 
2)  𝐜𝟏 . 𝐜𝟐 = 𝐜𝟏 . 𝐜𝟐

𝐜𝟏. 𝐜𝟐 = (𝟒 + 𝟑𝒊)(𝟐 – 𝒊 ) =  (𝟖 − 𝟒𝒊 + 𝟔𝒊 − 𝟑𝒊𝟐)         : نجد ناتج الطرف الأيسر

     = (𝟖 + 𝟐𝒊 + 𝟑) = (𝟏𝟏 + 𝟐𝒊) = 𝟏𝟏 − 𝟐𝒊 

 𝐜𝟏 . 𝐜𝟐 = (𝟒 + 𝟑𝒊) (𝟐 – 𝒊 ) = (𝟒 − 𝟑𝒊) (𝟐 + 𝒊) :نجد ناتج الطرف الأيمن

       = (𝟖 + 𝟒𝒊 − 𝟔𝒊 − 𝟑𝒊𝟐)   

         = (𝟖 − 𝟐𝒊 + 𝟑)  = 𝟏𝟏 − 𝟐𝒊 

 ∴ الطرف الأيسر  = الطرف الأيمن    

3)  𝐜𝟏  =  𝐜𝟏

 𝐜𝟏 = (𝟒 + 𝟑𝒊) = (𝟒 − 𝟑𝒊) = (𝟒 + 𝟑𝒊)    : نأخذ الطرف الأيسر وبعد التبسيط ينتج الطرف الأيمن

 ∴ الطرف الأيسر  = الطرف الأيمن       

4) 𝐜𝟏 .  𝐜𝟏  = 𝐚𝟐 + 𝐛𝟐

𝐜𝟏 .  𝐜𝟏 = (𝟒 + 𝟑𝒊) (𝟒 + 𝟑𝒊) =  (𝟒 + 𝟑𝒊) (𝟒 − 𝟑𝒊)        : نجد ناتج الطرف الأيسر

 = (𝟏𝟔 − 𝟏𝟐𝒊 + 𝟏𝟐𝒊 − 𝟗𝒊𝟐)  = (𝟏𝟔 + 𝟗) = 𝟐𝟓 

      𝐚𝟐 + 𝐛𝟐 = 𝟒𝟐 + 𝟑𝟐 =  𝟏𝟔 + 𝟗 = 𝟐𝟓                        نجد ناتج الطرف الأيمن:      
 ∴ الطرف الأيسر  = الطرف الأيمن    

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ * ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ

)) واجب ((أن :  من فتحقق c1 = 2 + 3i , c2 = 1 – 2i  كان إذا        

𝐜𝟏 +  𝐜𝟏  = 𝟐𝐚3)𝐜𝟏 −  𝐜𝟏  = 𝟐𝐛 𝒊 2) (
𝐜𝟏

𝐜𝟐
) = 

𝐜𝟏

𝐜𝟐
   , c2 ≠ 0  (1

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ * ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ

 . المركب وذلك بضرب البسط والمقام بمرافق المقام النظير الضربي للعدد** الآن لنستخدم المرافق لإيجاد 

      c = a + biأوجد النظير الضربي للعدد          

النظير الضربي :   
 𝟏 

𝒄
   = ( 

𝟏

𝐚 + 𝐛  𝒊
)( 

𝐚 − 𝐛  𝒊

𝐚 − 𝐛  𝒊
 )  =

𝐚 − 𝐛  𝒊

𝐚𝟐−𝐚𝐛𝒊 +𝐚𝐛𝒊−𝐛𝟐𝒊𝟐
=

𝐚 − 𝐛  𝒊

𝐚𝟐+𝐛𝟐

 =
𝐚

𝐚𝟐 + 𝐛𝟐 − 
𝐛

𝐚𝟐 + 𝐛𝟐 𝒊

مثال

الحل

مثال

مثال

الحل
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      c = 3 – 7 iأوجد النظير الضربي للعدد  

𝟏

 𝐜 
  = ( 

𝟏

𝟑 − 𝟕  𝒊
) ( 

𝟑 + 𝟕 𝒊

𝟑 + 𝟕 𝒊
 ) 

=
𝟑 + 𝟕 𝒊

𝟗 + 𝟒𝟗
=

𝟑 + 𝟕 𝒊

𝟓𝟖
=

𝟑 

𝟓𝟖
+

 𝟕 𝒊

𝟓𝟖
↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭http://raeed.mathsboard.com↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭ 

– 𝒄𝟐قيمة   فأوجد      c = 2 – i      ،z = 3 + 2 iكان إذا          𝟐 𝒛𝟐 

c2 – 2 z2 = ( 2 – i ) 2 – 2 ( 3 + 2i ) 2                        نجد أولا قيمة المقدار ثم نجد مرافقه

= ( 4 – 4i +i2 ) – 2( 9 + 12 i + 4i2 )

= ( 4 – 4i –1) – 2( 9 + 12 i –4 )

= ( 3 – 4i ) – 2( 5 + 12 i )

= 3 – 4i –10 – 24i  = – 7 – 28i   ⟹ 𝒄𝟐 –  𝟐 𝒛𝟐 = –𝟕 –  𝟐𝟖𝒊 = – 7 + 28i 

↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭http://raeed.mathsboard.com↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭ 

 الحقيقية في كل مما يأتي  : x , y أوجد قيم       

1) x +yi = ( 1 –i ) (1 + 2i )     نجد ناتج الضرب ونبسط ثم نكمل الحل

x +yi =  1+2i –i – 2i 2

x +yi =  1+2i –i +2

x +yi =  3 +i

          ∴  x = 3      ∴  y = 1 

2) 
𝟑𝒙 – 𝟐𝒚𝒊

(𝟏 + 𝟒𝒊 )
= 2 – i       يفضل أن نستخدم خاصية ضرب الطرفين = ضرب الوسطين ثم نكمل الحل

3x – 2yi = ( 2 – i ) ( 1 + 4i )
3x – 2yi =  2 + 8i –i – 4i 2

3x – 2yi =  2 + 7i + 4

3x – 2yi =  6 + 7i

    ∴ 3x = 6 ⟹ x = 
 𝟔 

 𝟑 
 = 2 

∴ – 2 y 7 = ⟹  y = 
−𝟕

  𝟐 

3) 
𝒙 + 𝟑𝒚𝒊

(𝟏 + 𝟐𝒊 )
= 2 – 3i      واجب

: عودة لتساوي عددين مثال

 بضرب البسط والمقام بمرافق المقام أو باستخدام القاعدة الآتية بصورة مباشرة: c دد المركبيمكن إيجاد النظير الضرب  للع أي* 

 
𝟏

  𝒄  
 = 

𝟏

𝐚 + 𝐛 𝒊
= 

𝐚

𝐚𝟐 + 𝐛𝟐 − 
𝐛

𝐚𝟐 + 𝐛𝟐 𝒊

الحل

مثال

الحل

مثال

لاحظ  إن ضرب العدد المركب بمرافقه يعطي 

ليمربع الجزء الحقيقي + مربع الجزء التخي
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4) 
(𝟏 + 𝟐𝒊 )

𝒙+ 𝟑𝒚𝒊
=

−𝟐

(𝟏 + 𝒊 )
حل  يفضل أن نستخدم خاصية ضرب الطرفين = ضرب الوسطين ثم نكمل ال  

– 2 x – 6yi  = 1 + i  + 2i  + 2i 2

– 2 x – 6yi  = 1+ 3i  – 2

– 2 x – 6yi  = –1+ 3i

∴ – 2 x = – 1 ⟹ x = 
−𝟏  

 −𝟐  
=

 𝟏 

 𝟐 
 ∴ – 6 y 3 =  ⟹  y = 

 −𝟑 

 𝟔 
=

−𝟏

 𝟐 
ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ * ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ 

إذا كان         
𝟐−𝒊   

𝒊
   ،

  𝐱+𝐲 𝒊   

𝟏+𝟑𝒊
 x , y ∈ Rجد قيم أوفمترافقان  

أي نجد مرافق احدهما = العدد الآخر           

 𝐱+𝐲 𝒊 

𝟏+𝟑𝒊
=  ( 

𝟐− 𝒊   

𝒊
 )

𝟐−𝒊 

𝒊
.
  −𝒊   

  −𝒊   
 = 

− 𝟐𝒊 + 𝒊𝟐

−𝒊𝟐
= 

− 𝟐𝒊−𝟏

−(−𝟏)
 = –1 – 2i      نبسط العدد للصورة الاعتيادية

 ∴  
 𝐱+𝐲 𝒊 

𝟏+𝟑𝒊
= – 1 + 2i نعوض مرافقه في المعادلة ثم نبسط    

x + yi = (– 1 + 2i  ) ( 1 + 3i )
x + yi = – 1 – 3i + 2i + 6i 2 

x + yi = – 1 –i – 6

x + yi = – 7 –i     ⟹  ∴  x = –7      ,    ∴  y = –1

↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭http://raeed.mathsboard.com↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭ 

إذا كان           
𝟑−𝒊   

𝟏−𝒊
   ،

  𝟐𝐱−𝐲 𝒊   

𝟏+𝟐𝒊
 x , y ∈ Rجد قيم فأومترافقان  

نجد مرافق احدهما = العدد الآخر   

 𝟐𝐱−𝐲 𝒊 

𝟏+𝟐𝒊
=  ( 

𝟑−𝒊   

𝟏−𝒊
 )

𝟑−𝒊 

𝟏−𝒊
.
  𝟏+𝒊

 𝟏+𝒊 
= 

𝟑+𝟑𝒊−𝒊− 𝒊𝟐

𝟏+𝟏
نبسط العدد للصورة الاعتيادية  

= 
𝟑+𝟐𝒊+𝟏

𝟐
= 

 𝟒+𝟐𝒊 

𝟐
= 

 𝟒

𝟐
+

 𝟐

𝟐
𝒊 = 𝟐 + 𝒊 

 ∴  
 𝟐𝐱−𝐲 𝒊 

𝟏+𝟐𝒊
=  2 – i نعوض مرافقه في المعادلة ثم نبسط    

2 x – yi  = ( 2 – i  ) ( 1 + 2i )

2 x – yi  = 2 + 4i – i – 2i 2 

2 x – yi  = 2 + 3i +2

2 x – yi  = 4 + 3i

 ∴  2 x = 4  ⟹ x = 2    ,    ∴ – y = 3   ⟹  y = – 3 

* إذا كان العددان المركبان مترافقان فإن احدهما = مرافق الآخر )) أي نجد المرافق مثلا للعدد الأول ونساويه 

 مباشرة للعدد الثاني (( كما في الأمثلة الآتية :

مثال

الحل

الحل

مثال
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 اوجد ناتج كلا مما يأتي بالصيغة العادية ) الجبرية ( للعدد المركب :       

1) 
𝟑−𝟒 𝒊 

 𝟏− 𝟐 𝒊 
. 

𝟏 + 𝟐 𝒊

 𝟏 + 𝟐 𝒊 
= 

𝟑+𝟔 𝒊 − 𝟒 𝒊−𝟖𝒊𝟐

 𝟏 + 𝟒 
= 

𝟑+𝟐 𝒊 +𝟖

 𝟓 
= 

𝟏𝟏+𝟐 𝒊

 𝟓 
= 

𝟏𝟏  

 𝟓   
+

 𝟐

 𝟓 
𝒊 

2) 
𝟕+ 𝒊 

 𝟑 𝒊 
. 
− 𝒊   

− 𝒊   
 = 

−𝟕 𝒊 −𝒊𝟐 

𝟑(−𝒊𝟐)
= 

−𝟕 𝒊+𝟏  

𝟑
 = 

𝟏−𝟕 𝒊  

𝟑
=

 𝟏 

𝟑 
−

 𝟕 

𝟑 
𝒊 

3) 
𝟏−𝟑 𝒊 

 𝟏 +  𝒊 
. 

𝟏 −  𝒊

 𝟏 −  𝒊 
= 

𝟏− 𝒊 − 𝟑 𝒊+𝟑𝒊𝟐 

 𝟏+𝟏 
= 

𝟏−𝟒 𝒊−𝟑

𝟐
= 

−𝟐−𝟒 𝒊

𝟐
= 

−𝟐 

𝟐
− 

𝟒 

𝟐
 𝒊 = −𝟏 − 𝟐 𝒊

4) 𝟐( 𝟏 +  𝒊)−𝟐=
𝟐

 ( 𝟏+ 𝒊)𝟐 
 = 

𝟐

 𝟏+𝟐 𝒊+𝒊𝟐 
 = 

𝟐

 𝟏+𝟐 𝒊−𝟏 

  = 
𝟐

 𝟐 𝒊 
 = 

𝟏

 𝒊 
= 

𝒊𝟒

 𝒊 
 = 𝒊 3 = – 𝒊 = 0 – 𝒊 

5) 
(𝟏+ 𝒊 )𝟑 

 (𝟏− 𝒊)𝟓 
 = 

(𝟏+ 𝒊 )𝟑 

 (𝟏− 𝒊)𝟑 (𝟏− 𝒊)𝟐 
= (

𝟏+ 𝒊

 𝟏− 𝒊 
)
𝟑

 .
𝟏 

 (𝟏− 𝒊)𝟐 
= (

𝟏+ 𝒊

 𝟏− 𝒊 
 .

𝟏+ 𝒊

 𝟏+ 𝒊 
 )

𝟑

 .
𝟏 

 (𝟏− 𝒊)𝟐 

=  (
𝟏+ 𝒊+ 𝒊−𝟏

 𝟐 
 )

𝟑

 .
𝟏 

 𝟏−𝟐𝒊−𝟏 

=  (
𝟐𝒊

   𝟐  
  )

𝟑

 .
 𝟏 

 −𝟐𝒊 

=  ( 𝒊 )𝟑  .
 𝟏 

 −𝟐𝒊 
= ( 

− 𝒊𝟐 

 𝟐 
 ) = 

 𝟏 

 𝟐 
+ 0 i

6) ( 𝟑 − 𝟐 𝒊)−𝟐   واجب    

↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭http://raeed.mathsboard.com↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭ 
 توجد عدة حالات منها :                              

لاحظ الأمثلة الآتية : ( i 2 )في حالة مجموع مربعين نضع بدل الجمع طرح ونضرب الحد الثاني بـ (1

 حلل كل مما يأتي إلى عاملين :      

1) a2 + b2 = a2 – b2 i 2 = ( a – bi ) ( a + bi )
2) x2 + 16 = x2 – 16 i 2 = ( x – 4i ) ( x + 4i )
3) 4 y2 + 9 = 4y2 – 9 i 2 = ( 2y – 3i ) ( 2y + 3i )

( ثم نحلل  i 3إلى) iفي احد الحدود نبدل العملية ونبدل  iفي حالة مجموع مكعبين أو الفرق بينهما مع وجود  (2

ويخرج عامل مشترك لاحظ الأمثلة : iفي الحد الخالي من  i 4أو نضع 

 حلل كل مما يأتي :     

1) a3 + b3 i  = a3 – b3i 3 = ( a – bi ) ( a2 + abi + b2i 2)

= ( a – bi ) ( a2 + abi  – b2)

2) 2x3 – 16i  = 2( x3 – 8i  ) = 2( x3 + 8i 3) = 2 ( x + 2i ) ( x2 – 2xi + 4i 2)

= 2( x + 2i ) ( x2 – 2xi – 4 )

3) y3i  – 1 = y3i  –i 4 = i (y3  – i 3) = i ( y  – i ) ( y2 + yi  +i 2 )

= i ( y  – i ) ( y2 + yi – 1 )

4) 3y3  + 24i =      واجب

مثال

البسط والمقام بمرافق المقام مع مراعاة إن ضرب العدد  ** عند قسمة عدد مركب على عدد مركب نضرب

 لاحظ الأمثلة الآتية : مربع الجزء الحقيقي + مربع الجزء التخيليالمركب في مرافقه = 

التحليل في الأعداد المركبة 

مثال

 مثال
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( ثم نحلل  i 2في الحد الوسط نبدل إشارة الحد الأخير ونضربه بـ) iفي بعض الحدوديات الثلاثية مع وجود  (3

 لاحظ الأمثلة :
 حلل كلا مما يأتي :       

1) y2 + 4i y + 5 = y2 + 4i y – 5i 2 = ( y + 5i )( y –i )

2) 3x2 – 7i x – 4 = 3x2 – 7i x + 4i 2 = ( 3x – 4i )( x –i )

3) x2 + 2x yi + 8y2 = x2 + 2x yi – 8y2i 2 = ( x + 4 yi )( x – 2 yi )
بعد الحد الثاني  الاتينجعل الحدودية مربع كامل بإضافة وطرح المقدار في بعض الحدوديات الثلاثية  (4

2) ( 𝐱 معامل   
 𝟏 

 𝟐 
 ثم نكمل الحل لاحظ الأمثلة أدناه : 

 حلل كلا مما يأتي :   

1) x2 – 4 x + 29 = x2 – 4 x + 4 – 4 +29           (𝐱 معامل
 𝟏 

 𝟐 
 بإضافة وطرح المقدار 𝟐(

 = ( x – 2 )2 + 25           مربع كامل ونبسط المتبقي 

= ( x – 2 )2 – 25 i 2        للحد الأخير i 2 نبدل الجمع إلى طرح ونضع

= ( x – 2 – 5 i ) ( x – 2 + 5 i )     نحلل فرق بين مربعين

2) y2 – 6 y + 13 = y2 – 6 y + 9 – 9 +13           ( 𝐲 معامل
 𝟏 

 𝟐 
 بإضافة وطرح المقدار 𝟐(

 = ( y – 3 )2 + 4 كامل ونبسط المتبقي             مربع  

= ( y – 3 )2 – 4 i 2        للحد الأخير i 2 نبدل الجمع إلى طرح ونضع

= ( y – 3 – 2 i ) ( y – 3 + 2 i )   نحلل فرق بين مربعين

ثم  i 2)مع إلى طرح ونضرب العدد الثاني بـ)إن أمكن تحليل الأعداد إلى مجموع أو طرح مربعين و نحول الج (5

 نحلل لاحظ الأمثلة الآتية :

 على :  ℂحلل إلى عاملين أو أكثر  في      

1) 50 = 1 + 49 = 1 – 49i 2 = ( 1 – 7i )( 1 + 7i )

2) 37 = 36 + 1= 36 – i 2 = ( 6 –i )( 6 +i )

3) 
 𝟕𝟒 

 𝟗 
= 

 𝟐𝟓+𝟒𝟗  

  𝟗  
 = 

 𝟐𝟓  

  𝟗  
−

 𝟒𝟗  

  𝟗  
 𝒊𝟐  = (

 𝟓 

 𝟑 
−

 𝟕 

 𝟑 
 𝒊 ) ( 

 𝟓 

 𝟑 
+

 𝟕 

 𝟑 
 𝒊 ) 

4) 15 = 16 – 1 = ( 4 – 1 ) ( 4 + 1 ) = 3 ( 4 – i 2 ) = 3 ( 2 – i  ) ( 2 + i  )

5) 26 = 2 ( 13 ) = 2 ( 4 + 9 ) = 2 ( 4 – 9i 2) = 2 ( 2 – 3i )( 2 + 3i )

6) 27 + i  = 27 – i  (i  2 ) = 27 – i  3 = ( 3 – i  )( 9 + 3 i  – 1 ) = ( 3 – i  ) ( 8 + 3i )

↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭http://raeed.mathsboard.com↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭ 
 : ℂحلل إلى عدة عوامل في 

1) x4 –16 = ( x2 – 4 ) ( x2 + 4 )

= ( x2 – 4 ) ( x2 – 4i 2 )

= ( x – 2 ) ( x + 2 ) ( x – 2i ) ( x + 2i )

2) z4 + 10z2 + 9 = ( z2 + 9 ) ( z2 +1 )

= ( z2 – 9i 2) ( z2 – i 2 )

=  ( z – 3i ) ( z + 3i ) ( z – i ) ( z + i )

 مثال

 مثال

 مثال

  مثال



 ~14 ~

الحقيقية في كل مما يأتي  :  x , y أوجد قيم                                       

1) 
𝒙𝟐+  𝒚𝟐

𝒙 + 𝒚𝒊
= 𝟑 + 𝟐𝒊 

𝒙𝟐−  𝒚𝟐𝒊𝟐

𝒙 + 𝒚𝒊
= 𝟑 + 𝟐𝒊   ⟹  

( 𝒙 −  𝒚𝒊 )( 𝒙 +  𝒚𝒊 )

( 𝒙 + 𝒚𝒊)
= 𝟑 + 𝟐𝒊

     x –yi  =  3 + 2i        ∴ x  = 3 , ∴  – y  =  2  ⟹ y  = –2

2) 
𝒙𝟐+𝟑𝒙 𝒊+𝟏𝟎

𝒙−𝟐𝒊
= −𝟒 − 𝟐𝒚𝒊  

𝒙𝟐+𝟑𝒙 𝒊 −𝟏𝟎𝒊𝟐

𝒙−𝟐𝒊
= −𝟒 − 𝟐𝒚𝒊 ⟹  

(𝒙 − 𝟐𝒊)(𝒙 + 𝟓𝒊)

(𝒙−𝟐𝒊)
= −𝟒 − 𝟐𝒚𝒊 

𝒙 +  𝟓𝒊  =  −𝟒 − 𝟐𝒚𝒊      ∴ x  = –4 , ∴  –2 y  =  5  ⟹ y  = 
−𝟓

 𝟐 

3) 
𝟐𝒙𝟐+𝒙 𝒊+𝟏𝟓

𝟐𝒙−𝟓𝒊
= −𝟑 + 𝒚𝒊      واجب 

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ * ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ed.mathsboard.comhttp://rae *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ 

 

 
 
 

 // ضع كلا مما يأتي بالصيغة العادية للعدد المركب : 1س

i 5 = i 4 (i ) = i  = 0 + i
i 6 = i 4 (i 2) = – 1= – 1 +0i
i 124 = i 0 = 1 = 1 +0i هو صفر (               الباقي 4على  24) لاحظ عند قسمة 

i 999 = i 3 = – i = 0 –i  (               3الباقي هو  4على  99) لاحظ عند قسمة

i 4n+1  = i  4n (i )= i = 0 + i  , n ∈N  (        4) لاحظ إن الأس من مضاعفات العدد

(2+3i )2 + (12+2i ) = ( 4 + 12i – 9 ) + ( 12 + 2i ) = 7 + 14i
(10+3i ) (0+6i ) = 0+60i +0i –18 = –18 + 60i
(1+i )4 – (1– i )4 = [ (1 + i )2 ] 2 – [ (1 – i )2 ] 2

= [ 1 + 2i – 1 ] 2 – [ 1 – 2i –1 ] 2 = [ 2i ] 2– [ –2i ] 2

= – 4 – (– 4 ) = 0 = 0 + 0i
   𝟏𝟐+𝒊   

𝒊
 = 

  −𝟏𝟐𝒊𝟐+𝒊   

𝒊
 = 

  𝒊(−𝟏𝟐𝒊+𝟏 )   

𝒊
= 1 – 12i

 𝟑+𝟒𝒊 

 𝟑−𝟒𝒊 
= 

 𝟑+𝟒𝒊

 𝟑−𝟒𝒊
.
 𝟑+𝟒𝒊

 𝟑+𝟒𝒊 
=

𝟗+𝟐𝟒𝒊+𝟏𝟔𝒊𝟐

 𝟗+𝟏𝟔 
=

𝟗+𝟐𝟒𝒊−𝟏𝟔

 𝟐𝟓 
=

−𝟕+𝟐𝟒𝒊

 𝟐𝟓 
=

−𝟕 

 𝟐𝟓 
+

𝟐𝟒𝒊

 𝟐𝟓 

 𝒊 

𝟐+𝟑𝒊
 = 

 𝒊 

𝟐+𝟑𝒊
.
  𝟐−𝟑𝒊

 𝟐−𝟑𝒊 
=

  𝟐𝒊−𝟑𝒊𝟐   

 𝟒+𝟗 
=

 𝟐𝒊+𝟑 

 𝟏𝟑 
=

 𝟑+𝟐𝒊  

 𝟏𝟑 
=

 𝟑 

 𝟏𝟑 
+

 𝟐𝒊 

 𝟏𝟑 

 (
 𝟑+𝒊 

𝟏+ 𝒊
)𝟑 = (

 𝟑+𝒊 

𝟏+ 𝒊
.
  𝟏 −𝒊

 𝟏 −𝒊 
)𝟑 =(

 𝟑−𝟑𝒊+𝒊−𝒊𝟐 

𝟐
 )𝟑 = (

 𝟒−𝟐𝒊 

𝟐
 )𝟑 = ( 2 – i ) 3

= ( 2 – i ) 2 ( 2 – i ) = ( 4 – 4i – 1 ) ( 2 –i )
= ( 3 – 4i ) ( 2 – i ) = 6 – 3i – 8i – 4 = 2 – 11i

 𝟐+𝟑𝒊 

𝟏− 𝒊
.
  𝟏+𝟒𝒊

 𝟒+𝒊 
 = 

 𝟐+𝟖𝒊+𝟑𝒊+𝟏𝟐𝒊𝟐  

𝟒+𝒊−𝟒𝒊− 𝒊𝟐
=

    𝟐+𝟏𝟏𝒊−𝟏𝟐  

𝟒 −𝟑𝒊+𝟏

= 
−𝟏𝟎+𝟏𝟏𝒊

𝟓−𝟑𝒊
.
  𝟓+𝟑𝒊

 𝟓+𝟑𝒊 
= 

−𝟓𝟎−𝟑𝟎𝒊+𝟓𝟓𝒊−𝟑𝟑

𝟐𝟓+𝟗
= 

−𝟖𝟑+𝟐𝟓𝒊

𝟑𝟒
= 

−𝟖𝟑

𝟑𝟒
+

𝟐𝟓

𝟑𝟒
𝒊

: عودة لتساوي عددين مثال

1 – 1تمارين 
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( 1 + i  )3 + ( 1 – i  )3 = ( 1 + i )2 ( 1 + i ) + ( 1 – i )2 ( 1 – i )
= ( 1 + 2i – 1 ) ( 1 + i ) + ( 1 – 2i –1 ) ( 1 – i )
= 2i ( 1 + i ) + ( – 2i ) ( 1 –i ) = 2i + 2 i 2 – 2i + 2i 2

= 2i – 2 – 2i – 2 = – 4 + 0i
ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ * ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ 

 : الحقيقية  x , y// أوجد قيم  2س

a)  y + 5i = ( x + 2i ) ( 2x +i )
y + 5i = 2x2 + xi + 4xi + 2i 2

y + 5i = 2x2 + 5xi – 2

          ∴ y = 2x2 – 2  …….(1) 

          ∴ 5 = 5x ⟹ x = 1  ⟹  ( 1نعوض في)   ⟹  y = 0 

b) 8i   = ( x + 2i ) ( y + 2i ) + 1 إلى الطرف الآخر (        1) يفضل نقل 

– 1 + 8i = xy + 2xi + 2yi – 4   ⟹ – 1 + 8i = xy – 4 + ( 2x + 2y )i

 ∴ xy – 4 = –1  ⟹ xy = 3 ⟹ y = 
 𝟑 

 𝐱 
 …….(1) 

         ∴ 2x + 2y = 8 ] ÷ 2  
     x + y = 4 …….(2) (      2( في )1نعوض ) 

  x + 
 𝟑 

 𝐱 
 = 4 ] (x) ⟹ x2 – 4x + 3 = 0                 ( x ≠ 0  حيث ) 

     ( x – 3 ) ( x – 1 ) = 0 ⟹   ∴ either  x = 3 ⟹  y = 1  or x = 1⟹ y = 3 

c) 
 𝟏− 𝒊 

𝟏+ 𝒊
(x yi ) (12i )2

 (
 𝟏− 𝒊 

𝟏+ 𝒊
 .

    𝟏− 𝒊   

𝟏− 𝒊
) ( x yi )  1 + 4i – 4

 𝟏− 𝟐𝒊−𝟏 

𝟐
( x yi )  – 3 + 4i

– i(x yi )  – 3 + 4i
x yi  – 3 + 4i i

 x yi  – 3 + 5i   ⟹     ∴  x = – 3      ,      y = 5

d) 
  𝟐−𝒊   

 𝟏+𝒊 
 x + 

  𝟑−𝒊   

 𝟐+𝒊 
 y = 

  𝟏  

 𝒊 

(
  𝟐−𝒊

  𝟏+𝒊   
.
  𝟏−𝒊

  𝟏−𝒊 
 ) x +( 

 𝟑−𝒊 

 𝟐+𝒊 
.
  𝟐−𝒊

 𝟐−𝒊 
) y = 

 𝟏 

 𝒊 
.
  −𝒊

  −𝒊

(
  𝟐−𝟐𝒊−𝒊−𝟏

 𝟐 
 ) x +( 

 𝟔−𝟑𝒊−𝟐𝒊−𝟏 

 𝟓 
) y = – i

(
  𝟏−𝟑𝒊   

  𝟐    
 ) x +(

 𝟓−𝟓𝒊 

 𝟓 
) y = – i 

(
  𝟏

 𝟐 
−

 𝟑𝒊 

 𝟐 
) x +(1 – i ) y = – i    ] × 2

( 1 – 3i ) x + ( 2 – 2i ) y = – 2 i
x – 3xi + 2y – 2yi = 0 – 2i  ⟹  x + 2y +(– 3x – 2y)i = 0 – 2i

          ∴       x + 2y = 0 ….... ( 1 ) 
          ∴  – 3x – 2y = – 2  …….(2)         بالجمع 

– 2x          = – 2   ⟹  x = 1   ⟹     ⟹   ( 1نعوض في)  y = 
 −𝟏

𝟐
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// أثبت أن : 3س  

a) 
 𝟏 

 ( 𝟐 − 𝒊 ) 𝟐
 – 

 𝟏 

 ( 𝟐 + 𝒊 ) 𝟐
 = 

 𝟖 

𝟐𝟓
i

 ( 𝟐 + 𝒊 ) 𝟐− ( 𝟐 − 𝒊 ) 𝟐 

 ( 𝟐 − 𝒊 ) 𝟐( 𝟐 + 𝒊 ) 𝟐
 =  

 𝟒 + 𝟒𝒊 – 𝟏 –(  𝟒 − 𝟒𝒊 – 𝟏 )

(    ( 𝟐−𝒊 ) ( 𝟐+𝒊 )  )𝟐
 الطرف الأيسر 

  =  
 𝟑 + 𝟒𝐢 – 𝟒 + 𝟒𝒊 + 𝟏

( 𝟒 + 𝟏 )𝟐

  = 
 𝟖𝒊 

𝟐𝟓
الطرف الأيمن  = 

b) 
 ( 𝟏−𝒊 ) 𝟐 

𝟏+ 𝒊
+

 ( 𝟏+𝒊 ) 𝟐 

𝟏− 𝒊
= − 𝟐 

 ( 𝟏−𝒊 ) 𝟐 

𝟏+ 𝒊
+

 ( 𝟏+𝒊 ) 𝟐 

𝟏− 𝒊
 =  

 ( 𝟏−𝒊 ) ( 𝟏−𝒊 ) 𝟐+   ( 𝟏+𝒊 )( 𝟏+𝒊 ) 𝟐

( 𝟏+𝒊 ) ( 𝟏−𝒊 )
 الطرف الأيسر  

 =  
 ( 𝟏−𝒊 ) ( 𝟏−𝟐𝒊+𝒊𝟐 ) + ( 𝟏+𝒊 )( 𝟏+𝟐𝒊+𝒊𝟐 ) 

𝟏+𝟏

  =  
 ( 𝟏−𝒊 ) ( 𝟏−𝟐𝒊−𝟏) + ( 𝟏+𝒊 )( 𝟏+𝟐𝒊−𝟏 ) 

𝟐
 =  

( 𝟏−𝒊 )( −𝟐𝒊) +( 𝟏+𝒊 )(𝟐𝒊 ) 

𝟐

= 
 −𝟐𝒊 +𝟐𝒊𝟐 + 𝟐𝒊 +𝟐𝒊𝟐

𝟐
 = 

 𝟐𝒊𝟐+𝟐𝒊𝟐 

𝟐
 = 

 𝟒𝒊𝟐 

𝟐
= 

 −𝟒 

 𝟐
الطرف الأيمن   2− = 

c)  ( 1 − i )( 1 − i 2 )( 1 − i 3 ) = 4

L .H .S = ( 1 − i )( 1 − (−1))(1− (− i ))

= ( 1 – i )( 2 )( 1 + i ) = (2) (1 – i )( 1 + i ) = 2 ( 1 + 1 ) =  4  = R . H .S
ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ * ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ * ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ 

عددين نسبيين .  a , b حيث    ( a + bi )// حلل إلى ضرب عاملين بالصورة 4س

29 = 4 + 25 = 4 – 25i 2 = ( 2 – 5i ) ( 2 + 5i )

125 = 121 + 4 = 121 – 4i 2 = ( 11 – 2i ) ( 11 + 2i )

41 = 25 + 16 = 25 – 16i 2 = ( 5 – 4i ) ( 5 + 4i )

85 = 49 + 36 = 49 – 36i 2 = ( 7 – 6i ) ( 7 + 6i )
ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ * ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ 

الحقيقية إذا علم أن :   x , y// جد قيمة  5س
 𝟔  

𝐱+𝐲 𝒊 
  ،

  𝟑 + 𝒊   

𝟐− 𝒊
 مترافقان 

  أي نجد مرافق احدهما = العدد الآخر     : الحل  

 𝟔 

𝐱+𝐲 𝒊 
 =  ( 

 𝟑 + 𝒊 

𝟐− 𝒊
 )  

 𝟑 + 𝒊 

𝟐− 𝒊
.
  𝟐+ 𝒊

  𝟐+ 𝒊  
= 

𝟔+𝟑𝒊+ 𝟐𝒊−𝟏

𝟒+𝟏
= 

𝟓+𝟓𝒊

𝟓
 = 1 + i نبسط العدد للصورة الاعتيادية  

 ∴  
 𝟔 

𝐱+𝐲 𝒊 
=  1 – i نعوض مرافقه في المعادلة ثم نبسط    

x + yi =
𝟔

 𝟏−𝒊
 .

𝟏 + 𝒊

𝟏 + 𝒊
⟹  x + yi =  

𝟔 (𝟏+ 𝒊)

 𝟏+𝟏 
⟹ x + yi =  

𝟔 (𝟏+ 𝒊)

 𝟐 

x + yi = 3 ( 1 + i ) ⟹    x + yi = 3 +3i     ⟹  ∴  x = 3      ,    ∴  y = 3
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اوجد الجذور التربيعية للأعداد الآتية :          

1) – 49 

  z2 = – 49   ليكن 

        ∴ z = ∓ √− 𝟒𝟗  = ∓ 7i             z ∈ ℂ حيث

2) – 13 

  c2 = – 13   ليكن

c2 + 13 = 0 ⟹ c2 – 13i 2 = 0    c ∈ ℂ حيث

(c – √𝟏𝟑i )( c + √𝟏𝟑i ) = 0

            ∴ c = √𝟏𝟑i        or    c = – √𝟏𝟑i
واجب ) حاول الحل بالطريقتين أعلاه (     24 – (3  

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ * ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ 

 لخطوات الآتية :لإيجاد الجذور التربيعية لعدد مركب ) يحتوي جزء تخيلي ( نتبع ا : ثانيا

x + yiنفرض مثلا إن الجذر المطلوب =   (1
 نربع الطرفين  (2

  x , y ∈ Rنجد قيم كل من  (3
  x , yنكتب الجذور بالاستعانة بقيم  (4

.8i أوجد الجذرين التربيعيين للعدد         

√ a + bi =نفرض أن :           𝟖𝒊 

8i  = a2 + 2abi – b2  بالتربيع 

0 + 8i  = a2 – b2+ 2abi
∴ a2 – b2 = 0 ….. ( 1 )

∴ 2ab = 8 ⟹ ab = 4 ⟹  b =
 𝟒 

𝐚
 من تساوي عددين مركبين          ( 2 ) .……  

(  1نعوض في )   

 a2 – 
 𝟏𝟔 

𝐚𝟐  = 0  ] ( a2)    a2 ≠ 0   بضرب طرفي المعادلة  بـ 

 a4 – 16 = 0  ⟹ ( a2 – 4 )( a2 + 4 ) = 0  

       ∴ a2 = 4 ⟹ a = ∓ 2 

  either  a = 2 ⟹   b =  2       or     a = – 2 ⟹ b = – 2 

2 + 2i  , – 2 – 2i ∴    الجذرين

 التربيعية الجذور 

الحل

 يهمل

 يتم إيجاد الجذور مباشرة وذلك : العدد الحقيقي ) خالي من الجزء التخيلي (في حالة  :  أولا

كما تعلمنا iمثلا ثم نجذر الطرفين مع مراعاة إن السالب تخرج من تحت الجذر  z2أما نفرض العدد = 

(2لاحظ مثال في العدد  i 2ونضع  طرحإذا كان جمع يحول إلى مثلا ونصفر ثم بالتحليل ) z2أو نفرض العدد = 

 كما في الأمثلة الآتية :

في الأعداد   نعلم إن مجموع مربعين لا يتحلل

 a , bي نواتج تخيلية وبما إن الحقيقية لأنه يعط

حقيقيان لذا تهمل

* سنتطرق له في المواضيع القادمة )) مهم ((

مثال

** لاحظ إن كل من المثالين المجاورين 

 يمكن إن يحل بالطريقة الأخرى .

مثال
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:4i+3 أوجد الجذرين التربيعيين للعدد         

a + bi =نفرض أن :                    √ 𝟑 + 𝟒𝒊 

3+4i  = a2 + 2abi – b2  بالتربيع 

3+4i  = a2 – b2+ 2abi

 ∴ a2 – b2 = 3 ….. ( 1 ) 

       ∴ 2ab = 4 ⟹ ab = 2 ⟹  b = 
 𝟐 

𝐚
تساوي عددين مركبين  من         ( 2 ) .……    

(  1نعوض في )   

 a2 – 
  𝟒   

𝐚𝟐  = 3  ] ( a2)        a2 ≠ 0   بضرب طرفي المعادلة  بـ 

 a4 – 4 = 3a2  

        a4 – 3 a2 – 4 = 0  ⟹  ( a2 – 4 )( a2 +1 ) = 0 

 ∴ a2 = 4 ⟹ a = ∓ 2 

 bلإيجاد قيم  2ألان نعوض في معادلة   

  either  a = 2 ⟹   b =  1     or     a = – 2 ⟹ b = – 1 

2 + i , – 2 – i ∴    الجذرين
ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ * ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ 

 𝟕 − 𝟐𝟒𝒊 وجد الجذرين التربيعيين للعدد       أ  

√ 𝟕 − 𝟐𝟒𝒊  = a + bi           نفرض أن

7 – 24i = ( a + bi )2      بالتربيع

7 – 24i = a2 + 2abi – b2

7 – 24i = a2 – b2+ 2abi

∴   a2 – b2 = 7 ….. ( 1 ) 

∴ 2ab = –24 ⟹ ab = –12 ⟹  b = 
 −𝟏𝟐  

𝐚
من تساوي عددين مركبين         ( 2 ) .……  

(  1نعوض في )   

 a2 – 
 𝟏𝟒𝟒 

𝐚𝟐  = 7  ] ( a2)         a2 ≠ 0 ة  بـ   بضرب طرفي المعادل  

 a4 – 7a2 – 144 = 0  ⟹ ( a2 – 16 )( a2 + 9 ) = 0  

       ∴ a2 = 16 ⟹ a = ∓ 4 

 bلإيجاد قيم  2ألان نعوض في معادلة   

  either  a = 4 ⟹   b =  – 3      

  or a = – 4 ⟹ b = 3 

4 – 3i , – 4 + 3i ∴     : الجذرين هما

الحل

 يهمل

مثال

الحل

مثال

 يهمل

في الأعداد   نعلم إن مجموع مربعين لا يتحلل

 a , bالحقيقية لأنه يعطي نواتج تخيلية وبما إن 

حقيقيان لذا تهمل

نعلم إن مجموع مربعين لا يتحلل  في الأعداد 

 a , bية وبما إن الحقيقية لأنه يعطي نواتج تخيل

 حقيقيان لذا تهمل
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أوجد الجذرين التربيعيين للعدد           
 𝟏 

𝒊𝟏𝟕

 𝟏 

𝒊𝟏𝟕 =
 𝟏 

𝒊𝟏
=

 𝒊𝟒 

𝒊
= i 3 = – i = 0 – i      نكتب العدد بالصيغة العادية

√ 𝟎 − 𝒊  = a + bi     نفرض أن      

0 – i =  a2 + 2abi – b2    بالتربيع

0 – i =  a2– b2 + 2abi
∴   a2 – b2 = 0 ….. ( 1 ) 

∴ 2ab = –1 ⟹  b = 
 −𝟏  

𝟐𝐚
  ……. ( 2 ) (  1نعوض في )   

 a2 – 
  𝟏   

𝟒𝐚𝟐 = 0  ] ( 4a2)                             4a2 ≠ 0   بضرب طرفي المعادلة  بـ 

 4a4 – 1 = 0  ⟹ ( 2a2 – 1 )( 2a2 + 1 ) = 0   

      2a2 – 1= 0 ⟹ a2 = 
 𝟏 

𝟐
  ⟹   ∴ a = ∓ 

 𝟏 

√𝟐

 bلإيجاد قيم  2نعوض في معادلة    

  either  a = 
 𝟏 

√𝟐
⟹   b = 

–𝟏

𝟐 ( 
 𝟏 

√𝟐
 )
   = 

–𝟏

√𝟐
   ,  or a = – 

 𝟏 

√𝟐
 ⟹ b = 

    𝟏  

√𝟐

 𝟏 

√𝟐
 – 

 𝟏 

√𝟐
i ,

 −𝟏 

√𝟐
  + 

 𝟏 

√𝟐
i ∴    الجذرين

↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭http://raeed.mathsboard.com↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭ 

،  6i    ،8 + 6i  ،  – 16 + 12iأوجد الجذرين التربيعيين للأعداد الآتية :         
−𝟒𝟔−𝟗𝒊

  𝟐−𝟑𝒊
 ) واجب (   

↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭ttp://raeed.mathsboard.comh↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭ 

 = z إذا كان        
  𝟕−𝟒𝒊    

𝟐+𝒊
2a – biفأوجد الجذور التربيعية للمقدار    z = a +bi، حيث 

a +bi =
  𝟕−𝟒𝒊    

𝟐+𝒊
.
    𝟐−𝒊    

𝟐−𝒊
 = 

  𝟏𝟒−𝟕𝒊−𝟖𝒊+𝟒𝒊𝟐    

𝟓
 = 

  𝟏𝟎−𝟏𝟓𝒊    

𝟓
= 2 – 3i

 ∴ a = 2  ,  b = – 3 

 ∴  𝟐 𝐚 − 𝐛𝒊 =   𝟐(𝟐)– (– 𝟑)𝒊 = 𝟒 + 𝟑𝒊 

√ 𝟒 + 𝟑𝒊  = x + yi          نفرض أن

4 + 3i =( x2– y2) + 2xyi                بالتربيع

∴  x2 – y2 = 4 ….….. ( 1 ) 

     ∴ 2xy = 3 ⟹  y = 
  𝟑  

 𝟐𝐱 
 ……. ( 2 )         ( 1نعوض في )  

 x2 – 
 𝟗 

 𝟒𝐱𝟐 = 4  ] ( 4x2)    4x2 ≠ 0   بضرب طرفي المعادلة  بـ 

 4x4 – 16x2 – 9 = 0 ⟹ ( 2x2 – 9 )( 2x2 + 1 ) = 0  

 2x2 = 9 ⟹ x2 = 
 𝟗  

 𝟐 
 ⟹ x  = ∓ 

  𝟑 

√𝟐

 either  x   =
 𝟑 

√𝟐
⟹   y = 

 𝟑 

 𝟐 (
 𝟑 

√𝟐
) 
  = 

 𝟏 

√𝟐
   ,  or x =  

– 𝟑

√𝟐
 ⟹ y = 

 𝟑  

𝟐 (
− 𝟑  

 √𝟐  
) 
  = 

− 𝟏

 √𝟐

 𝟑 

√𝟐
 + 

 𝟏 

√𝟐
i

– 𝟑

√𝟐
 – 

 𝟏 

√𝟐
 i ∴                 : الجذرين هما

الحل

مثال

𝒊𝟒** تذكر  = 𝟏 , 𝒊𝟑 =–  𝒊

 يهمل

مثال

مثال

الحل

 يهمل
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 ها ) بالاستعانة بالتحليل ضمن المنهج العراقي(:توجد عدة حالات من                                              

ونحلل ( i 2)إذا كانت المعادلة التربيعية مكونة من مجموع حدين نحول الجمع إلى طرح ونضرب الحد الثاني بـ  (1

لإيجاد قيم المتغير أو نضع المتغير في جهة والعدد في جهة ثم نجذر الطرفين لإيجاد قيم المتغير ثم تكتب القيم 
 جموعة حل المعادلة ) لاحظ الأمثلة (:في م

 أوجد مجموعة الحل لكل من المعادلات الآتية :          
1) x2 + 27 = 0
  x2  + 27 = 0 

x2 – 27i 2 = 0

( x – 3 √𝟑 i )( x + 3 √𝟑 i ) = 0

either x = 3 √𝟑 i    ,  or  x = – 3 √𝟑 i        ∴s = { 3 √𝟑 i ,– 3 √𝟑 i }
2) x2 + 40 = 0

 x2  + 40 = 0  

x2 –  40i 2 = 0

( x – 2 √𝟏𝟎 i  )( x + 2 √𝟏𝟎 i  ) = 0

either x = 2 √𝟏𝟎 i    ,  or  x = – 2 √𝟏𝟎 i           ∴s = { 2 √𝟏𝟎 i ,– 2 √𝟏𝟎 i }

3) x2 + 3 = 0
  x2 = – 3  

x = ∓ √−𝟑  ⟹ x = ∓ √𝟑 i               ∴ s = {  √𝟑 i ,– √𝟑 i } 

↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭http://raeed.mathsboard.com↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭ 

 فبصورة عامة يمكن الحل باستخدام الدستور إذا كانت المعادلة التربيعية مكونة من ثلاث حدود (2

) لاحظ الأمثلة (:       
1) x2 + 6x + 10 = 0

  ax2 + bx + c = 0    ⟹ a = 1 , b = 6 , c = 10 

x = 
− 𝐛 ∓ √ 𝐛𝟐 − 𝟒𝐚𝐜

𝟐𝐚

x = 
− 𝟔 ∓ √ 𝟑𝟔 − 𝟒 ( 𝟏 )( 𝟏𝟎 )

𝟐( 𝟏 )
= 

− 𝟔 ∓ √ 𝟑𝟔 − 𝟒𝟎

𝟐

= 
− 𝟔 ∓ √−𝟒

𝟐
= 

− 𝟔 ∓ 𝟐𝒊

𝟐
= – 3 ∓ i    ∴ s = { – 3 + i , – 3 – i }

2) 4x2 – 8x + 5 = 0

 ax2 + bx + c = 0    ⟹ a = 4 , b = – 8 , c = 5 

x = 
 𝟖 ∓√ 𝟔𝟒 − 𝟒 ( 𝟒 )( 𝟓 )

𝟐( 𝟒 )
= 

𝟖 ∓ √ −𝟏𝟔

𝟖

= 
 𝟖 ∓ 𝟒𝒊

𝟖
= 1 ∓ 

 𝟏 

 𝟐
 i     set = { 1 + 

 𝟏 

 𝟐
 i  , 1 – 

 𝟏 

 𝟐
 i  }

3) x2 – 4x + 11 = 0     ) واجب (
4) 3x2 + 4x + 7 = 0     ) واجب (

 حل المعادلة التربيعية في الأعداد المركبة

مثال

** √𝟐𝟕 =  √𝟗(𝟑) = 𝟑√𝟑 

مثال

 الأمثلة المجاورة** لاحظ إن كل من 

 . والعكس 3في مثال كما يمكن إن يحل 

 ** كذلك يمكن الحل بالدستور .



 ~21 ~

في الحد الوسط يمكن أن نبدل إشارة الحد الأخير iيعية مكونة من ثلاث حدود مع وجود إذا كانت المعادلة الترب (3

ثم نحلل بالتجربة أو يمكن الحل باستخدام الدستور  i 2ويضرب بـ 

) لاحظ الأمثلة (:      
 أوجد مجموعة حل المعادلات الآتية :          

1) x2 – 3i x + 4 = 0

x2 – 3 i x – 4i 2 = 0

( x – 4i )( x +i ) = 0

x = 4i  , x = –i        ∴ s = { 4i  ,– i }

2) 5x2 + 6i x + 8 = 0

5x2 + 6i x – 8i 2 = 0

( 5x – 4i )( x + 2i ) = 0

5x = 4i  ⟹ x = 
𝟒

 𝟓 
𝒊  , x = –2i        ∴s = { 

𝟒

 𝟓 
𝒊  ,– 2i }

3) 4x2 +i x + 3 = 0        ) واجب (

4) 6x2 – 7i x + 5 = 0     ) واجب (
↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭http://raeed.mathsboard.com↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭ 

iتور ولكن سينتج في الحد الأخير تحل  بالدس iإذا كانت المعادلة التربيعية مكونة من ثلاث حدود مع وجود  (4
ليعوض بدل الجذر ثم  ) لماذا؟(تحت الجذر وفي هذه الحالة يجب إيجاد قيمة الجذر أولا ثم نختار احد الناتجين 

نبسط ) لاحظ الأمثلة (:     

 أوجد مجموعة حل المعادلات الآتية :         

1) x2 + 2x + 1 – 8i = 0

ax2 + bx + c = 0    ⟹ a = 1 , b = 2 , c = 1 – 8i

x = 
−𝐛 ∓ √ 𝐛𝟐− 𝟒𝐚𝐜

𝟐𝐚
= 

−𝟐 ∓√ 𝟒 − 𝟒 (𝟏)( 𝟏− 𝟖𝒊 )

𝟐
=

−𝟐 ∓ √ 𝟒 − 𝟒 + 𝟑𝟐 𝒊

𝟐
= 

−𝟐 ∓ 𝟒 √ 𝟐 𝒊

𝟐

√ 𝟐 𝒊  = a + bi          نفرض أن

2i =a2 – b2 + 2abi           بالتربيع والترتيب

∴  a2 – b2 = 0 ….….. ( 1 ) 

  ∴ 2ab = 2 ⟹ ab = 1 ⟹ b = 
 𝟏 

 𝐚 
 ……. ( 2 )         ( 1نعوض في )  

 a2 – 
 𝟏 

 𝐚𝟐  = 0  ] (a2)   a2 ≠ 0 ي المعادلة  بـ   بضرب طرف  

       a4– 1 = 0 ⟹ (a2 – 1 )( a2 + 1 ) = 0   

       a2 = 1 ⟹ a  = ∓ 1         ( 2 ) نعوض في    

  either   a 1  =  ⟹   b =  1  ,  or       a = – 1 ⟹ b = –1 

         ∴   √ 𝟐 𝒊  = 1 + i  or √ 𝟐 𝒊  = – 1 – i

∴ x = 
−𝟐 + 𝟒 (𝟏 + 𝒊  )

𝟐
= 

−𝟐 + 𝟒 + 𝟒 𝒊

𝟐
= 

𝟐 + 𝟒 𝒊

𝟐
= 1 +2i

or x = 
−𝟐 − 𝟒 (𝟏 + 𝒊  )

𝟐
= 

−𝟔 − 𝟒 𝒊

𝟐
=    – 3 – 2i         ∴ s = { 1 +2 i , – 3 – 2 i }

مثال

مثال

 يهمل

حتى نجد  نتوقفهنا 

نعوض  لكي 𝒊 𝟐 √قيم 

  xنبسط لإيجاد قيم و

نعوض احد الجذرين 

الناتجين حيث الآخر  يعطي 

 نفس النتائج جرب بنفسك
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2) x2 – 4x + i ( 2 – 4i ) = 0

x2 – 4x +2i + 4 = 0

ax2 + bx + c = 0    ⟹ a = 1 , b = – 4 , c = 2i + 4

x = 
−𝐛∓√ 𝐛𝟐−𝟒𝐚𝐜

𝟐𝐚
 = 

𝟒∓√ 𝟏𝟔−𝟒(𝟏)(𝟐𝒊 +𝟒)

𝟐
  = 

𝟒∓√ 𝟏𝟔−𝟖𝒊−𝟏𝟔

𝟐
= 

𝟒∓√−𝟖𝒊

𝟐

√−𝟖𝒊  = a + bi          نفرض أن

– 8i  = a2 + 2abi – b2     بالتربيع والترتيب

∴  a2 – b2 = 0 ….….. ( 1 ) 

∴ 2ab = – 8 ⟹ ab = – 4 ⟹ b = 
− 𝟒  

 𝐚 
    ……. ( 2 )         ( 1نعوض في )

 a2 – 
 𝟏𝟔 

 𝐚𝟐  = 0  ] (a2)    a2 ≠ 0   بضرب طرفي المعادلة  بـ  

       a4– 16 = 0 ⟹ (a2 – 4 )( a2 +4 ) = 0   

       a2 = 4 ⟹ a  = ∓ 2         ( 2 ) نعوض في    

  a  2  =  ⟹   b = – 2        or  a = – 2 ⟹ b = 2 

∴ √−𝟖𝒊  = 2 – 2i   or   –2 +2i 

either x = 
𝟒+𝟐− 𝟐𝒊

𝟐
= 

 𝟔

𝟐
−

𝟐

 𝟐 
 𝒊 = 3 – i   

  or x = 
𝟒−𝟐 +𝟐𝒊 

𝟐
= 

 𝟐

𝟐
+

𝟐

 𝟐 
 𝒊 = 1 + i

∴ s = {  3  – i , 1 + i }
↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭ard.comhttp://raeed.mathsbo↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭

3) x2 – 𝟐√ 𝟑 x + 3(i + 1) = 0

ax2 + bx + c = 0    ⟹ a = 1 , b = – 𝟐√ 𝟑  , c = 3(i + 1)

x = 
−𝐛∓√ 𝐛𝟐−𝟒𝐚𝐜

𝟐𝐚
= 

𝟐√ 𝟑 ∓√ 𝟏𝟐 − 𝟒(𝟏)𝟑(𝒊 +𝟏)

𝟐

= 
𝟐√ 𝟑 ∓√ 𝟏𝟐−𝟏𝟐𝒊−𝟏𝟐

𝟐
= 

𝟐√ 𝟑 ∓√−𝟏𝟐𝒊

𝟐

↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭http://raeed.mathsboard.com↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭

هنا يتوقف الحل حتى 

 لكي 𝟖𝒊 √نجد قيم 

الكسر  نعوض احدها في

  xثم نبسط لإيجاد قيم 

نعوض احد الجذرين 

الناتجين حيث الآخر  يعطي 

 نفس النتائج جرب بنفسك

 يهمل

هنا يتوقف الحل حتى 

 لكي 𝟏𝟐𝒊− √نجد قيم 

نعوض احدها في الكسر 

  xثم نبسط لإيجاد قيم 

 الكتاب المقرر خير وسيلة للتعلم

تطلب من قرطاسية الخطاط حيدر الكرادي   الوجيز في الرياضيات للصف السادس العلمي

 لا يجوز بيعها أو نسخها إلا بعد موافقة مدرس المادة

   07808683063للمعلومات والاقتراحات الاتصال على الرقم   

موقعنا على الانترنيت منتديات بابل للرياضيات  

d.com/http://raeed.mathsboar 

Raeed_karady@yahoo.comأو البريد الالكتروني 
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axسبق ان تعرفنا على الصيغة العامة للمعادلة الرببيعية ذات متغير واحد وه                   
2
 + bx + c = 0   

ويمكن ايجاد علاقة بين معاملات هذا  a ≠ 0, a, b, c ∈ Rومثل هذه المعادلة يقال ان معاملاتها اعداد حقيقية اذا كان                  
 المعادلات وجذورها ) قي  المتغير فيها ( حسب الخيوات الاتية :النوع من 

 ( لتصبح المعادلة بالصورة : aبالقسمة عليه ) أي نقس  على  xنتخلص من معامل  (1
x

2
 +

 𝐛 

𝐚 
x + 

𝐜

𝐚 
 = 0

 𝐛  − =مجموع جذري المعادلة  (2

𝐚 
 𝐜 =وحاصل ضرب جذري المعادلة   

𝐚 

,  2i   2 +i – 3 كون المعادلة الرببيعية التي جذراها               

  i  = (2 + i) + (3 – 2 i) – 5                                           نجد مجموع اجذذرين     
 6 – 4i + 3i + 2 = 8 – i = ( 3 – 2i ) ( i + 2)             ونجد حاصل ضرب اجذذرين       

x +( 8 – i ) = 0              x ( i – 5 )المعادلة الرببيعية  ه  :  ∴     
2
 – 

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *

,  i   2 +2i– 1 كون المعادلة الرببيعية التي جذراها               
ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *

 أي: y ≠ 0 ، ( x –yi )فأن اجذذر الآخر هو  ( x +yi )المعادلة الرببيعية ذات معاملاتها حقيقية اذا كان احد جذريها            
 ري المعادلة مربافقان فأن معاملاتها حقيقية.إذا كان جذ (1
. y ≠ 0حيث  ( x – y i )فأن اجذذر الآخر هو مرافقه هو  ( x + yi )إذا كان  معاملات المعادلة حقيقية و أحد جذريها  (2
ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *

كون المعادلة الرببيعية في كل مما يأت  :            
 , i   3 + i– 3 جذراها : (1

  ( 3 – i ) + ( i + 3 )=  6                                              مجموع اجذذرين                
( 3 –i ) ( i + 3 ) =    10  = 1 +  9حاصل ضرب اجذذرين    

x + 10 = 0              x 6المعادلة الرببيعية  ه  :  ∴  
2
 – 

–  i 3 + 2يها معاملاتها حقيقية و أحد جذر (2

 ( i 3 + 2 – )المعاملات حقيقية واحد جذريها  ∵             
 ( i 3 – 2 – )اجذذر الثان  هو مرافقه  ∴     

i + ( – 2 + 3 i 3 – 2 – ( =  –4   مجموع اجذذرين                               

( 2 + 3 i –) ( i 3 – 2 –) =   13 = 9 + 4حاصل ضرب اجذذرين              

x + 13 = 0              x 4المعادلة الرببيعية  ه  :  ∴                
2
 + 

 ملاحظة

أن المعادلة الرببيعية ه  : نحصل على 2و  1من الملاحظة اعلاه والنقيتين 
x )مجموع اجذذرين ) + x (  حاصل ضرب اجذذرين 0 = ( 

2
 –

ملاحظة

مثال

الحل

مثال

مثال

الحل

الحل

) لاحرررظ الاشرررارات مهمررره **
جدا ، كما يمكن ايجاد المعادلة 
اذا علررر  جرررذراها في الاعرررداد  

المركبة بهذه العلاقات (
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 𝟒𝒊 – 𝟏𝟑معاملاتها حقيقية واحد جذريها  (3

𝟔+𝒊

𝟏𝟑 – 𝟒𝒊 

𝟔+𝒊
.
𝟔−𝒊

𝟔−𝒊
= 

𝟕𝟖 – 𝟏𝟑𝒊 −𝟐𝟒𝒊−𝟒 

𝟑𝟔+𝟏
 = 

𝟕𝟒 – 𝟑𝟕𝒊  

𝟑𝟕
 = 

𝟕𝟒 

𝟑𝟕
–

𝟑𝟕 

𝟑𝟕
 𝒊 = 2 – i نبسط لإيجاد اجذذر الاول     

( i + 2 )اجذذر الثان  هو مرافقه  ∴             ( i – 2 )المعاملات حقيقية واحد جذريها  ∵              

2 + i + 2 – i = 4                                   : مجموع اجذذرين
(2 + i )( 2 – i ) = 4 + 1 = 5                       : ضرب اجذذرين

x + 5= 0              x 4المعادلة:  ∴                  
2
 –

 ( 0( و جزئيهما الخيال  لا يساوي )  19( و ضربهما )  8عددين مركبين مجموعهما ) أوجد                   

   a + b iلنفرض أحد العددين المركبين          
 a – b iالعددان مربافقان و الثان  هو  ∴(0 ≠المجموع حقيق  والضرب حقيق   )واجذزء الخيال   ∵  

a + bi + a – bi = 8

 2a = 8 ⟹ a = 4  

(a + bi )( a – bi ) = 19

a
2
 – a bi + a bi + b

2
 = 19

a
2
 + b

2
 = 19 ⟹ 16 + b

2
 = 19 ⟹ b

2
 = 3   ⟹ ∴ b = ∓ √𝟑

( 4 – √𝟑 i ) ,  ( 4 +√𝟏𝟑 i ) ∴                      العددين
ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *

(   15( و ضربهما )  4أوجد عددين مركبين مجموعهما )             

  yوالآخر  xنفرض احد العددين 

       x + y = 4 …….. ( 1 ) 

xy = 15 ⟹ x = 
𝟏𝟓

𝐲
 …….. ( 2 ) (        1نعوض في )

[ 
𝟏𝟓

𝐲
 + y = 4 ]  y         y ≠ 0 دلة  بـ   بضرب طرفي المعا

       15 + y2 = 4y    ⟹   y2 – 4y + 15 = 0

y = 
+𝟒∓√ 𝟏𝟔 −𝟒(𝟏)(𝟏𝟓)

𝟐
 ⟹ y= 

𝟒∓√ 𝟏𝟔−𝟔𝟎

𝟐
⟹ y = 

𝟒∓√− 𝟒𝟒

𝟐
⟹ y = 

𝟒∓√ 𝟒(𝟏𝟏) 𝒊

𝟐
 ⟹ y = 2 ∓ √𝟏𝟏 i  

 either y = 2 + √𝟏𝟏 i ⟹   ⟹ ( 2نعوض في) x = 
𝟏𝟓

𝟐 + √𝟏𝟏 𝒊 
.
𝟐− √𝟏𝟏 𝒊

𝟐− √𝟏𝟏 𝒊 
= 

𝟏𝟓( 𝟐−√𝟏𝟏 𝒊 )

𝟒+𝟏𝟏 
 = 𝟐 − √𝟏𝟏 𝒊 

     or   y =  2 – √𝟏𝟏 i ⟹  x = 2 + √𝟏𝟏 i 

 الحل

الحل

الحل

2مثال 

1 مثال

يمكن  2و 1** في كلا المثالين 

حل كل منهما بالطريقة التي حل 

بها المثال الاخر ......

 𝒊+𝟑 معاملاتها حقيقية واحد جذريها  (4

𝟏−𝒊
)( معاملاتها حقيقية واحد جذريها 5،   

𝟏+𝟐𝒊 

𝟐−𝒊
)
𝟏𝟓

)قيقية واحد جذريها  ( معاملاتها ح6
𝟏−𝒊 

𝟏+𝒊
)
𝟏𝟏
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 ( i + 2 )إذا كان 
احد جذري المعادلة
 

: x2 + a x + (– 2 – 6i ) = 0 
وما ؟a ∈ ℂ فما قيمة 

 
الجذر
 

؟الآخر

( 2 + i ) ∵  يمثل قيمة ( احد جذري المعادلةx   : أي ) فيحقق المعادلة      x = 2 + i
( 2 + i )2 + a(2 + i ) + (– 2 – 6i )  = 0

  4 + 4i – 1 + a(2 + i ) + (– 2 – 6i )    = 0

  3 + 4i  + a(2 + i ) + (– 2 – 6i )    = 0 

  1 – 2i  + a(2 + i ) = 0 ⟹ a(2 + i ) = –1 +2i  

∴ a = 
−𝟏 +𝟐𝒊  

𝟐+ 𝒊 
.
  𝟐 − 𝒊  

  𝟐 − 𝒊  
 = 

−𝟐+𝒊+𝟒𝒊+𝟐 

𝟒+𝟏
 =

 𝟓𝒊 

𝟓
 = i = 0 + i

x2 + i x + (– 2 + 6i ) = 0تصبح المعادلة بالصورة الاتية :  ∴

   z ∈ ℂحيث  zوالان نفرض الجذر الآخر            

حاصل ضرب الجذرين هو  =  ∵
 𝐜 

 𝐚 
= (– 2 – 6i ) 

                  ∴ z (2 + i ) =  (– 2 – 6i ) 

z = 
(– 𝟐− 𝟔𝒊 ) 

𝟐 + 𝒊 
.
𝟐 − 𝒊

𝟐 − 𝒊 
= 

−𝟒+𝟐𝒊 − 𝟏𝟐𝒊−𝟔

𝟓 
=  

−𝟏𝟎   

  𝟓  
−

𝟏𝟎

𝟓
 𝒊 = –2 – 2i

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *mathsboard.comhttp://raeed. *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *

حل المعادلات التربيعية الاتية وبين اي منها يكون جذراها مترافقين ؟ (1

a) z2 = – 12

z2  =∓ √−𝟏𝟐  ⟹ z  = ∓2 √𝟑i
     ∴  z =  2 √𝟑i  ,  z = – 2 √𝟑i        

     ∴ set = {  2 √𝟑i , – 2 √𝟑i  }           نلاحظ ان الجذران مترافقان
ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *rd.comhttp://raeed.mathsboa *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *

b) z2 – 3z + 3 + i = 0              تحل الدستور

ax2 + bx +c = 0   ⟹ a = 1  , b = – 3  , c = 3 + i

z = 
𝟑∓√ 𝟗−𝟒(𝟏)(𝟑+𝒊)

𝟐(𝟏)
= 

𝟑∓√𝟗−𝟏𝟐−𝟒𝒊

𝟐
= 

𝟑∓√−𝟑−𝟒𝒊

𝟐

√−𝟑 − 𝟒𝒊  = a + bi          نفرض أن

−𝟑 − 𝟒𝒊  = a2 + 2abi – b2    بالتربيع والترتيب

∴  a2 – b2 =  – 3  ….….. ( 1 ) 

∴ 2ab = – 4 ⟹ ab = – 2 ⟹ b = 
− 𝟐 

𝐚 
    ……. ( 2 )         ( 1نعوض في )

 a2 – 
 𝟒 

𝐚𝟐  = – 3  ] (a2)   a2 ≠ 0   بضرب طرفي المعادلة  بـ 

       a4 + 3 a – 4 = 0 ⟹ ( a2 + 4 ) ( a2 – 1 ) = 0  

       a2 = 1 ⟹ a  = ∓ 1         ( 2 ) نعوض في    

  a  1  =  ⟹   b = – 2        or   a = – 1 ⟹ b = 2 

** يمكن حل 

المعادلة بالدستور 

لإيجاد الجذر الآخر.

أو من قاعدة 

جموع الجذرين .م

مثال 

الحل

( 1 – 2تمارين ) 

حاول الحل بطريقة اخرى

يهمل
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( 1 – 2i )  or  ( –1 +2i ∴  (            الجذران التربيعيان هما

either x = 
𝟑+𝟏 – 𝟐𝒊   

𝟐
 = 

𝟒 

𝟐
−

𝟐

 𝟐 
𝒊 = 2 – i

or x =  
𝟑−𝟏 +𝟐𝒊 

𝟐
 = 

𝟐 

𝟐
+

𝟐

 𝟐 
𝒊 = 1 + i

∴ s = {  2  – i , 1 + i }   نلاحظ ان الجذران غير مترافقان 
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c) 2z2 – 5z +13 = 0           تحل الدستور

ax2 + bx +c = 0   ⟹ a = 2  , b = – 5  , c = 13 

z = 
𝟓∓√𝟐𝟓−𝟒(𝟐)(𝟏𝟑)

𝟐.𝟐
= 

𝟓∓√𝟐𝟓−𝟏𝟎𝟒

𝟒
= 

𝟓∓√−𝟕𝟗

𝟒

= 
𝟓∓√𝟕𝟗  𝒊

𝟒
= 

𝟓

𝟒
∓

√𝟕𝟗  

𝟒
𝒊

∴ set ={ 
𝟓

𝟒
+

√𝟕𝟗  

𝟒
𝒊 ,

𝟓

𝟒
−

√𝟕𝟗  

𝟒
𝒊  }  نلاحظ ان الجذران مترافقان 
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d) z2 +2z + i (2 – i ) = 0

z2 +2z +2 i – i 2  = 0

z2 +2z +2 i + 1  = 0    تحل الدستور

ax2 + bx +c = 0   ⟹ a = 1  , b = 2   , c = 2 i + 1

z = 
−𝟐∓√ 𝟒 − 𝟒(𝟏)(𝟐𝒊+𝟏)

𝟐(𝟏)
= 

−𝟐∓√𝟒−𝟖𝒊−𝟒

𝟐
= 

−𝟐∓√−𝟖𝒊

𝟐

 a + bi √−𝟖𝒊 =نفرض أن :                                               

– 8i  = a2 + 2abi – b2                     بالتربيع

0 – 8i  = a2 – b2+ 2abi
 ∴ a2 – b2 = 0 ….. ( 1 ) 

∴ 2ab = – 8 ⟹ ab = – 4 ⟹  b = 
−𝟒  

𝐚
  ……. ( 2 )

(  1نعوض في )   

 a2 – 
  𝟏𝟔   

𝐚𝟐 = 0 ] ( a2)              a2 ≠ 0   بضرب طرفي المعادلة  بـ 

 a4 – 16 = 0  ⟹ ( a2 – 4 )( a2 + 4 ) = 0  

       ∴ a2 = 4 ⟹ a = ∓ 2 

  either  a = 2 ⟹   b =  – 2    or   a = – 2 ⟹ b =  2 

2 – 2i  , – 2 + 2i ∴    الجذرين

either x = 
−𝟐+𝟐 – 𝟐𝒊

𝟐
= −

𝟐

 𝟐 
𝒊 = 0 – i   

or x =  
−𝟐−𝟐 +𝟐𝒊 

𝟐
 = 

−𝟒   

𝟐 
+

𝟐

 𝟐 
𝒊 = – 2 + i

∴ s = {  0  – i , –2 + i }      نلاحظ ان الجذران غير مترافقان

نعوض احد الجذرين الناتجين حيث الآخر  

يعطي نفس النتائج جرب بنفسك

لاحظ ان المعاملات في المعادلة المعطاة 

حقيقية ونتج ان الجذران متر افقان

نعوض احد الجذرين الناتجين حيث الآخر  

يعطي نفس النتائج جرب بنفسك

 هملي

نعلم إن مجموع مربعين لا يتحلل  في 

الأعداد الحقيقية لأنه يعطي نواتج تخيلية 

حقيقيان لذا تهمل a , bوبما إن 

الحل بطريقة اخرى ) التجزئة (

z2 +2z +2 i – i 2  = 0

z2 – i 2  +2z +2 i = 0

( z – i )( z +i ) + 2( z +i ) = 0 

 ( z +i ) [( z – i ) + 2] = 0 

either z =  – i   or z =  – 2 + i 

∴ s = {  0  – i , –2 + i }
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e) 4z2 + 25 = 0

4z2 – 25i 2 = 0 ⟹ (2z – 5i ) (2z + 5i )  = 0

∴ z = 
𝟓

𝟐 
𝒊   or  z = 

−𝟓 

𝟐 
𝒊        ∴ set = {

 𝟓 

 𝟐 
𝒊 ,

−𝟓 

𝟐 
𝒊 } لاحظ ان الجذران مترافقان 
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f) z2 – 2z i  + 3 = 0

          a = 1, b = – 2 i  , c = 3 

z = 
𝟐𝒊∓√−𝟒−𝟒(𝟏)(𝟑)

𝟐(𝟏)
= 

𝟐𝒊∓√−𝟒−𝟏𝟐

𝟐
=
𝟐𝒊∓√−𝟏𝟔

𝟐
= 

𝟐𝒊 ∓ 𝟒𝒊

𝟐

∴ either z = 
𝟐𝐢+ 𝟒𝐢 

𝟐
  = 3i    , or  z  = 

𝟐𝐢− 𝟒𝐢 

𝟐
  = – i

  ∴ set ={  –  𝒊 , 𝟑𝒊  } أن الجذران غير مترافقان نلاحظ  
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: حيث  m , L  جذراها التي التربيعية المعادلة كون (2

a) m = 1+2i   , L = 1 – i
    1+2i   + 1 – i  = 2 +i       مجموع الجذرين  

    ( 1+2i ) ( 1 –i ) = 3 + i      ضرب الجذرين 

x2 – (2 + i ) x +(3 + i )  = 0 ∴ المعادلة
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b) m = 
𝟑−𝒊

𝟏+𝒊
.
𝟏−𝒊

𝟏−𝒊
= 

𝟐−𝟒𝒊

𝟐
 = 1 – 2i                       : نبسط كلا الجذرين قبل الحل حيث

L = ( 3 – 2i  )2 = 9 – 12 i  – 4 = 5 – 12i
   1 – 2 i  + 5 – 12i  = 6 – 14i   ع الجذرين   مجمو  

   (1 – 2i  )( 5 – 12i  ) = 5 – 12i  – 10i  – 24 = – 19 – 22i         ضرب الجذرين 

x2 – ( 6 – 14i ) x +( – 19 – 22i )  = 0 ∴ المعادلة
 ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *

التربيعية للأعداد المركبة الاتية  :  الجذور أوجد (3

a)  – 6i
–نفرض أن :    6i =  ( a + bi )2

– 6i  = a2 + 2abi – b2                       مربع حدانية

0 – 6i  = a2 – b2+ 2abi
 ∴ a2 – b2 = 0 ….. ( 1 ) 

∴ 2ab = – 6 ⟹ ab = – 3 ⟹  b = 
−𝟑  

𝐚
(      1نعوض في )          ( 2 ) .……  

 a2 – 
  𝟗   

𝐚𝟐 = 0 ] ( a2)         a2 ≠ 0   بضرب طرفي المعادلة  بـ 

 a4 – 9 = 0  ⟹ ( a2 – 3 )( a2 + 3 ) = 0  

∴ a2 = 3 ⟹ a = ∓ √𝟑

  either  a = √𝟑 ⟹   b =  – √𝟑       or     a = – √𝟑 ⟹ b =  √𝟑 

√𝟑 – √𝟑i  , – √𝟑 + √𝟑i ∴    : الجذرين هما

z2 – 2z i  + 3  = 0 ) طريقة اخرى  بالتجربة(

z2 – 2z i  
– 3 i 2 = 0

( z – 3i )( z +i ) = 0 

either z =  3i   or z =  –i 

∴ s = {  – i , 3i }

 يهمل
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b) 7+24i
7+24i = ( a + bi )2           نفرض أن

7+24i  = a2 + 2abi – b2    نفتح مربع الحدانية ونرتب

∴  a2 – b2 =  7  ….….. ( 1 ) 

∴ 2ab = 24 ⟹ ab = 12 ⟹ b = 
𝟏𝟐 

𝐚 
    ……. ( 2 )         ( 1نعوض في )

 a2 – 
 𝟏𝟒𝟒 

𝐚𝟐  = 7  ] (a2)      a2 ≠ 0   بضرب طرفي المعادلة  بـ 

   a4 – 7 a – 144 = 0 ⟹ ( a2 – 16 ) ( a2+ 9  ) = 0   
   a2 = 16 ⟹ a  = ∓ 4         ( 2 ) نعوض في    

 either  a  4  =  ⟹   b =  3        or   a = – 4 ⟹ b = – 3 

 4  + 3i   ,  –4 –3i ∴             الجذران التربيعيان هما
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c) 
𝟒

𝟏−√𝟑 𝒊
.
𝟏+√𝟑 𝒊

𝟏+√𝟑 𝒊
=  

𝟒(𝟏+√𝟑 𝒊)

𝟒
 = 𝟏 + √𝟑 𝒊 

    𝟏 + √𝟑 𝒊   = ( a + bi )2           نفرض أن

𝟏 + √𝟑 𝒊 = (a2– b2) + 2abi نفتح مربع الحدانية ونرتب          

∴ a2 – b2 = 1 ….….. ( 1 )

∴ 2ab = √𝟑   ⟹ b = 
√𝟑 

𝟐𝐚 
    ……. ( 2 )         ( 1نعوض في )

    a2 – 
  𝟑   

𝟒𝐚𝟐 = 1  ] (4a2
)                                     4a2 ≠ 0   بضرب طرفي المعادلة  بـ 

    4a4– 3 = 4a2 ⟹ 4a4– 4a2 – 3 = 0  ⟹ (2a2 – 3 )( 2a2 + 1 ) = 0  

2a2 = 3 ⟹ a2 = 
𝟑

𝟐 
⟹ a  = ∓ 

√𝟑 

√𝟐 
نعوض في ( 2 )         

either   a   =
√𝟑 

√𝟐 
 ⟹   b =

√𝟑

𝟐(
 √𝟑 

√𝟐 
)

= 
√𝟐 

𝟐 
 =

 𝟏

√𝟐
,    or       a   =

−√𝟑 

√𝟐 
 ⟹   b = 

−𝟏

 √𝟐

−√𝟑 

√𝟐
 −

𝟏

√𝟐
 i , 

√𝟑

√𝟐
 + 

 𝟏

√𝟐
 i  ∴     : الجذرين هما  
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 :هو جذريها  وأحد الحقيقية المعاملات ذات التربيعية المعادلة ما (4

a) i
 i –الجذر الآخر هو  =  ∴المعاملات حقيقية  ∵

      i + (–i ) = 0      مجموع الجذرين 

      i (–i ) = 1 ضرب الجذرين           

  x2 – 0 (x) + 1= 0 ⟹ x2 + 1= 0  ∴ المعادلة
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b) 5 – i
i + 5الجذر الآخر هو  =  ∴المعاملات حقيقية  ∵

      5 – i + 5 + i = 10                    مجموع الجذرين 

      (5 – i )(5 + i ) = 25 + 1 = 26 ضرب الجذرين           

x2 – 10x + 26= 0   ∴ المعادلة

يهمل
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c) 
√𝟐+ 𝟑𝒊

𝟒 
= 

√𝟐

𝟒 
+

 𝟑

𝟒 
𝒊 

√𝟐

𝟒 
−

 𝟑

𝟒 
𝒊 الجذر الآخر هو  =  ∴المعاملات حقيقية  ∵   

√𝟐

𝟒 
+

 𝟑

𝟒 
𝒊 +

√𝟐   

𝟒 
−

 𝟑  

𝟒 
𝒊 =

𝟐√𝟐   

𝟒 
=

√𝟐   

𝟐 
= 

  𝟏

√𝟐
  مجموع الجذرين

(
√𝟐

𝟒 
+

 𝟑

𝟒 
𝒊)( 

√𝟐

𝟒 
−

 𝟑

𝟒 
𝒊) = 

𝟐  

𝟏𝟔 
 + 

𝟗  

𝟏𝟔 
=

𝟏𝟏 

𝟏𝟔 
 ضرب الجذرين

  x2 – 
 𝟏 

√𝟐
x + 

𝟏𝟏  

𝟏𝟔 
المعادلة ∴     0 =
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؟  m ∈ ℂفما قيمة  x2 – m x + ( 5 + 5i ) = 0 هو احد جذري المعادلة :( i + 3 )إذا كان  (5

 وما قيمة الجذر الآخر ؟          

              ( 3 + i ) هو احد جذري المعادلة أي قيمةx  ) لذلك نعوض في المعادلة ) يحقق المعادلة

  x = 3 + i   

( 3 + i )2 – m( 3 + i ) + ( 5 + 5i ) = 0

  9 +6i – 1 + 5 + 5i = m( 3 + i ) 
  13 + 11i = m( 3 + i ) 

∴ m = 
𝟏𝟑 + 𝟏𝟏𝒊

 𝟑 + 𝒊 
.
  𝟑− 𝒊

 𝟑− 𝒊 
= 

𝟓𝟎 + 𝟐𝟎𝒊

𝟏𝟎
 = 5 + 2i 

  y ∈ ℂحيث  yنفرض الجذر الآخر  

ضرب الجذرين =  ∵
 𝐜 

 𝐚 

 ∴ y (3 + i ) = 5 + 5i 

y = 
𝟓 + 𝟓𝒊

 𝟑 + 𝒊 
.
  𝟑− 𝒊

 𝟑− 𝒊 
= 

𝟐𝟎+𝟏𝟎𝒊

 𝟏𝟎 
 = 2 + i 
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في الاعداد المركبة  لنفرض أن  احد هذه   لإيجاد  الجذور التكعيبية  للواحد الصحيح  

 𝟏 √أي أن :     ( x )  الجذور  هو 
𝟑

 = x            : لذا بتكعيب الطرفين ينتج أن x3 = 1    ولنحاول حل هذه المعادلة في الاعداد

   المركبة  لإيجاد الجذور التكعيبية للواحد الصحيح  ) لاحظ الحل ادناه (

  x3 – 1 = 0      
    ( x – 1 ) ( x2 + x + 1 ) = 0
    either  x = 1   or  x2 + x + 1 =0   تحل بالدستور 

      a = 1, b = 1  , c = 1 

∴ x = 
−𝟏∓√𝟏−𝟒(𝟏)(𝟏)

𝟐
= 

−𝟏∓√𝟏−𝟒

𝟐
= 

−𝟏 

𝟐
∓ 

√𝟑    

𝟐
 i

 , 1 الجذور هي :   ∴
−𝟏 

𝟐
+ 

√𝟑    

𝟐
𝒊  , 

−𝟏 

𝟐
− 

√𝟑    

𝟐
 i

 تج لوجدنا الجذرين التخيليين مترافقان وتتمتع هذه الجذور بعدة خواص وهي :** لو لاحظنا النوا

يجاد الجذر الآخر يمكن حل المعادلة بالدستور لإ

الجذور التكعيبية للواحد الصحيح

 الحل
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 أحد اجذذور حقيق  واجذذران والآخران عددان مركبان مربافقان . (1
ω)هو  ( فأن اجذذر الأخرωاذا رمزنا لأحد اجذذرين التخيليين ) (2

2
ω , 1 )ويقرأ " أوميكا "  لذا تصبح اجذذور  (

2
 , ω )

ω =الآخر .  التخيليين يساوي اجذذر التخيل  بع أحد اجذذرينمر (3
 

 ( ω ) ω
3

 =
4

ω  =
2

(ω
2

)    ،
2

ω  =
2

(ω)
ω = 𝝎𝟐   ،ωمن اجذذرين التخيليين مرافق الاخر اي  :   كل  (4

2 = 𝝎     
5) 1  =ω

وباق  القسمة هو الاس اجذديد 3نقس  على  3ومنها في حال رفع  أوميكا لاس اكبر من   3
ω )( ω ) 1) = 1( أي :    1حاصل ضرب اجذذور الثلاثة يساوي )  (6

ω ( ω= ) 1ومنها  2
2

 مقلوب أحد اجذذرين الخياليين يساوي اجذذر الخيال  الآخر . (7
𝟏 

𝛚
=

 𝛚𝟑 

𝛚
 = ω2 

 ,   
𝟏 

𝛚𝟐 = 𝛚 𝟑

𝛚𝟐  = ω
 ( أي أن :  0مجموع اجذذور الثلاثة يساوي )  (8

ω + ω2
 + 1 = 0 ومنها نحصل على                                

a) ω + ω2
  = – 1            d)   –ω – ω2

  =  1

b) 1 + ω  = – ω
2
            e)   –1 – ω =  ω

2

c)  1 + ω
2
 = – ω             f)   –1 – ω

2
 =  ω

 ( 𝒊 𝟑 √∓)ليين يساوي خيتحاصل طرح اجذذرين ال  (9

ω – ω
2
 = – ω

2
 + ω = ∓√ 𝟑 𝒊      or   ω

2
 – ω = – ω + ω

2
 = ∓√ 𝟑 𝒊
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 أوجد ناتج كل مما يأت  :            
1) ω

17 
= ω

هو الاس اجذديد            2والباق   3على  17نقس  الاس    2
2) ω

94
 = ω س اجذديد               هو الا 1والباق   3على  94نقس  الاس 

3) ω
69 

= ω
0 
هو الاس اجذديد        0والباق   3على  69نقس  الاس    1 =

4) ω
 – 23

 =
𝟏 

𝛚𝟐𝟑 = 
𝟏 

𝛚𝟐  = ω هو الاس اجذديد            2والباق   3على  23نقس  الاس    
ثلة منوعة والاستفادة من خواصها في الحل ) لاحظ الامثلة الاتية ( :** الان يمكن استخدام هذه اجذذور في ام
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 أوجد ناتج ما يأتي :          

1) ω
 – 23

+ ω
5
+ ω

– 12
 =

𝟏 

𝛚𝟐𝟑 + ω
5
+

𝟏 

𝛚 𝟏𝟐 = 
𝟏

𝛚𝟐 + ω
2
+

𝟏 

𝛚 𝟎 = ω  + ω
2
 + 1 = 0

2) (𝛚𝟐 + 𝟏)−𝟓 =
𝟏 

(𝛚𝟐+𝟏)
𝟓 = 

𝟏 

(− 𝛚)𝟓
 = 

𝟏 

−𝛚𝟓 =
𝟏 

−𝛚𝟐 = – ω 

3) (
𝟏

𝟏+ 𝛚
−

𝟏

𝟏+ 𝛚𝟐)
𝟐
= (

𝟏

− 𝛚𝟐 −
𝟏

− 𝛚
)
𝟐

= ( ω
2
 – ω )

2
 = (– ω + ω

2
)
2

= ω
4
 – 2ω

3
 + ω

2
 = ω – 2+ ω

2 
= – 2+ (ω+ ω

2
) = – 2 – 1 = – 3

 الجذور  التكعيبية للواحد الصحيح  خواص

مثال

1دور 2000 وزاري

مثال

** حاول الحل بيريقة اخرى ؟
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4) 
  𝛚𝟐𝟑+ 𝛚𝟕− 𝟗 

𝛚𝟑𝟏+ 𝛚𝟖− 𝟒
  = 

 𝛚𝟐+𝛚− 𝟗 

𝛚+ 𝛚𝟐− 𝟒
= 

−𝟏− 𝟗

−𝟏− 𝟒
= 

−𝟏𝟎 

−𝟓 
 = 2

5) (𝛚𝟐 + 𝟏)𝟔 + (𝛚 + 𝟏)𝟔= (−𝛚 )𝟔 + (− 𝛚𝟐)𝟔

 =  ω6 + ω12  = 1 + 1 = 2  

6) (
−𝟐 +𝟑𝛚

𝟐 𝛚𝟐− 𝟑
)𝟔 = (

−𝟐𝛚𝟑 +𝟑𝛚

𝟐 𝛚𝟐− 𝟑
)𝟔 = (

 −𝛚(𝟐𝛚𝟐−𝟑)

𝟐 𝛚𝟐− 𝟑
)𝟔 = (𝛚)

6
 = 1

7) 
  𝛚𝟑𝟒+ 𝛚𝟖− 𝟖 

𝛚𝟖+ 𝛚𝟕− 𝟐𝛚𝟔

8) ( 
𝟓𝛚𝟐𝒊−𝟏

𝟓+𝛚𝒊 
)𝟔 = −𝟏    

9)   (
−𝟑 +𝟒𝛚𝟐 

𝟑𝛚 − 𝟒 
)𝟑        

10) (
 𝟏 

𝟑+ 𝛚𝟐 −
 𝟏 

𝟑+ 𝛚
 )

𝟐
= ( 

(𝟑+ 𝛚)−(𝟑+ 𝛚𝟐)

(𝟑+ 𝛚𝟐)(𝟑+ 𝛚)
 )𝟐 

= ( 
(𝟑+ 𝛚)−(𝟑+ 𝛚𝟐)

(𝟑+ 𝛚𝟐)(𝟑+ 𝛚)
 )

𝟐

= (
(𝟑+ 𝛚)−𝟑− 𝛚𝟐 

𝟗+𝟑𝛚+𝟑 𝛚𝟐+𝛚𝟑 )
𝟐

      = ( 
𝛚−𝛚𝟐 

𝟗+𝟑(𝛚+𝛚𝟐)+𝟏
 )

𝟐

= ( 
𝛚𝟐−𝟐𝛚𝟑+𝛚𝟒

(𝟏𝟎−𝟑)𝟐
) =

𝛚𝟐−𝟐+𝛚

𝟒𝟗
=

−𝟐−𝟏

𝟒𝟗
=

−𝟑

𝟒𝟗
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)أوجد ناتج :           = 
−𝟕+𝟑𝛚

𝟕𝛚𝟐−𝟑
+ 

𝟖𝛚𝟐+𝟏𝟏

𝟖+𝟏𝟏𝛚 
)
𝟔

(
−𝟕+𝟑𝛚

𝟕𝛚𝟐−𝟑
+ 

𝟖𝛚𝟐+𝟏𝟏

𝟖+𝟏𝟏𝛚 
)
𝟔

= (
−𝟕𝛚𝟑+𝟑𝛚

𝟕𝛚𝟐− 𝟑
+ 

𝟖𝛚𝟐+𝟏𝟏𝛚𝟑

𝟖+𝟏𝟏𝛚 
)
𝟔

= (
−𝛚(𝟕𝛚𝟐−𝟑)

𝟕𝛚𝟐− 𝟑
+ 

𝛚𝟐(𝟖+𝟏𝟏𝛚)

𝟖+𝟏𝟏𝛚 
)
𝟔

   = (– ω + ω2 )6 = ((– ω + ω2 )2)3  

            = [𝛚𝟐 − 𝟐𝛚𝟑 + 𝛚𝟒]3  

           = [𝛚𝟐 − 𝟐 + 𝛚]3 =[−𝟏 − 𝟐]3=[−𝟑]3 = – 27 
ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *

في حال ورد في السؤال احد جذري العدد واحد المركبين أي             
−𝟏 

𝟐
+ 

√𝟑 

𝟐
𝒊     أو

−𝟏 

𝟐
− 

√𝟑 

𝟐
𝒊  أو بعد تبسيط السؤال

 ) لاحظ الامثلة (ثم نجد الناتج لكل مرة  𝛚𝟐رة وم𝛚حصلنا على احدهما وكان مرفوعا لاس معين يجب ان نعوض مرة  

 أوجد ناتج ما يأتي :    

1) (
−𝟏 

𝟐
+ 

√𝟑    

𝟐
𝒊)

𝟏𝟓

= 

either  (
−𝟏 

𝟐
+ 

√𝟑  

𝟐
𝒊) = ω ⟹ (ω)15  = 1   or (

−𝟏 

𝟐
+ 

√𝟑  

𝟐
𝒊) = ω2 ⟹ (ω2)15 = ω30= 1

مثال

الحل

في   (ω)** في حالة وجود 

في المقام ) أو(ω2)  البسط و 

العكس(  والمعاملات 

متشابهة نضرب    البسط أو 

(ω)  المقام بالحد الخالي من 

م نستخرج عامل ث (ω3)في 

الحل    مشترك  ونختصر ونكمل

مثال

ملاحظة
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2) (
−𝟐−√−𝟏𝟐

𝟒
)
𝟗

=(
−𝟐−𝟐√𝟑  𝒊

𝟒
)
𝟗

= (
𝟐(−𝟏−√𝟑  𝒊)

𝟒
)
𝟗

= (
−𝟏−√𝟑  𝒊

𝟐
)
𝟗

= (
−𝟏 

𝟐
− 

√𝟑  

𝟐
𝒊)

𝟗

either(
−𝟏 

𝟐
− 

√𝟑  

𝟐
𝒊) = ω ⟹ (ω)9  = 1   or (

−𝟏 

𝟐
− 

√𝟑    

𝟐
𝒊) =ω2 ⟹ (ω2)9 = ω18= 1

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *

اثبت إن :                                          

 (3ω + 5+ 3ω2)2 = – 4 (2+ ω + 2ω2)3

 L.H.S =(3ω + 3ω2+ 5)2 =[ 3(ω + ω2)+ 5 ]2=(–3+ 5)2 = 4 

 R.H.S =  – 4 (2 +2ω2+ ω)3 = – 4 [ 2(1+ ω2) + ω ]3   
      = – 4 (– 2 ω + ω)3 =– 4 (–ω)3 =– 4 (–1) = 4
    ∴ L.H.S = R.H.S 

ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ *  ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *

أوجد ناتج كل مما يأتي بأبسط صورة : 

1) (2 – ω)2+(2 – ω2)2  = 4 – 4 ω +  ω2 + 4 – 4 ω2 + ω4

          = 8 – 4 ω +  ω2  – 4 ω2 + ω 
          = 8 – 3 ω – 3 ω2 
          = 8 – 3 (ω + ω2 ) = 8 + 3 = 11 
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2) (3 – 2ω)2+(3 – 2ω2)2 =
ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *board.comhttp://raeed.maths *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *

3) 
𝟏– 𝛚 

𝟏+𝛚𝟐 + 
𝟏−𝛚𝟐

𝟏+𝛚
= 

(𝟏– 𝛚)(𝟏+𝛚)+( 𝟏−𝛚𝟐)(𝟏+𝛚𝟐)

(𝟏+𝛚𝟐)(𝟏+𝛚)
 نوحد المقامات 

= 
(𝟏+𝛚 −  𝛚 −𝛚𝟐)+( 𝟏+𝛚𝟐−𝛚𝟐−𝛚𝟒)

𝟏+𝛚+𝛚𝟐+𝛚𝟑

= 
(𝟏−𝛚𝟐)+( 𝟏−𝛚)

𝟏+(−𝟏)+𝟏

= 
𝟏−𝛚𝟐+ 𝟏− 𝛚

𝟏
 = 2 – ( 𝛚𝟐 +  𝛚 ) = 2 – (– 1 )  = 3 

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *

4) 
𝟐– 𝛚 

𝟏+𝟑𝛚𝟐 − 
𝟐−𝛚𝟐

𝟏+𝟑𝛚
= 

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *

5) (
𝟏 

𝟑+𝟓𝛚 +𝟒𝛚𝟐 − 
𝟏

𝟑+𝟓𝛚𝟐+𝟒𝛚
)
𝟐

 = (
𝟏 

𝟑+𝛚 +𝟒𝛚+𝟒𝛚𝟐 − 
𝟏

𝟑+𝛚𝟐+𝟒𝛚𝟐+𝟒𝛚
)
𝟐

 = (
𝟏 

𝟑+𝛚−𝟒
− 

𝟏

𝟑+𝛚𝟐−𝟒
)
𝟐

= (
𝟏 

𝛚−𝟏
−

𝟏

𝛚𝟐−𝟏
)
𝟐

= (
𝛚𝟐−𝟏−(𝛚−𝟏)

(𝛚−𝟏)(𝛚𝟐−𝟏)
)
𝟐

= (
𝛚𝟐−𝟏−𝛚+𝟏

𝛚𝟑−𝛚− 𝛚𝟐+𝟏
)
𝟐

= (
𝛚𝟐−𝛚

𝟏+𝟏+𝟏
)
𝟐

=( 
∓√ 𝟑 𝒊

𝟑
)
𝟐

= 
𝟑 𝒊𝟐

𝟗
=

−𝟏

𝟑

الحل

مثال

29في الكتاب  صفحة   20  مثال
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6)  (2 +3ω2+ ω)2 = (2 +2ω2+ω2+ ω)2 = [ 2 (1 + ω2 ) – 1 ]2

   = (–2ω – 1)2

  = 4ω2+4 ω + 1 = – 4 + 1 = – 3 
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7)  (–1 +3ω – ω2)( 2ω+3ω2+ 2) =
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8) √
𝟒𝛚𝟐+𝟒𝛚−𝟐𝟏

𝟕−𝟐𝛚−𝟐𝛚𝟐   = √
−𝟒−𝟐𝟏

𝟕−𝟐(𝛚+𝛚𝟐)
= √

−𝟐𝟓

𝟕+𝟐
=√

 𝟐𝟓

𝟗
  i =

 𝟓 

 𝟑 
 i 
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ω2x2 +ωy2قيمة :   أوجد   x = 2 + √𝟑   i   , y = 2 -√𝟑    iإذا كان                           

ω2(2 + √𝟑 i )2 +ω(2 - √𝟑 i )2 = ω2( 4 +4 √𝟑 i – 3 ) +ω( 4 – 4√𝟑 i – 3 )المقدار

= ω2( 1 +4 √𝟑 i ) +ω( 1 – 4√𝟑 i )

= ω2 +4 √𝟑  i ω2 + ω – 4√𝟑   i ω

= ω2 + ω + 4 √𝟑  i ω2 – 4√𝟑  i ω

= – 1  + 4 √𝟑  i (ω2 – ω)

= – 1  + 4 √𝟑  i (∓√𝟑  i ) = – 1  ∓ 12i 2 = – 1  ± 12

    ∴ either  = – 1  + 12  = 11   ,  or   = – 1  – 12   = – 13 
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أو يحوي    ω   في حالة  احتجنا ايجاد المرافق لعدد مركب يحوي   (1
2

ω    (   خالي منi   )ن نتذكر ان احدهما هو مرافق الاخر فيجب ا

 ) لاحظ الامثلة ادناه ( 

2) 𝝎 = ω2

3) 𝝎𝟐 = ω

4) 𝟏𝟑𝝎 = 13 ω2

5) −𝟔𝝎𝟐 = –6 ω

6) 𝟐 𝝎𝟐 –  𝟗 𝝎 = 2 ω – 9ω2

7) 
𝟐

𝟓 
𝛚 + 𝟕 𝛚𝟐 = 

𝟐

 𝟓 
 ω2 +7 ω 

بـ   𝛚 وتبديل كل  iي يحوي  في العدد يتم تغيير الاشارة للجزء الذ iأما في حالة وجود    (2
2𝛚  والعكس للحصول على مرافق العدد المركب

 ) لاحظ الامثلة ادناه (

1) 𝟑 𝝎𝟐 –  𝟓𝒊 = 3 ω + 5i

2) 𝒊 –  𝟐 𝝎 =  –i – 2 ω2

3) 
𝟐

 𝟑 
𝛚 + 𝟑 𝒊𝛚𝟐 = 

𝟐

 𝟑 
 ω2 – 3 ω 

2دور  2000وزاري  

دور  1999وزاري 

2

الحل

 ملاحظة 

** لاحظ اننا لم نغير 

الاشارات في كل الامثلة 

المجاورة بل اكتفينا 

 2𝛚بـ  𝛚بتبديل كل 

لحصول على والعكس ل

مرافق العدد المركب ..
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 كون المعادلات الرببيعية   في كل مما يأت  :
   5i ω – ω2 , 5i ω2 – ωجذراها  (1

5i ω – ω2 + 5i ω2 – ω = 5i (ω+ ω2)  – ω2 – ω                      مجموع الجذرين

    = – 5i + 1= 1 – 5i 
(5i ω – ω2) (5i ω2 – ω) = –25 ω3 – 5i ω2 – 5i ω + ω3                        ضرب الجذرين

=  – 25 + 1 – 5i (ω2+ω) = – 24 + 5i
x2 – ( 1 – 5i )x + ( – 24 + 5i ) = 0 ∴    المعادلة

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *

      جذراها (2
 𝟏 

𝛚
 – 2i 

   ،
𝟏 

𝛚𝟐 – 2i
𝟏 

𝛚
– 2i = ω2 – 2i الجذر الأول       

𝟐 

𝛚𝟐 – 2i = ω – 2i   الجذر الثاني  

ω2 – 2i + ω – 2i = ω2+ ω – 4i = – 1 – 4i   مجموع الجذرين     

(ω2 – 2i ) (ω – 2i ) = 1 – 2i ω2 – 2i ω – 4 = –3 – 2i (ω2 + ω)

            = –3 – 2i (–1)  –3 + 2i  حاصل ضرب الجذرين      

x2 – (– 1 – 4i ) x + (–3 + 2i ) = 0 ∴ المعادلة    
ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *

معاملاتها حقيقية وأحد جذريها     (3
𝟑 

𝛚𝟐 – ω2

𝟑 

𝛚𝟐 – ω2 = 3 ω – ω2 ذر الأول      الج

       3 ω – ω2 المعاملات حقيقية وأحد الجذرين هو              ∵  
       3 ω2 – ω الجذر الثاني هو مرافقه أي                        ∴    
       3 ω – ω2 + 3 ω2 – ω = – 2 ω –2 ω2 = 2    مجموع الجذرين 
       (3 ω – ω2)(3 ω2 – ω) = 9 – 3ω – 3ω2 + 1 = 10 – 3 (ω + ω2) = 10 + 3 = 13 

       x2 –2 x + 13 = 0 ∴    المعادلة
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   i ω – ω2 , 3 i ω2 – ω 3جذراها   (4

3 i ω – ω2 + 3 i ω2 – ω = 3 i (ω+ ω2)  – ω2– ω  مجموع الجذرين

    = – 3 i + 1= 1 – 3 i  

(3 i ω – ω2) (3 i ω2 – ω) = – 9 ω3– 3 i ω2 – 3i ω + ω3                        ضرب الجذرين

=  – 9 + 1 – 3 i (ω2+ω) = – 8 + 3 i
x2 – (1 – 3 i )x + (– 8 + 3 i ) = 0 ∴             المعادلة

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *

      2 , (2 –2 ω – 2ω2 ) 2 ( 2ω +2ω2 – 1)جذراها  (5

ا     جذراه (6
𝟑𝒊  

𝛚
    2ωi +    ،

𝟐𝛚𝟐 

𝒊
    3i ω – 

عودة لإيجاد المعادلة الرببيعية  اذا عل  جذراها مثال
الحلول

2دور  97وزاري   

1دور   99وزاري   
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جذراها      (7
𝟑 

𝟏−𝛚
    ،

𝟑 

𝟏−𝛚𝟐

جذراها      (8
𝛚 

𝟑−𝛚𝟐      ،
 𝛚𝟐 

𝟑−𝛚
ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *

أوجد الجذرين التربيعيين للعدد :           
𝟕+ 𝒊𝛚+𝒊𝛚𝟐

 𝟏− 𝒊𝛚 – 𝒊𝛚𝟐

𝟕+ 𝒊𝛚+𝒊𝛚𝟐

 𝟏− 𝒊𝛚 – 𝒊𝛚𝟐 = 
𝟕+ 𝒊(𝛚+𝛚𝟐)

 𝟏− 𝒊(𝛚+ 𝛚𝟐)
= 

𝟕− 𝒊

 𝟏+ 𝒊
.
𝟏− 𝒊

 𝟏− 𝒊
 العدد

= 
𝟔− 𝟖𝒊

 𝟐
  = 3 – 4i

√𝟑 − 𝟒𝒊  = x + i y    نفرض ان
ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *

//اكتب المقادير الاتية في أبسط صورة : 1س  

a) ω64 = (ω3)21  ω = ω

b) ω – 325 =
𝟏 

(𝛚𝟑)𝟏𝟎𝟖 .  𝛚  
 = 

 𝟏 

 𝛚 
 = ω2 

c) 
𝟏 

(𝟏+ 𝛚−𝟑𝟐)
𝟏𝟐 = 

𝟏 

(𝟏+ 
𝟏

𝛚𝟑𝟐)
𝟏𝟐 = 

𝟏 

(𝟏+ 
𝟏

𝛚𝟐)
𝟏𝟐   = 

𝟏 

(𝟏+ 𝛚)𝟏𝟐 = 
𝟏 

(– 𝛚𝟐  )
𝟏𝟐 = 

𝟏 

 𝛚𝟐𝟒 
= 

𝟏 

  𝟏 
 = 1

d) (1+ ω 2) – 4  =
𝟏 

(𝟏+ 𝛚𝟐)
𝟒 =

𝟏 

(− 𝛚)𝟒
=

𝟏

𝛚𝟒 =
𝟏

 𝛚 
= 𝛚𝟐 

e) ω9n+5 = ω9n . ω5= (ω3)3n . ω3 . ω2= (1)3n . 1 . ω2 = 1 . ω2 = ω2

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *

ن// 2س  :جذراها التي التربيعية المعادلة كوَّ
a) 1 + ω2 , 1 + ω

   (1 + ω2) + (1 + ω) = 1 + ω2+ ω +1= 1 + 0 = 1   مجموع الجذرين

   (1 + ω2) (1 + ω) = – ω (– ω2) = ω3 = 1              ضرب الجذرين

x2 – x + 1 = 0 ∴ المعادلة  
ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ *  ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *

b) 
 𝛚 

 𝟐 − 𝛚𝟐 
,

 𝛚𝟐 

 𝟐 − 𝛚 
 𝛚 

 𝟐 − 𝛚𝟐 
+ 

 𝛚𝟐 

 𝟐 − 𝛚 
= 

𝛚(𝟐− 𝛚)+𝛚𝟐( 𝟐− 𝛚𝟐) 

  (𝟐− 𝛚𝟐)(𝟐− 𝛚) 
 مجموع الجذرين   

=
𝟐𝛚− 𝛚𝟐 +𝟐𝛚𝟐− 𝛚

𝟒− 𝟐𝛚𝟐− 𝟐𝛚 + 𝛚𝟑 
=  

𝟐(𝛚+𝛚𝟐)− (𝛚𝟐+ 𝛚)

𝟓− 𝟐(𝛚𝟐+ 𝟐𝛚) 
= 

−𝟐+𝟏

 𝟓+ 𝟐 
= 

−𝟏

 𝟕 

 𝛚 

 𝟐 – 𝛚𝟐 
.

 𝛚𝟐 

 𝟐 – 𝛚 
=

  𝛚𝟑  

 𝟒 −𝟐𝛚𝟐−𝟐 𝛚+𝟏 
  =

𝟏

 𝟓+ 𝟐 
= 

𝟏

 𝟕 
 ضرب الجذرين      

x
2
 – (

−𝟏

  𝟕  
 ) x +

𝟏

 𝟕 
 وبالضرب في (7)[ 0 = 

7x
2
 + x + 1 = 0  : ∴ المعادلة هي

مثال

1 – 3تمارين 

الدور  التمهيدي 2012وزاري 

الدور  التمهيدي 2013وزاري 

1دور   98وزاري 
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c) 
 𝟑𝒊 

 𝛚𝟐 
= 3i ω  ,  

−𝟑 𝛚𝟐 

𝒊
.
 −𝒊  

−𝒊
  = 3i ω2    نبسط كلا العددين

3i ω + 3i ω2 =  – 3i                   مجموع الجذرين

(3i ω)(3i ω2) = 9i 2 ω3 = – 9          ضرب الجذرين

x2 – (– 3i )x +(– 9) = 0    ∴ المعادلة

x2 + 3i x – 9 = 0
*ℜ * ℜ * ℜ * ℜ * ℜ  * ℜ * ℜ  * ℜ * ℜ * ℜ * ℜ * ℜ * ℜ * ℜ * ℜ * http://raeed.mathsboard.com *ℜ * ℜ *ℜ * ℜ * ℜ * ℜ * ℜ * ℜ * ℜ * ℜ * ℜ * ℜ * ℜ * ℜ

فأوجد قيمة   z2 + z + 1 = 0// إذا كان 3س
 𝟏+𝟑 𝐳𝟏𝟎+𝟑𝐳𝟏𝟏 

𝟏 −𝟑 𝐳𝟕−𝟑𝐳𝟖  

 a z 2 + b z +c = 0نقارن مع معادلة الدرجة الثانية   z يجب حل المعادلة بالدستور لمعرفة قيمة             

𝐳 =
−𝐛∓√𝐛𝟐−𝟒𝐚𝐜

𝟐𝐚
  ⟹ 𝐳 =

−𝟏∓√𝟏𝟐−𝟒(𝟏)(𝟏)

𝟐(𝟏)
= 

−𝟏∓√− 𝟑

𝟐

=
−𝟏

 𝟐 
∓ 

√−𝟑 

𝟐
 =

−𝟏

 𝟐 
∓ 

√𝟑

𝟐
i 

z = ω2 or z = ω   مركبة للعدد واحد الصحيح أي :  هي الجذور ا:لتكعيبية ال zنلاحظ ان قيم 

     ∵  z2 + z + 1 = 0  ⟹  z = ω2 or z = ω

     z = ω    عندما ⟹  
 𝟏+𝟑 𝛚𝟏𝟎+𝟑𝛚𝟏𝟏 

𝟏 −𝟑 𝛚𝟕−𝟑𝛚𝟖 
=

  𝟏+𝟑 𝛚+𝟑𝛚𝟐 

𝟏 −𝟑 𝛚−𝟑𝛚𝟐 
=

 𝟏+𝟑( 𝛚+𝛚𝟐) 

𝟏 −𝟑 (𝛚+𝛚𝟐 ) 
= 

𝟏−𝟑

𝟏+𝟑 
= 

−𝟏

 𝟐 

      z = ω2  عندما ⟹ 
𝟏+𝟑 (𝛚𝟐)

𝟏𝟎
+𝟑(𝛚𝟐)

𝟏𝟏

𝟏 −𝟑 (𝛚𝟐)
𝟕
−𝟑(𝛚𝟐)

𝟖 =
 𝟏+𝟑𝛚𝟐𝟎+𝟑𝛚𝟐𝟐 

𝟏 −𝟑 𝛚𝟏𝟒−𝟑𝛚𝟏𝟔 
=

  𝟏+𝟑𝛚𝟐+𝟑𝛚𝟒 

𝟏 −𝟑 𝛚𝟐−𝟑𝛚𝟒 

 =
  𝟏+𝟑𝛚𝟐+𝟑𝛚   

𝟏 −𝟑 𝛚𝟐−𝟑𝛚 
= 

𝟏−𝟑

𝟏+𝟑 
= 

−𝟏

 𝟐 

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *

// اثبت إن :  4س

a) (
 𝟏 

 𝟐+ 𝛚 
− 

 𝟏 

 𝟐+ 𝛚𝟐 
)2 = 

− 𝟏

   𝟑 

L
 
.
 
H.S = (

 𝟐+ 𝛚𝟐 −𝟐− 𝛚 

 (𝟐+ 𝛚)(𝟐+ 𝛚𝟐) 
)2 = (

 𝛚𝟐 − 𝛚 

𝟒+ 𝟐𝛚𝟐+ 𝟐𝛚+𝟏 
)2  = (

  ∓√𝟑  𝐢

 𝟓−𝟐
 )2  =  

 𝟑  𝐢𝟐

𝟗
= 

−𝟏

𝟑
 =  R . H.S

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *

b) 
 𝛚𝟏𝟒+ 𝛚𝟕−𝟏 

 𝛚𝟏𝟎+ 𝛚𝟓−𝟐 
=

 𝟐 

𝟑
 

L
 
.
 
H.S =

 𝛚𝟏𝟒+ 𝛚𝟕−𝟏 

 𝛚𝟏𝟎+ 𝛚𝟓−𝟐 
=

 𝛚𝟐+ 𝛚−𝟏 

 𝛚+ 𝛚𝟐−𝟐 
=

 −𝟏−𝟏 

 −𝟏−𝟐 
=

−𝟐  

−𝟑 
=

 𝟐 

𝟑
=  R . H.S 

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *

c) (𝟏 −
𝟐 

𝛚𝟐 + 𝛚𝟐) (𝟏 +  𝛚 − 
𝟓

𝛚
 ) = 18 

L
 
.
 
H.S  = (𝟏 − 

𝟐 

𝛚𝟐 + 𝛚𝟐) (𝟏 +  𝛚 − 
𝟓

𝛚
 ) = (𝟏 + 𝛚𝟐 − 𝟐𝛚)(− 𝛚𝟐 − 𝟓𝛚𝟐 ) 

     = (−𝛚 − 𝟐𝛚)(−𝟔𝛚𝟐 )  
     = (−𝟑𝛚)( −𝟔𝛚𝟐 )= 18 =  R . H.S 

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *

d)  ( 1+  ω2 )3 + ( 1+  ω )3 = – 2

L
 
.
 
H.S =  (– ω)3+(– ω2 )3 = – ω3+(– ω6 ) = – 1 + ( – 1 ) =  – 2 =  R . H.S 

 الحل
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لأعداد المركبة لكي نمثل الاعداد المركبة تمثيلا هندسيا سنسمي  الأشكال التي تمثل ا                                                                                   

والعمليات عليها بأشكال ) ارجاند (  و يسمى المستوي الذي سنعين فيه الأشكال باسم ) مستوي غاوس ( أو المستوي 

يسمى المحور التخيلي   ( y – axis ) المحور الحقيقي والمحور ( x – axis )المركب ، إذ يسمى المحور 

وقد  ( x , y )مناضر للزوج المرتب الوحيد   z = x + yiعريف العدد المركب ( ان العدد المركب  وقد قلنا سابقا ) في ت

تعرف الطالب عند دراسته لموضوع ) المتجهات ( كيفية تمثيل المتجه في النظام الاحداثي وهنا بنفس الطريقة سنعين الزوج 

 نقطة الاصل الى النقطة ( يمثل متجه العدد المركب   المرتب على المستوي المركب ويكون المتجه المقيد ) يبدأ من

وهذا   p2( x2, y2) , p1( x1, y1)عددان مركبان تمثلان بالنقطتين    z2 = x2 + y2i , z1 = x1 + y1i  فمثلا لو كان لدينا 

 يمثل الصيغة الديكارتية للعدد المركب  

    z1+ z2=( x1 + x2) + (y1+y2)i  =( x1 + x2 ) +( y1+y2) i : فأن   

       ∴ p3 ( x1 + x2 , y1+y2 ) 

  والشكل الاتي يوضح عملية الجمع وأشكال ) ارجاند ( :

  p2( x2, y2)            p3 ( z1 + z2) = p3 ( x1 + x2 , y1+y2 )     

   p1( x1, y1) 

 وباستخدام المتجهات 

 op1⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  +  op2⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ =  op3⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑

 لتمثيل ناتج جمع عددين مركبين يمكن ان نستخدم الخطوات الاتية :           

 نعين كلا العددين ) بعد تحويلهما الى ازواج مرتبة ( على المستوي المركب   (1

 نجمع العددين ثم نحول العدد الناتج الى زوج مرتب  (2

 نعين العدد ) الزوج المرتب الجديد ( ونرسم المتجه الذي يمثله (3

 نكمل الرسم بين العددين وناتج الجمع    (4

 لتمثيل ناتج طرح عددين مركبين يمكن ان نستخدم الخطوات الاتية :                                      

 ( على المستوي المركب  نعين كلا العددين ) بعد تحويلهما الى ازواج مرتبة  (1

نجد النظير الجمعي للعدد المطروح ونحوله الى زوج مرتب ونعينه على المستوي المركب   (2

 نطرح العددين و نحول العدد الناتج الى زوج مرتب  (3

 نعين العدد ) الزوج المرتب الجديد ( ونرسم المتجه الذي يمثله (4

 د الثاني وناتج الطرح   نكمل الرسم بين العدد الاول والنظير الجمعي للعد (5

مركبة  التمثيل الهندسي للأعداد ال

 1  ملاحظة

 2  ملاحظة
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ثم مثلها بأشكال ارجاند   z1+ z2    ،  z1 – z2، فأوجد    z1 = 1 – 2i , z2 = 3 + 4iإذا  كان              

1) z1+z2 = (1 – 2i ) + (3 + 4i ) = 4 + 2i  …………     ( (1) شكل رقم )

2) z1– z2 =(1 – 2i ) – (3 + 4i) = –2 – 6i  …………  ( ( 2) شكل رقم)

  y         y 

       p2(z2)       

        p3(z1 + z2) 

     x           x 

     p1(z1)   p1(z1)  

   p2(–z2)     

          p3(z1 – z2)       

 ( (2) شكل رقم )                                                      ( (                                1) شكل رقم )       
 *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ 

  z , – z , 𝐳̅مثل على شكل ارجاند كل مما يأتي :     z = 3 – 2iإذا كان  

         𝐳̅ = 3 + 2i , – z = – 3 + 2i

         p2(-z)                      p3(z̅) 

          p1(z) 

 *ℜ  *ℜ * ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ 

 ماذا تلاحظ ؟ , z 2 i z (2( 1مثل على المستوي كلا من : z = – 1 + 3iإذا كان 

       z = – 1+ 3i ⟹ 2z = – 2 + 6i            z = – 1+ 3i ⟹i z = – i+ 3i 2= – 3 – i

  p2(2z)    

                        p1(z)      p1(z)    

  p2(i z)  

  

 اشكال ارجاند

انعكاس حول محور السينات

p1(z) ⟹ p3(z̅) 

  180°دوران نصف دورة أو 

p1(z) , p2(-z) 

تكبير 

معامله 

2

دوران 

أو  °90

ربع دورة 

عكس 

عقارب

الساعة

 فأن :  z ∈ ℂ:ليكن ملاحظة 

1) (K z) تكبير للعدد  تمثلz  معاملهK   حيثK ≠ 0 , K ∈ R

2) (i z)  للعدد ( عكس عقارب الساعة 90)°دوران بزاوية تمثلz  حيثi = 

√−𝟏

مثال

الحل

الحلمثال

مثال
الحل
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 اكتب النظير الجمعي لكل من الأعداد آلاتية ثم مثل هذه الاعداد و نظائرها الجمعية على شكل ارجاند :  (1

z1 = 2 + 3i =(2, 3) ⟹– z1 = – 2 – 3i = (– 2,– 3)  z3 = 1 –i = (1 ,– 1) ⟹– z3 =–1 +i = (– 1,1) 

z2 = – 1 +3i  = (– 1,3)⟹– z2 = 1–3i  = (1,– 3)    z4 =i  = 0 + i = (0 , 1)⟹ – z4 = –i = ( 0,– 1) 

   p (z2)      y          p (z1)    y   

  p (–z3)           p (z4) 

 x   x 

         p (–z1)        p (–z2)       p (–z4)    p (z3)       

 *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ 

 :  اكتب العدد المرافق لكل من الأعداد الآتية ثم مثل الأعداد ومرافقاتها في شكل ارجاند (2

1 – 4تمارين  
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z , 𝐳̅ , – z وضح على المستوي كلا من    z =   4 – 2iإذا كان :  (3
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 :من كلاا  ارجاند شكل لىع فوضحz2 = 1 + 2i , z1 = 4 –2i :  كان إذا (4

  z1+ z2 , z1 – z2 , – 3z2 , 2z1 

       2z1 

– 3z2
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 الكتاب المقرر خير وسيلة للتعلم

الكرادي  الوجيز في الرياضيات للصف السادس العلمي تطلب من قرطاسية الخطاط حيدر 

لا يجوز بيعها أو نسخها إلا بعد موافقة مدرس المادة

  07808683063للمعلومات والاقتراحات الاتصال على الرقم   

موقعنا على الانترنيت منتديات بابل للرياضيات  

http://raeed.mathsboard.com/
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 z = a + biتعرفنا في المواضيع السابقة على صيغتي العدد المركب الجبرية 

  اه :في المستوي كما في الشكل  ادن ( a , b ) ، وقد مثلنا الزوج المرتب z = ( a , b ) والصيغة الديكارتية      ، 

 y   

  0   x 

نستخدم الخطوات الاتية  :       θولإيجاد قياس الزاوية      

نكتب العدد المركب على صورة زوج مرتب ونحدد الربع الذي يقع فيه  (1

حسب العلاقات الاتية ) درسناها في المتجهات  في السنوات السابقة (  cos 𝛉 و   sin 𝛉نجد كلا من  (2

         cos θ = 
  𝒂  

𝒓 

 sin θ = 
 𝒃 

𝒓 

sin 𝛉  و cos 𝛉    باستثناء الاشارات ( سنجد الزاوية التي تنتسب لها الزاوية (𝛉 ومنها سنجد قيمة الزاوية  من خلال

:  قيم حسب احدى العلاقات الاتية والتي سبق ان درسها الطالب 
(a                 : في الربع الأول  θ                         لا تتغير تبقى كما ه
(b                 :  في الربع الثان∴ θ = π – h            
(c                 : في الربع الثالث∴ θ = π + h         

(d                 : في الربع الرابع∴ θ = 2π – h        
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أو   rباسم ) مقياس العدد المركب ( ويقصد به طول المتجه الذي يمثل العدد المركب   ويرمز  له  أما     rيسمى                                

||z||   وهو عدد حقيقي غير  سالب ويقرأmod z  : أي أن

r   = ||z||  =√𝐚𝟐 + 𝐛𝟐

اعلاه ( )وقد  بينا كيفية ايجادها  arg (z)سعة العدد المركب ويرمز لها بالرمز  θوتسمى 

الصيغة القطبية للعدد المركب

فلو طبقنا مبرهنة  فيثاغورس على المثلث القائم 

وطولي  r في الشكل المجاور  حيث فرضنا ان الوتر 

  x ,yأيp الضلعين القائمين هما احداثيي النقطة  

 على الترتيب فسنحصل على : 

r
2
 = a

2
 + b

2

 ∴ r = √𝐚𝟐 + 𝐛𝟐 

 ملاحظة
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تقع على احد المحاور  أي ان 𝛉فأن الزاوية   cos θ = 0أو      sin θ = 0لا تنسى في حالة إذا كان                      

 = θ = 0°   or   90°واحدة من القيم  الاتية :        قيمتها
𝛑 

𝟐 
or    180° = π    or   270° = 

𝟑𝛑

𝟐 
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z = √𝟑  + iأوجد المقياس والسعة للعدد المركب                            

z1 = √𝟑  + i =  ( √𝟑 , 1 )     العدد في الربع الاول

           r   = ||z||  =√𝐚𝟐 + 𝐛𝟐 = √𝟑 + 𝟏 = 2  

    sin θ = 
 𝒃 

𝒓 
= 

 𝟏

𝟐 
       ,      cos θ = 

 𝒂 

𝒓 
= 

√𝟑

𝟐 

∴  arg (z) = 𝛉 =  
𝛑 

𝟔 
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z =  – 1  + iأوجد المقياس والسعة للعدد المركب                            

z1 = – 1  + i =  ( – 1  , 1 )     العدد في الربع الثاني

           r   = ||z||  =√𝐚𝟐 + 𝐛𝟐 = √𝟏 + 𝟏 = √𝟐  

sin θ = 
 𝒃  

𝒓 
= 

𝟏  

√𝟐 
       ,      cos θ =

  𝒂 

𝒓 
= 

−𝟏

√𝟐

∴  arg (z) = 𝛉 = 𝛑 –  
𝛑 

𝟒 
= 

𝟒𝛑 − 𝝅 

𝟒 
=

𝟑𝛑

𝟒 
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بالاستفادة من المقياس والسعة للعدد المركب يمكن ان يكتب العدد 

بصورة جديدة تسمى الصورة القطبية للعدد المركب كما يأتي :

نعلم أن  

   cos θ = 
 𝒂 

𝒓 
  ⟹ a = r cos θ            ,       sin θ = 

 𝒃 

𝒓 
  ⟹ b = r sin θ

Z = a + b i     نعوض العلاقات اعلاه في العدد المركب
∴ Z = r cos θ +i r sin θ ⟹   Z =  r (cos θ +i sin θ )

 ( θ ∈ [ 0 , 2 πحيث     

 

ملاحظة

مثال

الحل

مثال

الحل

سعته غير معرفة وذلك لان المتجه الصفري ليس له  z = 0 العدد المركب  **

اتجاه 

الصيغة القطبية للعدد المركب

سنستخدم هذه العلاقة لكتابة العدد المركب بالصورة القطبية :

  Z =  r (cos θ + i sin θ )   , θ ∈ [ 0 , 2 π )
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عبر عن كل من الاعداد الاتية بالصيغة القطبية :                                                              

1) Z =  – 2  + 2 i

z = – 2 +2i =  ( – 2 , 2 )

     mod z = r = √𝟒 + 𝟒 = 𝟐√𝟐 

    sin θ = 
𝟐 

𝟐√𝟐
= 

𝟏 

√𝟐
    ,  cos θ =

−𝟐 

𝟐√𝟐
= 

−𝟏

√𝟐
                                  

     ∴ θ = arg z = 𝛑 –  
𝛑 

𝟒 
= 

𝟒𝛑 − 𝝅 

𝟒 
=

𝟑𝛑

𝟒 

∴ z = 2√𝟐 ( cos 
𝟑𝛑 

𝟒 
+ i sin 

𝟑𝛑 

𝟒 
 )

2) Z = 𝟐√𝟑 −  2 i

z = 𝟐√𝟑 −  2 i =  (𝟐√𝟑 , – 2 )

     r = √𝟒(𝟑) + 𝟒 = √𝟏𝟔  = 4 

sin θ = 
−𝟐 

𝟒
=

− 𝟏 

𝟐
    ,  cos θ = 

𝟐√𝟑 

𝟒 
=

√𝟑

  𝟐  

∴ θ = arg z = 2𝛑 –  
𝛑 

𝟔 
 = 

𝟏𝟐𝛑 − 𝝅 

𝟔 
=

𝟏𝟏𝛑

𝟔 

∴ z = 4 ( cos 
𝟏𝟏𝛑 

𝟔 
 + i sin 

𝟏𝟏𝛑 

𝟔 
)
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 عبر عن كل من الاعداد الاتية بالصيغة القطبية :                                     

1) Z = 
𝟕+ √𝟑 𝒊

𝟏+𝟐√𝟑 𝒊
 

2) C = √𝟑 − 𝟑𝒊 
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داد المركبة الاتية بنفس الخطوات السابقة ولكن سنكتفي القطبية للأع يمكن ايجاد الصيغة                    

 بأخذ صورتها القطبية بصورة مباشرة كوننا سنحتاجها كأساس لحل امثلة اخرى :

1) 1 = cos 0 + i sin 0  ……………..(1)

2) – 1 = cos π + i sin π  …………..(2)

3) i = cos 
𝛑

  𝟐 
+ i sin 

𝛑 

  𝟐  
  ……………..(3)

4) – i  = cos 
𝟑𝛑 

𝟐 
 + i sin 

𝟑𝛑 

𝟐 
  …..…..(4)

 38الكتاب صفحة  مثال

الحل

الدور  الاول 2013وزاري 

الدور  الثاني 2012وزاري 

الحل

العدد في الربع الثاني

نجد المقياس

نجد كل من :

نجد السعة ) حسب الربع ( : 

نكتب العدد بالصورة القطبية

 العدد في الربع الرابع

اسنجد المقي

نجد كل من :

نجد السعة ) حسب الربع ( : 

نكتب العدد بالصورة القطبية

واجب مثال

 ملاحظة
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1) 2 = 2 (1) = 2 ( cos 0 + i sin 0 )

2) – 8 = 8 ( – 1 ) = 8 ( cos π + i sin π  ) 

3) 
𝟏 

𝟑  
 i  = 

𝟏 

𝟑  
 ( cos 

𝛑 

𝟐 
 + i sin 

𝛑 

𝟐 
 )

4) – 6i = 6 ( –i ) = 6 ( cos 
𝟑𝛑 

𝟐 
 + i sin 

𝟑𝛑 

𝟐 
 )
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لإيجاد الصورة الجبرية للعدد المركب نحتاج اولا الى معرفة                                                                

حيث يمكن ايجاد هذه الزاوية بسهولة اذا كانت  احدى الزوايا  arg(z)الزاوية التي تنتسب لها سعة العدد المركب 

 ) الخاصة أي 
𝛑

 𝟐 
,

𝛑

 𝟑 
,

𝛑

 𝟒 
,

𝛑

 𝟔 
لا تنتسب لأي من هذه الزوايا فلا نجد الصورة الجبرية لها   اما اذا كانت السعة (

)يمكن الاعتماد على معلوماتك في الصف الخامس العلمي ( وهنا سنأخذ كمراجعة كيفية ايجاد القياس الرئيس 

 للزوايا أولا وايجاد الزاوية التي تنتسب لها سعة العدد المركب ثانيا  

 ظ التفاصيل أدناه التي نحتاجها هنا فقط لتسهيل طرح الموضوع (اولا : القياس الرئيس للزاوية ) لاح

ملاحظة : يتعرف الطالب على الزاوية في حالة الكسر إذا كانت في قياس رئيس أم لا إذا كان حاصل قسمة البسط 

  2على المقام أكبر من 

 : الاتية لاحظ الملاحظات  [ 0,2𝛑] ولتحويل الزاوية للقياس الرئيس أي تنتمي للفترة

0مضروبة بعدد صحيح زوجي ) موجب أو سالب ( الناتج =   πإذا كانت الزاوية  (1

 πمضروبة بعدد صحيح فردي ) موجب أو سالب ( الناتج =   πإذا كانت الزاوية   (2

ونجد اكبر مضاعف للناتج اصغر من  2في حالة الكسر  الاعتيادي )الموجب ( يضرب المقام مهما كان في  (3

ن  بسط  الكسر   والناتج  يمثل القياس الرئيس ) مثلا (          البسط  يطرح م
𝟏𝟕 𝝅

𝟑
=

𝟓𝝅

𝟑

طرح  12هو  17وأكبرها بحيث أصغر من البسط  18و  12و  6هي  6) مضاعفات  6=2 × 3لاحظ أن المقام           

 البسط الجديد( 5والباقي  17من 

ية لا تقع في الربع الأول ) تقع في أحد الأرباع الثاني والثالث والرابع ( تنتسب ثانيا : الزاوية المنتسبة  :  هي كل زاو

لزاوية في الربع الأول من خلالها نستطيع إيجاد قيم الدوال الدائرية لها ) ويقصد بالزاوية المنتسبة هنا سعة العدد 

 اوية بأبسط طريقة :المركب ( إذا استطعنا إيجاد هذه الزاوية التي تنتسب لها  ولإيجاد تلك الز

 نبحث عن موقع الزاوية ) في أي ربع ( لمعرفة أشاره الدالة فيه وتكتب أولا  ) مهمة جداااا ( (1

 تكتب الدالة نفسها (2

 نحذف العدد في البسط ونكتب باقي الزاوية (3

 نجد الناتج للدالة حسب الزاوية الناتجة (4

محلول مثال

 عدد المركبايجاد الصورة الجبرية من الصورة القطبية لل

** والان سنستخدم الصور القطبية 

للأعداد اعلاه لإيجاد الصور القطبية 

لبعض الاعداد ) لاحظ المثال (
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 sin أحسب كلا مما يأتي : 
𝟓𝝅

𝟒
, cos 

𝟓𝝅

𝟑
  , cos 

𝟓𝝅

𝟔
  

1) sin 
𝟓𝝅

𝟒
 =

sin (𝝅 +
 𝝅

𝟒
) = 

– sin 
𝝅

𝟒
= −

 𝟏 

√𝟐

2) cos 
𝟓𝝅

𝟑
 =

cos ( 𝟐𝝅 −
𝝅

𝟑
 ) =  

+ cos 
𝝅

𝟑
= 

𝟏 

  𝟐

3) cos 
𝟓𝝅

𝟔
 =

cos ( 𝝅 −
𝝅

𝟔
 ) =  

– cos 
𝝅

 𝟔 
= −

√𝟑

  𝟐  
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 z1 = cos اكتب كلا من              
𝟏𝟏𝛑 

𝟔 
+ i sin  

𝟏𝟏𝛑 

𝟔 
 , z2 = cos 

𝟏𝟒𝛑 

𝟑 
 + i sin  

𝟏𝟒𝛑

𝟑 
بالصيغة الجبرية؟  

z1 = cos 
𝟏𝟏𝛑 

𝟔 
 + i sin  

𝟏𝟏𝛑

𝟔 

         = cos 
 𝛑 

𝟔 
–  i sin  

𝛑  

𝟔 
 =  

√𝟑 

𝟐 
 – 

𝟏

𝟐
i

z2 = cos 
𝟏𝟒𝛑 

𝟑 
 + i sin  

𝟏𝟒𝛑

𝟑 

= cos 
𝟐𝛑 

𝟑 
 + i sin  

𝟐𝛑 

𝟑 
الزاوية في الربع الثاني   

= – cos 
𝛑  

𝟑 
 + i sin  

𝛑 

𝟑 
 = – 

𝟏 

𝟐
  + 

√𝟑 

𝟐 
 i

 نتحقق من ان الزاوية بالقياس الرئيس . (1

 فيه سالب sinنجد الزاوية في الربع الثالث و  (2

 5وباقي الزاوية بعد حذف   sinتكتب السالب والـ (3

 من البسط

نجد الناتج(4

 نتحقق من ان الزاوية بالقياس الرئيس . (1

 فيه موجب   cosنجد الزاوية في الربع الرابع و  (2

5وباقي الزاوية بعد حذف  cos تكتب الموجب والـ (3

 من البسط

نجد الناتج(4

 نتحقق من ان الزاوية بالقياس الرئيس . (1

فيه سالب   cosنجد الزاوية في الربع الثاني و  (2

 5وباقي الزاوية بعد حذف  cos تكتب السالب والـ (3

 من البسط

نجد الناتج(4

مثال

الحل

الحل

مثال

 ياس الرئيس .نتحقق من ان الزاوية بالق (1

فيه   cosنجد الزاوية في الربع الرابع و (2

 سالب   sinموجب و

 11وباقي الزاوية بعد حذف  تكتب الاشارات (3

 من البسط

نجد الناتج(4

 14الزاوية هنا ليست بالقياس الرئيس لان البسط 

لذا نطرح اكبر عدد من  6اكبر من ضعف المقام 

 12من البسط وهو  14واصغر من  6مضاعفات 

2فيصبح البسط
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 z1 = cos  كل من الجبريةأكتب بالصيغة                       
𝟏𝟗 𝛑

𝟒 
 + i sin  

𝟏𝟗 𝛑

𝟒 
؟ 

z2 = cos 
𝟒𝛑 

𝟑 
 + i sin  

𝟒𝛑

𝟑 
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والان بعد ان تعلمنا كتابة العدد المركب بالصورة القطبية والعكس سنتطرق لمبرهنة جديدة تسمى                                    

مرفوع لاس عدد صحيح ولكن سنحتاج اولا للتعرف على مبرهنة ديموافر وتستخدم لإيجاد قيمة اي عدد مركب 

 كيفية ضرب الاعداد المركبة بصورتها القطبية  فلو فرضنا أن :

       z1 = cos θ + i sin  θ

z2 = cos ∅ + i sin ∅

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ * ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *

z1اكتب           
 . z2  حيث z1=

 cos 
𝟓𝛑

𝟔 
+i sin 

𝟓𝛑

𝟔  ,
 z2

 = cos 
𝛑

𝟑 

 +i sin 
𝛑

𝟑 
ة والجبرية؟بالصيغتين القطبي 

z1 . z2 = cos ( 
𝟓 𝛑 

𝟔 
 + 

𝛑 

𝟑 
 ) + i sin  ( 

𝟓𝛑 

𝟔 
 + 

𝛑 

𝟑 
نجمع الزوايا            ( 

= cos ( 
𝟓𝛑+𝟐𝛑 

𝟔 
 ) + i sin  ( 

𝟓𝛑+𝟐𝛑 

𝟔 
نوحد المقامات ونجمع          ( 

= cos ( 
𝟕𝛑 

𝟔 
 ) + i sin  ( 

𝟕𝛑 

𝟔 
الصورة القطبية ) الزاوية في الربع الثالث (   ( 

= – cos ( 
𝛑 

𝟔 
 ) – i sin  ( 

𝛑 

𝟔 
 )  =  − 

√𝟑 

𝟐 
  −

 𝟏

𝟐 
i

 لقانون :لأصبح ا x   ** والان لو رجعنا لقانون الضرب اعلاه وعوضنا بدل الزاويتين بـ

z . z = cos (x + x ) + i sin  ( x + x ) ⟹ z2 = cos (2 x ) + i  sin  (2 x )

   ومن خلال تعميم هذا الاستنتاج    تم استنتاج العلاقة  التي تسمى بمبرهنة ديموافر   

 فإن : θ ∈ R   ,  n ∈ N ليكن :                            

برهنة باستخدام الاستقراء الرياضي ) راجع الكتاب المقرر ( والبرهان غير مطلوب من الطالب  ويمكن برهان هذه الم
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 cos )=       احسب قيمة :             
𝟑𝛑 

𝟖 
+ i sin 

𝟑𝛑 

𝟖 
 )4

( cos 
𝟑𝛑 

𝟖 
 + i sin 

𝟑𝛑 

𝟖 
 )4 = cos 

𝟒(𝟑𝛑) 

𝟖 
 + i sin 

𝟒(𝟑𝛑)

𝟖 

= cos 
𝟑𝛑 

𝟐 
 + i sin 

𝟑𝛑 

𝟐 
 = 0 + i  (– 1 ) = – i

ملاحظة

مثال

∴ z1 . z2 = cos (θ + ∅ ) + i sin  (θ + ∅ )

مبرهنة ديموافر

(cos θ+ i sin θ) n = cos n θ+ i sin n θ 

مثال

الحل

مثال

الحل
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11( i + 1 )أوجد ناتج المقدار باستخدام ديموافر :                             

z = 1 + i  = ( 1 , 1 )  دد ولنفرض أن نجد اولا الصورة القطبية للع:           

  r = √𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 = √𝟏 + 𝟏 = √𝟐  

sin θ = 
𝟏 

√𝟐 
    ,  cos θ = 

𝟏 

√𝟐

 = θ = arg z ∴  نجد السعة ) حسب الربع (
𝛑 

𝟒

 ∴ z = √𝟐 ( cos 
𝛑

𝟒
+ i sin 

𝛑 

𝟒
الصورة القطبية للعدد هي                          ( 

∴ z11 = [(√ 𝟐) ( cos 
𝛑

𝟒
+ i sin 

𝛑 

𝟒
 )] 11  الان نطبق مبرهنة ديموافر 

= (√ 𝟐)11 ( cos 
𝛑

𝟒
+ i sin 

𝛑 

𝟒
 ) 11

= √𝟐
𝟏𝟎

√𝟐 (cos 
𝟏𝟏𝛑

𝟒
 +i sin 

𝟏𝟏𝛑

𝟒
)

      = 𝟐
𝟏𝟎

𝟐 (√ 𝟐) ( cos 
𝟑𝛑 

𝟒
 + i sin 

𝟑𝛑 

𝟒
)

= 25(√ 𝟐) ( – cos 
𝛑

𝟒
+ i sin 

𝛑 

𝟒
 )

= 32(√ 𝟐) ( – 
𝟏 

√𝟐
 + 

𝟏 

√𝟐
 i ) =  32( –1 + i )
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n =  cos n θ ( cos θ – i sin θ ): فإن θ ∈ R , n ∈ N بين انه لكل                                 
 – i sin n θ

L. H. S (cos θ + (–i sin θ))n = (cos θ + (i sin – θ))n

                       = (cos – θ + (i sin – θ))n

                                               = cos (– n θ ) + i sin (– n θ )

                                               = cos n θ  – i sin n θ = R.H.S 
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   (cos θ + i sin θ) –1 = cos (–1) θ + i sin (–1)θ  لاحظ المثال الاتي   :  

    = cos – θ + i sin – θ  = cos θ –i sin θ

لذا فبصورة عامة  :         

 ملاحظة

 تذكر أن  : 
sin – θ =  – sin θ 

cos – θ =  cos θ

الحل

الكتاب 28 مثال

cos مع  𝛉 بدل – θ وضعنا ** 

–sin  θ بدل    sin – θ وضعنا

** 

** والغاية ان تكون الزوايا 

ثم نعيد لنطبق ديموافر متساوية

الخطوات اعلاه

(cos θ + i sin θ) – n = cos n θ – i sin n θ

الحل

دور  2011وزاري 

2
الكتاب 29 مثال

**هنا الزاوية ليست بالقياس الرئيس لان البسط 

لذا نطرح اكبر عدد من  8مقام اكبر من ضعف ال 11

فيصبح  8من البسط وهو  11واصغر من  8مضاعفات 

 3البسط 

** لاحظ ان الزاوية اصبحت في الربع الثاني وهنا 

sin موجب وcosمن البسط3سالب ونحذف

.. ونكمل الحل
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 أوجد ناتج ما يأتي بالصيغة القطبية :           

       (𝐜𝐨𝐬 𝟑𝛉 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝟑𝛉)−𝟐  = 

        (𝐜𝐨𝐬 𝟑𝛉 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝟑𝛉)−𝟐 = (𝐜𝐨𝐬 − 𝟔𝛉 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 − 𝟔𝛉)          

         = (𝐜𝐨𝐬 𝟔𝛉 − 𝒊 𝐬𝐢𝐧𝟔𝛉)  
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 أوجد ناتج ما يأتي بالصيغة القطبية :           

(𝐜𝐨𝐬 𝟑𝛉+ 𝒊 𝐬𝐢𝐧𝟑𝛉)𝟒

(𝐜𝐨𝐬 𝟐𝛉+ 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝛉)𝟑
  = (𝐜𝐨𝐬 𝟑𝛉 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧𝟑𝛉)𝟒(𝐜𝐨𝐬 𝟐𝛉 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝛉)−𝟑             = 

      = (𝐜𝐨𝐬 𝛉 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧𝛉)𝟏𝟐(𝐜𝐨𝐬 𝛉 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝛉)−𝟔 عكس مبرهنة ديموافر

      = (𝐜𝐨𝐬 𝛉 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝛉)𝟔 = (𝐜𝐨𝐬 𝟔𝛉 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧𝟔𝛉)      تجمع الاسس
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 يجاد جذور العدد التربيعية او اكثر  سنستخدم  النتيجة الاتية :*والان لو كان العدد مرفوع لاس كسري أو اردنا ا

فأن :z = r (cos θ + i sin θ)  ،n ∈ N   ، θ ∈ R ليكن : 

       𝐳
𝟏

𝐧 = 𝐫
𝟏

𝐧 (𝐜𝐨𝐬 𝛉 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝛉)
𝟏

𝐧

k = 0 , 1 , 2 , … , n –1  حيث 

وتستخدم هذه النتيجة  لإيجاد الجذور سواء التربيعية او التكعيبية او غيرها كذلك في حال طلبت قيمة لعدد مركب 

 مرفوع لاس كسر ) كما سنلاحظ في الامثلة والتمارين ( ويمكن استخدام الخطوات ادناه لترتيب الحل :

 بية للعدد المركب ) ان لم تكن موجودة (نجد الصيغة القط  (1

 في حال كون الاس كسر  نتخلص من بسطه باستخدام مبرهنة ديموافر  (2

نكتب القانون  (3

 مرة صفر ونجد الناتج بالصورة القطبية ثم الاعتيادية ان امكن    kنعوض بدل  (4

 ومرة واحد ونجد الناتج بالصورة القطبية ثم الاعتيادية ان امكن   (5

بواحد  n  ونجد الناتج بالصورة القطبية ثم الاعتيادية ان امكن    وهكذا لحد العدد الاصغر منومرة اثنين (6

مبرهنة ديموافر  نتيجة

√𝒛
𝒏

= 𝐳
𝟏

𝐧  = 𝐫
𝟏

𝐧 (𝐜𝐨𝐬 
𝛉+𝟐𝐤𝛑

𝐧
+  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝛉+𝟐𝐤𝛑

𝐧
 )

الحل

مثال

الحل

مثال

√𝒛
𝒏

= 𝐳
𝟏

𝐧  = 𝐫
𝟏

𝐧 (𝐜𝐨𝐬 
𝛉+𝟐𝐤𝛑

𝐧
+  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝛉+𝟐𝐤𝛑

𝐧
 )
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   𝟐i√ –  𝟐√ باستخدام مبرهنة ديموافر أوجد الجذور التربيعية للعدد           

 نجد اولا الصورة القطبية للعدد المركب حيث سنفرض ان :           

z = √𝟐  – √𝟐i   = ( √𝟐  , – √𝟐 )            العدد في الربع الرابع

r = √𝒂𝟐 + 𝒃𝟐  = √𝟐 + 𝟐 =  √𝟒  = 2  

sin θ = 
−√𝟐   

𝟐
=

−𝟏

√𝟐 
    ,  cos θ = 

√𝟐 

𝟐
=

𝟏

√𝟐

∴  arg (z) = 𝛉 = 2π – 
𝛑 

𝟒
  = 

𝟕𝛑

𝟒

∴ z = 2( cos 
𝟕𝛑 

𝟒
 + i sin 

𝟕𝛑 

𝟒
 )    نكتب العدد بالصورة القطبية

∴ 𝐳 
𝟏

𝟐 = (𝟐)
𝟏

𝟐 (𝐜𝐨𝐬 
𝟕𝛑 

𝟒
 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟕𝛑 

𝟒
)
𝟏

ن الجذور التربيعية للعدد    نجد الا      𝟐  

     ∴𝐳 
𝟏

𝟐 = (√𝟐 ) (𝐜𝐨𝐬 
𝟕𝛑 

𝟒
+𝟐𝐤𝛑 

𝟐
 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟕𝛑 

𝟒
+𝟐𝐤𝛑 

𝟐
)  ,  k = 0 , 1 

 k = 0  ⟹    ∴ z1 = (√𝟐 ) (𝐜𝐨𝐬 عند
𝟕𝛑 

𝟖
 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟕𝛑 

𝟖
)

 k = 1  ⟹    ∴ z2 = (√𝟐 ) (𝐜𝐨𝐬 عند
𝟏𝟓𝛑 

𝟖
 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟏𝟓𝛑 

𝟖
)
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لذا يصعب ايجاد الصورة الاعتيادية  ( 6،  4، 3، 2) ** لاحظ في المثال اعلاه  ان المقام في الزوايا ليس من الاعداد 

 للعدد المركب فينتهي الحل هنا الى هذا الحد  
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 x ∈ ℂحيث      x3 + 1 = 0 حل المعادلة الآتية باستخدام مبرهنة ديموافر  أو نتيجتها :                                        

       x3 + 1 = 0  ⟹    x3 = – 1     

x3 = cos π + i sin π                     45قاعدة سابقة في صفحة 

   ∴ x = (𝐜𝐨𝐬 𝛑 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝛑)  
𝟏

 بأخذ الجذر التكعيبي للطرفين         𝟑

x = 𝐜𝐨𝐬 
𝛑+𝟐𝐤𝛑

𝟑
+  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝛑+𝟐𝐤𝛑

𝟑
     k = 0 ,1, 2

k = 0 ⟹ x1 = 𝐜𝐨𝐬 
𝛑

𝟑
+  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝛑

𝟑
= 

𝟏

𝟐
+

√ 𝟑

𝟐
𝒊     ربع اول

k = 1 ⟹ x2 = 𝐜𝐨𝐬 
𝟑𝛑

𝟑
+ 𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟑𝛑

𝟑

 = 𝐜𝐨𝐬 𝛑 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝛑  =  – 1 + 0 ( i ) =  – 1     على محور السينات السالب 

k = 2 ⟹ x3 = 𝐜𝐨𝐬 
𝟓𝛑

𝟑
+  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟓𝛑

𝟑
ربع رابع                    

= 𝐜𝐨𝐬 
𝛑 

𝟑
−  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝛑 

𝟑
 =  

 𝟏  

𝟐 
−

√ 𝟑 

𝟐
𝒊

set = { 
𝟏

𝟐
+

√ 𝟑

𝟐
𝒊 , 

𝟏

𝟐
−

√ 𝟑

𝟐
𝒊  , – 1 }

الحل

من الكتاب 30 مثال

مثال

الحل

لاحظ ان المطلوب الجذور 

تأخذ قيمتين  kالتربيعية لذا 

فقط هما الصفر والواحد

لاحظ ان المطلوب الجذور 

تأخذ ثلاث قيم kالتكعيبية لذا 
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لذا يجب ايجاد الصورة الاعتيادية للعدد المركب كما تعلمنا سابقا  ( 3) ** لاحظ في المثال اعلاه  ان المقام في الزوايا 

 لدينا  لكل حالة حسب الزاوية التي 
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𝟑√) :أوجد الصيغة القطبية للمقدار  +  𝒊 )  𝟐  ثم أوجد الجذور الخمسة له

 نجد اولا الصورة القطبية للعدد المركب حيث سنفرض ان :                        

z = √𝟑 +  𝒊  = ( √𝟑 , 1 )    الربع الأول  

∴ r = √𝟑 + 𝟏  = 2   ,   sin θ = 
𝟏

𝟐
,  cos θ = 

√𝟑

𝟐 

∴  arg (z) = 𝛉 = 
  𝛑  

𝟔

∴ z = 2 ( cos 
𝛑

𝟔
+ i sin 

𝛑 

𝟔
ةالعدد بالصورة القطبي         ( 

∴ z
2
 = (2)

2
 ( cos 

𝛑

𝟔
+ i sin 

𝛑 

𝟔
 ) 2

صورة القطبية           نجد الان مربع العدد بال  

∴ z
2
 = 4 ( cos 

𝟐𝛑 

𝟔
 + i sin 

𝟐𝛑 

𝟔
 ) 

= 4 ( cos 
𝛑 

𝟑
 + i sin 

𝛑 

𝟑
 )

∴  (𝐳𝟐)
𝟏

𝟓  =  (𝟒(𝐜𝐨𝐬 
𝛑

𝟑
+  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝛑

𝟑
))

𝟏

𝟓
رة القطبية         نجد الان جذور  العدد الناتج بالصو 

 ∴  (𝐳𝟐)
𝟏

𝟓  = (𝟒)
𝟏

𝟓 (𝐜𝐨𝐬 
𝛑

𝟑
+ 𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝛑

𝟑
)
𝟏

𝟓

    = √ 𝟒 
𝟓

  ( 𝐜𝐨𝐬 
𝛑 

𝟑
+𝟐𝐤𝛑

𝟓
 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝛑 

𝟑
+𝟐𝐤𝛑

𝟓
 ) ,  k = 0 ,1, 2 , 3 , 4 

=   k = 0 ⟹  z1  عند √ 𝟒 
𝟓

( 𝐜𝐨𝐬
𝛑

𝟏𝟓
 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝛑

𝟏𝟓
 ) 

=   k = 1 ⟹  z2  عند √ 𝟒 
𝟓

( 𝐜𝐨𝐬 
𝟕𝛑

𝟏𝟓
 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟕𝛑

𝟏𝟓
 )

k = 2 ⟹  z3 عند
 
  = √ 𝟒 

𝟓
( 𝐜𝐨𝐬 

𝟏𝟑𝛑

𝟏𝟓
 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟏𝟑𝛑

𝟏𝟓
 )

=   k = 3 ⟹  z4 عند √ 𝟒 
𝟓

( 𝐜𝐨𝐬 
𝟏𝟗𝛑

𝟏𝟓
 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟏𝟗𝛑

𝟏𝟓
 )

=   k = 4 ⟹  z5 عند √ 𝟒 
𝟓

( 𝐜𝐨𝐬 
𝟐𝟓𝛑

𝟏𝟓
 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟐𝟓𝛑

𝟏𝟓
 )

       = √ 𝟒 
𝟓

( 𝐜𝐨𝐬 
𝟓𝛑

𝟑
 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟓𝛑

𝟑
 )

       = √ 𝟒 
𝟓

(𝐜𝐨𝐬 
𝛑

𝟑
− 𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝛑

𝟑
 ) = √ 𝟒 

𝟓
( 

𝟏

 𝟐 
−

√ 𝟑 

𝟐
𝒊 )
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لذا يصعب ايجاد الصورة الاعتيادية  ( 6،  4، 3، 2) ** لاحظ في المثال اعلاه  ان المقام في الزوايا ليس من الاعداد 

للعدد المركب فينتهي الحل هنا الى هذا الحد  

من الكتاب 31 مثال

الحل

لاحظ ان المطلوب الجذور 

تأخذ خمس قيم kالخمسة لذا 
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 ( 32 – )أوجد الجذور الخمسة للعدد            

 z = – 32  نفرض أن :                    

    z = 32 (–1) = 32 (cos π + i sin π  )  45راجع صفحة                  

     ∴𝐳 
𝟏

 𝟓  = (√𝟑𝟐
𝟓

 ) (𝐜𝐨𝐬 𝛑 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝛑)
𝟏

 𝟓 

     ∴𝐳 
𝟏

𝟓 = 2 (𝐜𝐨𝐬 
𝛑+𝟐𝐤𝛑 

𝟓
 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝛑+𝟐𝐤𝛑 

𝟓
)  ,  k = 0 , 1 , 2 , 3 , 4

k = 0  ⟹ ∴ 𝐳𝟏  = 2 (𝐜𝐨𝐬 
𝛑

𝟓
+  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝛑

𝟓
) 

k = 1  ⟹ ∴ 𝐳𝟐  = 2 (𝐜𝐨𝐬 
𝟑𝛑

𝟓
 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟑𝛑 

𝟓
)

k = 2  ⟹ ∴ 𝐳𝟑  = 2 (𝐜𝐨𝐬 
𝟓𝛑

𝟓
 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟓𝛑

𝟓
) = 2 (𝐜𝐨𝐬 𝝅 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝝅)

   = 2 (−𝟏 +  𝟎 𝒊 ) =  −𝟐 

k = 3⟹ ∴ 𝐳𝟒 = 2 (𝐜𝐨𝐬 
𝟕𝛑

𝟓
+ 𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟕𝛑

𝟓
)

k = 4  ⟹ ∴ 𝐳𝟓  = 2 (𝐜𝐨𝐬 
𝟗𝛑

𝟓
 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟗𝛑

𝟓
)
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( i–)أوجد الجذور التكعيبية  للعدد 

z = –i  ⟹ z =  (cos 
𝟑𝛑 

𝟐 
 + i sin 

𝟑𝛑 

𝟐 
نفرض أن :      (

      ∴ 𝐳 
𝟏

𝟑 =  (𝐜𝐨𝐬 
𝟑𝛑 

𝟐 
+  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟑𝛑 

𝟐 
)
𝟏

𝟑

     𝐳 
𝟏

𝟑 =  ( 𝐜𝐨𝐬 
𝟑𝛑 

𝟐 
+𝟐𝐤𝛑 

𝟑
 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟑𝛑 

𝟐 
+𝟐𝐤𝛑 

𝟑
 )       k = 0 , 1 , 2 

k = 0  ⟹ ∴ z1 =  (𝐜𝐨𝐬 
𝟑𝛑

𝟔
 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟑𝛑 

𝟔
) =  (𝐜𝐨𝐬 

𝛑

𝟐
+  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝛑

𝟐
)      

 =  ( 0 + i ) 

k = 1  ⟹ ∴ z2  = (𝐜𝐨𝐬 
𝟕𝛑

𝟔
 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟕𝛑

𝟔
) = (−𝐜𝐨𝐬 

𝛑

𝟔
−  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝛑

𝟔
) = ( 

− √𝟑  

𝟐
−

 𝟏 

𝟐
 𝒊) 

k = 2  ⟹ ∴ z3 = ( 𝐜𝐨𝐬 
𝟏𝟏𝛑

𝟔
 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟏𝟏𝛑

𝟔
 ) = ( 𝐜𝐨𝐬 

𝛑

𝟔
−  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝛑

𝟔
 ) 

= ( 
√𝟑  

𝟐
−

  𝟏  

𝟐
 𝒊) 
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( 64i )أوجد الجذور الستة  للعدد  (1

( 81i )أوجد الجذور الأربعة للعدد  (2

( i )أوجد الجذور الثلاثة للعدد  (3

مثال

الحل

مثال

الحل

لاحظ ان المطلوب الجذور 

تأخذ خمس قيم kالخمسة لذا 

لاحظ ان المطلوب الجذور 

قيمتأخذ ثلاث  kالثلاثة  لذا 
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 أحسب ما يأتي : (1

a) ( cos 
𝟓 

𝟐𝟒
𝛑 + i sin 

𝟓 

𝟐𝟒
𝛑 )4 = cos 𝟒(

 𝟓 

𝟐𝟒
𝛑) + i sin 𝟒(

 𝟓 

𝟐𝟒
𝛑)

=
 cos 

𝟓𝛑 

𝟔
 +i sin 

𝟓 𝛑

𝟔
 = – cos 

𝛑 

𝟔
 +i sin 

𝛑

 𝟔
 = 

−√𝟑 

𝟐
+

𝟏

𝟐
𝒊 الربع الثاني

 *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ 

b)  ( cos 
𝟕

𝟏𝟐
𝛑 + i sin 

𝟕

𝟏𝟐
𝛑 ) –3 = ( cos 

−𝟕𝛑

𝟒
 + i sin 

−𝟕𝛑

𝟒
 )

= cos 
𝟕𝛑

𝟒
 – i sin 

𝟕𝛑

𝟒
 = cos 

𝛑 

𝟒
 – i (– sin 

𝛑

𝟒
الربع الرابع  ( 

    = 
𝟏

√ 𝟐
+ 

𝟏

√ 𝟐
 𝒊 
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 احسب باستخدام مبرهنة ديموافر ) او التعميم ( ما يأتي :  (2

a) ( 1 – i )7

z = 1 – i   = ( 1 , – 1 )   الربع الرابع

  || z || = √  𝟏 + 𝟏  = √𝟐 

cos θ = 
𝟏 

√𝟐 
 , sin θ = 

−𝟏

√𝟐

∴ arg z = θ = 2π – 
𝛑 

𝟒
 = 

𝟕𝛑

𝟒

∴ z = √𝟐 ( cos 
𝟕𝛑 

𝟒
 + i sin 

𝟕𝛑 

𝟒
 )

∴𝐳 𝟕 = (√ 𝟐)𝟕 (𝐜𝐨𝐬 
𝟕𝛑 

𝟒
 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟕𝛑 

𝟒
)𝟕

𝐳 𝟕 = (𝟐
𝟏

𝟐)𝟕 (𝐜𝐨𝐬 
(𝟕)𝟕𝛑 

𝟒
 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 

(𝟕)𝟕𝛑 

𝟒
)

= (𝟐
𝟕

𝟐) (𝐜𝐨𝐬 
𝟒𝟗𝛑 

𝟒
 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟒𝟗𝛑 

𝟒
)

     𝐳 𝟕 = 23 . 𝟐
𝟏

𝟐(𝐜𝐨𝐬 
𝛑

𝟒
+ 𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝛑

𝟒
) 

= 8 √𝟐 ( 
𝟏 

√𝟐
+  𝒊

𝟏 

√𝟐
 ) = 8 + 8i 

( 1 –5تمارين )

الزاوية ليست بالقياس الرئيس لها لذا 

 8ونجد من مضاعفات الـ  2نضرب المقام في 

تطرح من البسط  48وهو  49الاصغر من 

لتصبح بالقياس الرئيس  
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b)  (√ 𝟑 + i ) – 9

     z = √𝟑 + i  = (√𝟑 , 1 )         نفرض أن :           الربع الاول 

r = || z || = √  𝟑 + 𝟏  = √𝟒  = 2 

cos θ = 
√𝟑 

𝟐 
 , sin θ = 

𝟏

𝟐 

∴ arg z = θ = 
𝛑

𝟔

∴ z = 2 ( cos 
𝛑

𝟔
+ i sin 

𝛑 

𝟔
 )

∴𝐳 −𝟗 = 𝟐−𝟗 (𝐜𝐨𝐬 
𝛑

𝟔
+ 𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝛑

𝟔
)−𝟗 

𝐳 −𝟗 = ( 
𝟏

𝟐𝟗 )(𝐜𝐨𝐬 
(−𝟗)𝛑 

𝟔
+ 𝒊 𝐬𝐢𝐧

 (−𝟗)𝛑 

𝟔
)

= (
𝟏

𝟓𝟏𝟐
) ( 𝐜𝐨𝐬 

𝟑𝛑 

𝟐
− 𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟑𝛑 

𝟐
 )

𝐳 −𝟗 =  (
𝟏

𝟓𝟏𝟐
) ( 0 – i (-1)) =

𝟏

𝟓𝟏𝟐
 𝒊 
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 بسط ما يأتي : (3

a) 
(𝐜𝐨𝐬 𝟐𝛉 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝛉)𝟓

(𝐜𝐨𝐬 𝟑𝛉 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝟑𝛉 )𝟑
 = (𝐜𝐨𝐬 𝟏𝟎𝛉 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝟏𝟎𝛉)(𝐜𝐨𝐬 𝟑𝛉 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝟑𝛉 )−𝟑

       = (𝐜𝐨𝐬 𝟏𝟎𝛉 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝟏𝟎𝛉)(𝐜𝐨𝐬 − 𝟗𝛉 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 − 𝟗𝛉 ) 

       = 𝐜𝐨𝐬 (𝟏𝟎𝛉 − 𝟗𝛉) +  𝐢 𝐬𝐢𝐧 (𝟏𝟎𝛉 − 𝟗𝛉) 

       = 𝐜𝐨𝐬 𝛉 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝛉 

)) عكس مبرهنة ديموافر  ثم عند القسمة تطرح الأسس إذا كانت الأساسات متساوية ((: حل اخر 

(𝐜𝐨𝐬 𝟐𝛉 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝛉)𝟓

(𝐜𝐨𝐬 𝟑𝛉 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝟑𝛉 )𝟑
 =

((𝐜𝐨𝐬 𝛉 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝛉)𝟐)𝟓

((𝐜𝐨𝐬 𝛉 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝛉 )𝟑)
𝟑 =

(𝐜𝐨𝐬 𝛉 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝛉)𝟏𝟎

(𝐜𝐨𝐬 𝛉 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝛉 )𝟗
= (𝐜𝐨𝐬 𝛉 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝛉)
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b) ( cos θ + i sin θ )8 ( cos θ – i sin θ )4 
بطريقتين      

( cos θ + i sin θ )8 ( cos θ – i sin θ )4 = ( cos 8θ + i sin 8θ )( cos – θ + i sin – θ )4

        = ( cos 8θ + i sin 8θ )( cos – 4θ + i sin – 4θ ) 

        = cos ( 8θ – 4θ ) + i sin ( 8θ – 4θ ) 

        = cos 4θ  + i sin 4θ 

 مبرهنة ديموافر ثم عند الضرب تجمع الأسس إذا كانت الأساسات متساوية (( )) عكس طريقة أخرى :

( cos θ + i sin θ )8 ( cos θ – i sin θ )4   = ( cos θ + i sin θ )8 ( cos θ + i sin θ )– 4

= ( cos θ + i sin θ )4 = cos 4θ + i sin 4θ

الاس السالب حسب الملاحظة 

(cos θ + i sin θ)– n = cos n θ – i sin n θ
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باستخدام ديموافر  ثم باستخدام الطريقة المعروضة      ( i 𝟑 √+ 1 –)أوجد الجذور التربيعية للعدد المركب (4

من الشروحات ( 17)) في صفحة  ( 1  –4) في البند 

 z = – 1 +√ 𝟑 i = ( – 1 , √𝟑 )    الربع الثاني         

r = || z || = √  𝟏 + 𝟑  = √𝟒  = 2 

cos θ = 
−𝟏  

𝟐 
 , sin θ = 

√𝟑 

𝟐 
      ,    ∴ arg z = θ = 

𝟐𝛑

𝟑

∴ z = 2 ( cos 
𝟐𝛑 

𝟑
 + i sin 

𝟐𝛑 

𝟑
 ) ⟹        ∴ 𝐳

𝟏

𝟐  = (𝟐)
𝟏

𝟐  (𝐜𝐨𝐬 
𝟐𝛑 

𝟑
+  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟐𝛑 

𝟑
)

𝟏

 𝟐 

     𝐳 
𝟏

𝟐  =  √𝟐 (𝐜𝐨𝐬 
𝟐𝛑 

𝟑
+𝟐𝐤𝛑 

𝟐
 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟐𝛑 

𝟑
+𝟐𝐤𝛑 

𝟐
)  ,   k = 0 , 1 

k = 0  ⟹ ∴ z1 = √𝟐 ( 𝐜𝐨𝐬 
𝟐𝛑

𝟔
 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟐𝛑 

𝟔
 )

= √𝟐 ( 𝐜𝐨𝐬 
𝛑

𝟑
+ 𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝛑

𝟑
) = √𝟐 ( 

𝟏

𝟐
+

√ 𝟑

𝟐
 𝒊 ) =

𝟏

√𝟐
+

√ 𝟑

√𝟐
 𝒊

        k = 1  ⟹ ∴ z2 = √𝟐 (𝐜𝐨𝐬 
𝟐𝛑 

𝟑
+𝟐𝛑 

𝟐
 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟐𝛑 

𝟑
+𝟐𝛑 

𝟐
) 

= √𝟐 (𝐜𝐨𝐬 
𝟖𝛑

𝟔
 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟖𝛑

𝟔
)

= √𝟐 ( 𝐜𝐨𝐬 
𝟒𝛑

𝟑
 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟒𝛑 

𝟑
الزاوية في الربع الثالث      ( 

= √𝟐 (−𝐜𝐨𝐬 
𝛑 

𝟑
−  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝛑 

𝟑
) = √𝟐 (

−𝟏 

𝟐
− 

√𝟑

𝟐
 𝒊 )  =

−𝟏

√𝟐
− 

√𝟑 

√𝟐 
𝒊

– 1 +√ 𝟑 i  = a2 + 2abi – b2  بالتربيع 

– 1 +√ 𝟑 i  = a2 – b2+ 2abi
 ∴ a2 – b2 = – 1  ….. ( 1 ) 

       ∴ 2ab = √𝟑 ⟹ b = 
√𝟑

𝟐𝐚
 من تساوي عددين مركبين          ( 2 ) .……  

(  1نعوض في )   

 a2 – 
 𝟑 

𝟒𝐚𝟐 = – 1   ] ( 4a2)    4a2 ≠ 0   بضرب طرفي المعادلة  بـ 

 4a4 – 3 = – 4a2 

4a4 + 4a2 – 3 = 0  ⟹  ( 2a2 – 1 ) ( 2a2 + 3) = 0 ⟹  ∴ 2a2 = 1 ⟹ a = ∓ 
𝟏 

√𝟐

bلإيجاد قيم  2ألان نعوض في معادلة  

  either  a = 
𝟏 

√𝟐
⟹   b = 

  √𝟑  

𝟐(
 𝟏 

√𝟐 
)
=

√ 𝟑

√𝟐 
     or     a = –

𝟏 

√𝟐
 ⟹  b = 

  √𝟑  

𝟐(
− 𝟏 

√𝟐 
)
=

− √𝟑

√𝟐 

𝟏 

√𝟐
+ 

√𝟑 

√𝟐 
𝒊 ,

−𝟏

√𝟐
− 

√𝟑 

√𝟐 
𝒊 الجذران التربيعيان هما :     ∴

يهمل

لاحظ ان المطلوب الجذور 

تأخذ قيمتين kلتربيعية لذا ا
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 27iباستخدام ديموافر أوجد الجذور التكعيبية للعدد  (5

z = 27 i ⟹ z = 27 (cos 
𝛑

𝟐 
+ i sin 

𝛑

𝟐 
 نفرض أن :      (

   ∴ 𝐳 
𝟏

𝟑 = (𝟐𝟕)
𝟏

𝟑 (𝐜𝐨𝐬 
𝛑

𝟐 
+  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝛑 

𝟐 
)
𝟏

𝟑

      𝐳 
𝟏

𝟑 = 3 (𝐜𝐨𝐬 
𝛑 

𝟐 
+𝟐𝐤𝛑 

𝟑
 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝛑 

𝟐 
+𝟐𝐤𝛑 

𝟑
)  , k = 0 , 1 , 2 

        k = 0  ⟹ ∴ 𝐳 
𝟏

𝟑 = 3 (𝐜𝐨𝐬 
𝛑

𝟔
+  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝛑

𝟔
) = 3 (

√ 𝟑

𝟐
+ 

𝟏

𝟐
𝒊) =  

𝟑√ 𝟑

𝟐
+ 

𝟑

𝟐
 𝒊     الجذر الأول 

        k = 1  ⟹ ∴ 𝐳 
𝟏

𝟑 = 3 (𝐜𝐨𝐬 
𝛑 

𝟐 
+𝟐𝛑 

𝟑
 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝛑 

𝟐 
+𝟐𝛑 

𝟑
) 

= 3 (𝐜𝐨𝐬 
𝟓𝛑

𝟔
 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟓𝛑

𝟔
) = 3 (

−√ 𝟑

𝟐
+ 

𝟏

𝟐
 𝒊 ) = 

−𝟑√ 𝟑

𝟐
+ 

𝟑

𝟐
 𝒊   الجذر الثاني  

         k = 2  ⟹ ∴ 𝐳 
𝟏

𝟑 = 3 (𝐜𝐨𝐬 
𝛑 

𝟐 
+𝟒𝛑 

𝟑
 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝛑 

𝟐 
+𝟒𝛑 

𝟑
)= 3 (𝐜𝐨𝐬 

𝟗𝛑

𝟔
 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟗𝛑

𝟔
)

= 3 (𝐜𝐨𝐬 
𝟑𝛑

𝟐
 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟑𝛑

𝟐
) = 3 (0 + i (– 1) ) = – 3 i      الجذر الثالث

 *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ 

  ( 16 – )أوجد الجذور الأربعة للعدد  (6

z = – 16نفرض أن :              
       z = 16 (–1) 

   = 16 (cos π + i sin π  ) 

     ∴𝐳 
𝟏

𝟒 = (√𝟏𝟔
𝟒

 ) (𝐜𝐨𝐬 𝛑 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝛑)
𝟏

𝟒 

     ∴𝐳 
𝟏

𝟒 = 2 (𝐜𝐨𝐬 
𝛑+𝟐𝐤𝛑 

𝟒
 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝛑+𝟐𝐤𝛑 

𝟒
)  ,  k = 0 , 1 , 2 , 3

k = 0  ⟹ ∴ 𝐳𝟏  = 2 (𝐜𝐨𝐬 
𝛑

𝟒
+  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝛑

𝟒
) = 2 ( 

𝟏

√ 𝟐
+ 

𝟏

√ 𝟐
 𝒊 ) = √𝟐 +√ 𝟐 i …..  )الأول) 

k = 1  ⟹ ∴ 𝐳𝟐  = 2 (𝐜𝐨𝐬 
𝟑𝛑

𝟒
+ 𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟑𝛑 

𝟒
)

= 2 (−𝐜𝐨𝐬 
𝛑

𝟒
+ 𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝛑

𝟒
) 

= 2 (−
𝟏

√ 𝟐
+

𝟏

√ 𝟐
 𝒊 ) = −√ 𝟐 +√ 𝟐 i …..  )الثاني) 

k = 2  ⟹ ∴ 𝐳𝟑  = 2 (𝐜𝐨𝐬 
𝟓𝛑

𝟒
 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟓𝛑

𝟒
)

= 2 (−𝐜𝐨𝐬 
𝛑

𝟔
−  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝛑

𝟔
) 

= 2 (−
𝟏

√ 𝟐
−

𝟏

√ 𝟐
 𝒊) = −√ 𝟐 −√ 𝟐 i …..  )الثالث) 

k = 3  ⟹ ∴ 𝐳𝟒  = 2 (𝐜𝐨𝐬 
𝟕𝛑

𝟒
 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟕𝛑

𝟒
)

= 2 (𝐜𝐨𝐬 
𝛑

𝟒
−  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝛑

𝟒
) 

    = 2 ( 
𝟏

√ 𝟐
− 

𝟏

√ 𝟐
 𝒊 ) = √𝟐 −√ 𝟐 i …..  )الرابع) 

لاحظ ان المطلوب الجذور 

تأخذ اربع قيم kالاربعة لذا 
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 باستخدام مبرهنة ديموافر( 64i – ) الجذور الستة للعدد    (7

z = – 64iنفرض أن :                                               

z = 64 ( –i ) = 64 (cos 
𝟑𝛑 

𝟐 
 + i sin 

𝟑𝛑 

𝟐 
)                          

∴ 𝐳 
𝟏

𝟔 = (√𝟔𝟒
𝟔

 ) (𝐜𝐨𝐬 
𝟑𝛑 

𝟐 
+  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟑𝛑 

𝟐 
)
𝟏

𝟔

     ∴ 𝐳 
𝟏

𝟔 = 2 (𝐜𝐨𝐬 
𝟑𝛑 

𝟐 
+𝟐𝐤𝛑 

𝟔
 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟑𝛑 

𝟐 
+𝟐𝐤𝛑 

𝟔
)  ,  k = 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 

k = 0  ⟹ ∴ 𝐳𝟏  = 2 (𝐜𝐨𝐬 
𝟑𝛑

𝟏𝟐
 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟑𝛑

𝟏𝟐
)

= 2 (𝐜𝐨𝐬 
𝛑

𝟒
+  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝛑

𝟒
) 

= 2 (
𝟏

√ 𝟐
+

𝟏

√ 𝟐
 𝒊) = √𝟐 +√ 𝟐 i 

  k = 1  ⟹ ∴ 𝐳𝟐  = 2 (𝐜𝐨𝐬 
𝟑𝛑 

𝟐 
+𝟐𝛑 

𝟔
 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟑𝛑 

𝟐 
+𝟐𝛑 

𝟔
) = 2 (𝐜𝐨𝐬 

𝟕𝛑

𝟏𝟐
 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟕𝛑 

𝟏𝟐
)

 k = 2  ⟹ ∴ 𝐳𝟑  = 2 (𝐜𝐨𝐬 
𝟑𝛑 

𝟐 
+𝟒𝛑 

𝟔
 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟑𝛑 

𝟐 
+𝟒𝛑 

𝟔
) = 2 (𝐜𝐨𝐬 

𝟏𝟏𝛑

𝟏𝟐
 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟏𝟏𝛑

𝟏𝟐
)

 k = 3  ⟹ ∴ 𝐳𝟒  = 2 (𝐜𝐨𝐬 
𝟑𝛑 

𝟐 
+𝟔𝛑 

𝟔
 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟑𝛑 

𝟐 
+𝟔𝛑 

𝟔
) 

= 2 (𝐜𝐨𝐬 
𝟏𝟓𝛑

𝟏𝟐
 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟏𝟓𝛑

𝟏𝟐
)

= 2 (𝐜𝐨𝐬 
𝟓𝛑

𝟒
 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟓𝛑

𝟒
) = 2 (−𝐜𝐨𝐬 

𝛑

𝟒
−  𝒊𝐬𝐢𝐧 

𝛑

𝟒
) 

= 2 (−
  𝟏  

√𝟐 
−

 𝟏

√𝟐
𝒊 ) = −√𝟐  − √𝟐  i 

 k = 4  ⟹ ∴ 𝐳𝟓  = (𝐜𝐨𝐬 
𝟑𝛑 

𝟐 
+𝟖𝛑 

𝟔
 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟑𝛑 

𝟐 
+𝟖𝛑 

𝟔
) 

= 2 (𝐜𝐨𝐬 
𝟏𝟗𝛑

𝟏𝟐
 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟏𝟗𝛑

𝟏𝟐
)

  k = 5 ⟹ ∴ 𝐳𝟔  = (𝐜𝐨𝐬 
𝟑𝛑 

𝟐 
+𝟏𝟎𝛑 

𝟔
 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟑𝛑 

𝟐 
+𝟏𝟎𝛑 

𝟔
) =  2 (𝐜𝐨𝐬 

𝟐𝟑𝛑

𝟏𝟐
 +  𝒊 𝐬𝐢𝐧 

𝟐𝟑𝛑

𝟏𝟐
)

↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭http://raeed.mathsboard.com↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭↭

لاحظ ان المطلوب الجذور 

تأخذ ستة قيم kالستة لذا 

الكتاب المقرر خير وسيلة للتعل 
الوجيز في الرياضيات للصف السادس العلم  تيلب من قرطاسية الخياط حيدر الكرادي  

ها أو نسخها إلا بعد موافقة مدرس المادةلا يجوز بيع
   07808683063للمعلومات والاقرباحات الاتصال على الرق    

 /http://raeed.mathsboard.comموقعنا على الانربني  منتديات بابل للرياضيات  
  Raeed_karady@yahoo.comأو البريد الالكربون   
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 سطح قطع إذاالقطع الزائد ، هندسيا  –القطع الناقص  –القطع المكافئ  –تولد القطوع المخروطية : الدائرة ت       

:بمستو وكان ) لاحظ الأشكال ادناه (  القائم الدائري المخروط

 . دائرة يمثل المقطع فانالمخروط  رأس يحوي ولا القائم الدائري المخروط محور على عمودي (1

 . مكافئ يمثل قطع المقطع فأن مولداته لأحد موازٍ (2

 . ناقص قطع القطع فأن مولداته احد يوازي ولا لقاعدته موازٍ غير (3

. قطع زائد مولداته فان المقطع من مولدين ويقطع القائم الدائري المخروط محور يوازي( 4        

قطع زائد   دائرة      قطع مكافئ    قطع ناقص      
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 وليكن المستقيم  ) سنسميها البؤرة (   في المستوي  نقطة ثابتة    ( x1 , y1 )لتكن                                                                  

ax + by + c = 0  كل النقط مجموعة   فان  لذاالمستوي ذلك في سميه دليل القطع المخروطي ( ن)  مستقيما ثابتا

يسمى )   تساوي عددا ثابتا المستقيم المعلوم  بعدها عن   إلى     ( x1 , y1 )النقطة   عن منها  كل  بعد   نسبة   التي

تكون شكل هندسي يسمى بالقطع المخروطي .(  eالاختلاف المركزي 

والتي يمكن التمييز وسندرس  هنا ثلاث انواع من القطوع وهي القطع المكافئ والقطع الناقص والقطع الزائد 

 المركزي لها حيث :بينها من خلال الاختلاف 

   e = 1 في القطع المكافئ     (1

 e < 1 > 0 حيث     e < 1 في القطع الناقص  (2

  e > 1في القطع الزائد    (3

 الفصل الثاني /  القطوع المخروطية

 المخروطيالقطع  
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نقطة من نقاط القطع المخروطي لذا فالمسافة بينها M(x , y )لتكن     

𝐱 )√يوجد بالعلاقة  :       ( x1 , y2)وبين بؤرة القطع التي إحداثياتها  − 𝐱𝟏 )𝟐 + ( 𝐲 − 𝐲𝟏 )𝟐

   ودليل القطع يمكن ايجاده بالعلاقة : M(x , y )والبعد بين 
| 𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄|

√𝒂𝟐+𝒃𝟐

 أي :  e لذا فحسب تعريف القطع المخروطي فان النسبة بين البعدين يساوي الاختلاف المركزي 

√( 𝐱−𝐱𝟏 )𝟐+( 𝐲−𝐲𝟏 )𝟐

| 𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄|

√𝒂𝟐+𝒃𝟐

= 𝒆   ⟹  √( 𝐱 − 𝐱𝟏 )𝟐 + ( 𝐲 − 𝐲𝟏 )𝟐 = 𝒆 (
| 𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄|

√𝒂𝟐+𝒃𝟐
)

وعند تربيع الطرفين للتخلص من الجذر  نحصل على المعادلة العامة للقطع المخروطي  وهي :  

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

كل منها عن نقطة ثابتة بعد  يكون   المستوي والتي في  M ( x , y )   هو مجموعة النقط                                           

F(p , 0)  تسمى البؤرة حيث(p> 0)  مساويا لبعدها عن مستقيم معلوم " D " . يسمى الدليل لا يمر بالبؤرة

هنرمز لالذي س و رأس القطع المكافئ  " O "تسمى النقطة و MF = MQأي أن 

. )) لاحظ الشكل المجاور ((  ( V )  بالحرف 

. بمحور القطع المكافئوالعمودي على الدليل المار بالبؤرة  ( x )ويسمى المستقيم 

 لان :    1  = قطع المكافئلل كذلك لاحظ ان الاختلاف المركزي 

وتوجد عدة حالات حسب موقع البؤرة والدليل للقطع المكافئ من  محاور النظام الاحداثي وسنتطرق لبعضها .
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حيث(  (A) المجاورالشكل  )تعريف القطع المكافئ  من

، فان: F ( p , 0 )وبؤرته  هي    x = – pمعادلة دليل القطع المكافئ هي 

والبؤرة   Mوالدليل = البعد بين  Mالبعد العمودي بين  

  √( 𝐱 − 𝐩 )𝟐 + ( 𝐲 − 𝟎 )𝟐 = √( 𝐱 + 𝐩 )𝟐 + ( 𝐲 − 𝐲 )𝟐 

 بالتربيع والتبسيط : 

  x
2
 – 2px + p

2
 + y

2
 = x

2
 + 2px + p

2
 + 0 

         y
2
 = 2px + 2px 

        

 القطع المكافئ

1   =e = 
𝐌𝐅

𝐌𝐐
 

 المعادلة العامة للقطع المخروطي

( 𝐱 − 𝐱𝟏 )𝟐 + ( 𝐲 − 𝐲𝟏 )𝟐 = 𝒆𝟐 (𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄)𝟐 

𝒂𝟐+𝒃𝟐

الأصل ودليله يوازي محورمعادلة القطع المكافئ الذي بؤرته تنتمي لمحور السينات ورأسه نقطة : أولا

.الصادات

 y
2
 = 4px   ,   p > 0∴
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في حالة كانت البؤرة على الاتجاه السالب لمحور السينات                        

هي : (فأن معادلة القطع المكافئ  (B) المجاورالشكل  )

F (– p , 0 )وبؤرته  هي    x = pهنا معادلة دليل القطع المكافئ هي 

البؤرة أي ان F( – p , 0)تبقى موجبة ولكن البؤرة   p) لاحظ ان قيمة 

 (أما الدليل فإشارته تخالف البؤرة والمعادلة تتفق مع المعادلة في الاشارة 

ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ    * ℜ   * ℜ    * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * http://raeed.mathsboard.com *ℜ   * ℜ *ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ * ℜ   *  

.ثم ارسمه      y2 = 4xأوجد إحداثيات البؤرة و معادلة الدليل للقطع المكافئ                                            

y2  =  4x   بالاتجاه الموجب لمحور السينات () لاحظ ان المعادلة المعطاة موجبة أي             

y2 = 4px          نقارن مع المعادلة العامة للقطع المكافئ 

     4p = 4 ⟹ p = 1              ∴ F (  p , 0 )  ⟹ F ( 1 , 0 )    نعوض في البؤرة والدليل 

     ∴  x = – p  معادلة الدليل   ⟹ x = – 1

ولرسم القطع نحتاج نقطتين او ثلاث على الاقل لذا نختار قيمة 

وتكتب على شكل ازواج  yونعوضها في المعادلة لنجد قيم   xلـ 

ثم نصل  مرتبة ) الجدول ادناه ( نعينها على النظام الاحداثي 

بينها بمنحني لتكن : 

y X 

0 0 

2 1 

– 2 1 
ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ    * ℜ   * ℜ    * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * http://raeed.mathsboard.com *ℜ   * ℜ *ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ * ℜ   *

. ثم ارسمه     y2 = 20xأوجد إحداثيات البؤرة و معادلة الدليل للقطع المكافئ                                      

ملاحظة

y2 = – 4px    ,   p > 0 

∴

الكتاب 3 مثال

الحل

x = 0  ⟹ y
2
  =  4 (0)

y
2
  =  0 ⟹ y = 0

النقطة ( 0 , 0 )            ∴

:  لمعادلةنعوض في ا    x = 1  وعندما

y2 =  4(1) ⟹ y2 =  4 ⟹ y = ∓ 2 

النقاط ( 2 , 1 ) , ( 2 –, 1 )  ∴  

 

بلا حل مثال
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y2 الذي معادلته :         أوجد إحداثيات البؤرة و معادلة الدليل للقطع المكافئ                        
 = 24 x

y
2
 = 24 x   ) لاحظ ان المعادلة المعطاة موجبة أي بالاتجاه الموجب لمحور السينات (    

y
2
 = 4px          نقارن مع المعادلة العامة للقطع المكافئ 

  ∴ 4p = 24 ⟹ p = 6                      ∴ F ( 
 
p

 
,
 
0 )

 
 ⟹ F ( 6 , 0 )    نعوض في البؤرة والدليل 

     ∴  x = – p  معادلة الدليل   ⟹ x = – 6

ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ    * ℜ   * ℜ    * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * http://raeed.mathsboard.com *ℜ   * ℜ *ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ * ℜ   *

y   : أوجد إحداثيات البؤرة و معادلة الدليل للقطع المكافئ                         
2
 + 16 x = 0

y
2
 + 16 x = 0 ⟹ y

2
 =  – 16 x     ( تحتاج للترتيب ثم نكمل الحل)المعادلة المعطاة 

y
2
 = – 4p x   ) بالمقارنة       ) لاحظ ان المعادلة سالبة أي بالاتجاه السالب لمحور السينات

      4p = 16 ⟹ p = 4           ∴ F ( 
 
– p

 
,
 
0 )

 
 ⟹ F ( – 4 , 0 )    نعوض في البؤرة والدليل

      ∴  x =  p  معادلة الدليل   ⟹ x = 4 

ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ    * ℜ   * ℜ    * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * http://raeed.mathsboard.com *ℜ   * ℜ *ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ * ℜ   *

    : أوجد إحداثيات البؤرة و معادلة الدليل للقطع المكافئ                   
 𝟏 

 𝟒 
y

2
 + 3 x = 0 

 [  
 𝟏 

 𝟒 
y

2
 + 3x = 0 ] ( 4 )  ( تحتاج للترتيب ثم نكمل الحل)المعادلة المعطاة  

y
2
 + 12x = 0  ⟹   y

2
 = –12x

y
2
 = – 4p x   ) بالمقارنة       ) لاحظ ان المعادلة سالبة أي بالاتجاه السالب لمحور السينات

4p = 12 ⟹ p = 3     ∴ F ( 
 
– p

 
,
 
0 )

 
 ⟹  ∴ F ( – 3 , 0 ) نعوض في البؤرة والدليل

          x =  p  معادلة الدليل   ⟹ x = 3

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

التعريف. باستخدامو رأسه نقطة الأصل  ( 0 , 𝟑 √ )الذي بؤرته أوجد معادلة القطع المكافئ                                      

للقطع المكافئ لذا فأن نقطة من النقاط التي تنتمي  M( x , y )ولنفرض   F( √ 𝟑 , 0 )لدينا البؤرة                      

:وان    ( y , 𝟑√− )هي  والدليل  Mاحداثي نقطة التقاطع بين العمود من 

 والبؤرة Mالبعد بين  =  القطعودليل  Mالبعد بين  

 √( 𝐱 − √ 𝟑 )𝟐 +  𝐲𝟐 = √( 𝐱 + √ 𝟑 )𝟐 + ( 𝐲 − 𝐲 )𝟐

x
2
 – 2 √ 𝟑 x + 3 + y

2
 = x

2
 + 2√ 𝟑 x + 3 + 0  والتبسيطوفتح الاقواس كمربع حدانية بالتربيع

y
2
 = 2√ 𝟑 x + 2√ 𝟑 x ⟹  y

2
 = 4√ 𝟑 x

مثال

الحل

مثال

الحل

 مثال

 الحل

 الحل

 الكتاب 3 مثال
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 في الامثلة السابقة نلاحظ ان البؤرة تقع على محور السينات أي أن محور القطع ) راجع التعريف (       

.y = 0في حال طلبت معادلته ضمن السؤال هو محور السينات الذي معادلته  

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

وبعد ان تطرقنا لايجاد كل من البؤرة ومعادلة الدليل للقطع المكافئ سنعكس العمل ونحاول ايجاد المعادلة  ** والان

ظ الامثلة الاتية ( اذا علم احدهما  ) لاح

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

مما يأتي :  لكل أوجد معادلة القطع المكافئ الذي رأسه نقطة الأصل                     

   F (– 20 , 0 )بؤرته  (1

         F (– 20 , 0 )   = F (– p , 0 ) ⟹  ∴ p = 20    ( p  (    نقارن البؤرة المعطاة لإيجاد قيمة 

y2 = – 4px  ⟹   y2 = – 80 x      (لأنها تطابق البؤرة  على الاتجاه السالب لمحور السينات المعادلة  ) 

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

x = – 2معادلة دليله     (2

  x = – 2          : معادلة الدليل 

        x = – p ⟹ x = – 2 ⟹ ∴ p = 2      ( p  (    المعطاة لإيجاد قيمة معادلة الدليل  نقارن  

y2 = 4px              (كون معادلة القطع تخالف  على الاتجاه الموجب لمحور السينات  المعادلة) اشارة الدليل

y2 = 8x ∴                        المعادلة : 

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

x  – 6 = 0معادلة دليله     (3

        x – 6 = 0          : معادلة الدليل  

        x =  p ⟹  x = 6 ⟹ ∴p = 6         ( p  (    المعطاة لإيجاد قيمة معادلة الدليل  نقارن  

y2 = – 4px     (كون معادلة القطع تخالف لمحور السينات  لسالبعلى الاتجاه ا المعادلة ) اشارة الدليل 

y2 = – 24x ∴                        المعادلة : 

ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ    * ℜ   * ℜ    * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * http://raeed.mathsboard.com *ℜ   * ℜ *ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ * ℜ   *

    F ( 5 , 0 )    بؤرته (4

x  – 3 = 0معادلة دليله     (5

2x  + 4 = 0معادلة دليله     (6

مثال
الحلول

ملاحظة
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 ( حيث (A)من تعريف القطع المكافئ ) الشكل المجاور 

، فان: F (0 , p )وبؤرته  هي    y = – pمعادلة دليل القطع المكافئ هي 

  D⃡والدليل  M= البعد العمودي بين   Fوالبؤرة Mالبعد بين        

  √( 𝐱 − 𝐱 )𝟐 + ( 𝐲 + 𝐩 )𝟐 = √( 𝐱 − 𝟎 )𝟐 + ( 𝐲 − 𝐩 )𝟐 

0 + y2 + 2py + p2 = x2 + y2 – 2py + p2
بالتربيع والتبسيط :    

          x2 = 2py + 2py 

                                

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

الصادات في حالة كانت البؤرة على الاتجاه السالب لمحور                          

(فأن معادلة القطع المكافئ هي :  (B)) الشكل المجاور 

F  (0,– p)وبؤرته  هي    y = pهنا معادلة دليل القطع المكافئ هي 

أي ان البؤرة F (0,– p)تبقى موجبة ولكن البؤرة   p) لاحظ ان قيمة 

فإشارته تخالف البؤرة والمعادلة(تتفق مع المعادلة في الاشارة  أما الدليل 

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

أوجد إحداثيات البؤرة ومعادلة الدليل للقطع المكافئ فيما يأتي :                         

  x2 = 8y معادلته (1

x2 = 8y   ) لاحظ ان المعادلة المعطاة موجبة أي بالاتجاه الموجب لمحور الصادات (    

x2 = 4py            نقارن مع المعادلة العامة للقطع المكافئ 

        4p =  8 ⟹ p = 2  

      ∴ F ( 
 0 , p )  ⟹  ∴ F ( 0 , 2 )  في البؤرة والدليلنعوض

          y =  – p  معادلة الدليل   ⟹ y = – 2  

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

  x2 + 4y = 0 معادلته (2

x2 = – 4py 

x2 = 4py  ,   p > 0 

 مثال

الأصل  ودليله  يوازي  محور  السينات نقطة   ورأسه  صاداتال لمحور   تنتمي  بؤرته الذي  معادلة القطع :   ثانيا

ملاحظة

الحلول
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معادلته (3
 𝟏 

𝟑
 x2 + 3y = 0

[  
𝟏

 𝟑 
 x2 + 3y = 0 ] × 3 

x2 = – 9 y   لمحور الصادات (  السالبأي بالاتجاه  سالبة) لاحظ ان المعادلة المعطاة    

x2 = – 4py            نقارن مع المعادلة العامة للقطع المكافئ 

4p =  9 ⟹ p = 
𝟗

 𝟒 

∴ F ( 
 0 , – p )  ⟹  ∴ F ( 0 , −

𝟗

 𝟒 
نعوض في البؤرة والدليل ( 

   y =  p  معادلة الدليل   ⟹ y =  
𝟗

 𝟒 
ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

 في الامثلة السابقة نلاحظ ان البؤرة تقع على محور الصادات أي أن محور القطع ) راجع التعريف (                            

.x = 0في حال طلبت معادلته ضمن السؤال هو محور الصادات والذي معادلته  

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

وبعد ان تطرقنا لايجاد كل من البؤرة ومعادلة الدليل للقطع المكافئ سنعكس العمل ونحاول ايجاد المعادلة  ** والان

 حظ الامثلة الاتية ( اذا علم احدهما  ) لا

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

 :في كل مما يأتي أوجد معادلة القطع المكافئ الذي رأسه نقطة الأصل                         

    F ( 0, 5 )بؤرته  (1

         F ( 0 , 5 )   =  F ( 0 , p ) ⟹  ∴ p = 5    ( p (    نقارن البؤرة المعطاة لإيجاد قيمة 

x2 =  4py  ⟹   x2 =  20 y      (على الاتجاه الموجب لمحور الصادات لأنها تطابق البؤرة   المعادلة ) 

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

y  = – 3معادلة دليله     (2

y  = – 3          : معادلة الدليل 

        y = – p ⟹  y = – 3 ⟹ ∴ p = 3      ( p  (    المعطاة لإيجاد قيمة معادلة الدليل  نقارن  

x2 = 4py              (كون معادلة القطع تخالف اشارة  على الاتجاه الموجب لمحور الصادات  المعادلة) الدليل

x2 = 12y ∴                        المعادلة : 

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

y  – 8 = 2دليله     معادلة (3

    F ( 0 , – 9 )    بؤرته (4

معادلة دليله     (5
𝟏

 𝟑 
 y  + 5 = 0

 مثال

ملاحظة

الحلول
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في حال اعطي في السؤال نقطتين تنتمي للقطع والمطلوب معادلة القطع فيمكن ايجاد المعادلة                           

 حسب الخطوات الاتية  :

 نلاحظ اي الاحداثيات  بين النقطتين متساوي ) حتى بالإشارة ( يكون محور القطع أي البؤرة عليه .  (1

 على الحل ) يهمل (  رالاحداثي المختلف بالإشارات لا يؤث (2

 نكتب  معادلة القطع المكافئ العامة حسب موقع البؤرة . (3

 pنتمي للقطع تحقق معادلته ( لإيجاد قيمة ) لان كل نقطة ت  x , y نعوض احدى النقطتين في المعادلة بدل  (4

 ) لاحظ الامثلة (  pنكتب المعادلة العامة للقطع مرة اخرى ونعوض فيها قيمة  (5

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

ورأسه نقطة الأصل . ( 4 – , 1 ) , ( 4 ,  1 )أوجد معادلة القطع المكافئ المار بالنقطتين                

وكونهما موجبان  محور القطعالسينات ان محور  اي نلاحظ ان الاحداثي السيني متساوي في النقطتين                    

. اي المعادلة بالاتجاه الموجب 

    y2 = 4px :  لقطع هيا عادلةم  ∴

 4p( 1 )      p = 16 لإيجاد  في معادلة القطع  النقطتين ) يفضل الموجبة ان وجدت (نعوض إحدى

4p = 16    ⟹  p = 4     

                  y2 = 4px   ⟹  y2 = 16 xالمعادلة :   ∴

ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ    * ℜ   * ℜ    * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * http://raeed.mathsboard.com *ℜ   * ℜ *ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ   * ℜ * ℜ   *

ورأسه نقطة الأصل . ( 5 – , 4 – ) , ( 5 – , 4 )أوجد معادلة القطع المكافئ المار بالنقطتين                  

وكونهما  محور القطع ان محور الصادات هو  اي نلاحظ ان الاحداثي الصادي متساوي في النقطتين                      

. سالبان اي المعادلة بالاتجاه السالب 

    x2 = – 4py :  القطع هي عادلةم  ∴

 4p( – 5 )      p – = 16 لإيجاد  في معادلة القطع  النقطتين ) يفضل الموجبة ان وجدت(نعوض إحدى

20p = 16    ⟹  p = 
 𝟏𝟔 

𝟐𝟎
  ⟹  p =

 𝟒 

𝟓

x2 هي : المعادلة  ∴ = – 4py   ⟹  x2 = – 4 (
 𝟒

𝟓
) y    

x2 = −
  𝟏𝟔   

𝟓
 y

ملاحظة

مثال

الحل

 مثال

الحل
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نلاحظ ان النقاط المعطاة هي نقاط متناظرة حول المحاور ويمكن الافادة من تعيين النقط  لسابقة** في الامثلة ا

 ورسم رسم مبسط لمعرفة مكان البؤرة واتجاه القطع  للمساعدة في الحل . 

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ * ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

ورأسه نقطة الأصل . ( 2 – , 3 – ) , ( 2 – , 3 )أوجد معادلة القطع المكافئ المار بالنقطتين                

ورأسه نقطة الأصل . ( 2 – , 1–) , ( 2 , 1 –)أوجد معادلة القطع المكافئ المار بالنقطتين                

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

                   

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

وبؤرته على  محور الصادات    ( 7 – , 5 )بالنقطةدليله ويمر أوجد معادلة القطع الذي رأسه نقطة الأصل                     

 لذا توجد حالة واحدة فقط (موقع البؤرة  ) هنا ذكر 

  ( 7 – , 5 ) البؤرة على محور الصادات  و دليله يمر بالنقطة ∵     

   y = – 7 معادلة الدليل هي   ∴

∴ p = 7  

.) كون البؤرة والمعادلة يخالفان الدليل بالإشارة (  محور الصادات الموجب  البؤرة على  ∴ 

x2 =  4py  ⟹ x2 =  28y
ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

. (5 – , 3 ) بالنقطةأوجد معادلة قطع مكافئ رأسه نقطة الأصل ودليله يمر                                           

: حيث  موقع البؤرة اي معلومة عن  احتمالين لأنه لم يذكر هنا  يوجد                

السينات محور البؤرة تنتمي إلى  لنفرض ان  (1

(5 – , 3 )  الدليل مار بالنقطة∵

          x = 3الدليل :معادلة      ∴

 p = 3           

 الدليل موجب ∵

 y2 = – 4px:  ) تخالف الدليل ( المعادلة ∴

y2 = – 12x        

الصادات محور البؤرة تنتمي إلى  لنفرض ان (2

(5 – , 3 )  الدليل مار بالنقطة∵

          y = – 5الدليل :معادلة       ∴

 p = 5        

 الدليل سالب ∵

 x2 =  4py: ) تخالف الدليل (المعادلة  ∴

x2 = 20y          

الكتاب 8 مثال

الحل

ملاحظة

مثال

المث

مثال

الحل
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. (4 , 2–) أوجد معادلة قطع مكافئ رأسه نقطة الأصل ودليله يمر بالنقطة                        

وبؤرته على محور  السينات.     ( 1 , 2–)بالنقطةدليله ويمر أوجد معادلة القطع الذي رأسه نقطة الأصل                     

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

التعريف. باستخدامو رأسه نقطة الأصل  ( 2 , 0 )أوجد معادلة القطع المكافئ الذي بؤرته                       

للقطع المكافئ لذا فأن احداثي نقطة من النقاط التي تنتمي  M( x , y )ولنفرض   F( 0 , 2 )لدينا البؤرة                    

وان :   ( x , – 2 )والدليل  هي  Mنقطة التقاطع بين العمود من 

 والبؤرة Mالبعد بين  =  القطعودليل  Mالبعد بين              

          √( 𝐱 − 𝟎 )𝟐 +  (𝐲 − 𝟐)𝟐 = √( 𝐱 − 𝐱)𝟐 + ( 𝐲 + 𝟐 )𝟐   

x
2
 + y

2
 – 4y + 4 = 0 + y

2
 + 4 y + 4  والتبسيطوفتح الاقواس كمربع حدانية بالتربيع

x
2
 =  4y + 4y ⟹  x

2
 = 8y

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

التعريف. باستخدامو رأسه نقطة الأصل  ( 3 – , 0 )أوجد معادلة القطع المكافئ الذي بؤرته                       

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

)) لاحظ الامثلة ((  2p   , p > 0 = البعد بين البؤرة والدليل في القطع المكافئ                    

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

وحدات و رأسه   6   = على محور السينات البعد بين بؤرته ودليله  مكافئ بؤرته  أوجد معادلة القطع                     

نقطة الأصل  .

دلالة ان كانت سالبة ام موجبة لذا  دفي السؤال ذكر موقع البؤرة على محور السينات ولكن لا توج **)

( لاحظ الحلتوجد حالتان  

وهما : على السينات البؤرة اي معلومة عن اتجاه  يوجد احتمالين لأنه لم يذكر                

الموجب السينات محور البؤرة تنتمي إلى  اذا كانت (1

6البعد بين البؤرة الدليل = ∵

 ∴ 2p = 6 ⟹  p = 3         

 y2 =  4px:  ( تطابق البؤرة)  المعادلة ∴ 

y2 = 12x      

ملاحظة

 مثال

 الحل

 مثال

 مثال

مثال

الحل

السالبالسينات محور البؤرة تنتمي إلى  اذا كانت (2

6البعد بين البؤرة الدليل = ∵

∴ 2p = 6 ⟹  p = 3         

 y2 = – 4px:  ) تطابق البؤرة ( المعادلة ∴

y2 = –12x         

مثال
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وحدات10 البعد بين بؤرته ودليله = و  الصادات محور  قطع مكافئ بؤرته على أوجد معادلة ال                    

و رأسه نقطة الأصل  .                   

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

                    

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

وحدة ورأسه نقطة الأصل .  16  أوجد معادلة القطع المكافئ الذي البعد بين بؤرته ودليله =                     

 (لذا نتطرق لجميع الحالات لم يذكر موقع البؤرة ) هنا                     

∵ 2p = 16 ⟹ p = 8

. الموجب  السيناتمحور  في حالة البؤرة على  (1

y2 =  4px  ⟹ y2 = 32x           

. السالب  السيناتمحور  في حالة البؤرة على  (2

y2 = – 4px  ⟹ y2 = – 32x        

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

ق علىو محوره ينطب V ( 0 , 0 )  نقطة الاصل  المكافئ الذي رأسهقطع كنا قد تطرقنا لل                                                     

 :الاحداثيين  فكانت معادلة القطع احدى المعادلات الاتية  أحد المحورين 

1) y2 =  4p x   لاحظ الشكل (الاتجاه الموجب لمحور السينات ( 

2) y2 =  – 4p x     الاتجاه السالب لمحور السينات

3) x2 =  4p y       الاتجاه الموجب لمحور الصادات

4) x2 =  – 4p y     الاتجاه السالب لمحور الصادات

يوازي محور السينات  او (محور القطع المكافئ)والان سنتطرق للقطع المكافئ الذي بؤرته على مستقيم           

(k)  و  (x) في الاحداثي السيني  وحدة   (h)  بمقدار V(0,0) القطع  انسحب رأسيوازي محور الصادات أي اذا 

 𝐕 ( h , k )   فيصبح الرأس : (y)   في الاحداثي الصاديوحدة 

: ( الاتية) لاحظ الاشكال   السينات كما يأتيالمكافئ  اذا كان محور القطع يوازي  فتصبح معادلة القطع   

 انسحاب المحاور

ملاحظة

. الموجب الصادات محور  في حالة البؤرة على  (3

x2 =  4py  ⟹ x2 = 32y

 . محور الصادات السالب  في حالة البؤرة على  (4

x2 = – 4py  ⟹ x2 = – 32y           

مثال

الحل

مثال
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1) ( y – k )2 =  4p ( x – h )     (القطع بالاتجاه الموجب محور القطع المكافئ ) يوازي محور السينات   

(لمحور السينات  وجبفي الاتجاه المالقطع )  

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

2 = 4 ( x – 2 )( y + 3 ) لقطع المكافئل أوجد إحداثيات الرأس والبؤرة ومعادلة الدليل ومعادلة المحور 

 نلاحظ ان المعادلة المعطاة موجبة  أي نقارن مع المعادلة  القطع بالاتجاه الموجب                      

         ( y + 3 )2 = 4 ( x – 2 ) 
( y – k )2 =  4 p ( x – h )

: pنقارن الراس وقيمة     pلإيجاد احداثيات الراس و 

       V ( h , k ) = ( 2 , – 3 )         الرأس  , 4p = 4 ⟹ p = 1        

       F(  h+ p , k )  = ( 2 + 1 , – 3 ) = ( 3 , – 3)                                نعوض لإيجاد كل من:       البؤرة  

x = h – p  ⟹  x = 2 – 1  ⟹  x = 1   معادلة الدليل                       

       y = k  ⟹ y = – 3  معادلة المحور                

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

2)  ( y – k )2 =  – 4p ( x – h )     بالاتجاه السالب  القطع يوازي محور السينات (  محور القطع المكافئ) 

    (لمحور السينات في الاتجاه السالب القطع )         

F (  h – p, k)

F (  h+ p, k)

𝐕 ( h , k )   الرأس  

𝐅 (  h+ p , k ) البؤرة 

x = h – p    : معادلة الدليل

y = k     : معادلة المحور

𝐕 ( h , k )   الرأس  

𝐅 (  h – p , k ) البؤرة 

x = h + p    : معادلة الدليل

y = k     : معادلة المحور

مثال

الحل
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y – 4 ) لقطع المكافئل أوجد إحداثيات الرأس والبؤرة ومعادلة الدليل ومعادلة المحور 
 )2 = – 8 ( x + 1 )

 أي نقارن مع المعادلة  القطع بالاتجاه السالب    سالبةنلاحظ ان المعادلة المعطاة                       

         ( y  –  4
 )2 =  – 8 ( x + 1 ) 

( y – k )2 = – 4 p ( x – h )

: pنقارن الراس وقيمة     pلإيجاد احداثيات الراس و 

       V ( h , k ) = ( – 1 , 4 )         الرأس  , 4p = 8 ⟹ p = 2        

       F(  h – p, k )  = (– 1 – 2 , 4 ) = (– 3 , 4 )                                نعوض لإيجاد كل من:       البؤرة  

x = h + p ⟹  x =  – 1 + 2 ⟹  x = 1   معادلة الدليل                       

       y = k  ⟹ y = 4      معادلة المحور          

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

3) ( x – h ) 2 =  4p ( y – k )     يوازي محور الصادات ( محور القطع المكافئ)    بالاتجاه الموجب القطع

 (لمحور الصادات  وجبفي الاتجاه المالقطع )    

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

x 2  لقطع المكافئل أوجد إحداثيات الرأس والبؤرة ومعادلة الدليل ومعادلة المحور     – 8 y + 16 = 0 

 نلاحظ ان المعادلة المعطاة غير مرتبة                         

  x 2 – 8 y + 16 = 0⟹ ( x – 0 ) 2 =  8 y – 16 

∴  ( x – 0 ) 2 = 8 (y – 2 )) نقارن مع المعادلة العامة  ) موجب صادات

( x – h ) 2 =  4p ( y – k )   

: pنقارن الراس وقيمة     pلإيجاد احداثيات الراس و 

 V ( h , k ) = ( 0 , 2 )         الرأس  , 4p = 8 ⟹ p = 2        

 F(  h, k + p )  = ( 0  , 2 + 2 ) = ( 0 , 4)                                نعوض لإيجاد كل من:       البؤرة  

           y = k –p ⟹  y =  2 – 2 ⟹  y = 0     معادلة الدليل     ,  x = h  ⟹ x =  0      معادلة المحور

(h , k + p)

𝐕 ( h , k )   الرأس  

𝐅 (  h, k + p ) البؤرة 

y = k – p    : معادلة الدليل

x = h     : معادلة المحور  

مثال

الحل

مثال

الحل



 ~14 ~

4)  ( x – h ) 2 =  – 4p ( y – k )   (محور القطع المكافئ  ) بالاتجاه السالب   القطع  يوازي محور الصادات

      (لمحور الصادات في الاتجاه السالب القطع )     

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

البعد يساوي  وا  Fوالبؤرة  Vيساوي المسافة بين الرأس وهو  تمثل البعد البؤري للقطع المكافئ  (p) لاحظ ان ** 

و الدليل . Vبين الرأس 

ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

 2 + 12 y = 0 ( x – 3 ) لقطع المكافئل أوجد إحداثيات الرأس والبؤرة ومعادلة الدليل ومعادلة المحور 

2 + 12 ( x – 3 )نلاحظ ان المعادلة المعطاة غير مرتبة                          y = 0 ⟹ ( x – 3 ) 2 = – 12 y

∴  ( x – 3 ) 2 = – 12 (y – 0 )) نقارن مع المعادلة العامة  ) سالب صادات

( x – h ) 2 =  4p ( y – k )   

: pنقارن الراس وقيمة     pلإيجاد احداثيات الراس و 

      V ( h , k ) = ( 3 , 0 )         الرأس  , 4p = 12 ⟹ p = 3        

      F(  h, k – p )  = ( 3  , 0 – 3 ) = ( 3 , – 3)                                نعوض لإيجاد كل من:       البؤرة  

      y = k + p ⟹  y =  0 + 3 ⟹  y = 3          معادلة الدليل ,  x = h  ⟹ x =  3      معادلة المحور

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

:لكل مما يأتي  من معادلة القطع المكافئ أوجد إحداثيات الرأس والبؤرة ومعادلة الدليل ومعادلة المحور                      

1) y2 =  4x – 2              2) ( x + 7 )2 =  4 y
ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

يمكن الحكم مباشرة عليها انها معادلة  y2 , y , x أو    x2 , x  , y اذا كانت المعادلة  تحوي مثلا                     

في  حالة الانسحاب وتحول الى الصورة القياسية حسب الخطوات الاتية ) لاحظ ايضا الامثلة (:لقطع مكافئ  

(.    x في جهة و  y2 , y والاعداد ان وجدت في جهة ) أو     y في جهة و  x2 , x نعزل  (1

 نستخدم طريقة اكمال المربع  في الجهة الاولى ) لاحظ الطريقة  في حل الامثلة (  (2

ننقل العدد التبقي من الجهة الاولى للطرف الاخر ونبسط ونخرج عامل مشترك )ان وجد (. (3

 اصبحت المعادلة بالصيغة العامة . (4

مثال

F (h, k– p)

𝐕 ( h , k )   الرأس

𝐅 (  h, k– p ) البؤرة 

y = k + p    : معادلة الدليل

x = h    : معادلة المحور

مثال

الحل

ملاحظة
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      x2 + 4x = y  : ناقش القطع المكافئ                                            

 x2في جهة لذا نلجأ الى اكمال المربع في الطرف الذي فيه    yفي جهة و    x2 , x لاحظ ان المتغير 

لذا فأن : الى طرفي المعادلة   4وهو    x مربع نصف معامل المتغير  وطرح وذلك بإضافة

 ∴  (
 𝐱   معامل 

 𝟐 
)

𝟐

= (
 𝟒  

  𝟐  
)

𝟐
= 𝟐𝟐 = الى طرفي المعادلة          4لذا نضيف  𝟒

           x2 + 4x + 4 = y + 4   

( x + 2 )2 = ( y + 4 )            لا يوجد عامل مشترك

( x – h )2=  4 p( y – k )   نقارن

  ∴    V (– 2, – 4 ) الرأس            ,   4p =   1 ⟹ p = 
  𝟏  

 𝟒 
 

F (h , k+ p) = (– 2,  – 4+
  𝟏  

 𝟒 
 ) = (– 2, – 3 

  𝟑

 𝟒 
 البؤرة      ( 

y = k – p  ⟹ y =   – 4 −
  𝟏

  𝟒 
= – 𝟒

  𝟏

𝟒  
معادلة الدليل :    

 x = h ⟹ x = – 2                : معادلة المحور
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ناقش القطع المكافئ في كل مما يأتي :                   

1) y2 – 6y – x =  – 12
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2) y2 + 8 y  =  – 4x – 4

 y2في جهة لذا نلجأ الى اكمال المربع في الطرف الذي فيه    xفي جهة و    y2 , y لاحظ ان المتغير                     

 ∴  (
 𝐲   معامل 

 𝟐 
)

𝟐

= (
 𝟖

 𝟐 
)

𝟐
= 𝟒𝟐 = الى طرفي المعادلة          16لذا نضيف  𝟏𝟔

            y
2
 + 8 y +16 =  – 4x – 4 +16 

(y + 4)
2
  =  – 4x + 12  عامل مشترك كوننا نريد اشارة المتغير موجبة  – 4لاحظ وجود      

 (y + 4)
2
  =  – 4(x– 3)  

( y – k )2=  – 4 p( x – h )  مع المعادلة العامة           بالمقارنة

      V( h , k )  = (3 , – 4 ) الرأس          ∴   ,  4p =  4 ⟹ p = 1 

  F(h – p, k ) = (3 – 1, – 4 ) =( 2 , – 4 )     البؤرة 

 y = k ⟹ y = – 4  معادلة المحور :  و   x = h + p ⟹ x = 3 +  1 ⟹x =  4        : معادلة الدليل
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3) x2 + 2√ 𝟑  x  =  – 4y + 1      ,     4) y2 + 2y  =  – 4x + 7

الكتاب 10 مثال

الحل

مثال

الحل
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 N              باستخدام التعريف اوجد معادلة القطع المكافئ اذا علمت ان معادلة دليلهy = √𝟑
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ويمر بالنقطتين المتناظرتين  (0,0)اوجد معادلة القطع المكافئ الذي راسه                                                  

 .ثم اوجد معادلة الدليل         (3,6),(3,6- )
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فأوجد ( 1 , – M –) , ( M , 1 –) وحدات ومار بالنقطتين  8قطع مكافئ البعد بين بؤرته ودليله =                       

علما أن رأسه نقطة الأصل . M ∈ R قيمة 
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تمثل قطع مكافئ رأسه نقطة الأصل ،   L x2 + y2 ( 2L + 1 ) + ( L – 4 )y = 0 إذا كانت المعادلة                         

وإحداثيات البؤرة ومعادلة الدليل ؟  L فأوجد قيمة 

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

أوجد معادلة القطع المكافئ الذي راسه نقطة الاصل وبؤرته هي نقطة تقاطع المستقيم الذي معادلته                        

2x + 8 = y   ضع ( .  مع محور السيناتy  صفر لإيجاد قيمx ) لتجد فقطة التقاطع مع محور السينات
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أوجد معادلة القطع المكافئ الذي راسه نقطة الاصل وبؤرته هي نقطة تقاطع المستقيم الذي معادلته                        

2x + 8 = y   ضع ( . مع محور الصاداتx  صفر لإيجاد قيمy ) لتجد فقطة التقاطع مع محور الصادات
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𝐲𝟐 إذا كانت المعادلة                   = −(𝟏𝟔𝐋 – 𝟐 )𝐱    ( 4 , 2 – ) قطع مكافئ  راسه نقطة الاصل يمر بالنقطة،

 وإحداثيات البؤرة ومعادلة الدليل ؟  L أوجد قيم  
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ومحوره يوازي محور  ( 3 , 2 –)ويمر بالنقطة  ( 3 – , 2)اوجد معادلة القطع المكافئ الذي راسه                 

السينات . ) يمكن حل السؤال اذا كان المحور يوازي محور الصادات (   

 مثال

مثال

مثال

مثال

الدور  التمهيدي 2005وزاري   

الدور  الاول  2006وزاري 

 مثال

مثال
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: ثم أرسم المنحني البياني لها لقطع المكافئ في كل مما يأتي المعادلة لأوجد // 1س

والرأس نقطة الاصل   ( 5  ,0)  البؤرة  - أ

X y 

0 0 

1 2√𝟓 

1 −𝟐√𝟓 
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والرأس نقطة الاصل   ( 0  4 – ,)البؤرة  - ب

X y 

0 0 

4 – 1 

– 4 – 1
ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

والرأس نقطة الاصل(  𝟐0√ ,) البؤرة  - ج

x Y 

0 0 

𝟐√𝟐 √𝟐 

– 𝟐√𝟐 √𝟐

( 1 – 2تمارين ) 

∴ p = 5     ⟹   ( 5 ,0) البؤرة 

 من البؤرة القطع على محور السينات الموجب

∴ y2 = 4px ⟹ y2 = 20 x 

x =  – 5  هي معادلة الدليلكذلك فإن :

∴ p = 4     ⟹    ( 40 – ,) البؤرة

من البؤرة القطع على محور الصادات السالب

      x 2 = – 4p y ⟹ x 2 = – 16 y 

y =  4  هي : معادلة الدليلكذلك فإن

⟹∴ p = √𝟐    ( 𝟐0√ ,) البؤرة

من البؤرة القطع على محور الصادات السالب

x 2 =  4p y ⟹ x 2 =  4(√𝟐) y 

∴ x2 = 4 √𝟐 y 

y =  − √𝟐  هي : معادلة الدليلكذلك فإن
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والرأس نقطة الاصل  4y – 3 = 0  معادلة  دليل القطع المكافئ  - د

x Y 

0 0 

√𝟑 –1

– √𝟑 –1 
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// أوجد إحداثيات البؤرة والرأس و معادلة الدليل ومعادلة المحور فيما يأتي :2س

a) x2 = 4y

x2 = 4y   ) لاحظ ان المعادلة المعطاة موجبة أي بالاتجاه الموجب لمحور الصادات (    

         V ( 0 , 0 )  : الراس نقطة الاصل اي 

x2 = 4py            نقارن مع المعادلة العامة للقطع المكافئ 

        4p =  4 ⟹ p = 1    ⟹  ∴ F ( 
 0 , p )  ⟹  ∴ F ( 0 , 1 )  في البؤرة والدليلنعوض  

y =  – p  معادلة الدليل   ⟹ y = – 1 

x = 0      :المحور هو محور الصادات لذا فمعادلة المحور هي  
ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

b)  2x+ 16 y2 = 0

[16 y2 = – 2x ] ÷ 16  ⟹  y2 = −
  𝟏

  𝟖 
 x          (  سيناتلمحور ال السالب) لاحظ ان المعادلة بالاتجاه  

         V ( 0 , 0 )  : الراس نقطة الاصل اي  

y2 = – 4px            نقارن مع المعادلة العامة للقطع المكافئ 

 4p = 
  𝟏  

 𝟖 
 ⟹ p = 

  𝟏  

 𝟑𝟐  

      ∴ F ( 
 – p  , 0 )  ⟹  ∴ F ( – 

 𝟏 

 𝟑𝟐 
نعوض في البؤرة والدليل ( 0 , 

x =  p  معادلة الدليل   ⟹ x = 
  𝟏  

  𝟑𝟐  

y = 0 لذا فمعادلة المحور هي:       السيناتالمحور هو محور 

 4y – 3 = 0         :غير مرتبة   معادلة الدليل

 4y = 3 ⟹ y = 
  𝟑  

𝟒  
:  معادلة الدليلترتيب    

∴ p = 
 𝟑 

 𝟒 
⟹  F ( 0 , −

  𝟑

 𝟒 
 ومنها نجد البؤرة  :(

 ∴ x 2 =  – 4p y ⟹ x2 = – 3 y y = 
 𝟑 

 𝟒 
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c) y2 = – 4( x – 2 )

 نلاحظ ان المعادلة المعطاة سالبة  أي نقارن مع المعادلة  القطع بالاتجاه السالب           

         ( y  –  0
 )2 =  – 4( x – 2 ) 

( y – k )2 = – 4 p ( x – h )

: pنقارن الراس وقيمة     pلإيجاد احداثيات الراس و 

       V ( h , k ) = ( 2 , 0 )         الرأس  , 4p = 4 ⟹ p = 1        

       F(  h – p, k )  = (2 – 1  , 0 ) = ( 1 , 0 )                                نعوض لإيجاد كل من:       البؤرة  

x = h + p ⟹  x =  2 + 1 ⟹  x = 3   معادلة الدليل                       

       y = k  ⟹ y = 0                   محور السينات ( معادلة المحور (   
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d)  ( x – 1 )2 =  8( y – 1 )

( x – 1 )2
 =  8 (y – 1 )             ) نقارن مع المعادلة العامة  ) موجب صادات

( x – h )2 =  4p ( y – k )   

: pنقارن الراس وقيمة     pلإيجاد احداثيات الراس و 

 V ( h , k ) = ( 1 , 1 )         الرأس  , 4p = 8 ⟹ p = 2        

 F(  h, k + p )  = ( 0  , 1 + 2 ) = ( 0 , 3)                                نعوض لإيجاد كل من:       البؤرة  

 y = k –p ⟹  y =  1 – 2 ⟹  y = –1     معادلة الدليل     ,  x = h  ⟹ x =  1      معادلة المحور 
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e) y
2
 + 4y + 2x = – 6

y
2
 + 4y = – 2x – 6

y2لذا نلجأ الى اكمال المربع في الطرف الذي فيه    xو    y2 , y لاحظ وجود المتغير 

 ∴  (
 𝐲   معامل 

 𝟐 
)

𝟐

= (
 𝟒

 𝟐 
)

𝟐
= 𝟐𝟐 = الى طرفي المعادلة           4لذا نضيف   𝟒

      y
2
 + 4y + 4 = – 2x – 6 + 4

(y + 2)
2
  =  – 2x – 2  كوننا نريد اشارة المتغير موجبةعامل مشترك   – 2لاحظ وجود      

 (y + 2)
2
  =  – 2(x + 1)  

( y – k )2=  – 4 p( x – h )  مع المعادلة العامة           بالمقارنة

V( h , k )  = (–1 , – 2 ) الرأس          ∴   ,  4p =  2 ⟹ p = 
𝟏

 𝟐 

F(h – p, k ) = (– 1−
𝟏

 𝟐 
, – 2 ) =( −

𝟑

 𝟐 
 البؤرة     ( 2 – , 

y = k ⟹ y = – 2  معادلة المحور :       و   x = h +p ⟹ x = – 1+
𝟏

 𝟐 
= −

𝟏

𝟐 
معادلة الدليل :        
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f) x2 + 6x – y = 0

x2 + 6x  = y بعد الترتيب        

x2لذا نلجأ الى اكمال المربع في الطرف الذي فيه    yو    x2 , x لاحظ وجود المتغير 

 ∴  (
 𝐱   معامل 

 𝟐 
)

𝟐

= (
 𝟔

 𝟐 
)

𝟐

= 𝟑𝟐 = الى طرفي المعادلة           9لذا نضيف   𝟗

x2 + 6x + 9 = y + 9 ⟹ ( x + 3 )2 = ( y + 9 )     ) لا يوجد عامل مشترك (

( x – h )2 =  4 p( y – k )  مع المعادلة العامة بالمقارنة

          V( h , k )  = (– 3, – 9 ) الرأس            , 4p = 1 ⟹ p = 
  𝟏  

 𝟒 

F(h , k + p) = (– 3, – 𝟖
  𝟑  

  𝟒  
البؤرة      ( 

y = k – p ⟹ y = – 𝟗
  𝟏

 𝟒 
معادلة الدليل :         ,     x = h ⟹ x = – 3         : معادلة المحور
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.نقطة الأصل  الرأس و  ( 5 , 2 ) ,( 5 – , 2 )بالنقطتين  الذي يمر أوجد معادلة القطع المكافئ //3س

وكونهما  محور القطع هو  السيناتان محور  اي متساوي في النقطتين السينيالحل //  نلاحظ ان الاحداثي 

 .  الموجباي المعادلة بالاتجاه موجبان 

                  y2 = 4px  :  القطع هي عادلةم  ∴       

 4p( 2 )      p  = 25 لإيجاد  في معادلة القطع  النقطتين ) يفضل الموجبة ان وجدت(نعوض إحدى

8p = 25    ⟹  p = 
 𝟐𝟓

𝟖

y2      هي : المعادلة  ∴ = 4px   ⟹  y2 =  4 (
 𝟐𝟓 

𝟖
) x  ⟹  y2 =

 𝟐𝟓 

𝟐
 x
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بؤرتهعلما ان وجد معادلة أنقطة الأصل  والرأس  ( 4 , 3 –)يمر بالنقطة القطع المكافئ // اذا كان دليل 4س

 تنتمي لأحد المحورين .

 حيث  : موقع البؤرة اي معلومة عن  احتمالين لأنه لم يذكر هنا  يوجد الحل // 

السينات محور البؤرة تنتمي إلى  لنفرض ان  (1

(4 , 3–)  الدليل مار بالنقطة∵

          x = – 3الدليل :معادلة          ∴

 p = 3           

سالبالدليل  ∵

 y2 =  4px  ⟹ y2 =  12x  المعادلة: ∴

الصادات محور البؤرة تنتمي إلى  لنفرض ان (2

(4 , 3–)  الدليل مار بالنقطة∵

          y = 4الدليل :معادلة       ∴

 p = 4        

 موجب الدليل ∵

x2 = – 4py ⟹ x2 = – 16yالمعادلة:  ∴
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Ax// قطع مكافئ معادلته  5س
2
 + 8y = 0  قيمةأوجد   ( 2 , 1 ) يمر بالنقطة   A    أرسم القطع . و هو دليل  تهبؤرثم أوجد 

 في معادلة القطع  كون القطع يمر بها فهي تحقق معادلته ((  ( 2 , 1 ) نعوض النقطة   A)) لإيجاد قيمة 
          Ax

2
 + 8y = 0 ⟹  Ax

2
 = – 8y

                                                               A(1)  =   – 8 ( 2 ) ⟹ A = – 16         : على الترتيب  y   و  x  بدل  ( 1 , 2 ) نعوض 
– 16x

2
 = – 8y ⟹  x

2
 =

𝟖

𝟏𝟔 
y     المعادلة ∴

x
2
 = 

 𝟏

 𝟐 
y نقارن         

x
2
 = 4py  ⟹  4 p = 

𝟏

 𝟐 
 ⟹ p = 

 𝟏 

 𝟖 
 ⟹ ∴ F ( 0 , 

 𝟏 

 𝟖 
)  , y = −

  𝟏

 𝟖 
ومعادلة الدليل :

وتكتب على شكل ازواج مرتبة  yونعوضها في المعادلة لنجد قيم   xلـ ولرسم القطع نحتاج نقطتين او ثلاث على الاقل لذا نختار قيمة 
  ) الجدول ادناه ( نعينها على النظام الاحداثي  ثم نصل بينها بمنحني لتكن :
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 باستخدام التعريف أوجد معادلة القطع المكافئ : // 6س
 والرأس نقطة الاصل F( 7 , 0) البؤرة - أ

الى الدليل  وهي  Mنقطة تقاطع العمود المقام من تمثل  Q ( –7 , y )تنتمي للقطع لذا فأن  M(x ,y)  نفرض النقطة            
 :والدليل ( ومن التعريف فأن M) تمثل البعد بين تنتمي للدليل 

√(𝐱 − 𝟕)𝟐 + (𝒚 − 𝟎)𝟐 = √(𝐱 + 𝟕)𝟐 + (𝐲 − 𝐲)𝟐 

: وفتح الاقواس كمربع حدانية بالتربيع                  
x

2
 – 14x + 49 + y

2
 = x

2
 + 14x + 49

y
2
 = 14x + 14x ⟹  y

2
 = 28x

والرأس نقطة الاصل y = √ 𝟑معادلة الدليل  - ب
الى الدليل    ونستنتج  Mتمثل نقطة تقاطع العمود المقام من  Q ( x , √ 𝟑 )تنتمي للقطع لذا فأن  M(x ,y)نفرض النقطة          

 ومن التعريف فأن: F(0,−√ 𝟑 )وان احداثي البؤرة هو  p = √ 𝟑من معادلة الدليل ان قيمة    

√𝐱𝟐 + (𝐲 + √ 𝟑)
𝟐
 = √(𝐱 − 𝐱)𝟐 + (𝐲 − √ 𝟑)

𝟐

x
2
 + y

2
 + 𝟐√ 𝟑 y + 3 = y

2
 – 𝟐√ 𝟑 y + 3  بالتربيع وفتح الاقواس كمربع حدانية: 

x
2
 = – 𝟐√ 𝟑 y – 𝟐√ 𝟑 y   ⟹  x2

 = – 𝟒√ 𝟑 y

y x 

0 0 

2 1 

2–1 

y = 0  ⟹ x
2
  =  

 𝟏 

 𝟐 
 (0)

x
2
  =  0 ⟹ x = 0

النقطة  ( 0 , 0 )  ∴
وعندما  y = 2   نعوض في المعادلة:   

x
2
 =

𝟏

 𝟐 
(2) ⟹ x

2
 = 1 ⟹ x = ∓ 1

النقاط  ( 2 , 1 ) , (2 , 1 –)  ∴

(– 1 , 2 ) ( 1 , 2 )
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 (تانالتي يكون مجموع بعديها عن نقطتين ثابتتين )البؤرو مجموعة من النقط في المستوي                                               

.  عددا ثابتا  يساوي

 وتوجد عدة حالات للقطع الناقص حسب موقع البؤرتين بالنسبة للمحورين الاحداثيين ومنها :

 من خلال الشكل المجاور وتعريف القطع نلاحظ عدة امور منها :

 باسم البؤرتان  F1 ( c , 0 ) , F2 (– c , 0 )نسمي كل من   (1

 .  2cو يرمز للبعد بين البؤرتين    c > 0) من التعريف ( حيث 

 باسم الراسان V1 ( a ,0 ) , V2 (– a ,0 )يسمى كل من  (2

< aحيث 
و يسمى ايضا طول  2aو يرمز للبعد بين الراسين  0 

  ور البؤري(و يمثل العدد الثابت في التعريفالكبير )المح المحور

 فمن التعريف فان :  تقع على القطع الناقص p ( x , y )النقطة لذا فلو فرضنا 

, 0 )تسمى النقطتان  (3
 
b),( 0 , –b)  حيث  باسم قطبي القطع الناقصb > 0  2يرمز للبعد بين القطبين وb 

الصغير . ويسمى ايضا طول المحور 

x = 0 معادلة المحور الصغير   و y = 0 المحور الكبير هو محور السينات ومعادلته   (4

هو :   pF1F2محيط المثلث  ( لذا فان مجموع أضلاعه الثلاثة )محيط المثلث = (5

∴  pF1 +PF2 + F1F2 = 2a + 2c  

 نقطة تنتمي للقطع ونعلم ان : p ( x , y )و  البؤرتان  F1 ( c , 0 ) , F2 (– c , 0 )كل من  لتكن 

pF1 + pF2 = 2a 

نحصل على المعادلة القياسية للقطع الناقص وبعد التعويض والتبسيط ) الاشتقاق غير مطلوب راجع الكتاب (

وهي :  السينات  ومركزه  نقطة  الأصلبؤرتيه  تنتمي  لمحور  الذي 

.يمكن ايجادهما من احداثيي الراس والقطب a , bلاحظ الشكل اعلاه ( كما ان كل من  ) a > c  , a > b حيث  
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 = eالاختلاف المركزي                           
𝒄

 𝒂 
=

√𝐚𝟐−𝐛𝟐

 𝐚 
c = √𝐚𝟐كما ويمكن ايجاد     − 𝐛𝟐   أوc

2 
= a

2
 – b

2
 

القطع الناقص

pF1 + pF2 = 2a 

 𝐱𝟐 

    𝐚𝟐  
+

 𝐲𝟐 

   𝐛𝟐  
= 𝟏 

الأصل نقطة  مركزه و  السينات لمحور   تنتمي يه بؤرت الذي   الناقص القطع:   أولا

pF1 + pF2 = 2a  , F1F2 =2c : لاحظ ان

الأصل نقطة  مركزه و  السينات لمحور   تنتمي يه بؤرت الذي   الناقص القطع  ايجاد معادلة

ملاحظة



 ~23 ~

أوجد احداثي البؤرتين والرأسين والقطبين وطول كل من المحورين والاختلاف المركزي للقطع الناقص                       

الذي معادلته  : 
  𝐱𝟐  

 𝟐𝟓  
+

   𝐲𝟐  

𝟗
= 𝟏 

للقطع  :   نقارن مع المعادلة القياسية 
 𝐱𝟐 

 𝟐𝟓 
+

 𝐲𝟐 

𝟗
= 𝟏

 𝐱𝟐 

 𝐚𝟐  
+

 𝐲𝟐 

   𝐛𝟐  
= 𝟏 

∴  a
2
 = 25 ⟹ a = 5 ⟹ 2a = 10       طول المحور الكبير

∴ V1 ( a ,0 ) ⟹V1 ( 5 ,0 ) ,V2 (– a ,0 ) ⟹ V2 (– 5 ,0 )  الرأسين

∴  b
2
 = 9 ⟹ b = 3 ⟹ 2b = 6       طول المحور الصغير

∴ ( 0 , b ) ⟹ ( 0 , 3 )   ,  ( 0 , – b  ) ⟹ ( 0 , – 3 )  القطبين

∵ c
2 
= a

2
 – b

2
وذلك باستخدام هذه العلاقة (            c  ) الان نجد

∴ c
2 
= 25 – 9 ⟹ c

2 
= 16 ⟹ c

 
لإيجاد البؤرتين والاختلاف المركزي (           4 = c  نستخدم) الان 

∴ F1 ( c , 0 ) ⟹F1 ( 4 , 0 ) , F2 (– c , 0 ) ⟹F2 (– 4 , 0 )   البؤرتين

∵ e = 
𝒄

 𝒂 
⟹ e = 

𝟒

𝟓 
(      1) لاحظ ان الاختلاف المركزي اقل من    
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 من خلال الشكل المجاور  وتعريف القطع نلاحظ :    

1) F1 ( 0 , c  ) , F2 ( 0 ,– c )   البؤرتان 

.  2cو البعد بين البؤرتين    c > 0حيث 

2) V1 ( 0 , a ) , V2 ( 0 , – a )  حيث  الراسانa >
و البعد  0 

(العدد الثابت  او)ور البؤري()المحأو (الكبير  المحور طول (  2a بين الراسين

 فمن التعريف فان :  تقع على القطع الناقص p ( x , y )النقطة لذا فلو فرضنا 

3)  ( b ,
 
0),( –b , 0)  حيث  قطبي القطع الناقصb > 0  2لبعد بين القطبين واb  (  الصغير  طول المحور).

y = 0 معادلة المحور الصغير   و x = 0 ومعادلته   صاداتالمحور الكبير هو محور ال (4

هو :   pF1F2محيط المثلث  ( لذا فان مجموع أضلاعه الثلاثة )محيط المثلث = (5

∴  pF1 +PF2 + F1F2 = 2a + 2c 

مثال

الحل

pF1 + pF2 = 2a 

الأصل نقطة  مركزه و  الصادات لمحور   تنتمي يه بؤرت الذي   الناقص القطع:   ثانيا

pF1 + pF2 = 2a  , F1F2 =2c : لاحظ ان

تمثل   a , b , c ** كل من 

اطوال قطع مستقيمة 

) لاحظ الشكل السابق ( 

.لذا لا تؤخذ سالبة
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F1 ( 0 , c  ) , F2 ( 0 ,– c )  و  البؤرتانp ( x , y ) : نقطة تنتمي للقطع ونعلم ان 

pF1 + pF2 = 2a 

بؤرتيه نحصل على المعادلة القياسية للقطع الناقص الذي وبعد التعويض والتبسيط ) الاشتقاق غير مطلوب(        

وهي :  ومركزه  نقطة  الأصل  الصاداتتنتمي  لمحور  

 

.يمكن ايجادهما من احداثيي الراس والقطب a , bلاحظ الشكل اعلاه ( كما ان كل من  ) a > c  , a > b حيث  
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 = eالاختلاف المركزي                           
𝒄

 𝒂 
=

√𝐚𝟐−𝐛𝟐

 𝐚 
c = √𝐚𝟐كما ويمكن ايجاد     − 𝐛𝟐   أوc

2 
= a

2
 – b

2
 

كذلك نلاحظ ان معظم القوانين والعلاقات تنطبق على الحالتين  الاولى والثانية ) لاحظ المثال للمقارنة ( 
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المركزي للقطع الناقص أوجد احداثي البؤرتين والرأسين والقطبين وطول كل من المحورين والاختلاف                       

الذي معادلته  : 
  𝐱𝟐  

 𝟏𝟔  
+

   𝐲𝟐  

𝟐𝟓
= 𝟏 

نقارن مع المعادلة القياسية للقطع  :   
 𝐱𝟐 

 𝟏𝟔 
+

 𝐲𝟐 

𝟐𝟓
= 𝟏

 𝐱𝟐 

   𝐛𝟐  
+

 𝐲𝟐 

   𝐚𝟐  
= 𝟏  

∴  a
2
 = 25 ⟹ a = 5 ⟹ 2a = 10       طول المحور الكبير

∴ V1 ( 0 ,  a) ⟹V1 ( 0 ,5 )   ,  V2 ( 0 ,  – a) ⟹ V2 ( 0 , – 5)  الرأسين

∴  b
2
 = 16 ⟹ b = 4 ⟹ 2b = 8       طول المحور الصغير

∴ ( b , 0 ) ⟹ ( 4 , 0 )   ,  (– b , 0 ) ⟹ (– 4 , 0 )  القطبين

∵ c
2 
= a

2
 – b

2
وذلك باستخدام هذه العلاقة (            c  ) الان نجد

∴ c
2 
= 25 – 16 ⟹ c

2 
= 9 ⟹ c

 
لإيجاد البؤرتين والاختلاف المركزي (           3 = c  نستخدم) الان 

∴ F1 ( 0 , c ) ⟹F1 ( 0 , 3 ) , F2 ( 0 ,  – c ) ⟹F2 ( 0 , – 3 )   البؤرتين

∵ e = 
𝒄

 𝒂 
 ⟹ e = 

𝟑

𝟓 
(      1) لاحظ ان الاختلاف المركزي اقل من    

 𝐱𝟐 

    𝐛𝟐  
+

 𝐲𝟐 

   𝐚𝟐  
= 𝟏 

الأصل نقطة  مركزه و  الصادات لمحور   تنتمي يه بؤرت الذي   الناقص القطع  ايجاد معادلة

مثال

الحل

ملاحظة
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في حال طلب مساحة القطع او محيطه يمكن ايجادهما حسب القوانين الاتية  :                    

1)  A = ab π   مساحة القطع الناقص

2) p = 2 π √
𝐚𝟐+𝐛𝟐

𝟐
 = π √𝟐𝐚𝟐 + 𝟐𝐛𝟐 : π = 

𝟐𝟐

𝟕
محيط القطع الناقص حيث    
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9x للقطع الناقص الذي معادلته : أوجد المساحة    والمحيط                      
2
 + 16 y

2
 = 144  

[ 9x
2
 + 16 y

2
   لتصبح : 144  المعادلة غير مرتبة لذا نقسم على (144 ÷) [ 144 = 

 𝐱𝟐

𝟏𝟔
+ 

 𝐲𝟐

𝟗
= محور القطع الكبير على السينات ) نقارن ( : لذا        𝟏    a > b    وبما أن 

 𝐱𝟐

𝐚𝟐 + 
 𝐲𝟐

 𝐛𝟐 = 𝟏        ⟹      ∴ a
2
 = 16 ⟹ a = 4     ,    b

2
 = 9 ⟹ b = 3

c
2
 = 𝐚𝟐 − 𝐛𝟐 = 16 – 9 = 7 ⟹ c =  √ 𝟕 

 e = 
 𝐜 

  𝐚  
 = 

√ 𝟕

  𝟒  

A = ab π  = 12 π unit
2

p = 2 π √
 𝐚𝟐+𝐛𝟐

𝟐
= 2 π √

𝟏𝟔+𝟗

𝟐
  = 2 π √

𝟐𝟓

𝟐
 = 5 √𝟐 π unit
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11x للقطع الناقص الذي معادلته : أوجد المساحة    والمحيط                      
2
 + 9 y

2
 = 99  

[11x
2
 + 9 y

2
   لتصبح : 144  المعادلة غير مرتبة لذا نقسم على ( 99 ÷) [99 = 

 𝐱𝟐

𝟗
+ 

 𝐲𝟐

𝟏𝟏
= محور القطع الكبير على الصادات ) نقارن ( : لذا        𝟏    a > b    وبما أن 

 𝐱𝟐

𝐛𝟐 + 
 𝐲𝟐

 𝐚𝟐 = 𝟏        ⟹      ∴ a
2
 = 11 ⟹ a = √ 𝟏𝟏      ,    b2

 = 9 ⟹ b = 3

c
2
 = 𝐚𝟐 − 𝐛𝟐 = 11 – 9 = 2 ⟹ c =  √ 𝟐 

 e = 
 𝐜 

 𝐚 
 = 

√  𝟐

√𝟏𝟏

A = ab π  = 𝟑√ 𝟏𝟏  π unit
2

p = 2 π √
 𝐚𝟐+𝐛𝟐

𝟐
= 2 π √

𝟏𝟏+𝟗

𝟐
  = 2 π √

𝟐𝟎

𝟐
 = 2 √𝟏𝟎 π unit
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المساحة    احداثي البؤرتين والرأسين والقطبين وطول كل من المحورين والاختلاف المركزي أوجد                       

4x للقطع الناقص الذي معادلته : والمحيط 
2
 + y

2
 = 4  

ملاحظة

مثال

الحل

مثال

الحل

 مثال
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والان سنحاول ايجاد  معادلة القطع الناقص من خلال معلومات اخرى ) لاحظ الامثلة الاتية (:                         
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رأساه و   ( 0 , 3 –) ,( 0 , 3 ) نقطة الاصل وبؤرتاه أوجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه                                             

 . V1( 5 , 0 ), V2(– 5 , 0 )النقطتان                       

نلاحظ ان البؤرتان ) أو الرأسان ( يقعان على محور السينات ومركز القطع نقطة الاصل                        

 𝐱𝟐

 𝐚𝟐  + 
   𝐲𝟐 

 𝐛𝟐 
= 1        :  على محور السينات  وهي  المعادلة  ∴

من معلومات السؤال (  a , b ) لكتابة المعادلة نحتاج ايجاد كل من                     

 ∵ V1( 5 , 0 ) ⟹  a = 5 

 ∵ F1( 3 , 0 ) ⟹  c = 5 

 ∵ c
2
 = a

2
 – b

2

9 = 25 – b
2
 ⟹ b

2
 = 25 – 9 ⟹ b

2
 = 16 ⟹ b = 4

  𝐱𝟐

 𝟐𝟓
+ 

   𝐲𝟐 

  𝟏𝟔  
 = 1               : هي المعادلة ∴
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القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل يقطع من المحورين قطع مستقيمة تسمى المقطع السيني                           

(2b)والاصغر بينهما يمثل طول المحور الصغير  (2a)والمقطع الصادي حيث الاكبر بينهما تمثل  طول المحور الكبير  
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 يقطع من محور السينات جزءا طولهنقطة الاصل و  أوجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه                                             

محيطه.ومساحة منطقته ووحدة ثم المسافة بين بؤرتيه  ( 12 )وحدات ومن الصادات يقطع جزءا طوله  ( 8 )

) نلاحظ ان المقطع السيني اصغر من المقطع الصادي أي ان المحور الكبير للقطع هو محور الصادات (                       

 2b = 8   المقطع السيني هنا هو 

 2b = 8  ⟹ b = 4      

2a = 12 ⟹ a = 6        هنا هو لصاديالمقطع ا

   ∵c = √𝒂𝟐 − 𝒃𝟐 =  √𝟑𝟔 − 𝟏𝟔

       = √𝟐𝟎 = 𝟐 √ 𝟓 

 2c =  𝟒 √ 𝟓   2  المسافة بين البؤرتينa = 12 

p = 2π √
𝐚𝟐+𝐛𝟐

𝟐
= 2π √

𝟓𝟐

𝟐
 = 2π √𝟐𝟔     المحيط

  𝐱𝟐

 𝟏𝟔
 + 

   𝐲𝟐 

  𝟑𝟔  
= 1 :    هي  المعادلة ∴  

ملاحظة

الكتاب 12 مثال

الحل

الكتاب 13 مثال

الحل

 ملاحظة
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 = 2a – 2bلذا فان الفرق بين طولي المحورين في القطع الناقص   a > b نعلم أن                            
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بؤرتاه على محور السينات والمسافة نقطة الاصل و  أوجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه                                           

وحدة . (2)وحدات والفرق بين طولي محوريه يساوي   ( 6 )بين بؤرتيه 

  ∴ 2c = 6 ⟹ c = 3              : 2c  البؤرتين هيالمسافة بين  ∵ 

  [ 2a – 2b = 2 ] ÷ 2

   a – b = 1 ⟹ a = 1 + b …….. (1) 

∵ c
2
 = a

2
 – b

2
 ⟹ 9 = ( 1 + b )

2
 – b

2

9 = 1 + 2b + b
2
 – b

2

2b = 8 ⟹ ∴ b = 4 (         1) معادلة  نعوض في  

   ∴ a = 1 + 4 = 5 

 𝐱𝟐

 𝟐𝟓
 + 

   𝐲𝟐 

 𝟏𝟔 
= 1 :    هي  المعادلة ∴  
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إحدى بؤرتيه هي بؤرة القطع  نقطة الاصل و أوجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه                                               

y المكافئ  
2
 – 12x = 0   10=  وطول محوره الصغير

 c نحاول ايجاد بؤرة المكافئ لأنها تمثل احدى بؤرتي الناقص لإيجاد قيمة                       

  y
2
 = 12x   في القطع المكافئ :   

y
2
 = 4px     نقارن لإيجاد البؤرة 

  4p = 12 ⟹ p = 3    ∴ F ( 3 , 0 ) 

   F1(3,0) , F2( – 3 ,0)        : في القطع الناقص                              البؤرتان 

  ∴ c = 3 

∴ 2b = 10 ⟹ b = 5             : ∵  10 = طول محوره الصغير  

∵ c
2
 = a

2
 – b

2  

        9 = a
2
 – 25 ⟹   a2

 = 9 + 25

∴ a
2
 = 34

 𝐱𝟐

 𝟑𝟒
 + 

 𝐲𝟐 

 𝟐𝟓 
= 1 :    هي  المعادلة ∴  

الكتاب 15 مثال

ملاحظة

الحل

الكتاب 16 مثال

الحل
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وحدة واحدى بؤرتيه هي  12طول محوره الكبير   نقطة الاصل و أوجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه                      

yبؤرة القطع المكافئ  
2
 + 16x = 0  
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وحدة  والبعد بين بؤرتيه 8طول محوره الكبير   نقطة الاصل و أوجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه                      

   وحدات طول .  6 
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في حال ذكرت في السؤال النسبة بين المحورين وكان البسط اصغر من المقام فهي                              
 𝟐𝒃 

𝟐𝒂
اما اذا كان  

البسط اكبر من المقام فهي 
 𝟐𝒂 

𝟐𝒃
 .
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والنسبة بين طولي   وحدات   6أوجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل و البعد بين بؤرتيه                     

 محوريه =
  𝟒  

 𝟓 

دلالة على موقع البؤرتين لذا توجد حالتين ( د) لاحظ انه لا توج                      

  ∵ 2c = 6 ⟹ c = 3  

  ∵ 
  𝟐𝐛  

 𝟐𝐚 
=

  𝟒  

𝟓  
من المقام ( اصغر ) لاحظ أن البسط     

 𝐛 

 𝐚 
=

 𝟒  

 𝟓 
 ⟹ b = 

  𝟒𝐚  

 𝟓 
 ……..(1) 

c
2
 = a

2
 – b

2

[9 = a
2
 –

𝟏𝟔𝐚𝟐

  𝟐𝟓  
 ] ×25 

225 = 25 a
2
 – 16 a

2
 ⟹ 9 a

2
 = 225 ⟹  a

2
 = 25 ⟹ a = 5 ( 1نعوض في   )

 ∴ b = 
 𝟒( 𝟓 ) 

 𝟓 
 = 4 

∴ F1( 3 , 0 ) , F2( – 3 , 0 )  :  اذا كانت البؤرتان على السينات البؤرتان هما

 𝐱𝟐

 𝟐𝟓
 + 

 𝐲𝟐 

 𝟏𝟔 
= 1 المعادلة :    ∴  

∴ F1( 0 , 3 ) , F2(0  , – 3 )  :  اذا كانت البؤرتان على الصادات  البؤرتان هما 

  𝐱𝟐

 𝟏𝟔
+ 

   𝐲𝟐 

  𝟐𝟓  
 = 1 المعادلة :    ∴  
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والنسبة بين طولي   وحدات   12أوجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل و البعد بين رأسيه                     

 محوريه =
  𝟏  

 𝟒 

مثال

مثال

ملاحظة

  مثال

الحل

  مثال
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yالمكافئ  القطع بؤرة  قطبيه هو أحد أوجد معادلة القطع الناقص و                      
2
 = – 24x  و النسبة بين طولي

محوريه = 
 𝟓 

  𝟑
علما أن مركزه نقطة الاصل . 

y
2
 = – 24x                                        من القطع المكافئ نجد بؤرته وهي قطب القطع الناقص

y
2
 = – 4px      نقارن 

   ∴ 4p = 24 ⟹ p = 6    ∴ F ( – 6 , 0 ) 

 في القطع الناقص القطبان على السينات اي القطع على الصادات          القطبان   : ( 0 , 6 – ) ( 0 , 6 ) 

      ∴ b = 6 

  ∵ 
 𝟐𝐚 

 𝟐𝐛 
=

 𝟓 

𝟑  
     ) لاحظ أن البسط اكبر من المقام (  

 𝐚 

 𝐛 
=

 𝟓  

 𝟑 
 ⟹ 

  𝐚  

 𝟔 
=

  𝟓  

 𝟑 
 ⟹ a = 10 

 𝐱𝟐

 𝟑𝟔
 + 

   𝐲𝟐 

 𝟏𝟎𝟎 
= 1 المعادلة :    ∴  
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   وحدات   20أوجد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه على محور السينات و طول محوره الكبير                        

 = واختلافه المركزي
  𝟒  

  𝟓
علما أن مركزه نقطة الاصل .  
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القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل يقطع كلا المحورين في الرأسين والقطبين ) لاحظ المثال (                          
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أوجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل و  يقطع المحورين الاحداثيين في النقط التي            

 (4∓ , 0) , (3,0∓ )احداثياتها  هي : 

 a > bونحن نعلم ان   3بينما الحداثي السيني في النقط الاخرى   4) لاحظ ان الاحداثي الصادي في النقط                       

تمثلان القطبين ( ( 0 , 3∓ )تمثلان الراسين و   ( 4∓ , 0 )لذا فان 

 ∴ a = 4   , b = 3    والبؤرتين تطابق الراسيين في المحور أي محور الصادات 

  𝐱𝟐

 𝟗
+ 

   𝐲𝟐 

  𝟏𝟔  
 = 1 المعادلة :    ∴  
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كل نقطة تنتمي للقطع تحقق معادلته  ) لاحظ المثال الاتي (                           

  مثال

  مثال

ملاحظة

  مثال

الحل

الحل

ملاحظة
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بؤرة القطع  المكافئ                     أحد رؤوسه هوأوجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل و                     

 x
2
 = – 20y  ( 0 , 3 )ويمر بالنقطة

x
2
 = – 20y                   من القطع المكافئ نجد البؤرة وتمثل رأس للقطع الناقص                                               

x
2
 = – 4py     نقارن 

        4p = 20 ⟹ p = 5    ∴ F ( 0 , – 5 ) 

      V1( 0 , 5 ) , V2( 0 , – 5 ) :  في القطع الناقص                               الرأسان هما 

      ∴ c = 4 

لان القطع يمر بها كذلك الراسان على الصادات اي البؤرتان تحقق معادلة القطع الناقص  ( 0 , 3 )النقطة  ∵

 :على الصادات لذا فالمعادلة هي 

 𝐱𝟐

 𝐛𝟐  + 
 𝐲𝟐 

 𝐚𝟐 
 = 1 

𝟗

 𝐛𝟐 + 
 𝟎 

 𝐚𝟐 
 = 1  ⟹ 

𝟗

 𝐛𝟐 = 1  ⟹ b
2
 = 9

∵ c
2
 = a

2
 – b

2
 ⟹ 16 = a

2
 – 9 ⟹ a

2
 = 25

 
  𝐱𝟐

 𝟗
+ 

   𝐲𝟐 

  𝟐𝟓  
 = 1 :   هي  المعادلة  ∴  
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أوجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل و إحدى بؤرتيه هي بؤرة القطع  المكافئ                    

 y
2
 = – 12x  ( 4 – , 0 )ويمر بالنقطة
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أوجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه في نقطة الاصل وينطبق محوراه على المحورين                                                            

 وحدة مساحة .  24πوحدات ومساحة منطقته  8الاحداثيين ويقطع من محور السينات جزأ طوله 

اشارة لان المحور السيني هو المحور الكبير ان الصغير لذا يوجد حالتين : دولكن لا توج 8المقطع السيني  =                      

1) 2a = 8 ⟹ a = 4

 ∵ A = ab π   )من الحل       a وقيمة   من السؤال  A   نعوض قيمة(

 ∴ 24π = (4)b π ⟹ b = 6 وهذا غير ممكن لذا تهمل هذه الحالة  

2)  2b = 8   ⟹ b = 4

 ∵ A = ab π   )من الحل       b وقيمة   من السؤال  A   نعوض قيمة(

 ∴ 24π = a (4) π ⟹ a = 6    أي ان محور القطع الكبير هو محور الصادات 

  𝐱𝟐

 𝟏𝟔
 + 

   𝐲𝟐 

 𝟑𝟔 
= 1 :   هي  المعادلة  ∴  

  مثال

  مثال

 الحل

الدور  الثاني  2012وزاري 

 الحل

** لاحظ أن في القطع 

a > bالناقص 
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على محور الصادات والنسبة بين  بؤرتاهأوجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل و                         

طولي محوريه  
𝟏

 𝟐
yويقطع القطع المكافئ   

2
 = 8x  2النقطة التي احداثيها السيني =  في

واحدى بؤرتيه هي بؤرة القطع   , V1( 5 , 0 ) V2 (– 5 , 0 ) قطع ناقص رأساه النقطتان                        

ورأسه في نقطة الاصل ، أوجد معادلتي القطعين المكافئ والناقص. ( 4 , 3 –)المكافئ الذي دليله يمر بالنقطة  
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فان :     m , n اذا ذكر في السؤال إحدى بؤرتي القطع تبعد  عن رأسيه بالعددين                             

(  2a) طول المحور الكبير     m + nالبعد بين الرأسين =       

) لاحظ المثال ( a من قيمة  m , nفأن قيمتها هي حاصل طرح الاصغر  بين   c  ولإيحاد  قيمة      
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السينات وتبعد إحدى محور بؤرتاه تنتميان إلى أوجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل و                       

9،  1  بؤرتيه عن رأسيه بالعددين

(  2a) طول المحور الكبير     1 + 9البعد بين الرأسين =  ∵

  ∴ 9 + 1 = 2a  طول المحور الكبير   

  10 = 2a ⟹ a = 5 

       ∴ c = 5 – 1 ⟹ c = 4 

∵ c
2
 = a

2
 – b

2
 ⟹ 16 = 25 – b

2
 ⟹ b

2
 = 9

  𝐱𝟐

 𝟐𝟓
 + 

   𝐲𝟐 

 𝟗 
= 1 المعادلة :    ∴  
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أوجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل و بؤرتاه تنتميان إلى السينات وتبعد إحدى بؤرتيه                       

   3 , 5عن رأسيه بالعددين 
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وتعوض في المعادلة قطع ناقص يمس دليل قطع مكافئ نجد معادلة الدليل ونقطة التماس اذا كان لدينا                          

لأنها تحقق المعادلة كون القطع يمر بها .

تمثل أما رأس أو قطب القطع الناقص حيث إذا كانت نقطة التماس: ) طريقة اخرى ( كما ان نقطة التماس 

 فهي تمثل رأس القطع الناقص . المحورتتفق مع البؤرتين في  -1

  ) لاحظ المثال الاتي ( فهي تمثل قطب القطع الناقص . المحورتختلف مع البؤرتين في  -2

وزاري 

ملاحظة

  مثال

الحل

  مثال

ملاحظة

وزاري 
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بؤرتاه تنتميان إلى محور الصادات والبعد بين  أوجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل و                     

xوحدات ويمس دليل القطع المكافئ    ( 4) بؤرتيه =  
2
 = – 12 y

x
2
 = – 12 y             من معادلة القطع المكافئ نجد معادلة الدليل

x
2
 = – 4p y          نقارن

 4p = 12 ⟹ p = 3 

        y = 3  ∴         : معادلة الدليل  

وهي تحقق معادلة القطع الناقص  ( 3 , 0 )يمس دليل القطع المكافئ عند النقطة  القطع الناقص

 𝐱𝟐 

 𝐛𝟐 
+

   𝐲𝟐  

 𝐚𝟐 
= 𝟏             ( 0 , 3 ) النقطة    نعوض

𝟎 

 𝐛𝟐 
+

𝟗 

 𝐚𝟐 
= 𝟏 ⟹  a

2
 = 9

 ∵ 2c = 4   ⟹ ∴ c = 2 

∵ c
2
 = a

2
 – b

2
 ⟹ 4 =  9 – b

2
  ⟹  ∴ b

2 
= 5

  𝐱𝟐

 𝟓
 + 

   𝐲𝟐 

 𝟗 
= 1 المعادلة :    ∴  

تقع على نفس المحور مع البؤرتين ) محور الصادات ( لذا تمثل رأس القطع ومنها: ( 3 , 0 )النقطة  ) حل اخر (

a = 3 ⟹  a
2
 = 9 

 ∵ 2c = 4   ⟹ ∴ c = 2 

∵ c2
 = a

2
 – b

2
 ⟹ 4 =  9 – b

2
  ⟹   ∴ b

2 
= 5

  𝐱𝟐

 𝟓
 + 

   𝐲𝟐 

 𝟗 
= 1 المعادلة :    ∴  

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

kلتكن                                           
 
x

2
 + 4y

2
( 0 , 𝟑√)معادلة قطع ناقص مركزه نقطة الأصل وإحدى بؤرتيه    36 = 

 k ∈ Rأوجد قيمة ف

c = √𝟑ومنها     لسيناتلمحور اتنتمي  ( 0 , 𝟑√)،  ( 0 , 𝟑√−)البؤرتان نلاحظ إن            

[  kx
2
 + 4y

2
         لوضع المعادلة بالصورة القياسية 36نقسم المعادلة على  36 ÷ [    36 = 

𝐤𝐱𝟐

𝟑𝟔
+

𝟒𝐲𝟐

𝟑𝟔
= 𝟏 ⟹ 

𝐱𝟐

𝟑𝟔

𝐤

+
  𝐲𝟐

𝟗
= 𝟏                                  المعاملات في مقام المقامتضرب 

𝐱𝟐

𝐚𝟐 +
 𝐲𝟐

𝐛𝟐 =  ∵        نقارن  لسيناتلمحور االبؤرتان تنتمي  𝟏

∴ 
𝟑𝟔

𝐤
 = a

2
   , b

2
 = 9

∵ c
2
 = a

2
 – b

2
 ⟹ 3 = 

𝟑𝟔

𝐤
 – 9 ⟹ 3 + 9 = 

𝟑𝟔

𝐤

 12 k = 36 ⟹ k = 3 

  مثال

الحل

  الكتاب 14 مثال

الحل
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 )النقطة                                                          
 𝟏 

𝟑
تنتمي للقطع المكافئ الذي رأسه نقطة الاصل وبؤرته تنتمي لمحور  ( 2 , 

=  بين طولي محوريه السينات وهي احدى بؤرتي القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل و النسبة 
 𝟓 

  𝟒
فأوجد   

معادلة كل منهما .

 )في القطع المكافئ : نلاحظ ان النقطة                       
 𝟏 

𝟑
تقع في الربع الاول لذا فأن البؤرة تقع على الاتجاه  ( 2 , 

الموجب لمحور السينات أي المعادلة هي :

y
2
 = 4px  نعوض النقطة في المعادلة لأنها تنتمي للقطع 

4  = 4p ( 
 𝟏 

𝟑
 )  ⟹ p = 3 ⟹ F ( 3 , 0 )

y:                                      هي القطع المكافئ معادلة  ∴
2
 = 12x  

 F1 ( 3 , 0 ) ,  F2 (  – 3 , 0 ) ⟹∴ c = 3في القطع الناقص : بؤرتيه هما ) من المكافئ ( : 

𝐚(.....  1بين طولي محوريه :    )النسبة  =
 𝟓𝐛 

  𝟒  
  ⟹    

𝐚

 𝐛 
=

 𝟓 

 𝟒 
 ⟹ 

𝟐𝐚

𝟐𝐛
=

 𝟓 

 𝟒 

∵ c
2
 = a

2
 – b

2
 ⟹ [9 = 

 𝟐𝟓𝐛𝟐 

 𝟏𝟔 
–  b

2
 ]( 16 )

144 = 𝟐𝟓𝐛𝟐 – 16b
2
 ⟹ 9b

2
 = 144

∴  b
2
 = 16 ⟹ b = 4    (1نعوض في )

∴  𝐚 =
 𝟓(𝟒) 

  𝟒  
 ⟹ a = 5

 𝐱𝟐

 𝟐𝟓
 + 

 𝐲𝟐 

 𝟏𝟔 
= 1 المعادلة :    ∴  
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4x قطع ناقص معادلة                                                           
2
 + 2y

2
 = L    فأوجد  قيمة( L ) = اذا كان البعد بين بؤرتيه

وحدات ومحوره الاكبر  يقع على محور الصادات .  𝟑 √𝟐 

∵ 2c = 𝟐√ 𝟑  ⟹ ∴ c = √ 𝟑        البعد بين بؤرتيه

4x
2
 + 2y

2
 = L ] ÷ L  نرتب المعادلة                

𝟒𝐱𝟐

𝐋
+

𝟐𝐲𝟐

𝐋
= 𝟏 ⟹ 

 𝐱𝟐

 𝐋 

𝟒

+
 𝐲𝟐

 𝐋 

𝟐

 = 1 محوره الاكبر  يقع على محور الصادات    ∵

 𝐱𝟐

𝐛𝟐 +
 𝐲𝟐

𝐚𝟐 =  نقارن  𝟏

∴ a
2
 = 

 𝐋

𝟐
  , b

2
= 

𝐋

𝟒

∵ c
2
 = a

2
 – b

2
  ⟹ 3 = 

𝐋

 𝟐 
  – 

𝐋

 𝟒 
⟹ 3  = 

𝟐𝐋−𝐋

𝟒
 ⟹ 3 = 

 𝐋

𝟒
 ⟹ L  = 12 

الدور  الثاني  1998وزاري 

الحل

الدور  الاول  2008وزاري 

الحل



 ~34 ~

12x قطع ناقص معادلته                      
2
 + 4y

2
 = L   = وحدات ، أوجد قيمة   8فإذا علمت ان البعد بين بؤرتيه L.

y المكافئ دليل القطع  أوجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل و                    
2
 + 16x = 0  يمر  بإحدى

وحدة مساحة . ( π 15 )ومساحة منطقته بؤرتيه 
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xأوجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل واحدى بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافئ                    
2
 = 24

 
y 

.  القطع  بؤرتي F1 , F2وكل من  للقطعتنتمي  p( x , y )النقطة  حيثوحدة طول  pF1F2 = 32 محيط المثلث و

x      في القطع المكافئ نجد بؤرته لأنها بؤرة القطع الناقص نفسها                     
2
 = 24

 
y

x
2
 = 4p

 
y نقارن

  ∴ 4p = 24  ⟹ p = 6 ⟹ F ( 0 , 6 ) 

 القطع الناقص ) لاحظ ان البؤرتين على محور الصادات (في  

  F1 ( 0 , 6 ), F2( 0 , – 6 ) ⟹ c = 6 

 ∵ pF1 +PF2 + F1F2 = 2a + 2c  pF1F2 = 32   محيط المثلث ∵

∴ [ 2a + 2( 6 ) = 32 ] ÷ 2 ⟹ a + 6 = 16 ⟹ a = 10 

∵ c
2
 = a

2
 – b

2
  ⟹ 36 = 100 – b

2
 ⟹ b

2
 = 100 – 36  ⟹ b

2
 = 64

  𝐱𝟐

 𝟔𝟒
+ 

   𝐲𝟐 

 𝟏𝟎𝟎 
 = 1 المعادلة :    ∴  
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والنقطتان هي احدى بؤرتيه   ( 4 , 0 ) أوجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل والنقطة                         

p , Q  تنتميان إليه حيث إن محيط الشكل الرباعيF1pF2Q  =20  وحدة حيث أنF1 , F2    هما بؤرتي القطع

الناقص .

     ∵ F1 ( 0 , 4 )⟹ c = 4  F1 

  ∵ pF1 + pF2 = 2a        p 

  ∵ QF1 + QF2 = 2a 

F2         Q                ∵  أطوال أضلاعهمحيط الشكل الرباعي = مجموع

 ∴ pF1 + pF2 + QF1 + QF2 = 20  

 ∴ 2a + 2a = 20   ⟹ 4a = 20 ⟹ a = 5 

∵ c
2
 = a

2
 – b

2
 ⟹ 16 = 25 – b

2
 ⟹ b

2
 = 9

  𝐱𝟐

𝟗
 + 

   𝐲𝟐 

 𝟐𝟓 
= 1 :    هي  المعادلة ∴  

  مثال

  مثال

  مثال

  مثال

الحل
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 F1 ( 2 , 0 ) : بؤرتاهالذي مركزه نقطة الاصل و احداثي  الناقصباستخدام التعريف , أوجد معادلة القطع                                        

, F2 (–2 , 0 )   6 =والبعد الثابت 
2a = 6العدد الثابت    تنتمي للقطع ولدينا   p( x ,y )لنفرض أن النقطة              

pF1 +pF2 = 2a       : ومن تعريف القطع الناقص

√(𝐱 − 𝟐)𝟐 + 𝐲𝟐 + √(𝐱 + 𝟐)𝟐 + 𝐲𝟐 = بالتعويض           𝟔

√(𝐱 − 𝟐)𝟐 + 𝐲𝟐 = 𝟔 − √(𝐱 + 𝟐)𝟐 + 𝐲𝟐         وبتربيع الطرفين
(𝐱 − 𝟐)𝟐 + 𝐲𝟐 = 𝟑𝟔 − 𝟐(𝟔)√(𝐱 + 𝟐)𝟐 + 𝐲𝟐 + (𝐱 + 𝟐)𝟐 + 𝐲𝟐

x
2
 – 4x + 4+𝟏𝟐√(𝐱 + 𝟐)𝟐 + 𝐲𝟐 = 𝟑𝟔 + x

2
 +4x +4

    𝟏𝟐√(𝐱 + 𝟐)𝟐 + 𝐲𝟐 = 36 + 4x  +4x 

   𝟏𝟐√(𝐱 + 𝟐)𝟐 + 𝐲𝟐 = 36 + 8x ] ( ÷ 4 ) 

𝟑√(𝐱 + 𝟐)𝟐 + 𝐲𝟐 = 9 + 2x نربع الطرفين         
9 [ ( x+2)

2
 + y

2
 ] = 81 + 36x + 4x

2
 ⟹ 9 [ x

2
+4x +4 + y

2
 ] = 81 + 36x + 4x

2

9 x
2
+36x +36 + 9y

2
  = 81 + 36x + 4x

2

9 x
2
+ 9y

2
 – 4x

2
 = 81 – 36

5 x
2
+ 9y

2
        45وبالقسمة على   45 = 

 𝐱𝟐

 𝟗
 + 

 𝐲𝟐 

 𝟓 
= 1 المعادلة : ∴
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  2a + 2bفي القطع الناقص مجموع طولي محوري القطع الناقص =                        
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أوجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل و بؤرتاه تقعان على محور السينات والمسافة بين                                                       
وحدة . 16ومجموع طولي محوريه =  8بؤرتيه = 

أوجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل ومحوراه ينطبقان على المحورين الاحداثيين ويمر                                                       
yببؤرة القطع المكافئ 

2
 = 16 x    20ومساحة منطقته 𝛑  . وحدة مربعة 

أوجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل و بعده البؤري مساويا لبعد بؤرة القطع المكافئ عن                                                                
yدليله 

2
 + 24 x = 0  اذا علمت ان مساحة القطع الناقص𝛑 cm

2
80.

الكتاب 17 مثال

الحل

الدور  الاول  2002وزاري 

ملاحظة

الدور  الاول  2010وزاري 

 من قرطاسية الخطاط حيدر الكراديالوجيز في الرياضيات للصف السادس العلمي تطلب 
 لا يجوز بيعها أو نسخها إلا بموافقة مدرس المادة

 07808683063لاتصال على الرقم   للمعلومات والاقتراحات ا
/http://raeed.mathsboard.comموقعنا على الانترنيت منتديات بابل للرياضيات  

 Raeed_karady@yahoo.comأو البريد الالكتروني  

الدور  الاول  2016وزاري 
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ولان سنتطرق لقطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل ل ذكرنا انه توجد حالتين                                                                                      

في من الوحدات   ( h ) بمقدارسينسحب   O ( 0, 0 )إن المركز فلو فرضنا ، 𝐎 ( h, k ) مركزه لقطع الناقص الذي ل

الرأسين والبؤرتين والقطبين  في الاحداثي الصادي فأن كل منمن الوحدات  ( k ) الإحداثي السيني وبمقدار

 . الانسحاببسبب هذا سوف يتغير ومعادلتي المحورين  ومعادلة القطع الناقص 

 
 

 من الشكل المجاور  نلاحظ أن :   

     𝐅𝟏 ( h + c , k ) , 𝐅𝟐 ( h – c , k ) هما   البؤرتان 

𝐕𝟏 ( h + a , k ) , 𝐕𝟐 ( h – a , k ) هما   الرأسان   

( h ,  k + b ) , ( h , k – b )  هما  القطبين  

 والمعادلة تصبح :

 ( 𝐱−𝐡)𝟐

 𝐚𝟐  + 
   (𝐲−𝐤)𝟐  

 𝐛𝟐   
 = 1                              

   y = kالمحور الكبير يوازي محور السينات ومعادلته :كذلك 

   x = hالمحور الصغير يوازي محور الصادات ومعادلته :و 

 
 
 

 من الشكل المجاور  نلاحظ أن :

𝐅𝟏 (h , k + c) , 𝐅𝟐 (h , k – c )  هماالبؤرتان     

𝐕𝟏 (h , k + a) , 𝐕𝟐 (h , k – a)     هماالرأسان    

(  h + b , k ) , ( h – b , k )  القطبين  هما         

 والمعادلة تصبح :

 ( 𝐱−𝐡)𝟐

 𝐛𝟐  + 
   (𝐲−𝐤)𝟐  

 𝐚𝟐   
 = 1                       

   x = h المحور الكبير يوازي محور الصادات ومعادلته:

   y = k المحور الصغير يوازي محور السينات ومعادلته:
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 اعلاه .  كل القوانين والملاحظات السابقة تستخدم في حالة الانسحاب كما هي عدا ما ذكر                  

 انسحاب المحاور للقطع الناقص

 .𝐎 ( h, k )ومركزه  ات يوازي محور السين لكبير المعادلة القياسية للقطع الناقص الذي محوره ا أولا :

 .𝐎 ( h, k )ثانيا : المعادلة القياسية للقطع الناقص الذي محوره الكبير  يوازي محور الصادات  ومركزه 

 ملاحظة
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 في كل مما يأتي اوجد إحداثيات البؤرتين والرأسين والقطبين وطول ومعادلة  المحورين والاختلاف المركزي :                   

1) 
( 𝐱+𝟒)𝟐

𝟐𝟓
 + 

 (𝐲 −𝟑)𝟐 

 𝟏𝟔 
 = 1 

 ( 𝐱−𝐡)𝟐

 𝐚𝟐  + 
 (𝐲−𝐤)𝟐 

 𝐛𝟐 
 = 1       نقارن 

( h , k ) = ( – 4 , 3 )          ) مركز القطع ) اساس الحل 

a
2
 = 25 ⟹ a = 5 ⟹ 2a = 10 طول المحور الكبير      وحدة طول

b
2
 = 16 ⟹ b = 4 ⟹ 2b = 8  طول المحور الصغير        وحدة طول

c
2
 = 𝐚𝟐 − 𝐛𝟐 ⟹ c = √ 𝟐𝟓 − 𝟏𝟔  = √ 𝟗  = 3

𝐅𝟏 ( h + c , k ) =𝐅𝟏 ( – 4 +3 , 3 ) = 𝐅𝟏 ( – 1 , 3 )        البؤرتان 

𝐅𝟐 ( h – c , k ) = 𝐅𝟐 ( – 4 – 3  , 3 ) =  𝐅𝟐 ( – 7 , 3 )

𝐕𝟏 ( h + a , k ) = 𝐕𝟏 ( – 4 +5 , 3 ) = 𝐕𝟏 ( 1 , 3 )        الرأسان 

𝐕𝟐 ( h – a , k ) = 𝐕𝟐 ( – 4 – 5  , 3 ) = 𝐕𝟐 ( – 9  , 3 )

( h ,  k + b ) = ( – 4  ,  3 + 4 ) = ( – 4  , 7 )  هما  القطبين

( h , k – b )  = ( – 4  , 3 – 4 ) =( – 4  , – 1 ) 

y = k ⟹ y = 3         معادلة المحور الكبير  

x = h ⟹ x = – 4    معادلة المحور الصغير 

e = 
 𝐜

 𝐚 
= 

 𝟒

𝟓 
 الاختلاف المركزي         
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2) 
( 𝐱−𝟏)𝟐

𝟔𝟒
 + 

 (𝐲+𝟐)𝟐 

 𝟏𝟎𝟎 
 = 1 
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x2 , x    , y , y2 اذا كانت المعادلة  تحوي مثلا                                  
يمكن الحكم مباشرة عليها انها معادلة لقطع ناقص   

x2 ,في  حالة الانسحاب  بشرط كون اشارتي  كل من  
 y2

متشابهة وتحول الى الصورة القياسية حسب الخطوات 

 الاتية ) لاحظ ايضا المثال (:

y  y2 ,في قوس ونحرج عامل مشترك ان وجد منها و   x2 , x نعزل  (1
في قوس ونحرج عامل مشترك ان وجد منها  

 والاعداد ان وجدت في الجهة المقابلة .

نستخدم طريقة اكمال المربع  في داخل كل قوس ثم نبسط المتبقي ) لاحظ الطريقة  في حل المثال الاتي (  (2

 لتصبح المعادلة بالصيغة العامة .نقسم الطرفين على العدد المتبقي في الجهة الاخرى   (3

  مثال

ملاحظة
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3)  x
2
 + 9y

2
 – 6x + 18y +9 = 0

( x
2
 – 6x ) + 9 ( y

2
 + 2y ) = – 9  وعامل مشترك ) ان وجد (        ترتيب

( x
2
 – 6x ) + 9 ( y

2
 + 2y ) = – 9       1 – 1 + 9 – 9 +بإكمال المربع 

( x
2
 – 6x + 9 ) – 9 + 9 ( y

2
 + 2y + 1) – 9 = – 9

[ ( x – 3 )
 2
 + 9 ( y + 1 )

 2
 = 9 ] ÷ 9

 ( 𝐱−𝟑)𝟐

 𝟗
 + 

   (𝐲+𝟏)𝟐  

 𝟏   
 = 1 

a
2
 = 9 ⟹ a = 3 ⟹ 2a = 6 طول المحور الكبير      وحدة طول

b
2
 = 1 ⟹ b = 1 ⟹ 2b = 2 طول المحور الصغير        وحدة طول

( h , k ) = ( 3 , –1 )       الحل ( المركز هو ) اساس

c
2
 = 𝐚𝟐 − 𝐛𝟐 ⟹ c = √ 𝟗 − 𝟏 = √𝟖  = 𝟐√𝟐 

𝐅𝟏 ( h + c, k ) = 𝐅𝟏 ( 3 + 𝟐√𝟐  , –1) , 𝐅𝟐 ( h – c, k )  = 𝐅𝟐 ( 3 – 𝟐√𝟐  , – 1)  البؤرتان

𝐕𝟏 ( h + a , k ) = 𝐕𝟏 ( 3 + 3 , –1 ) = ( 6 , –1 )       الرأسان 

𝐕𝟐 ( h – a , k ) = 𝐕𝟐 ( 3 – 3 , –1 ) = ( 0 , –1 )

  (h , k +b) = ( 3 , –1 + 1) = ( 3 , 0 ) , (h , k –b) ( 3 , –1 –1) = ( 3 , –2 )القطبين هما 

y = k ⟹ y = –1         معادلة المحور الكبير  ,       x = h ⟹ x = 3     معادلة المحور الصغير 

e = 
𝐜

𝐚 
= 

𝟐√𝟐

𝟑 
 الاختلاف المركزي      
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4) 4x
2
 + 9y

2
 + 16x – 18y –11 = 0
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نتبع الخطوات الاتية :حال طلب  رسم القطع الناقص في                                                          

نجد كلا من المركز والرأسين والبؤرتين والقطبين ومعادلتي المحورين ) في حالة الانسحاب فقط (. (1

نعين على النظام الاحداثي كلا من المحورين ) في حالة الانسحاب فقط (. (2

نعين الرأسين والقطبين على المحاور. (3

نصل بخط منحني متصل بين النقاط الأربعة . (4

نعين كلا البؤرتين . (5

ضافة وطرح مربع بإ

x  نصف معامل

و بإضافة وطرح مربع 

yنصف معامل 

رسم القطع الناقص
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 والاختلاف المحورين من كل ومعادلة طول جد ثم والقطبين والمركز والرأسين البؤرتين من كل عين//  1س

 : يأتي مما كل في معادلتها الناقصة المبينة للقطوع المركزي

a) x
2
 + 2y

2
 = 1  ⟹

 𝐱𝟐

 𝟏 
+

 𝐲𝟐

𝟏

𝟐

= المعادلة تحتاج للترتيب       𝟏

 𝐱𝟐

 𝐚𝟐 
+

 𝐲𝟐

 𝐛𝟐 = 𝟏 المركز هو :     ( 0 , 0 ) ⟹       نقارن

a
2
 = 1 ⟹ a = 1 ⟹  2a  = 2        طول المحور الكبير

b
2 
= 

 𝟏

𝟐
⟹ b = 

𝟏

√𝟐
 ⟹ 2b = √𝟐 طول المحور الصغير   

c
2
 = a

2
 – b

2 ⟹ c = √𝐚𝟐 − 𝐛𝟐 = √𝟏 −
𝟏

𝟐
 = 

𝟏

√𝟐

F1 ( 
 𝟏

√𝟐
, 0 ) , F2 ( 

–𝟏

√𝟐
 , 0 )     على محور السينات  البؤرتان ∴

V1 ( 1 , 0 ) , V2 ( –1 , 0)     ∴على محور السينات الرأسان  

( 0 , 
 𝟏

√𝟐
) , ( 0 , 

–𝟏

√𝟐
  )     القطبان على محور الصادات  ∴

x = 0 ومحور الصادات الذي معادلته y = 0 لاحظ أن المحورين هما محور السينات الذي معادلته

e = 
  𝐜  

 𝐚 
 = 

   𝟏  

√𝟐
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b) [ 9x
2
 + 13 y

2
 = 117 ]( ÷ 117 )  ⟹

 𝐱𝟐

 𝟏𝟑 
+

 𝐲𝟐

𝟗
= 𝟏 

 𝐱𝟐

 𝐚𝟐 
+

 𝐲𝟐

 𝐛𝟐 = 𝟏 المركز هو :     ( 0 , 0 )  ⟹    نقارن

a
2
 = 13 ⟹ a = √𝟏𝟑 ⟹  2a  = 2√𝟏𝟑        طول المحور الكبير

b
2 
= 9 ⟹ b = 3 ⟹ 2b = 6    طول المحور الصغير

c
2
 = a

2
 – b

2 ⟹ c = √𝐚𝟐 − 𝐛𝟐 = √𝟏𝟑 − 𝟗 = √𝟒 = 2

F1 ( 2 , 0 ) , F2 ( – 2 , 0 )      على محور السينات  البؤرتان ∴

V1 ( √𝟏𝟑 , 0 ) , V2 ( – √𝟏𝟑 , 0 )     ∴على محور السينات الرأسان  

( 0 , 3 ) , ( 0 , – 3  )      القطبان على محور الصادات  ∴

x = 0 ومحور الصادات الذي معادلته y = 0 لاحظ أن المحورين هما محور السينات الذي معادلته

e = 
  𝐜  

 𝐚 
 = 

   𝟐  

√𝟏𝟑

( 2 – 2تمارين ) 
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c) 
( 𝐱−𝟒)𝟐

𝟖𝟏
+ 

(𝐲+𝟏)𝟐

𝟐𝟓
 = 1 

 ( 𝐱−𝐡)𝟐

 𝐚𝟐  + 
 (𝐲−𝐤)𝟐 

 𝐛𝟐 
= 1  مركز القطع ) اساس الحل (          ( 4 , –1 ) = ( h , k ) ⟹       نقارن 

a
2
 = 81 ⟹ a = 9 ⟹ 2a = 18 طول المحور الكبير      وحدة طول

b
2
 = 25 ⟹ b = 5 ⟹ 2b = 10  طول المحور الصغير        وحدة طول

c
2
 = 𝐚𝟐 − 𝐛𝟐 ⟹ c = √ 𝟖𝟏 − 𝟐𝟓  = √ 𝟓𝟔  = 2√ 𝟏𝟒 

𝐅𝟏 ( h + c , k ) = 𝐅𝟏 (4 +2√ 𝟏𝟒  , – 1 )        البؤرتان 

𝐅𝟐 ( h – c , k ) = 𝐅𝟐 (4 – 2√ 𝟏𝟒   , –1 )

𝐕𝟏 ( h + a , k ) = 𝐕𝟏 ( 4 +9 , –1 ) = 𝐕𝟏 ( 13 , –1  )        الرأسان 

𝐕𝟐 ( h – a , k ) = 𝐕𝟐 (4 – 9  , –1  ) = 𝐕𝟐 (– 5  , –1  )

( h ,  k + b ) = ( 4  ,  –1 + 5 ) = (4  , 4 )  هما  القطبين

( h , k – b )  = ( 4  , –1 – 5 ) =(  4  , – 6 ) 

y = k ⟹ y = –1         معادلة المحور الكبير 

x = h ⟹ x = 4     معادلة المحور الصغير 

e = 
 𝐜

 𝐚 
= 

 𝟐√ 𝟏𝟒

 𝟗 
 الاختلاف المركزي      
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d) 
( 𝐱+𝟑)𝟐

𝟗
+ 

(𝐲+𝟐)𝟐

𝟐𝟓
 = 1 

 ( 𝐱−𝐡)𝟐

 𝐛𝟐  + 
 (𝐲−𝐤)𝟐 

 𝐚𝟐 
= 1 مركز القطع ) اساس الحل (         ( 3 , – 2 – ) = ( h , k ) ⟹      نقارن 

a
2
 = 25 ⟹ a = 5 ⟹  2a  = 10   طول المحور الكبير       وحدة طول

b
2 
=   9 ⟹ b = 3⟹ 2b = 6   طول المحور الصغير            وحدة طول  

c = √𝐚𝟐 − 𝐛𝟐 = √𝟐𝟓 − 𝟗  = √ 𝟏𝟔  = 4

𝐅𝟏 ( h , k + c ) = 𝐅𝟏( – 3 , 2 ) , 𝐅𝟐 ( h , k – c ) = 𝐅𝟐( – 3 , – 6 )      البؤرتان ∴

𝐕𝟏 ( h , k + a ) = V1( – 3 , 3 ) , 𝐕𝟐 ( h , k – a ) = V2( – 3 ,– 7 )      الرأسان

( h + b ,  k) = ( 0 , – 2 ) , ( h – b , k)  = ( – 6 , – 2 )   القطبين هما  

y = k ⟹ y = – 2  معادلة المحور الصغير    ,  x = h ⟹ x = – 3   معادلة المحور الكبير 

e = 
 𝐜 

 𝐚 
= 

 𝟒

𝟓
    الاختلاف المركزي
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e) 9x
2
 + 16y

2
 – 72x – 96y + 144 = 0

9x
2
 – 72x + 16y

2
 – 96y = – 144  رتب       ن

9 ( x
2
 – 8 x ) + 16 ( y

2
 – 6 y ) = – 144           عامل مشترك

9 ( x
2
 – 8 x ) + 16( y

2
 – 6 y ) = – 144      9 – 9 + 16 – 16 +إكمال مربع 

9 ( x
2
 – 8 x + 16 ) – 144  + 16( y

2
 – 6 y + 9 ) – 144  = – 144

[ 9 ( x – 4 )
2
 + 16 ( y – 3  )

2
 = 144 ] ÷ 144

(𝐱 – 𝟒)𝟐

𝟏𝟔
+ 

(𝐲 – 𝟑)𝟐

𝟗
= ( 4 , 3 ) = ( h , k ) ⟹  من المقارنة 𝟏

a
2
 = 16 ⟹ a = 4 ⟹  2a   = 8    وحدة طول         طول المحور الكبير 

b
2
 = 9 ⟹ b = 3 ⟹ 2b = 6   طول المحور الصغير            وحدة طول

c  = √𝐚𝟐 − 𝐛𝟐 = √𝟏𝟔 − 𝟗  = √𝟕 

𝐅𝟏 (√𝟕 + 𝟒 , 3 ) , 𝐅𝟐 (− √𝟕 + 𝟒 , 3 )    البؤرتان ∴

𝐕𝟏 (  8  , 3 ) , 𝐕𝟏( 0 , 3 )     ∴الرأسان  

( h ,  k + b ) = (4  , 6 ) , ( h , k – b )  = ( 4  , 0 )  القطبين هما 

x = h ⟹ x = 4       معادلة المحور الصغير

y = k ⟹ y = 3   معادلة المحور الكبير 

e = 
 𝐜 

 𝐚 
= 

√𝟕

𝟒
    الاختلاف المركزي
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f) x
2
 + 25y

2
 + 4x – 150y + 204 = 0

x
2
 + 4x + 25y

2
  – 150y   = – 204    نرتب

( x
2
 + 4x ) + 25( y

2
  – 6y )   = – 204     عامل مشترك

( x
2
 + 4x ) + 25 ( y

2
– 6y + 4 – 4 + 9 – 9  إكمال مربع      204 – =   (

( x
2
 + 4x + 4 ) – 4  + 25 ( y

2
– 6y + 9 ) – 225   = – 204

( x + 2 )
2
+ 25(y– 3 )

2
 = –204 + 4 + 225

( x + 2 )
2
+ 25(y– 3 )

2
= 25 ] ÷ 25

(𝐱 + 𝟐 )𝟐

𝟐𝟓
 + 

(𝐲– 𝟑 )𝟐

𝟏
( 2 , 3 –) = ( h , k ) ⟹  من المقارنة 1 = 

a
2
 = 25 ⟹ a = 5 ⟹ 2a = 2 ( 5 ) = 10 طول المحور الكبير             وحدة طول  
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b
2
 = 1 ⟹ b = 1 ⟹ 2b = 2 ( 1 ) = 2   طوله المحور الصغير           وحدة طول

c
2
 = a

2
 – b

2
 = 25 – 1 = 24 ⟹ c = 𝟐√𝟔

𝐅𝟏 ( h +c  , k ) =𝐅𝟏( 𝟐√𝟔 – 2 , 3 ) , 𝐅𝟐 ( h – c , k ) = 𝐅𝟐(−𝟐√𝟔 – 2 , 3 ) البؤرتان    ∴ 

𝐕𝟏 ( h + a , k ) = V1( 3 , 3 ) , 𝐕𝟐 (– a +  h , k ) = V2( – 7 , 3 )     الرأسان  

 ( h , b + k ) = (– 2 , 4 )   , ( h , – b + k ) = (– 2 , 2 )    القطبان 

y = k ⟹ y = 3          ،              معادله المحور الكبير x = h ⟹ x = – 2             معادله المحور  الصغير

e = 
 𝐜 

 𝐚 
= 

𝟐√𝟔

𝟓
   الاختلاف المركزي
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: مما يأتيالذي مركزه نقطة الاصل في كل ناقص القطع للأوجد المعادلة القياسية // 2س

وحدة . 12  يساوي وطول المحور الكبير  ( 0 , 5 –) , ( 0 , 5 )البؤرتان  ( أ

 c = 5 من البؤرتان : 

                 2a = 12 ⟹ a = 6 ∴    12  يساوي طول المحور الكبير ∵

∵ c
2
 = a

2
 – b

2
 ⟹ 25 = 36 – b

2
 ⟹ b

2
 = 11

 𝐱𝟐

𝟑𝟔
 + 

 𝐲𝟐

𝟏𝟏
 = 1 هي :          المعادلة  ∴
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x = ∓ 4  ويتقاطع مع محور السينات عند ( 2∓ , 0 )البؤرتان  ( ب

 c = 2 من البؤرتان :              

لذا نعوض احداهما في  ( 0 , 4 –  ) , ( 0 , 4 )عند النقطتين  أيx = ∓ 4   السينات عندويتقاطع مع محور 

 لأنها تحقق معادلته :معادلة القطع 

 𝐱𝟐

 𝐛𝟐 + 
 𝐲𝟐

 𝐚𝟐 = 1        الصاداتمحور ان البؤرتان على لاحظ 

𝟏𝟔

 𝐛𝟐 + 
𝟎

 𝐚𝟐 = 1 ⟹ b
2
 = 16

c
2
 = a

2
 – b

2
 ⟹ 4 = a

2
 – 16 ⟹ a

2
 = 20

 𝐱𝟐

𝟏𝟔
 + 

 𝐲𝟐

𝟐𝟎
= 1 هي :المعادلة  ∴
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وحدة على الترتيب .  1 , 5إحدى بؤرتيه تبعد عن نهايتي محوره الكبير بالعددين   جـ(   

(  2a) طول المحور الكبير     1 + 5البعد بين الرأسين =  ∵

  ∴ 5 + 1 = 2a  طول المحور الكبير   

  6 = 2a ⟹ a = 3 

       ∴ c = 3 – 1 ⟹ c = 2 

∵ c
2
 = a

2
 – b

2
 ⟹ 4 = 9 – b

2
 ⟹ b

2
 = 5

ون السؤال لم يحدد اي محور  وهما:نلاحظ وجود حالتين ك          

 𝐱𝟐

 𝟗
 + 

 𝐲𝟐 

 𝟓 
= 1          : هي  المعادلة السيناتالبؤرتان على  )1

 𝐱𝟐

 𝟓
 + 

 𝐲𝟐 

 𝟗 
 : هي  المعادلة البؤرتان على الصادات )2    1 =
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= الاختلاف المركزي  ( د
 𝟏 

𝟐
 وحدة طول   (12) وطول محوره الصغير   

∵ 2b = 12 ⟹ ∴ b = 6          طول محوره الصغير

∵ e = 
𝐜 

𝐚 
 ⟹  

𝟏

𝟐
  = 

𝐜 

𝐚 
 ⟹ 2c = a ⟹ ∴ c = 

 𝐚

𝟐

∵ c
2
 = a

2
 – b

2
 ⟹ 

𝐚𝟐

𝟒
 = a

2
 – 36 ⟹  a

2
 – 

𝐚𝟐

𝟒
= 36 ⟹  ∴ a

2
 = 48

ون السؤال لم يحدد اي محور  وهما:نلاحظ وجود حالتين ك          

المعادلة                ∴البؤرتان على السينات :   
 𝐱𝟐

𝟒𝟖
 + 

 𝐲𝟐

𝟑𝟔
 = 1

المعادلة               ∴البؤرتان على الصادات :   
 𝐱𝟐

𝟑𝟔
 + 

 𝐲𝟐

𝟒𝟖
 = 1
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 وحدة  3وحدات ونصف طول محوره الصغير  يساوي   ( 8) المسافة بين بؤرتيه تساوي هـ(          

 ∵ 2c = 8 ⟹ ∴ c = 4  

 b=   3 نصف المحور الصغير  

∵ c
2
 = a

2
 – b

2
 ⟹ 16 = a

2
 – 9 ⟹   ∴ a

2
= 25

نلاحظ وجود حالتين كون السؤال لم يحدد اي محور  وهما:          

:              هي  المعادلة  و  البؤرتان على السينات 
 𝐱𝟐

𝟐𝟓
 + 

  𝐲𝟐

𝟗
 = 1

:              هي  المعادلة  والبؤرتان على الصادات 
 𝐱𝟐

𝟗
 + 

  𝐲𝟐

𝟐𝟓
 = 1
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 باستخدام التعريف أو جد معادلة القطع الناقص إذا علم : //  3س

ومركزه نقطة الأصل . ( 3 ∓ , 0 )ورأساه النقطتان   ( 2 ∓ , 0 )بؤرتاه  النقطتان  ( أ

 ∵ ( 0 , ∓ 3 ) العدد الثابت   a = 3 ⟹ 2a = 6 ∴ ⟹  الرأسان 

 تقع على القطع الناقص   P ( x , y )النقطة ان نفرض ول

pF1 + pF2 = 2a حسب التعريف   لذا ف

√𝐱𝟐 + ( 𝐲 − 𝟐 )𝟐 + √𝐱𝟐 + ( 𝐲 + 𝟐 )𝟐 = 𝟔

√𝐱𝟐 + ( 𝐲 − 𝟐)𝟐 = 𝟔 − √𝐱𝟐 + ( 𝐲 + 𝟐 )𝟐

( 𝐲 − 𝟐 )𝟐 = 𝟑𝟔 −  𝟏𝟐√𝐱𝟐 + ( 𝐲 + 𝟐 )𝟐 + ( 𝐲 + 𝟐 )𝟐 

 𝐲𝟐 − 𝟒𝐲 + 𝟒 = 𝟑𝟔 −  𝟏𝟐√𝐱𝟐 + ( 𝐲 + 𝟐 )𝟐 + 𝐲𝟐 + 𝟒𝐲 + 𝟒

𝟏𝟐√𝐱𝟐 + ( 𝐲 + 𝟐 )𝟐 =  𝟑𝟔 + 𝟖𝐲 ] ÷ 4 

𝟑√𝐱𝟐 + ( 𝐲 + 𝟐 )𝟐 =  𝟗 + 𝟐𝐲  

𝟗 [ 𝐱𝟐 + 𝐲𝟐 + 𝟒𝐲 + 𝟒 ] = 𝟖𝟏 + 𝟑𝟔𝐲 + 𝟒𝐲𝟐     بالتربيع

𝟗 𝐱𝟐 + 𝟗𝐲𝟐 + 𝟑𝟔𝐲 + 𝟑𝟔 = 𝟖𝟏 + 𝟑𝟔𝐲 + 𝟒𝐲𝟐

𝟗 𝐱𝟐 + 𝟗𝐲𝟐 − 𝟒𝐲𝟐 = 𝟖𝟏 − 𝟑𝟔 ⟹ 𝟗 𝐱𝟐 + 𝟓𝐲𝟐  = 𝟒𝟓
 𝐱𝟐

𝟓
 + 

 𝐲𝟐

𝟗
 = 1   : هي  المعادلة ∴
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لسينات ومركزه تقعان على محور اوالبؤرتان  ( 10) وحدة طول والبعد الثابت  ( 6) المسافة بين بؤرتيه  ( ب

نقطة الأصل .

2c = 6 ⟹ c = 3 ⟹ F1 ( 3 , 0 ) , F2 ( – 3 , 0 ) 

2a = 10العدد الثابت    تنتمي للقطع ولدينا   p( x ,y )لنفرض أن النقطة                       

      pF1 +pF2 = 2a       : ومن تعريف القطع الناقص 

√(𝐱 − 𝟑)𝟐 + 𝐲𝟐 + √(𝐱 + 𝟑)𝟐 + 𝐲𝟐 =           بالتعويض 𝟏𝟎

√(𝐱 − 𝟑)𝟐 + 𝐲𝟐 = 𝟏𝟎 − √(𝐱 + 𝟑)𝟐 + 𝐲𝟐         وبتربيع الطرفين

     (𝐱 − 𝟑)𝟐 + 𝐲𝟐 = 𝟏𝟎𝟎 − 𝟐(𝟏𝟎)√(𝐱 + 𝟑)𝟐 + 𝐲𝟐 + (𝐱 + 𝟑)𝟐 + 𝐲𝟐

x
2
 – 6x + 9+𝟐𝟎√(𝐱 + 𝟑)𝟐 + 𝐲𝟐 = 𝟏𝟎𝟎 + x

2
 +6x +9

 𝟐𝟎√(𝐱 + 𝟑)𝟐 + 𝐲𝟐 = 100 + 6x  +6x 
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 𝟐𝟎√(𝐱 + 𝟑)𝟐 + 𝐲𝟐 = 100 + 12x ] ( ÷ 4 ) 

𝟓√(𝐱 + 𝟑)𝟐 + 𝐲𝟐 = 25 + 3x        نربع الطرفين

25 [ ( x+3)
2
 + y

2
 ] = 625 + 150x + 9x

2  

25[ x
2
+6x +9 + y

2
 ] = 625 + 150x + 9x

2

25x
2
+150x +225 + 25y

2
  = 625 + 150x + 9x

2 

25x
2
– 9x

2  + 25y
2
  = 625 – 225  ⟹  16 x

2
+ 25y

2
        400وبالقسمة على  400 = 

  𝐱𝟐

 𝟐𝟓
+ 

   𝐲𝟐 

 𝟏𝟔 
 = 1    : هي  المعادلة ∴
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الذي  اوجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل وإحدى بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافئ // 4س

yمعادلته 
2
 + 8x = 0  ( 𝟑√ ,  𝟑√2 )أن القطع الناقص يمر بالنقطة بعلما

y
2
 = – 8x                                                           : في القطع المكافئ

y
2
 = – 4px         قارنة من الم   ∴ 4p = 8 ⟹ p = 2    ∴ F (– 2 , 0 )

 F1(2 , 0 ) , F2(– 2 , 0 )   : في القطع الناقص :                              البؤرتان 

تحقق معادلة القطع الناقص :  ( 𝟑√ ,  𝟑√2 )النقطة 
  𝐱𝟐

 𝐚𝟐  + 
   𝐲𝟐 

 𝐛𝟐 
 = 1

𝟏𝟐

   𝐚𝟐 + 
 𝟑 

   𝐛𝟐   
 = 1 ………(1) 

c
2
 = a

2
 – b

2
 ⟹ 4 = a

2
 – b

2
 ⟹ a

2
 = 4 + b

2
 ………(2)                (1) في   (2)عوض ن

𝟏𝟐

 𝟒 +   𝐛𝟐 
 + 

𝟑 

 𝐛𝟐 
 = 1  

𝟏𝟐  𝐛𝟐+𝟑(𝟒 +   𝐛𝟐)

   𝐛𝟐(𝟒 +   𝐛𝟐) 
  = 1 

𝟏𝟐  𝐛𝟐 + 𝟏𝟐 + 𝟑 𝐛𝟐 =   𝟒𝐛𝟐  +  𝐛𝟒  ⟹  𝐛𝟒 − 𝟏𝟏  𝐛𝟐 − 𝟏𝟐 = 𝟎

( b
2
 – 12 )( b

2
 + 1 ) = 0

  ∴ b
2
 = 12  or  b

2
 + 1 = 0 ⟹ b

2
  تهمل 1 – = 

∴ a
2
(2)في  بالتعويض       16 = 

 𝐱𝟐

𝟏𝟔
 + 

 𝐲𝟐

𝟏𝟐
 = 1 ∴    المعادلة    
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//  أوجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه  نقطة الاصل  وبؤرتاه على محور  السينات ويمر  بالنقطتين             5س  

 ( 3 , 4 ) , ( 6 , 2 )  

: هي المعادلة  محور السينات أي علىالبؤرتان  ∵
 𝐱𝟐

𝐚𝟐  + 
 𝐲𝟐

𝐛𝟐  = 1

𝟑𝟔

𝐚𝟐 + 
𝟒

𝐛𝟐 = 1                      يمر بها: هفي القطع لا ن  ( 6 , 2 )   نعوض النقطة 

𝟑𝟔

𝐚𝟐  = 1 – 
𝟒

𝐛𝟐 ⟹ 
𝟑𝟔

𝐚𝟐  = 
𝐛𝟐− 𝟒

𝐛𝟐 ⟹ a
2
 ( b

2
 – 4 ) = 36b

2
  ⟹ a

2
  = 

𝟑𝟔𝐛𝟐

𝐛𝟐− 𝟒
   ……(1) 

𝟗

𝐚𝟐 + 
𝟏𝟔

𝐛𝟐 = 1       يمر بها: هفي القطع لا ن   ( 3 , 4 )  نعوض النقطة 

𝟗

𝐚𝟐 = 1 – 
𝟏𝟔

𝐛𝟐 ⟹ 
𝟗

𝐚𝟐  = 
𝐛𝟐− 𝟏𝟔

𝐛𝟐

a
2
 ( b

2
 – 16 ) = 9b

2
  ⟹ a

2
 =

𝟗𝐛𝟐

𝐛𝟐− 𝟏𝟔
   ……(2) 

[ 
𝟑𝟔𝐛𝟐

𝐛𝟐− 𝟒
 = 

𝟗𝐛𝟐

𝐛𝟐− 𝟏𝟔
] ÷ 9b

2
(1) معادلة  نعوض في  

𝟒

𝐛𝟐− 𝟒
 = 

𝟏

𝐛𝟐− 𝟏𝟔
⟹ 4b

2
 – 64 = b

2
– 4

4b
2
 – b

2
 = 64 – 4   ⟹ 3b

2
 = 60   ⟹  b

2
 = 20

𝐚𝟐 =
𝟗(𝟐𝟎)

𝟐𝟎− 𝟏𝟔
(2) معادلة  نعوض في     45 = 

 𝐱𝟐

𝟒𝟓
 + 

 𝐲𝟐

𝟐𝟎
 = 1 ∴    المعادلة   
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x  نقطتا تقاطع المنحني أوجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل وبؤرتاه // 6س
2 
+ y

2
 – 3x =16

yمع محور الصادات ويمس دليل القطع المكافئ  
2
 =12x 

  y
2
 = 12x   في القطع المكافئ 

y
2
 =  4px          من المقارنة  ⟹ ∴ p = 3   ⟹F ( 3 , 0 ) ⟹  (– 3 , 0 ) نقطة التماس   ∴

 yالمنحني المعطى لإيجاد قيم  في معادلة   x = 0  نعوض  لإيجاد نقاط التقاطع مع محور الصادات       

0 + y
2
 – 0 = 16  ⟹ y = ∓ 4

وهما بؤرتي القطع الناقص ( 4∓ , 0 ) نقطتا التقاطع هما  ∴

        c = 4   ،           ( 0 , ∓4 ): في القطع الناقص                 البؤرتان             

 𝐱𝟐

 𝐚𝟐 + 
 𝐲𝟐 

 𝐛𝟐 
:تحقق معادلة القطع الناقص                  1 =   (– 3 , 0 ) نقطة التماس 

𝟗

 𝐛𝟐 + 0  = 1 ⟹ b
2
 = 9

c
2
 = a

2
 – b

2
 ⟹ 16 = a

2
 – 9 ⟹ a

2
 = 25

 𝐱𝟐

𝟗
 + 

 𝐲𝟐

𝟐𝟓
 = 1 ∴      هي : المعادلة 
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أوجد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه تنتميان إلى محور السينات ومركزه نقطة الأصل وطول محوره // 7س

y  ضعف طول محوره الصغير ويقطع القطع المكافئ الكبير 
2
 +8x = 0   ( 2 – )عند النقطة التي احداثيها السيني

والناقص :تحقق معادلة المكافئ   x = – 2النقطة التي فيها    

y     : yلإيجاد قيم  المكافئ تعوض في معادلة القطع               
2
 +8 (– 2) = 0

 y = ∓4  ⟹ y
2
  = 16  

: تحقق معادلة القطع الناقص ( 4 – ,2 –) , ( 4 ,2 –) التقاطع هي  نقاط ∴ 

 
  𝐱𝟐

 𝐚𝟐 + 
   𝐲𝟐 

   𝐛𝟐 
 = 1

  2a = 2 ( 2b)   في السؤال لدينا أن : لكن                

∴ a = 2b …….(1) 

 :  aو قيمة ( 4 ,2 –) نعوض النقطة لذا                   

𝟒

 𝟒 𝐛𝟐 + 
 𝟏𝟔 

 𝐛𝟐 
 = 1 ⟹  

 𝟏𝟕 

 𝐛𝟐 
= 1  ⟹  b

2
 = 17 ⟹ ∴ b = √𝟏𝟕

a = 2√𝟏𝟕 ⟹ a2 ∴ (1)نعوض في 
 = 68          

 𝐱𝟐

𝟔𝟖
 + 

 𝐲𝟐

𝟏𝟕
 = 1 ∴    المعادلة   

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

hxقطع ناقص معادلته // 8س
2
 + ky

2
يساويومركزه نقطة الأصل ومجموع مربعي طولي محوريه    36 = 

yوإحدى بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافئ الذي معادلته (60)
2
 = 4√𝟑 x  ما قيمة كل منh , k ∈ R  ؟

y
2
 = 4√𝟑 x  من القطع المكافئ  بالمقارنة نحصل على

   ∴ 4p = 4√𝟑 ⟹ p = √𝟑    ⟹  ∴ F (√𝟑 , 0 ) 

F1(√𝟑 , 0 ) , F2(–√𝟑 , 0 ) ⟹ ∴ c = √𝟑                في القطع الناقص  

(2a)
2
 + (2b)

2
 = 60 ⟹ 4a

2
 + 4b

2
 = 60 ] ÷ 4            مجموع مربعي طولي محوريه

a
2
 + b

2
 = 15  ⟹  a2

 = 15 – b
2
………(1)

∵ c
2
 = a

2
 – b

2
 ⟹   3 = 15 – b

2
 – b

2
 ⟹ 2b

2
= 15 – 3 ⟹ ∴ b

2
 = 6  (1)نعوض في 

∴ a
2
 = 15 – 6 ⟹  a

2
 = 9 

[ hx
2
+ky

2
=36 ] ÷ 36

 𝐱𝟐

𝟑𝟔

𝐡

 + 
 𝐲𝟐

𝟑𝟔

𝐤

 = 1  فينتج من المقارنة            السيناتمحور على القطع البؤرتان من  

∴ 
𝟑𝟔

𝐡
 = a

2
 ⟹ 

𝟑𝟔

𝐡
 = 9 ⟹ h = 4  , 

𝟑𝟔

𝐤
= b

2
  ⟹ 

𝟑𝟔

𝐤
 = 6 ⟹ k = 6
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xأوجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل وإحدى بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافئ // 9س
2
 = 24y 

. وحدة  ( 36) ومجموع طولي محوريه 

x
2
 = 24y                      في القطع المكافئ                 بالمقارنة نحصل على

 ∴ 4p = 24  ⟹ p = 6    ∴ F ( 0 , 6 ) 

∴ c = 6              ( 0 , ∓6 ) : في القطع الناقص              البؤرتان 

 [2a+ 2b = 36] ÷ 2 

 a + b = 18 ⟹ a = 18 – b …..(1) 

∵ c
2
 = a

2
 – b

2

36 = (18 – b)
2
– b

2

36 = 324 – 36b + b
2 
– b

2

 36 b = 324 – 36 ⟹ 36 b = 288 

∴ b = 8 a = 10 ⟹  (1)نعوض في  

 𝐱𝟐

𝟔𝟒
+ 

 𝐲𝟐

𝟏𝟎𝟎
 = 1 ∴      هي  المعادلة 
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تنتمي للقطع  Q والنقطة F1( 4 , 0 ) , F2(– 4 , 0 )أوجد معادلة القطع الناقص الذي  بؤرتيه  //10س

وحدة  (24)يساوي  Q F1 F2الناقص بحيث أن محيط المثلث 

  F1( 4 , 0 ) , F2(– 4 , 0 ) ⟹ c = 4 

 ∵ pF1 +PF2 + F1F2 = 2a + 2c  pF1F2 = 24   محيط المثلث ∵

∴ [ 2a + 2( 4 ) = 24 ] ÷ 2 

   a + 4 = 12 ⟹ a = 8 

∵ c
2
 = a

2
 – b

2
  ⟹ 16 = 64 – b

2

b
2
 = 64 – 16  ⟹ b

2
 = 48

  𝐱𝟐

 𝟔𝟒
  + 

   𝐲𝟐 

 𝟒𝟖 
= 1 المعادلة :    ∴  
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هو مجموعة النقط في المستوي التي تكون القيمة المطلقة لفرق بعدي أي منها عن نقطتين                                               

. " يساوي عددا ثابتا  تانثابتتين " البؤر

 سب موقع البؤرتين بالنسبة للمحورين الاحداثيين ومنها :وتوجد عدة حالات للقطع الزائد ح

 من خلال الشكل المجاور وتعريف القطع نلاحظ عدة امور منها :

 باسم البؤرتان  F1 ( c , 0 ) , F2 (– c , 0 )نسمي كل من   (1

 .  2cو يرمز للبعد بين البؤرتين    c > 0) من التعريف ( حيث 

 باسم الراسان V1 ( a ,0 ) , V2 (– a ,0 )يسمى كل من  (2

< aحيث 
 و يسمى ايضا طول  2aو يرمز للبعد بين الراسين  0 

 المحور الحقيقي و يمثل العدد الثابت في التعريف 

تقع على القطع الزائد فمن التعريف فان :  p ( x , y )لذا فلو فرضنا النقطة 

القطرين البؤريين يسميان طولي نصفي  PF1 , PF2كل من   (3

, 0 )النقطتان  (4
 
b),( 0 , –b)   ) نهايتي المحور التخيلي ) المرافق b > 0    2ويرمز لطول المحور التخيليb  .

 y = 0المحور الحقيقي  ) الذي يقع عليه البؤرتان والرأسان و مركز القطع (هو محور السينات ومعادلته   (5

x = 0    التخيلي أو  المرافق ) عمودي على المحور الحقيقي عند مركز القطع  ( معادلة المحور  (6

نقطة تنتمي للقطع ونعلم ان : p ( x , y )البؤرتان و   F1 ( c , 0 ) , F2 (– c , 0 )لتكن كل من  

| PF1 – PF2 | = 2a 

وبعد التعويض والتبسيط ) الاشتقاق غير مطلوب راجع الكتاب (نحصل على المعادلة القياسية للقطع الزائد الذي 

 بؤرتيه  تنتمي  لمحور  السينات  ومركزه  نقطة  الأصل وهي : 

 = e ) لاحظ الشكل اعلاه ( كما ان الاختلاف المركزي هو c > a  , c > b حيث  
 𝐜 

 𝐚 
=

√𝐚𝟐+𝐛𝟐

 𝐚 
( 1) اكبر من   

c           :  c كذلك يمكن استخدام العلاقة الاتية لإيجاد  
2
 = a

2
 + b

2

القطع الزائد

:  القطع الزائد  الذي  بؤرتيه  تنتمي  لمحور  السينات  ومركزه  نقطة أولا

الأصل 

| PF1 – PF2 | = 2a 

𝐱𝟐  

 𝐚𝟐 
−

   𝐲𝟐  

 𝐛𝟐 
= 𝟏 

القطع الزائد  الذي  بؤرتيه  تنتمي  لمحور  السينات  ومركزه  نقطة  الأصل  ايجاد معادلة
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لقطع الزائد: لأوجد إحداثيات البؤرتين والرأسين وطولي المحورين والاختلاف المركزي                    
 𝐱𝟐

𝟏𝟔
 – 

 𝐲𝟐

𝟗
 = 1

 𝐱𝟐

𝟏𝟔
 – 

 𝐲𝟐

𝟗
 = 1  ) على محور السينات (  نقارن 

a
2
 = 16 ⟹ a = 4 ⟹ 2a = 8                 طول المحور الحقيقي

b
2
 = 9 ⟹ b = 3 ⟹ 2b = 6 ( التخيليطول المحور المرافق         )

c
2
 = 𝐚𝟐 + 𝐛𝟐 ⟹  c

2
 = 16 + 9 = 25

∴ c = 5    ⟹  𝐅𝟏 ( 5 , 0 ) , 𝐅𝟐 ( – 5 , 0 ) البؤرتان 

𝐕𝟏 ( 4 , 0 ) , 𝐕𝟐 ( – 4 , 0 )      الرأسان

)المرافق (        التخيلينهايتي المحور   : ( 3 – , 0 ) , ( 3 , 0 )

e = 
 𝐜 

 𝐚 
 = 

 𝟓

𝟒 
       ( 1) لاحظ ان الناتج اكبر من  الاختلاف المركزي   
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  من خلال الشكل المجاور وتعريف القطع نلاحظ عدة امور منها :

1) F1 ( 0 , c ) , F2 ( 0 , – c )    حيثالبؤرتان  c > 0

2) V1 ( 0 , a ) , V2 ( 0 , a – )  حيث   الراسانa >
 0

, b  )النقطتان  (3
 
0 ),( –b , 0 )  نهايتي المحور التخيلي

.  b > 0 ) المرافق ( 

 x = 0المحور الحقيقي  هو محور الصادات ومعادلته   (4

 y = 0التخيلي أو  المرافق معادلة المحور  (5

نقطة تنتمي للقطع ونعلم ان : p ( x , y )البؤرتان و   F1 ( 0 , c ) , F2 ( 0 , – c  )لتكن كل من  

| PF1 – PF2 | = 2a 

وبعد التعويض والتبسيط ) الاشتقاق غير مطلوب راجع الكتاب (نحصل على المعادلة القياسية للقطع الزائد الذي 

 بؤرتيه  تنتمي  لمحور  الصادات  ومركزه  نقطة  الأصل وهي : 

) لاحظ الشكل اعلاه ( كما ان كل القوانين الاخرى تنطبق على حالتي القطع . c > a  , c > b حيث  

:  القطع الزائد  الذي  بؤرتيه  تنتمي  لمحور  الصادات  ومركزه  نقطة  الأصل ثانيا

𝐲𝟐 

 𝐚𝟐  – 
  𝐱𝟐

 𝐛𝟐 = 𝟏  

القطع الزائد  الذي  بؤرتيه  تنتمي  لمحور  الصادات  ومركزه  نقطة  الأصل  ايجاد معادلة

مثال

الحل
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أوجد إحداثيات البؤرتين والرأسين وطولي المحورين والاختلاف المركزي للقطع الزائد:                     
 𝐲𝟐

𝟏𝟔
 – 

 𝐱𝟐

𝟒
 = 1

 𝐲𝟐

𝟏𝟔
 – 

 𝐱𝟐

𝟒
 = 1  ) على محور الصادات (  نقارن 

a
2
 = 16 ⟹ a = 4  ⟹ 2a = 8                 طول المحور الحقيقي

b
2
 = 4  ⟹ b = 2 ⟹ 2b = 4         ) طول المحور المرافق ) التخيلي

c
2
 = 𝐚𝟐 + 𝐛𝟐 ⟹  c

2
 = 16 + 4  = 20

∴ c = √𝟐𝟎 = 𝟐√𝟓        ⟹  𝐅𝟏 ( 0 , 𝟐√𝟓 ) , 𝐅𝟐 ( 0 , −𝟐√𝟓 ) البؤرتان 

𝐕𝟏 ( 0 , 4 ) , 𝐕𝟐 ( 0 , – 4 )      الرأسان

نهايتي المحور التخيلي )المرافق (         : ( 0 , 2 –) , ( 0 , 2 )

e = 
 𝐜 

 𝟒 
= 

𝟐√𝟓 

𝟒 
 = 

√𝟓

𝟐 
(       1الاختلاف المركزي ) لاحظ ان الناتج اكبر من   

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

:نتبع الخطوات الاتية  زائداللكي نرسم القطع                                                                      

 نجد كلا من البؤرتين والراسين ونهايتي المحور  (1

 التخيلي ) ومعادلتي المحور ين في حالة الانسحاب ( .

على النظام الاحداثي   المحورين ) في حالة الانسحاب (  نعين (2

 نعين كل من الرأسين ونهايتي المحور المرافق . (3

نرسم قطع مستقيمة توازي المحورين تمر من النقاط التي تمثل (4

 رأسين ونهايتي المحور المرافق .ال

 تقاطع هذه المستقيمات .نكون مستطيلا من  (5

. نرسم قطري المستطيل وهما يمثلان المحاذيان للقطع الزائد (6

على شكل منحنيين متعاكسين ) اشبه بقطعين مكافئين ( .ثم نرسم جزئي القطع الزائد  نعين البؤرتين  (7
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ويمكن ايجاد كلا من مساحته ومحيطة المستطيل المركزييسمى  (5)المستطيل الذي رسمناه في الخطوة                           

 ) ان طلبتا ( حيث :

= 4a + 4bمحيط المستطيل المركزي 

 4ab =مساحة المستطيل المركزي 

طريقة رسم القطع الزائد

 ملاحظة

مثال

الحل
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قطع الزائد للالمحورين  كل من  وطولنهايتي المحور المرافق  توإحداثياالبؤرتين والرأسين عين                       

 𝐱𝟐

𝟔𝟒
 – 

 𝐲𝟐

𝟑𝟔
هثم ارسم   1 = 

 𝐱𝟐

𝟔𝟒
 – 

 𝐲𝟐

𝟑𝟔
 = 1   ) على محور السينات (  نقارن

 𝐱𝟐

𝐚𝟐  – 
 𝐲𝟐

𝐛𝟐  = 1 

a
2
 = 64 ⟹ a = 8 ⟹ 2a = 16                 طول المحور الحقيقي

b
2
 = 36 ⟹ b = 6 ⟹ 2b = 12  لي (   تخيالمرافق ) الطول المحور

c
2
 = 𝐚𝟐 + 𝐛𝟐 = c

2
 = 100

∴ c = 10     

∴ 𝐅𝟏 (10 , 0 ) , 𝐅𝟐 (–10 , 0 )      البؤرتان 

𝐕𝟏 (8 , 0 ) , 𝐕𝟐 (–8 , 0 )      الرأسان

لي )المرافق (       تخينهايتي المحور ال  : ( 6 – , 0) , ( 6 , 0)
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2واختلافه المركزي     F( ∓ 4 , 0 )ع الذي مركزه نقطة الأصل وبؤرتاه أوجد معادلة القط                                                      

∵ 𝐅𝟏 ( ∓ 4 , 0 ) , 𝐅𝟐 ( ∓ 4 , 0 )        البؤرتان ⟹  c = 4 ) تعوض في الاختلاف المركزي (

∵ e = 
𝐜

 𝐚 
= 2 ⟹ 

𝟒

 𝐚 
 = 2 ⟹ a = 2 

∵ c2
 = a

2
 + b

2
 ⟹ 16 = 4 + b2

 ⟹ ∴ b
2
 = 16 – 4 = 12

:ومعادلته على محور السينات  وهي  لذا القطع قطع زائد   (1)الاختلاف المركزي أكبر من ∵

 𝐱𝟐

𝟒
−  

 𝐲𝟐

𝟏𝟐
 = 1 
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 8ع الزائد الذي مركزه نقطة الأصل وبؤرتاه على محور الصادات وطول محوره المرافق أوجد معادلة القط                   

.وحدة 12 وحدة و البعد بين بؤرتيه 

∵ 2b = 8 ⟹ b = 4    طول المحور المرافق ( )

∵ 2c = 12 ⟹ c = 6  البعد بين بؤرتيه   (            )

∵ c
2
 = a

2
 + b

2
 ⟹  36  = a

2
 +16  ⟹  ∴ a

2
 = 36 – 16 = 20 

 𝐲𝟐

𝟐𝟎
− 

 𝐱𝟐

𝟏𝟔
 = 1   المعادلة هي : ∴

الكتاب 19 مثال

الحل

الدور  الاول 2013وزاري 

الحل

مثال

 الحل
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واحدى بؤرتيه هي      28ع الزائد الذي مركزه نقطة الأصل ومحيط مستطيله المركزي = أوجد معادلة القط                   

xبؤرة القطع المكافئ                    
2
 +20 y = 0    .

x
2
 +20 y = 0  ⟹ x2

 =  – 20 y        ) في القطع المكافئ (

x
2
 =  – 4p y p = 5 ⟹ F( 0 ,  – 5 ) ⟹  ( من المقارنة)  

F( 0 ,  ∓ 5 ) ⟹ c = 5                    ) في القطع الزائد (

[ 4a + 4b = 28 ] ( ÷ 4 )  )محيط مستطيله المركزي( 

a + b = 7 ⟹  a = 7 – b  …… (1) 

∵ c
2
 = a

2
 + b

2
 ⟹  25  = (7 – b)

2
 + b

2
  ⟹  25  = 49 – 14b +b

2
 + b

2

2b
2
 – 14b + 49 – 25 = 0

[  2b
2
 – 14b + 24 = 0 ] ( ÷ 2 )

b
2
 – 7b + 12 = 0 ⟹( b – 3 )( b – 4 ) = 0

∴ b = 3 ( 1نعوض في  )  ⟹ a = 4  or    b = 4 ( 1نعوض في  )  ⟹ a = 3 
 𝐲𝟐

𝟏𝟔
− 

 𝐱𝟐

𝟗
 = 1 or                المعادلة هي : ∴

 𝐲𝟐

𝟗
− 

 𝐱𝟐

𝟏𝟔
 = 1   المعادلة هي : ∴
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رأساه هما بؤرتي القطع الناقص أوجد معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الأصل و             
 𝐱𝟐

𝟑𝟒
 + 

 𝐲𝟐

𝟗
 = 1

 وحدة مربعة  40ومساحة مستطيله المركزي = 

                من القطع الناقص نجد بؤرتاه فهما رأسي القطع الزائد                                           
 𝐱𝟐

𝟑𝟒
 + 

 𝐲𝟐

𝟗
 = 1

c
2
 = 𝐚𝟐 − 𝐛𝟐⟹ c

2
 = 34 – 9 ⟹ c

2
 = 25 ⟹ c = 5

F( ∓ 5 , 0 )  بؤرتي الناقص هما ∴ 

 V( ∓ 5 , 0 )      ⟹ ∴ a = 5      في القطع الزائد لدينا                        من الرأسان       

 A = 4ab                               :  مساحة المستطيل المركزي

 40 = 4 ( 5b ) ⟹ b = 2 
 𝐱𝟐

𝟐𝟓
− 

 𝐲𝟐

𝟒
 = 1  ∴    المعادلة   
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xالمكافئالقطع  ي بؤرةه أوجد معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الأصل واحدى بؤرتاه               
2
=

 
4√𝟏𝟑y 

وحدة مربعة 24ومساحة مستطيله المركزي = 
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قد يكون اي واحد منهما هو الاكبر كذلك يمكن ان يكونان متساويان .    a , b* لاحظ أن                             

) أي ان طول المحور الحقيقي = طول المحور التخيلي ( ويسمى هذا القطع باسم    a , b** في حالة تساوي كلا من 

 e = √𝟐 قطع زائد قائم أو )المتساوي الاضلاع (ويكون فيه المستطيل المركزي مربع كذلك الاختلاف المركزي له هو 

 ملاحظة

مثال

الحل

الحل

 مثال

 مثال
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 وبؤرته بؤرة القطع المكافئ الذي معادلته  𝟐√أوجد معادلة القطع المخروطي الذي مركزه نقطة الأصل واختلافه المركزي                        
                      y

2
 = – 8 √𝟐x   

y
2
 = – 8 √𝟐x        في القطع المكافئ      نقارن لإيجاد البؤرة         

y
2
 = – 4p x  ⟹ 4p = 8 √𝟐 

                           p = 2 √𝟐 ⟹ F( –  2 √𝟐 , 0 ) 

 a = b ∴       اي القطع زائد قائم أي : 𝟐√ =نلاحظ الان ان الاختلاف المركزي اكبر من واحد لذا القطع زائد ايضا 

       c
2
 = a

2
 + b

2
  ⟹ 8 = a

2
 + a

2
 ⟹ 8 = 2 a

2 ⟹ a
2
 = 4 ⟹ a = 2 = b 

                                            
  𝐱𝟐

𝟒
−  

  𝐲𝟐

𝟒
 = 1  ∴    المعادلة هي :   
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 وحدات    𝟐√ 4 =وطول محوره الحقيقي بؤرتيه على محور السينات قطع الزائد القائم مركزه نقطة الأصل أوجد معادلة                       
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𝐱𝟐  قطع الزائد مركزه نقطة الأصل و بؤرتيه هما بؤرتي القطع الناقص الذي معادلته هي  أوجد معادلة                      

𝟑𝟗
+  

  𝐲𝟐

𝟏𝟒
 = 1     

 وحدة طول . 18,  12وطولا نصفي قطريه البؤريين المرسومين من احدى نقاطه هما 

  𝐱𝟐

𝟑𝟗
+  

  𝐲𝟐

𝟏𝟒
  من القطع الناقص نجد البؤرة              1 = 

  𝐱𝟐

𝐚𝟐 +  
  𝐲𝟐

𝐛𝟐 a ⟹ من المقارنة   1 = 
2 
= 39  , b

2
 = 14  

∵ c
2 
= a

2
 – b

2
 ⟹ ∴ c

2 
= 39 – 14 ⟹ c

2 
= 25 ⟹ c

 
= 5 

∴ 𝐅𝟏 ( 5 , 0 ) , 𝐅𝟐 ( – 5 , 0 ) ⟹∴ c = 5     في القطع الزائد                                  من البؤرتان      
 أي أن : 18,  12طولا نصفي القطر البؤريين هما  ∵               

                | 18 – 12 | = 2a     حسب تعريف القطع الزائد 

                6 = 2a ⟹ a = 3  

             ∵ c
2
 = a

2
 + b

2
 ⟹ 25 = 𝟗 + 𝐛𝟐 ⟹∴ 𝐛𝟐= 16 

  𝐱𝟐

𝟗
−  

  𝐲𝟐

𝟏𝟔
 = 1 المعادلة هي :        ∴  
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  ( 𝟖√ , 0 )وحدات واحدى بؤرتيه  هي النقطة  4أوجد معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الأصل وطول محوره المرافق                     

 𝟓 أوجد معادلة القطع المخروطي الذي مركزه نقطة الأصل   واختلافه المركزي =                       

𝟑
  4= ونصف طول محوره المرافق   
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أوجد معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الأصل والذي البعد بين رأسيه ثلاثة امثال اختلافه المركزي                      

 مع محور الصادات .  2x + y = 6واحدى بؤرتيه هي نقطة تقاطع المستقيم 

 مثال

 مثال

 الحل

 مثال

 الحل

 مثال

 مثال

 مثال
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yأوجد معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الأصل واحدى بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافئ                     
2
 = – 24x  و رأسيه هما

𝐱𝟐 بؤرتي القطع الناقص 

𝟑𝟔
 + 

  𝐲𝟐

𝟐𝟎
 = 1   

                    
yبالمقارنة نجد                                                            في القطع المكافئ                         

2
 = – 24 x 

y
2
 = – 4p x ⟹ 4p = 24  ⟹ p = 6   ∴ F (– 6 , 0 ) 

 وهي احدى بؤرتي القطع الزائد     

𝐱𝟐 بالمقارنة نجد                                  في القطع الناقص                        

𝟑𝟔
 + 

 𝐲𝟐

𝟐𝟎
 = 1  

 𝐱𝟐

𝐚𝟐  + 
 𝐲𝟐

𝐛𝟐  = 1 

∵ c
2
 = a

2
 –  b

2
  ⟹ c

2
 = 36 – 20 ⟹ c = 4

وهما رأسي القطع الزائد  ∴ البؤرتان ( 0 , ∓4) 
( ∓ 6 , 0 )  ⟹    ∴ c = 6    والان في القطع الزائد لدينا كل من                                                                  البؤرتان     

                     ( ∓ 4 , 0 )  ⟹     ∴ a = 4      الرأسان
∵ c

2
 = 𝐚𝟐 + 𝐛𝟐 ⟹ 36 = 𝟏𝟔 + 𝐛𝟐 ⟹ 𝐛𝟐= 20

 𝐱𝟐

𝟏𝟔
−  

  𝐲𝟐

𝟐𝟎
 = 1 المعادلة هي         ∴
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في حال ذكر في السؤال تماس بين  قطع زائد وقطع ناقص  فأن نقطة التماس اما قطب أو راس حسب اتفاق او اختلاف                           
 يمر  ببؤرة قطع ناقص هنا البؤرة في الناقص تمثل رأس للزائد .أما اذا ذكر ان القطع الزائد و  النقطة مع احداثي البؤرتين

كذلك لاحظ ان القطع الزائد يمس دليل المكافئ في نقطة تمثل رأس للقطع الزائد .
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ويمس القطع الناقص الذي معادلته   ( 5 , 0 ) أوجد معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الأصل واحدى بؤرتيه هي                     
  𝐱𝟐

𝟒𝟗
 + 

  𝐲𝟐

𝟗
 = 1 

𝐚𝟐 = 49 , b                                                           في القطع الناقص                         
2
 = 9   

 ( 3 – , 0 ) ,( 3 , 0 )والقطبان  هما :    ( 0 , 7 –) ( 0 , 7 )الرأسان هما :     ∴                       
                        احدى بؤرتيه على محور  الصادات وبما انه يمس القطع الناقص ∵     الزائد في القطع

 وهما رأسي القطع الزائد  ( 3 – , 0 ) ,( 3 , 0 )نقطتي التماس  :  ∴                       
  ∴ a = 3     ,    c = 5 

∵ c
2
 = 𝐚𝟐 + 𝐛𝟐 ⟹ 25 = 𝟗 + 𝐛𝟐⟹ 𝐛𝟐 = 16

 𝐲𝟐

𝟗
− 

 𝐱𝟐

𝟏𝟔
= 1 ∴    المعادلة هي :   

 مثال

 الحل

 ملاحظة

مثال

الحل
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أوجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل والذي بؤرتاه هما بؤرتي القطع الزائد الذي                                                       
yمعادلته 

2
 – x

2
yويمس دليل القطع المكافئ الذي معادلته   32 = 

2
 + 16 x = 0   
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أوجد معادلة القطع الناقص والزائد اذا كان كل منهما يمر ببؤرتي الاخر وكلاهما يقعان على محور                                                                    
 ( مركزهما نقطة الاصلوحدة طول .  )  6وحدة طول وطول المحور الحقيقي يساوي  𝟐√6السينات وطول المحور الكبير يساوي 
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xلتكن                                                              
2
 – L y

2
معادلة قطع زائد احدى بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافئ الذي  3 = 

yمعادلته  
2
 = 8x  ، فأوجد قيمةL.

yبالمقارنة نجد                                       في القطع المكافئ                         
2
 = 8x

y
2
 = 4p x ⟹ 4p = 8  

     p = 2   ∴ F ( 2 , 0 ) 

وهي احدى بؤرتي القطع الزائد     

F ( ∓2 , 0 ) ⟹    ∴ c = 2    في القطع الزائد لدينا                                 البؤرتان

      في معادلة القطع الزائد المعطاة  
 𝐱𝟐

𝟑
− 

 𝐲𝟐

 𝟑 

𝐋

 = 1[ x
2

– L y
2
 = 3 ] ÷ 3 ⟹

 𝐱𝟐

𝐚𝟐 − 
 𝐲𝟐

𝐛𝟐 = 1 بالمقارنة نجد         ⟹ a2
 = 3  , b2

 = 
 𝟑

𝐋

∵ c
2
 = a

2
 + b

2
 ⟹ 4 = 3 +

 𝟑 

𝐋
⟹ 4 – 3 = 

𝟑 

𝐋
 ⟹ 1 = 

 𝟑  

𝐋
 ⟹ L = 3
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5yليكن                                                         
2
 – 4 x

2
 = h  قطعا زائدا  احدى بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافئ الذي معادلته

4y – √𝟓 x
2 
 .h ∈ Rفأوجد قيمة , 0 =
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أوجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل وبؤرتاه على محور  السينات ومجموع طولي                                                                   
xوحدة طول وبؤرتاه تنطبقان على بؤرتي القطع الزائد  16= محوريه 

2
 – 2y

2
 = 6   .
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وحدات  5= قطع زائد ينطبق محوراه على المحورين الاحداثيين ومركزه نقطة الاصل وطول محوره المرافق                                                       
 , أوجد معادلته .  ( 0 , 3 –) ( 0 , 3 )وبؤرتيه 
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 بؤرتي القطع الناقص أوجد معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الاصل و رأساه هما                  
9y

2 
+

 
5x

2 
=

 
والمسافة بين   45

بؤرتيه تساوي ضعف طول محوره المرافق .
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yأوجد معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الاصل وبؤرتاه هما بؤرتي القطعين المكافئين                                                        
2
 = 20x

 , y
2
 = – 20x    وحدات طول 8وطول محوره المرافق يساوي.

الدور  الاول  2007وزاري 

الحل

الدور  الاول  2003وزاري 

الدور  الاول  2012وزاري 

الدور  الاول  1996وزاري 

وزاري 

الدور  الاول  2008وزاري 

الدور  الاول  2006وزاري 

الدور  الاول  2016وزاري 
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وحدات طول وراساه هما  8= أوجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل والبعد بين بؤرتيه                                                        

𝐱𝟐 بؤرتي القطع الزائد  الذي معادلته :

𝟏𝟔
−  

 𝐲𝟐

𝟗
 = 1 
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3xأوجد معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه تنطبقان على بؤرتي القطع الناقص                                                         
2
 + 5 y

2
 = 120  

 𝟏= والنسبة بين طول محوره الحقيقي الى البعد بين بؤرتيه 

𝟐
.

3xأوجد معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه هما رأسي القطع الناقص                                                        
2 
+ 5 y

2 
والنسبة بين   120 =

 𝟏= طول محوره الحقيقي الى البعد بين بؤرتيه 

𝟐
.

أوجد معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الاصل وبؤرتاه هما بؤرتي القطعين المكافئين                                                       
y

2
 = 20x , y

2
 = – 20x     2= والفرق بين طولي محوريه الحقيقي والمرافق .

أوجد معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الاصل والذي يمر من بؤرتي القطع الناقص الذي معادلته                                                         
𝐱𝟐

𝟒𝟗
+ 

 𝐲𝟐

𝟐𝟒
  𝟓=  البعد بين بؤرتيه الى طول محوره المرافق ونسبة   1 = 

𝟒
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أوجد معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الاصل والذي بؤرتاه هما بؤرتي القطع الناقص الذي                                                         

𝐱𝟐معادلته 

𝟑𝟔
+  

  𝐲𝟐

𝟐𝟎
yالذي معادلته واحد رأسيه هو بؤرة القطع المكافئ    1 = 

2
 + 8 x = 0  
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أوجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل والذي يمر ببؤرتي القطع الزائد الذي معادلته                                                       
9y

2
 – 16x

2
  وحدة طول . 12ويقطع من السينات جزأ طوله     144 = 
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مركزه لقطع الزائد الذي الان سنتطرق ذكرنا حالتين للقطع الزائد الذي مركزه نقطة الأصل و                                                                              
( h, k ) فلو فرضنا إن المركز ,O ( 0, 0 )   من الوحدات سينسحب بمقدار( h )  لإحداثي السيني وبمقدار   ل( k )  لإحداثيل 

سوف تتغير بسبب هذا الانسحاب ) وهي ما يتطرق اليه المنهج في هذا الموضوع (.  الزائدالصادي فأن الرأسين والبؤرتين ومعادلة القطع 

 من الشكل المجاور  نلاحظ أن :      

 ( h, k )  ركز ) اساس الحل (الم  

𝐅𝟏 ( h + c , k )      البؤرتان
𝐅𝟐 ( h – c , k )  

𝐕𝟏 (h + a  , k )      الرأسان
𝐕𝟐 (h – a  , k ) 

والمعادلة تصبح :   
 ( 𝐱−𝐡)𝟐

 𝐚𝟐 − 
   (𝐲−𝐤)𝟐 

 𝐛𝟐 
 = 1 

 انسحاب المحاور للقطع الزائد

الدور  الاول  2007وزاري 

الدور  الاول  2000وزاري 

الدور  الثاني  2002وزاري 

الدور  الثاني  2003وزاري 

الدور  الثاني  1997وزاري 

الدور  الاول  2009وزاري 

الدور  الثاني  2001وزاري 

 .( h, k ) الذي محوره الحقيقي يوازي محور السينات  ومركزه  الزائدأولا : المعادلة القياسية للقطع 
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 من الشكل المجاور  نلاحظ أن :                  
( h, k )  ركز ) اساس الحل (الم

𝐅𝟏 ( h , k + c )      البؤرتان
𝐅𝟐 ( h, k – c )  

𝐕𝟏 (h, k + a )      الرأسان
𝐕𝟐 (h, k – a  ) 

والمعادلة تصبح :                   

 ( 𝐲−𝐤)𝟐

 𝐚𝟐 − 
 (𝐱−𝐡)𝟐 

 𝐛𝟐 
 = 1 
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أوجد إحداثيات المركز والبؤرتين والرأسين وطولي المحورين والاختلاف المركزي للقطع الزائد الذي معادلته :                                        

 ( 𝐱+𝟐)𝟐

 𝟗
− 

 (𝐲−𝟏)𝟐 

 𝟒 
 = 1 

 ( 𝐱+𝟐)𝟐

 𝟗
− 

 (𝐲−𝟏)𝟐 

 𝟒 
 = 1 

 ( 𝐱−𝐡)𝟐

 𝐚𝟐 − 
 (𝐲−𝐤)𝟐 

 𝐛𝟐 
بالمقارنة نحصل على   1 =

( h , k ) = ( –2 ,  1 )     ) المركز ) اساس الحل
a

2
 = 9 ⟹ a = 3 ⟹ 2a = 6 وحدة طول      لحقيقيطول المحور ا

b
2
 = 4 ⟹ b = 2 ⟹ 2b = 4 وحدة طول        لمرافقطول المحور ا

∵ c
2
 = 𝐚𝟐 + 𝐛𝟐 ⟹ 𝐜𝟐 = 9 + 4 ⟹ ∴ c = √𝟏𝟑

𝐅𝟏 ( h + c , k ) ⟹  𝐅𝟏 (−2+√𝟏𝟑 , 1 )     البؤرتان

𝐅𝟐 ( h – c , k )    ⟹   𝐅𝟐 (−2−√𝟏𝟑 , 1 )

𝐕𝟏 ( h + a  , k ) ⟹𝐕𝟏 (1 , 1 )   الرأسان

𝐕𝟐 ( h – a , k ) ⟹ 𝐕𝟐 (– 5  , 1 )

e = 
 𝐜

 𝐚 
= 

 √𝟏𝟑 

 𝟑 
الاختلاف المركزي         

 .( h, k ) ثانيا : المعادلة القياسية للقطع الزائد الذي محوره الحقيقي يوازي محور الصادات  ومركزه 

الكتاب 17 مثال

** لاحظ ان كل من طول المحورين 

والاختلاف المركزي يمكن ايجادهما للقطع 

لسابقة قبل الانسحابالزائد بنفس القوانين ا
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المركزي للقطوع الزائدة : والاختلاف المحورين من كل طول أوجد ثم والرأسين البؤرتين من كل //عين1س
a) 12 x

2
 – 4 y

2
 = 48

[ 12 x
2
 – 4 y

2
 = 48 ] ÷ 48

 𝐱𝟐

𝟒
− 

 𝐲𝟐

𝟏𝟐
= 1 بالمقارنة نجد كلا من             

a
2
 = 4   ⟹ a = 2 ⟹ 2a = 4    وحدة طول      لحقيقيطول المحور ا 

b
2
 = 12   ⟹ b = 2√𝟑 ⟹ 2b = 4√𝟑   وحدة طول        لمرافقطول المحور ا 

∵ c
2
 = 𝐚𝟐 + 𝐛𝟐⟹ c

2
 = 4 + 12 ⟹ c

2
 = 16 ⟹ ∴ c = 4

F1( 4 , 0) , F2(  – 4 , 0)  هما البؤرتان
V1( 2 , 0) , V2(  – 2 , 0)  الرأسان هما
e =  

 𝐜 

𝐚
  =  

 𝟒 

𝟐
  = 2 

b) 6 x
2
 – 9 y

2
 = 144

[16 x
2
 – 9 y

2
 = 144] ÷ 144

 𝐱𝟐

𝟗
−  

  𝐲𝟐

𝟏𝟔
بالمقارنة نجد كلا من            1 = 

a
2
 = 9   ⟹ a = 3 ⟹ 2a = 6    وحدة طول      لحقيقيطول المحور ا 

b
2
 = 16   ⟹ b = 4 ⟹ 2b = 8   وحدة طول        لمرافقطول المحور ا 

∵ c
2
 = 𝐚𝟐 + 𝐛𝟐⟹ c

2
 = 9 + 16 ⟹ c

2
 = 25 ⟹ ∴ c = 5

F1( 5 , 0) , F2(  – 5 , 0)  هما البؤرتان
V1( 3 , 0) , V2(  – 3 , 0)  الرأسان هما  , e =

 𝐜 

𝐚
  =  

 𝟓 

𝟑

c) 2 ( y + 1 )
2
 – 4 ( x – 1 )

2
 = 8

[ 2 ( y + 1 )
2
 – 4 ( x – 1 )

2
 = 8 ] ÷ 8

(𝐲+𝟏)𝟐

𝟒
− 

 ( 𝐱−𝟏)𝟐 

 𝟐 
= 1 بالمقارنة نجد كلا من             

( h , k ) = (1 , –1 )    :  ) المركز ) اساس الحل
a

2
 = 4 ⟹ a = 2 ⟹ 2a = 4 وحدة طول      لحقيقيطول المحور ا

b
2
 = 2 ⟹ b = √𝟐 ⟹ 2b = 2 √𝟐 وحدة طول        لمرافقطول المحور ا

∵ c
2
 = 𝐚𝟐 + 𝐛𝟐 ⟹ c

2
 = 4 + 2⟹ c = √𝟔

𝐅𝟏 (h , k +c ) ⟹ 𝐅𝟏 (1 , –1 +√𝟔 )   البؤرتان

𝐅𝟐 (h , k –  c ) ⟹ 𝐅𝟐 (1 , –1 −√𝟔 )

𝐕𝟏 (h , k +a ) ⟹ 𝐕𝟏 (1 , 1 ) , 𝐕𝟐 (h , k – a ) ⟹ 𝐕𝟐 (1  , –3 )   الرأسان

e = 
 𝐜

 𝐚 
= 

 √𝟔 

 𝟐 
الاختلاف المركزي         

 ( 3 – 2 )تمارين 

الدور التمهيدي 2013وزاري 

9 x
2
 – 16 y

2
 = 144
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d) 16 x
2
 + 160 x  – 9 y

2
 +18 y  = 185

16 ( x
2
 + 10x ) – 9 ( y

2
 –  2y )   = 185

16 ( x
2
 + 10x +25 – 25 ) –  9 ( y

2
 – 2y + 1 – 1 )   = 185

16 ( x
2
 + 10x + 25 ) – 400  –  9( y

2 
– 2y + 1 ) + 9   = 185

16 ( x + 5 )
2
 – 9 ( y – 1 )

2
 =  185 + 400 – 9

16 ( x + 5 )
2
 – 9 ( y – 1 )

2
 = 576 ] ÷ 576

(𝐱 + 𝟓 )𝟐

𝟑𝟔
− 

(𝐲 − 𝟏 )𝟐

𝟔𝟒
 = 1 

( h , k ) = (–5 , 1 )   :  ) المركز ) اساس الحل
a

2
 = 36 ⟹ a = 6 ⟹ 2a = 12 وحدة طول      لحقيقيطول المحور ا

b
2
 = 64 ⟹ b = 8 ⟹ 2b = 16 وحدة طول        لمرافقطول المحور ا

∵ c
2
 = 𝐚𝟐 + 𝐛𝟐 ⟹ 𝐜𝟐 = 36 + 64 ⟹ c = 10

𝐅𝟏 ( h +c , k ) ⟹  𝐅𝟏 (5 , 1 )  ,   𝐅𝟐 ( h – c  , k ) ⟹  𝐅𝟐 (– 15  , 1)  البؤرتان 

𝐕𝟏 ( h + a , k ) ⟹ 𝐕𝟏 (1 , 1 ) ,  𝐕𝟐 ( h – a , k ) ⟹ 𝐕𝟐 (–11  , 1 )        الرأسان

e = 
 𝐜

 𝐚 
= 

 𝟏𝟎 

 𝟔
=

 𝟓 

 𝟑
الاختلاف المركزي          
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القطع : ارسم ثمفي الحالات الاتية  الزائد القطع معادلة // اكتب2س
الأصل. نقطة ومركزه  x = ∓3  عند السينات محور مع ويتقاطع (5,0 ∓) النقطتان هما البؤرتان ( أ

  F(∓ 5 , 0)     ⟸ ∴ c = 5البؤرتان∵     
وكل نقطة على محور السينات الاحداثي الصادي لها صفرx = ∓ 3  عند  السينات محور مع يتقاطعالقطع  ∵ 
 و يحققان معادلة القطع لذا نعوض احداهما في معادلة القطع  : ( 0 , 3 ∓ )يمر بالنقطتين  ∴   

 𝐱𝟐

 𝐚𝟐 – 
 𝐲𝟐

 𝐛𝟐 = 1 

𝟗

 𝐚𝟐 – 
𝟎

 𝐛𝟐 = 1 ⟹ 
𝟗

 𝐚𝟐  = 1 ⟹ a
2
 = 9

∴ V(∓ 3 , 0)  

∵ c
2
 = 𝐚𝟐 + 𝐛𝟐 ⟹ 25 = 𝟗 + 𝐛𝟐

b
2
 = 16 ⟹ b = 4

  𝐱𝟐

𝟗
 – 

 𝐲𝟐

𝟏𝟔
= 1 ∴  المعادلة هي :
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الاحداثيين على المحورين محوراه وحدات وينطبق (10) المرافق محوره وطول وحدة (12)  الحقيقي محوره طول ( ب
(10)المرافق محوره وطول وحدة (12)  الحقيقي محوره طول∵

     ∴ 2a = 12 ⟹ a = 6      ,     ∴ 2b = 10 ⟹ b = 5 

∵ c
2
 = 𝐚𝟐 + 𝐛𝟐 ⟹ c

2
 = 36 + 25 ⟹ c

2
 = 61 ⟹ c = √𝟔𝟏

 يوجد احتمالين كونه  لم يذكر موقع البؤرتين  وهما :                  
على محور السينات V( ∓ 6 , 0 )والرأسان F( ∓√𝟔𝟏 , 0 )البؤرتين  (1

فتصبح المعادلة :
 𝐱𝟐

𝟑𝟔
 – 

 𝐲𝟐

𝟐𝟓
 = 1 

على محور الصادات V( 0 ,∓ 6  )والرأسان  F( 0 , ∓ √𝟔𝟏)البؤرتين   (2
 فتصبح المعادلة :

 𝐲𝟐

𝟑𝟔
 – 

 𝐱𝟐 

𝟐𝟓
 = 1 

 المرافق محوره وطول الصادات محور على وبؤرتاه الأصل نقطة مركزه ( ج
( 2 √𝟐 

. ( 3) وحدة طول والاختلاف المركزي يساوي  (

  المرافق محوره طول ∵
( 2 √𝟐 

 2b = 2 √𝟐 ⟹ b =  √𝟐أي أن :     (
∵ e = 

 𝐜

 𝐚 
= 3 ⟹ c = 3a        من الاختلاف المركزي

∵ c
2
 = 𝐚𝟐 + 𝐛𝟐 ⟹ 9a

2
 = 𝐚𝟐+ 2

8a
2
 = 2 ⟹ a

2
 = 

𝟏

 𝟒 
⟹ a

 
 = 

𝟏

 𝟐 
⟹ V( 0 , ∓ 

𝟏

 𝟐 
  ) 

∵ c
2
 = 𝐚𝟐 + 𝐛𝟐 ⟹ c

2
 = 

𝟏

 𝟒 
+ 𝟐 

c
2
 = 

𝟗

 𝟒 
⟹ c = 

𝟑

 𝟐 
⟹ F( 0 , ∓ 

𝟑

 𝟐 
 )

 𝐲𝟐

𝟏

 𝟒 

 – 
 𝐱𝟐 

𝟐
= 1 معادلة القطع هي :     ∴
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2) وبؤرتيه الأصل نقطة مركزه الذي الزائد القطع تعريف معادلة باستخدام // اوجد3س
 
√𝟐 

,
 
0

 
) , (–2

 
√𝟐 

,
 
وينطبق ( 0

 . وحدات  4 = بؤرتيه عن نقطة أية للفرق بين بعدي المطلقة والقيمة الاحداثيين المحورين على محوراه
 تنتمي  للقطع الزائد لذا فحسب تعريف القطع فإن : P ( x , y )لنفرض أن النقطة        

| PF1 – PF2 | = 2a 

| √( 𝐱 − 𝟐√𝟐 )𝟐 + 𝐲𝟐 – √( 𝐱 + 𝟐√𝟐 )𝟐 + 𝐲𝟐 | = ∓ 4 (     ∓) للتخلص من القيمة المطلقة نضع 

√( 𝐱 − 𝟐 √𝟐 ) 𝟐 + 𝐲𝟐   = ∓ 4 + √( 𝐱 + 𝟐 √𝟐 ) 𝟐 + 𝐲𝟐      بالتربيع

x
2
– 4 √𝟐 x + 8  + y

2
 = 16 ∓ 8  √( 𝐱 + 𝟐 √𝟐 ) 𝟐 + 𝐲𝟐 + x

2
 + 4 √𝟐 x + 8 + y

2
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[ ∓ 8  √( 𝐱 + 𝟐 √𝟐 ) 𝟐 + 𝐲𝟐 = 16 + 8 √𝟐 x ] ÷ 8

∓ √( 𝐱 + 𝟐 √𝟐 ) 𝟐 + 𝐲𝟐 = 2 + √𝟐 x                              ∓بالتربيع نتخلص من الجذر والاشارة  
x

2
 + 4 √𝟐 x + 8 + y

2
 = 4 + 4√𝟐 x + 2 x

2

x
2
+y

2
 – 2 x

2
 = 4 – 8

[ – x
2
 + y

2
 =  – 4 ] ( ÷ – 4  )   ⟹   

  𝐱𝟐

𝟒
 –

 𝐲𝟐

𝟒
= 1 معادلة القطع هي :         ∴
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ويمر رأسه نقطة الأصل الذي المكافئ القطع بؤرة هي بؤرتيه وإحدى وحدات (6)  الحقيقي محوره طول زائد قطع// 4س
والقطع الزائد الذي مركزه  رأسه نقطة الأصل الذيفأوجد معادلتي القطع المكافئ  (𝟓√ 2– , 1 ) , ( 𝟓√ 2 , 1 ) بالنقطتين

نقطة الأصل . 
اي ان محور  (𝟓√ 2– , 1 ) , ( 𝟓√ 2 , 1 )الاحداثي السيني متساوي في النقطتين     نجد معادلة القطع المكافئ وبؤرته  

 السينات هو محور القطع وكونهما موجبان اي المعادلة بالاتجاه الموجب  .
yمعادلة القطع هي :   ∴                  

2
 = 4px                  

 4p( 1 )      p = 20نعوض إحدى) يفضل الموجبة ان وجدت ( النقطتين في معادلة القطع  لإيجاد  

 4p = 20    ⟹  p = 5     ⟹ F ( 5 , 0 )      

yالمعادلة :   ∴                  
2
 = 4px   ⟹  y

2
 = 20 x                   

  F( ∓5 , 0 ) ⟹ c = 5   الان في القطع الزائد  
∵ 2a = 6 ⟹ a = 3   

c
2
 = 𝐚𝟐 + 𝐛𝟐 ⟹ 25 = 9 + b

2
 ⟹ b

2
 = 16

 𝐱𝟐

𝟗
− 

 𝐲𝟐

𝟏𝟔
= 1 ∴    معادلة القطع الزائد هي :    
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hx ومعادلته الأصل نقطة مركزه زائد // قطع5س
2
 –  ky

2
وبؤرتاه  وحدة ( 𝟐√ 6 ) الحقيقي محوره وطول 90 = 

9xمعادلته الذي الناقص القطع بؤرتي على تنطبقان
2
 + 16y

2
تنتمي إلى التي  h , k من كل قيمة فأوجد    576 = 

الحقيقية . الأعداد مجموعة

9x ] 576 ÷ [                                     في القطع الناقص  
2
 + 16y

2
 = 576   

 𝐱𝟐

𝟔𝟒
+ 

  𝐲𝟐

𝟑𝟔
من المقارنة نجد أن :   1 = 

a
2
 = 64   , b

2
 = 36

∵ c
2
 = 𝐚𝟐 − 𝐛𝟐⟹ c

2
 = 64 – 36

c
2
 = 28 ⟹ c = 2 √𝟕  ⟹ F1(2 √𝟕 , 0 )  , F2( – 2 √𝟕 , 0 )

[ hx
2
 –  ky

2
في القطع الزائد           نعود للمعادلة المعطاة وهي بحاجة للترتيب       90 ÷ [ 90 = 
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 𝐱𝟐

𝟗𝟎

𝐡

− 
 𝐲𝟐

𝟗𝟎

𝐤

 = 1

  ∵ F1(2 √𝟕 , 0 )  , F2( – 2 √𝟕 , 0 ) ⟹ c = 2 √𝟕 

  ∵ 2a =  6 √𝟐 ⟹ ∴ a = 3 √𝟐 

∵ c
2
 = 𝐚𝟐 + 𝐛𝟐⟹ 28 = 𝟏𝟖 + b

2⟹ b
2
 = 10

 𝐱𝟐

𝟏𝟖
− 

 𝐲𝟐

𝟏𝟎
= 1 معادلة القطع الزائد هي:     ∴

 وبالمقارنة مع المعادلة التي حصلنا عليها نجد أن :
∴ a

2
 = 

𝟗𝟎

𝐡
  ⟹ 18 = 

𝟗𝟎

𝐡
  ⟹ h = 5  , ∴ b

2
 = 

𝟗𝟎

𝐡
  ⟹ 10 = 

𝟗𝟎

𝐡
  ⟹ k = 9
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وحدات9 , 1 البؤرتين بالعددين   عن يبعد رأسيه احد إن علمت إذا الأصل نقطة مركزه الذي الزائد القطع معادلة // اكتب6س
. الاحداثيين المحورين على محوراه وينطبق الترتيب على

   2c = 9 +1 ⟹ 2c = 10 ⟹  c = 5مجموع بعد احد الرأسين عن البؤرتين = البعد بين البؤرتين   

 ( – a = cحيث أن  )الاصغر   9 , 1التي اوجدناها العدد الاصغر بين   cنطرح من قيمة    aلإيجاد قيمة  
  a = c – 1 ⟹ a = 5 – 1 ⟹ a = 4 

∵ c
2
 = 𝐚𝟐 + 𝐛𝟐⟹ 25 = 𝟏𝟔 + b

2⟹ b
2
) لاحظ ان محور القطع غير معلوم لذا توجد حالتين ( 9 = 

 𝐱𝟐

𝟏𝟔
 – 

 𝐲𝟐

𝟗
معادلة القطع اذا كانت البؤرتان على محور السينات هي : ∴     1 =

 𝐲𝟐

𝟏𝟔
 – 

 𝐱𝟐 

𝟗
معادلة القطع اذا كانت البؤرتان على محور الصادات هي : ∴  1 =
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xمعادلته الذي الزائد القطع بؤرتا هما بؤرتاه الذي الناقص القطع معادلة جد// أو7س
2
 –  3y

2
طولي والنسبة بين  12 = 

 محوريه
  𝟓  

𝟑
.الأصل نقطة ومركزه= 

  [ x2
 –  3y

2
  في القطع الزائد               نرتب المعادلة لتصبح     12 ÷ [ 12 = 

 𝐱𝟐

𝟏𝟐
−  

 𝐲𝟐

𝟒
 = 1 

∴ a
2
 = 12  ,  b

2
 = 4  ,  ∵ c

2
 = 𝐚𝟐 + 𝐛𝟐⟹ c

2
 = 16 ⟹ c = 4 ⟹ F( ∓ 4 , 0 )

 ∵ F(∓4, 0 ) ⟹ c = 4   في القطع الناقص
 𝟓 النسبة بين طولي محوريه  ∵  

𝟑
 =

∴ 
 𝟐𝐚 

 𝟐𝐛 
=

𝟓 

 𝟑 
  ⟹ 

 𝐚 

 𝐛 
=  

 𝟓

 𝟑 
⟹      3a = 5b ⟹ a = 

 𝟓𝐛 

 𝟑 
   ……. (1)

∵ c
2
 = 𝐚𝟐 − 𝐛𝟐⟹ 16 = (

 𝟓𝐛 

 𝟑 
)𝟐 − 𝐛𝟐 ⟹  [ 16 = 

 𝟐𝟓𝐛𝟐 

 𝟗 
− 𝐛𝟐 ] ( 9 )

144 = 25𝐛𝟐 – 9 𝐛𝟐  ⟹   16 𝐛𝟐 = 144 ⟹ 𝐛𝟐 = 9 ⟹  b = 3

 a = 5(                 1)نعوض في 
 𝐱𝟐

𝟐𝟓
 + 

 𝐲𝟐

𝟗
= 1   معادلة القطع الناقص هي :  ∴
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x  ومعادلته الأصل نقطة مركزه الذي الزائد لقطعل تنتمي p(6 , L) لتكن النقطة// 8س
2
 –  3y

2
:من كلًا فأوجد  12 = 

 Pالنقطة  من اليمنى الجهة في المرسوم للقطع البؤري القطر نصف ب( طول                L . قيمة ( أ

xتنتمي للقطع الزائد لذا فهي  تحقق معادلته :  p(6 , L) النقطة ∵ ( أ
2
 –  3y

2
 = 12  

36 – 3L
2
 = 12 ⟹ 36 – 12 = 3L

2
 ⟹ L

2
 = 8 ⟹ L = ∓2√𝟐

   p1( 6 , 2√𝟐 ) , p2( 6 , – 2√𝟐 )يوجد نقطتين هما    ∴  
F1لذا نجد إحداثيات   F1 , pالبعد بين النقطة Pالنقطة  من اليمنى الجهة في المرسوم للقطع البؤري القطر نصف طول ( ب

[ x
2
 –  3y

2
 = 12  ] ÷ 12

 𝐱𝟐

𝟏𝟐
−  

 𝐲𝟐

𝟒
 = 1 

c
2
 = 𝐚𝟐 + 𝐛𝟐⟹ c

2
 = 16 ⟹ c = 4 ⟹F1( 4 , 0 ) , F2( – 4 , 0 )

p1F1 = √( 𝟔 − 𝟒 ) 𝟐 + (𝟐√𝟐 −  𝟎 )𝟐    = √𝟒 + وحدة طول      𝟑√2 =  𝟖

p2F1 = √( 𝟔 − 𝟒 ) 𝟐 + (−𝟐√𝟐 −  𝟎 )𝟐  = √𝟒 + وحدة طول      𝟑√2 =  𝟖
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𝐱𝟐  الناقص     القطع بؤرتي هما بؤرتاه الذي الزائد القطع معادلة جداو// 9س

𝟗
  +  

  𝐲𝟐

𝟐𝟓
القطع المكافئ دليل ويمس   1 =  

x
2
 +12y = 0

xنقارن                                                                                في القطع المكافئ
2
  = – 12 y

x
2
  = – 4p y ⟹ ∴ 4p = 12  ⟹ p = 3

y = p ⟹ y = 3 ∴      : معادلة  الدليل ∴ نقطة التماس  ( 3 , 0 )  ⟹ 

𝐱𝟐                                                                     في القطع الناقص

𝟗
+ 

  𝐲𝟐

𝟐𝟓
 = 1

∵ c
2
 = 𝐚𝟐 − 𝐛𝟐⟹ c

2
 = 𝟐𝟓 − 𝟗 ⟹ c = 4 ⟹  F1( 0 , 4  ) , F2( 0 , – 4  )

   F1( 0 , 4  ) , F2( 0 , – 4  ) ⟹ c =  4                           في القطع الزائد     
والنقطة    ( 3 , 0 ) يمر بها لذا تحقق معادلته :

 𝐲𝟐

𝐚𝟐 −  
  𝐱𝟐

𝐛𝟐  = 1 ⟹ 
𝟗

𝐚𝟐 −
𝟎

𝐛𝟐 = 1⟹ 
𝟗

𝐚𝟐 = 1⟹ a
2 
= 9

∵ c
2
 = 𝐚𝟐 + 𝐛𝟐 ⟹ 16 = 𝟗 + 𝐛𝟐 ⟹ 𝐛𝟐= 7

 𝐲𝟐

𝟗
−  

  𝐱𝟐

𝟕
 = 1 المعادلة هي :        ∴
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قلنا انه اذا  لعملنا خلال هذا الفصل , و وهي اساستعرف الطالب في الصف الخامس العلمي على موضوع المشتقة وقواعد الاشتقاق             
 كان لدينا دالة مستمرة وقابلة للاشتقاق فأن مشتقتها هي دالة جديدة تختلف عن الدالة الاصلية  واسميناها المشتقة الاولى .

وفي حال كانت دالة المشتقة الاولى تحقق شروط الاشتقاق فإن مشتقتها سميت المشتقة الثانية للدالة الاصلية  وهكذا اذا كانت              
وتسمى هذه    nدالة المشتقة الثانية تحقق شروط الاشتقاق فإن مشتقتها تسمى المشتقة الثالثة وهكذا حتى المشتقة من الرتبة 

 شتقة الثانية باسم المشتقات ذات الرتب العليا .المشتقات بدءا من الم
 ايضا تعرف الطالب على بعض رموز المشتقة ومنها :              

y /  , y // , y ///, y
(4)

 …… , y
(n)

f
 /
 (x), f

 //
 (x) , f

 ///
 (x), f

 (4)
 (x), …… , f

 (n)
 (x)

𝐝𝐲

𝐝𝐱
, 

𝐝𝟐𝐲

𝐝𝐱𝟐 , 
𝐝𝟑𝐲

𝐝𝐱𝟑 , …… , 
𝐝𝐧𝐲

𝐝𝐱𝐧

𝐝𝐧𝐲حيث   

𝐝𝐱𝐧  =f
 (n)

 (x)  =y
 (n) تمثل المشتقة من الرتبةn    لاحظ أن  كذلك:

𝐝𝟐𝐲

𝐝𝐱𝟐 =
𝐝

𝐝𝐱
(

𝐝𝐲

𝐝𝐱
)     ,

𝐝𝟑𝐲

𝐝𝐱𝟑 =
𝐝

𝐝𝐱
(

𝐝𝟐𝐲

𝐝𝐱𝟐) , …….

: ات التي سنحتاجها ضمن هذا الفصل وهيوكمراجعة لما سبق وان درسه الطالب في المشتقة سنذكر مجموعة من القوانين والعلاق          
مشتقة الثابت = صفر (1
. xهي واحد اذا كان الاشتقاق بالنسبة الى  xمشتقة  (2
مضروبة بالثابت  هي الثابت فقط . xمشتقة  (3
وينقص الاس واحد .  x لاس ويضرب بـمرفوعة لاس هي ) ينزل ا  x مشتقة  (4
المشتقة تتوزع على الجمع والطرح . (5
y= ) مشتقة الاولى ()الثانية ( + )مشتقة الثانية () الاولى (  :                  حاصل ضرب دالتين هي مشتقة  (6

 /

y  :مشتقة قسمة دالتين هي  (7
 /
 =

(مشتقة المقام ) (البسط ) − ( مشتقة البسط )( المقام)

المقام تربيع

) مهمة جدا ( الدالة المرفوعة لاس   (8
y

 / 
)مشتقة داخل القوس ( ) اعد كتابة الدالة بانقاص الاس واحد ()اس الدالة ( = 

الدوال الدائرية :ات مشتق

1) y = sin x ⟹ y / = cos x

2) y = cos x ⟹ y / = – sin x

3) y = tan x ⟹ y / = sec
2
 x

4) y = sec x ⟹ y / = sec x  tan x

5) y = cot x ⟹ y / = – csc
2
 x

6) y = csc x ⟹ y / = – csc x cot x

 ..تفاضل تطبيقات ال .. الفصل الثالث 

لاحظ انه في حال كون الزاوية دالة **

يجب ان نجد مشتقة الزاوية وتضرب 
في المشتقة كما موضح في الامثلة .
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: اذا كانت لدينا علاقة من متغيرين يصعب فصلهما ) مثل معادلة الدائرة ( مثلا ويراد اشتقاقها هنا نستخدم  الاشتقاق الضمني
 دالة بمتغيرين ونشتقها بالنسبة للزمن مثلا ( الاشتقاق الضمني كذلك اذا كنا نشتق بالنسبة لمتغير ثالث )

قواعد الاشتقاق اعلاه مع مراعات ان تكتب مشتقة اي متغير  بالنسبة للمتغير وعند الاشتقاق بهذه الطريقة يجب ان نستخدم  
y    الذي نشتق بالنسبة اليه مثلا :

3
 + 4x

2
3y تصبح x  عندما نشتقها بالنسبة الى 5 = 

2
 y / + 8 x = 0      أو تكتب  

3y
2
 
𝐝𝐲

𝐝𝐱
 + 8 x = 0 أي اننا تعاملنا معy  كدالة للمتغير  x  واما(  8 وتم اشتقاقها كدالة مرفوعة لاس ) حسب القاعدة x 

فتم اشتقاقها بصورة اعتيادية .
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لاحظ العلاقة بين الازاحة والسرعة والتعجيل  هي علاقة مشتقة )في  الصف الخامس( حيث إذا كانت لدينا                                    
 فأن :  t  زاحة بالنسبة للزمندالة الإ  S (t) الدالة :

1)
S

 /
 (t) = 

𝐝𝐬

𝐝𝐭
 = V(t)        المشتقة الأولى لدالة الازاحة وتمثل سرعة الجسم

2) S
 //

 (t) = 
𝐝𝟐𝐬

𝐝𝐭𝟐 = V
/
(t) = a (t)     المشتقة الثانية لدالة الازاحة وتمثل تغير السرعة أي التعجيل

3) S
 ///

 (x) = 
𝐝𝟑𝐬

𝐝𝐭𝟑 = V
//
(t) = a

/
 (t)   المشتقة الثالثة لدالة الازاحة تمثل المعدل اللحظي لتغير التعجيل

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *

في حالة الجذر التربيعي يمكن الاشتقاق حسب القاعدة :) ضمن المنهج فقط (             

y / =
مشتقة داخل الجذر

(الجذر)𝟐
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 y  أوجد                                                      
لكل مما يأتي :  /

1) y =  x
3
 + 2 x

2
 – 1 ⟹  y / = 3x

2
 + 4 x

2) y = ( 2x
3
 – 9 )

4

y /  = 4 ( 2x
3
 – 9 )

3
 (6x

2
)

3) y = (3 – 2x)
5
 ( 5x

3 
+2 )

3

y / = (3 – 2x)
5
 [ 3( 5x

3 
+2 )

2
(15x

2
)] + ( 5x

3 
+2 )

3
 [ 5(3 – 2x)

4
 (– 2) ]

y / = 45 x
2
 (3 – 2x)

5
 ( 5x

3 
+2 )

2
 – 10 ( 5x

3 
+2 )

3
 (3 – 2x)

4

4) f(x) =
𝟑𝐱

 𝐱−𝟐 
  , x ≠ 2 

f 
/
(x) = 

(𝐱−𝟐)(𝟑)− (𝟑𝐱) (𝟏 )

(𝐱−𝟐)𝟐

f 
/
(x)  = 

𝟑𝐱−𝟔 − 𝟑𝐱

(𝐱−𝟐)𝟐   = 
−𝟔

(𝐱−𝟐)𝟐

5) f(x) = √𝟑𝐱 − 𝐱𝟑 ⟹ f 
/
(x) =

𝟑 − 𝟑𝐱𝟐 

𝟐√𝟑𝐱−𝐱𝟑

محلولة امثلة منوعة

y = 
𝟏−𝟑𝐱

 (𝐱−𝟐)𝟑 
  , x ≠ 2 

 ملاحظة

ملاحظة
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 y أوجد                                                       
لكل مما يأتي :   /

1) y =  sin 3x
2
 ⟹  y / = [cos 3x

2
]( 6x) ⟹ y / = 6x cos 3x

2

2) y =
 
cos 2x

4
 +

 
5x ⟹ y / = [

 
– sin 2x

4
 + 5x ]( 8x

3
 + 5) ⟹ y / = – (8x

3
 + 5) sin 2x

4 
+

 
5x

3) y = tan 2x ⟹ y / = 2 sec 
2
 2x

4) y = cot √𝐱 − 𝟐 ⟹ y / = [ –
 
csc

2
 √𝐱 − 𝟐 ] (

𝟏

𝟐 √𝐱−𝟐
 ) ⟹ y / = (

−𝟏

𝟐 √𝐱−𝟐
)
 
csc

2
 √𝐱 − 𝟐

5) y = sec
3
 2x ⟹ y / = 3 sec

2
2x(sec 2x  tan 2x )(2)  ⟹ y / = 6 sec

3
2x  tan 2x

6) y = csc – 2x ⟹ y / = ( – csc – 2x cot – 2x)( – 2) ⟹ y / =  2 csc – 2x cot – 2x

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *.comhttp://raeed.mathsboard *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

   أوجدف  y = cos 2xإذا كانت                    
𝐝𝟒𝐲

𝐝𝐱𝟒 

𝐝𝐲

𝐝𝐱
 =  ( – sin 2x ) ( 2 ) = – 2sin 2x 

𝐝𝟐𝐲

𝐝𝐱𝟐 = – 2 ( cos 2x )( 2 ) = – 4cos 2x 

𝐝𝟑𝐲

𝐝𝐱𝟑 = – 4(– sin 2x )(2) = 8sin 2x 

𝐝𝟑𝐲

𝐝𝐱𝟑 = 8 (cos 2x ) ( 2 ) = 16 cos2x 
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yإذا علمت أن                                          
2
 + x

2
 أن : فبرهن   1 = 

𝐝𝟑𝐲

𝐝𝐱𝟑 + 3 ( 
𝐝𝟐𝐲

𝐝𝐱𝟐 ) ( 
𝐝𝐲

𝐝𝐱
 ) = 0   y

ثلاث مرات  كون العلاقة المراد اثباتها تحوي   xمتغير بالنسبة للاشتقاقا ضمنيا  العلاقة المعطاةنشتق                     

: x بالنسبة للمتغير    yمشتقة ثالثة لـ  

[ 2y 
𝐝𝐲

𝐝𝐱
 + 2x = 0 ]÷ 2     2نشتق مرة اولى ثم نقسم على                 

y 
𝐝𝐲

𝐝𝐱
 +  x = 0

y 
𝐝𝟐𝐲

𝐝𝐱𝟐 + 
𝐝𝐲

𝐝𝐱
 ( 

𝐝𝐲

𝐝𝐱
مرة ثانية ونرتب        نشتق 0 = 1 + (   

y
𝐝𝟐𝐲

𝐝𝐱𝟐 + (
𝐝𝐲

𝐝𝐱
 )

2
  + 1 = 0

y 
𝐝𝟑𝐲

𝐝𝐱𝟑 + 
𝐝𝟐𝐲

𝐝𝐱𝟐 ( 
𝐝𝐲

𝐝𝐱
 ) + 2 ( 

𝐝𝐲

𝐝𝐱
 ) ( 

𝐝𝟐𝐲

𝐝𝐱𝟐 ) = 0 تب            نشتق ثالثا ونر  

y
𝐝𝟑𝐲

𝐝𝐱𝟑 + 3 ( 
𝐝𝟐𝐲

𝐝𝐱𝟐 ) ( 
𝐝𝐲

𝐝𝐱
 ) = 0

اي أن العلاقة صحيحة .

الكتاب 1 مثال

الحل

الكتاب 2 مثال

الحل

اضافية امثلة منوعة

دالتينضرب 
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 أوجد // 1س    
𝐝𝟐𝐲

𝐝𝐱𝟐  : لكل مما يأتي

a) y = √ 𝟐 − 𝐱    ,  x < 2

   y = ( 𝟐 –  𝐱 )
𝟏

𝟐 

𝐝𝐲

𝐝𝐱
= 

 𝟏

𝟐
 ( 𝟐 –  𝐱 )

−𝟏

𝟐   (–1) = 
−𝟏

𝟐
 ( 𝟐 –  𝐱 )

−𝟏

𝟐

𝐝𝟐𝐲

𝐝𝐱𝟐 = 
 𝟏

𝟒
 ( 𝟐 –  𝐱 )

−𝟑

𝟐 (–1) = 
−𝟏

𝟒  √( 𝟐 – 𝐱 )𝟑
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b) y = 
 𝟐−𝐱

𝟐+𝐱
  , x ≠ –2 

𝐝𝐲

𝐝𝐱
= 

( 𝟐 + 𝐱 )(−𝟏) − ( 𝟐 − 𝐱 )(𝟏)

( 𝟐 + 𝐱 )𝟐 = 
−𝟐 − 𝐱 −𝟐 + 𝐱

( 𝟐 + 𝐱 )𝟐

𝐝𝐲

𝐝𝐱
= – 4 ( 2 + x ) 

–2
    المشتقة الاولى 

𝐝𝟐𝐲

𝐝𝐱𝟐 = – 4 [ – 2 ( 2 + x )
 –3

 (1) ]  =
𝟖

( 𝟐 + 𝐱 )𝟑  المشتقة الثانية
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c) 2xy – 4y + 5 = 0           ,  y ≠ 0  ,  x ≠ 2

[ 2x 
𝐝𝐲

𝐝𝐱
 + 2y – 4 

𝐝𝐲

𝐝𝐱
  = 0 ] ÷ 2

x 
𝐝𝐲

𝐝𝐱
 + y – 2 

𝐝𝐲

𝐝𝐱
 = 0 ⟹ 

𝐝𝐲

𝐝𝐱
 ( x – 2 ) = – y

∴ 
𝐝𝐲

𝐝𝐱
 = 

−𝐲

𝐱−𝟐
 المشتقة الاولى   

𝐝𝟐𝐲

𝐝𝐱𝟐 = 
(𝐱−𝟐)(

−𝐝𝐲

𝐝𝐱
)−(−𝐲)(𝟏)

(𝐱−𝟐)𝟐

𝐝𝐲

𝐝𝐱
= 

−𝐲 

𝐱−𝟐
  قيمة بالتعويض عن 

𝐝𝟐𝐲

𝐝𝐱𝟐 = 
(𝐱−𝟐)(

𝐲

𝐱−𝟐
)+𝐲

(𝐱−𝟐)𝟐  = 
𝟐𝐲

(𝐱−𝟐)𝟐
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fأوجد // 2س      
 ///

لكل مما يأتي : (1) 

a) f(x) = 𝟒√ 𝟔 − 𝟐𝐱    ,  x < 3

f(x) = 𝟒 (𝟔 − 𝟐𝐱 )
𝟏

𝟐 ⟹ f
 /
 (x)  = 4( 

 𝟏

𝟐
 ) (𝟔 − 𝟐𝐱 )

−𝟏  

𝟐  (– 2) = −𝟒 (𝟔 − 𝟐𝐱 )
−𝟏 

𝟐

f
 //

 (x) = – 4 ( 
−𝟏  

𝟐
)(𝟔 − 𝟐𝐱 )

−𝟑 

𝟐  (– 2) = −𝟒 (𝟔 − 𝟐𝐱 )
−𝟑

𝟐

f
 ///

 (x) = – 4 ( 
−𝟑

𝟐
 ) (𝟔 − 𝟐𝐱 )

−𝟓 

𝟐  (– 2) = 
− 𝟏𝟐

√(𝟔−𝐱)𝟓
⟹ f

 ///
 (1) =

−𝟏𝟐

√(𝟔−𝟐)𝟓
= 

−𝟏𝟐  

𝟑𝟐
 = 

−𝟑

𝟖

( 3 – 1) تمارين 

** يمكن الحل بطريقة اخرى حيث

2y(x – 2) + 5
 
=

 
0  

∴  y = 
−𝟓

𝟐( 𝐱 − 𝟐)
=

 −𝟓 

 𝟐 
 (

 
x – 2

 
)

 –1

𝐝𝐲

𝐝𝐱
= 

 𝟓

 𝟐 
( x – 2 )

 –2
 (1) = 

 𝟓

 𝟐 
( x – 2 )

 –2

𝐝𝟐𝐲

𝐝𝐱𝟐 = 
𝟓

𝟐 
[ –2  ( x – 2 )

 –3
 (1) ] =

− 𝟓 

( 𝐱 − 𝟐)𝟑 
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b) f(x) = sin π x

f
 /
 (x)  =  π cos πx

f
 //

 (x) = π ( – sin πx ) ( π )  = – π
 2
 sin πx

f
 ///

 (x) = – π
2
 ( cos πx ) ( π ) =  – π

3
cos πx

f
 ///

 (1) =  – π
3 
cos π = – π

3
(–1) = π

3
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c) f(x) =
𝟑

𝟐−𝐱 
 ,  x ≠ 2 

f(x) = 3 ( 2 – x )
–1  ⟹  f /

 (x)  = 3 [ ( –1 ) ( 2 – x )
–2 

( –1 ) ] = 3 ( 2 – x )
–2

f
 //

 (x) = 3 [ ( – 2 ) ( 2 – x )
–3 

( –1 ) ] = 6 ( 2 – x )
–3 

f
 ///

 (x) = 6 [ ( – 3 ) ( 2 – x )
–4 

( –1 ) ] = 
 𝟏𝟖 

( 𝟐 − 𝒙 )𝟒

f
 ///

 (1) =
𝟏𝟖 

(𝟐 − 𝟏 )𝟒 = 18 
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أن :  برهنف   y = tan xإذا كانت // 3س      
𝐝𝟐𝐲

𝐝𝐱𝟐 = 2y ( 1 + y
2
 ≠ xحيث  ( 

(𝟐𝒏+𝟏)𝝅

𝟐
 , ∀ n ∈ Z ,

y = tan x ⟹ 
𝐝𝐲

𝐝𝐱
 = sec

2
x      نشتق مرتين لوجود مشتقة ثانية في العلاقة المراد برهنة صحتها

𝐝𝟐𝐲

𝐝𝐱𝟐 = 2 ( sec x )  ( sec x tan x ) 

= 2 tan x sec
2
 x  هنا فتصبح *نعوض العلاقة                

= 2 tan x (tan
2
 x + 1 )

𝐝𝟐𝐲

𝐝𝐱𝟐 = 2y ( 1 + y
2
 )                 العلاقة صحيحة أي : ∴
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yبرهن أن : ف   y = x sin xإذا كانت //  4س    
(4) 

– y + 4 cos x = 0

لمراد اثبات صحتها ونحاول التوصل نجد  أولا  المشتقة الرابعة للعلاقة ثم نعوض في الطرف الايسر من العلاقة ا

 للطرف الاخر .

y  = x sin x ⟹  
𝐝𝐲

𝐝𝐱
 = x cos x + sin x

𝐝𝟐𝐲

𝐝𝐱𝟐  = x (– sin x ) + (cos x ) ( 1 ) + cos x = – x sin x  + 2cos x 

𝐝𝟑𝐲

𝐝𝐱𝟑  = ( – x ) ( cos x ) + ( sin x ) ( – 1 ) – 2 sin x = – x cos x – 3 sin x 

𝐝𝟒𝐲

𝐝𝐱𝟒 = ( – x ) (– sin x ) + cos x (–1 ) – 3 cos x =  x sin x – 4 cos x 

L . H . S : y
(4) 

– y + 4 cos x =  x sin x –
 
4 cos x – x sin x + 4 cos x = 0  = R .H .S

* tan
2
 x + 1 = sec

2
x

ضرب دالتين

ضرب دالتين

 ضرب دالتين
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في بعض العلاقات التي تحوي على متغير أو اكثر تعتمد قيمة هذه المتغيرات على متغير                                                                     

وحيث ان العلاقات هي نوع من انواع  ( t ) واحد وهنا سنتطرق للعلاقات التي تعتمد قيمة متغيراتها على الزمن 

رتبطة   بالزمن ( .الزمنية أو المعدلات المالارتباط لذا سنسمي مثل هذه العلاقات بالمعدلات 

فيكتب     xمثلا  ( t )وعند اشتقاق اي متغير بالنسبة للزمن          
𝐝𝐱

𝐝𝐭
عند اشتقاقه بالنسبة     y وهكذا اذا كان المتغير   

فيكتب  ( t ) للزمن 
𝐝𝐲

𝐝𝐭
وبنفس الطريقة لباقي المتغيرات .  

: ( t )بة للزمن الآتية بالنس العلاقاتلاحظ اشتقاق وكمثال بسيط 

1) x
2
 = y

3
 – 6x

2x
𝐝𝐱

𝐝𝐭
 = 3y

2
 
𝐝𝐲

𝐝𝐭
 – 6 

𝐝𝐱

𝐝𝐭

2) 5y – x y
2
 = 3

5 
𝐝𝐲

𝐝𝐭
 – x ( 2 y 

𝐝𝐲

𝐝𝐭
 ) + y

2
 (

𝐝𝐱

𝐝𝐭
 ) = 0 ⟹ 5 

𝐝𝐲

𝐝𝐭
 – 2 x y 

𝐝𝐲

𝐝𝐭
 + y

2
 
𝐝𝐱

𝐝𝐭
  = 0

3) A = xy                          متغيراتA , x , y حيث

𝐝𝐀

𝐝𝐭
  = x ( 

𝐝𝐲

𝐝𝐭
) + y ( 

𝐝𝐱

𝐝𝐭
 )

4) V = 
𝟏

 𝟑 
π r

2 h متغيرات                          r , h  و كل من بتواث   π , V  كل من  حيث

0 = 
𝟏

 𝟑 
π [ r

2
 (

𝐝𝐡

𝐝𝐭
) + h ( 2r 

𝐝𝐫

𝐝𝐭
 ) ] ÷ 

𝟏

 𝟑 
 π 

r
2
 (

𝐝𝐡

𝐝𝐭
) + 2r h ( 

𝐝𝐫

𝐝𝐭
 ) = 0
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لحل أي سؤال يتعلق بالمعدلات المرتبطة نحاول اتباع الخطوات الاتية :و                          

المعدلات المرتبطة بالزمن

a) لتوضيح المسألة  او احتجنا الية الرسم امكن  إن  مخططا مبسطا للسؤال نرسم ).

b)  مناسبة  برموز لها نحدد المتغيرات والثوابت ونرمز. 

c) وغيرها فيثاغورس ، حجم ، مساحة ، محيط ،  وغالبا هي  نحدد العلاقة الرئيسية في السؤال) .... ،

d) ) بين المتغيرات لكي نقلل من عدد المتغيرات.   ساندة ( علاقة أخرى نجد  ان احتجنا

e) ننشتق العلاقة الرئيسية بالنسبة للزم  (t)   0=   لاحظ ان مشتقة الثابت ). 

f)  بعد الاشتقاق  التي لدينا من السؤال المعطياتنعوض عن. 

g) لاحظ الامثلة الاتية (  نبسط لإيجاد قيمة المجهول المطلوب  . 

ملاحظة
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 ( m 2 )  قاعدته مربعة طول ضلعها سطوح مستطيلةخزان مملوء بالماء على شكل متوازي                        

m 0.4يتسرب منه الماء بمعدل 
3
 / h ند أي زمن أوجد معدل تغير انخفاض الماء في الخزان عف  t.

نلاحظ ان السؤال يتكلم عن تسرب الماء اي ان حجم الماء يقل كذلك ارتفاع الماء يقل لذا فهما متغيران لذا                       

 V= حجم الماء  فلنفرض أن                       

لذا فإن تغير الحجم  معدل التسرب(  
𝐝𝐕

𝐝𝐭
 = – 0.4 

هو المطلوب   (انخفاض الماءلذا فإن تغير الارتفاع    h=   ارتفاع الماءنفرض و                    
𝐝𝐡

𝐝𝐭

لذا :  Aولنفرضها     2ة الماء تأخذ شكل الاناء لذا هي مربعة طول ضلعها   دوقاع                    

V = A h حجمالرئيسية هي علاقة  العلاقة            

V = 2
2
 h ⟹ V = 4h عة مساحتها طول الضلع تربيع (   القاعدة مرب

𝐝𝐕

𝐝𝐭
= 4 ( 

𝐝𝐡

𝐝𝐭
 )     ( بعد اشتقاق العلاقة نعوض المعلومات من السؤال  

– 0.4 = 4 ( 
𝐝𝐡

𝐝𝐭
 ) ⟹ 

𝐝𝐡

𝐝𝐭
 = – 0.1 m / h     معدل تغير انخفاض الماء

0.1 m / h   لماءارتفاع اقصان معدل ن  ∴ 
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96cm)تساوي  مساحتها من المعدن مستطيلة  فيحةص                                          
2

 ( 2cm/s)  بمعدل طولها يتمدد(  

.( 8cm )عرضها  يكون عندماوذلك  عرضها في النقصان معدل جدأوف ثابتة  مساحتها تبقى بحيث

=  2فإن التغير في الطول   تمدد (      x=الطول  لنفرض أن                      
𝐝𝐱

𝐝𝐭
  

المطلوب فإن   y= العرض  و               
𝐝𝐲

𝐝𝐭
(عرضال في النقصان معدل  

  وهي ثابتة ( A ولنفرض المساحة هي                      

A = x y الرئيسية                             العلاقة  

اللحظة تلكفي   x  لإيجادالعلاقة في  A = 96و    y = 8 عن قيم  نعوض                      

96 = 8x ⟹ x = 12 cm 

0 = x 
𝐝𝐲

𝐝𝐭
 + y 

𝐝𝐱

𝐝𝐭
       نشتق العلاقة الرئيسية ونعوض معلومات السؤال (

0 = ( 12 ) ( 
𝐝𝐲

𝐝𝐭
) + ( 8 ) ( 2 ) ⟹ 

𝐝𝐲

𝐝𝐭
 = 

−𝟏𝟔  

 𝟏𝟐
 = 

−𝟒

𝟑
 cm / s 

= عرض في النقصان المعدل  ∴
 𝟒 

𝟑
 cm / s

الكتاب 1 مثال

الحل

الكتاب 2 مثال

الحل

يعطى اشارة سالبة للدلالة على النقصان

ضرب دالتين
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مكعب  يبقى الشكل بحيث نتظمالمالجليد  من بطبقة مغطى 8cm مكعب صلد طول حرفه                       

cm 6  بمعدل بالذوبان الجليد بدأ فإذا
3
/s  1 .  السمك عندما يكون الجليد في سمك النقصان معدل جدفأوcm

 الجليد في سمك النقصان معدلفإن    x=  لحظة هو الجليد في اي  نفرض سمك       
𝐝𝐱

𝐝𝐭
المطلوبهو  

8 الاصلي     2x + 8الجديد   V = ولنفرض ان حجم الجليد فقط  

د سيغطي المكعب من كل الاتجاهاتوالجلي 8= طول حرف المكعب الأصلي  ∵

8 =لذا فإن حجمه 
3

  لان حجم الكعب = مكعب طول حرفه (   

)=فإن حجمه     2x + 8=  المغطى بالجليدالجديد طول حرف المكعب  ∴
 
8 + 2x

 
)
3 

 أي :حجم المكعب الأصلي   – الجديد حجم المكعب  =فقط  حجم الجليد لذا فإن       

∴ V = ( 8 + 2x )
3
 – 8

3
 نشتق ونعوض معلومات السؤال ( 

𝐝𝐕

𝐝𝐭
= 3 ( 8 + 2x )

2
  ( 2 ) 

𝐝𝐱

𝐝𝐭
  – 0

– 6 = 6 ( 8 + 2 (1) )
2 𝐝𝐱

𝐝𝐭
⟹ 

𝐝𝐱

𝐝𝐭
 = – 0.01 cm/s

cm/s 0.01= معدل نقصان السمك  ∴
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 حائط على العلوي وطرفه أفقية أرض على الأسفل طرفه يستند (10m)طوله سلم                       

 على الأسفل الطرف يكون فعندما  ( m /s 2)  بمعدل الحائط عن مبتعداً الأسفل الطرف زلقان فإذا رأسي،

.والأرض السلم بين الزاوية تغير سرعة  (2   .العلوي الطرف انزلاق معدل (1 : أوجدف عن الحائط(8m)بعد

x= نفرض أن بعد الطرف الأسفل عن الحائط ل( 1                      

لذا معدل ابتعاده عن الحائط هو                 
𝐝𝐱

𝐝𝐭
 = 2

 y= بعد الطرف الأعلى عن الأرض ولنفرض إن                     

 المطلوب هو للأسفل  انزلاقهلذا معدل 
𝐝𝐲

𝐝𝐭

 والعلاقة الرئيسية مبرهنة فيثاغورس  10=  كذلك طول السلم ثابت

  x = 8في اللحظة التي يكون فيها    yث سنجد اولا طول حي

x
2
 + y

2
 = 100 ⟹ 64 + y

2
 = 100 ⟹ y = 6m

2x 
𝐝𝐱

𝐝𝐭
 + 2y 

𝐝𝐲

𝐝𝐭
والان نشتق ثم نعوض معلومات السؤال  :  0 =     

(2) ( 8 ) (2) + (2) ( 6 ) ( 
𝐝𝐲

𝐝𝐭
 ) = 0   ⟹  

𝐝𝐲

𝐝𝐭
 = 

−𝟑𝟐  

𝟏𝟐
=

−𝟖 

𝟑
 m/s 

الكتاب 3 مثال

الحل

الكتاب 4 مثال

الحل
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 المطلوبتغيرها هو سرعة فإن معدل   θ= الزاوية بين السلم والأرض (  لنفرض أن  2         
𝐝𝛉

𝐝𝐭

 :   sin θ , cos θولدينا من قانوني                   

sin θ = 
𝐲

𝟏𝟎
  ….(1)  ,  cos θ = 

𝐱

𝟏𝟎
اهما ونعوض الاخرى في المشتقة  (دنشتق اح    (2)..…   

sin θ = 
𝐲

𝟏𝟎
⟹ cos θ ( 

𝐝𝛉

𝐝𝐭
 )  =

𝟏

𝟏𝟎
( 

𝐝𝐲

𝐝𝐭
(ومعلومات السؤال المشتقة   2نعوض العلاقة  ( 

( 
𝐱

𝟏𝟎
 ) ( 

𝐝𝛉

𝐝𝐭
 ) =

𝟏

𝟏𝟎
( 

−𝟖  

𝟑
 )  ⟹ 8 

𝐝𝛉

𝐝𝐭
  = 

−𝟖  

𝟑
 ⟹ 

𝐝𝛉

𝐝𝐭
  = 

−𝟏

𝟑
 rad / s 

 𝟏 

𝟑
rad / s بين السلم والارض هي   سرعة تغير الزاوية  ∴ 
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 قطر ولوط  ( cm 24 )يساوي ارتفاعه للأسفل ورأسه أفقية قاعدته مخروطي مرشح                                         

5cm بمعدل سائل فيه يصب (cm 16) قاعدته
3
/s 1السائل بمعدل  منه يتسرب بينماcm

3
/s  معدل جدفأو

cm 12السائل عمق فيها يكون التي اللحظة في السائل عمق تغير

cm 5  بمعدل السائل يصب                     
3
/s 1السائل بمعدل  يتسرب بينماcm

3
/s 

 V= حجم السائل  فرضنا انوكلاهما يمثل تغير في الحجم لذا فاذا  

معدل تغير الحجم يصبح    فإن 
𝐝𝐯

𝐝𝐭
= 5 – 1 = 4 cm

3
/s 

 h= ارتفاع السائل و    r= نصف قطر السائل  ولنفرض إن                      

  المطلوب هو   السائل قعم تغير معدلفإن 
𝐝𝐡

𝐝𝐭
=

من خلال الشكل نلاحظ انه لدينا مثلثين متشابهين احدهما صغير والاخر كبير و من تشابه المثلثات 

الاضلاع المتقابلة متناسبة لذا فإن :

 𝐫 

𝟖
=

𝐡

𝟐𝟒
 ⟹ r = 

𝟏

𝟑
 h ….. (1) يرات بين المتغ الساندة علاقة ال

V = 
𝟏

𝟑
π r

2
h  العلاقة الرئيسيةلدينا معدل تغير الحجم لذا ف           

 = r  : نعوض قيمة 
𝟏

𝟑
 h  : فتصبح العلاقة

V = 
 𝟏

𝟑
𝛑 (

 𝟏

𝟗
𝐡𝟐) h ⟹ V = 

𝟏

𝟐𝟕
  π h

3
  نشتق ونعوض معلومات السؤال ( 

𝐝𝐯

𝐝𝐭
= 𝟑 (

𝟏

𝟐𝟕
) π h

2
 ( 

𝐝𝐡

𝐝𝐭
 )

4 = π ( 
 𝟏

𝟗
) (𝟏𝟐)𝟐 ( 

𝐝𝐡

𝐝𝐭
 ) ⟹  4 = π ( 

𝟏𝟒𝟒

 𝟗
 )  

𝐝𝐡

𝐝𝐭

∴ 
𝒅𝒉

𝒅𝒕
=

𝟏

𝟒𝝅
  cm / s     معدل تغير عمق السائل 

 الكتاب 5 مثال

الحل
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y  نقطة متحركة على منحني القطع المكافئ Mلتكن                                       
2
 = 4x   حيث يكون معدل ابتعادها عن

.  x = 4أوجد المعدل الزمني لتغير احداثيها السيني عندما يكون  ( unit / s 0.2 )  يساوي   ( 0 , 7)  النقطة

فإن معدل التغير في البعد هو  Sلنفرض البعد بين النقطتين                  
𝐝𝐬

𝐝𝐭
والمعدل لتغير الاحداثي السيني   0.2=

𝐝𝐱

𝐝𝐭

حسب قانون البعد    ( 0 , 7)لذا يمكن ايجاد البعد بينها وبين النقطة    M ( x , y )النقطة ض ان احداثي  لنفرو         

بين نقطتين حيث :

S = √( 𝐱 − 𝟕 )𝟐 + 𝐲𝟐          ( y
2
 = 4x   نعوض من السؤال قيمة :  )

S = √ 𝐱 𝟐 − 𝟏𝟒𝐱 + 𝟒𝟗 + 𝟒𝐱   

S = √ 𝐱 𝟐 − 𝟏𝟎𝐱 + نشتق ونعوض معلومات السؤال (    𝟒𝟗

𝐝𝐬

𝐝𝐭
 = 

𝟐𝐱 – 𝟏𝟎 

𝟐√ 𝐱 𝟐−𝟏𝟎𝐱+𝟒𝟗
( 

𝐝𝐱

𝐝𝐭
 ) ⟹  0.2 =

[ 𝟐(𝟒)− 𝟏𝟎 ]

𝟐√𝟏𝟔−𝟒𝟎+𝟒𝟗
( 

𝐝𝐱

𝐝𝐭
 )

0.2 = 
−𝟐

𝟐√𝟐𝟓
.

𝐝𝐱

𝐝𝐭
 ⟹ 0.2 = 

−𝟏

𝟓
 .

𝐝𝐱

𝐝𝐭

∴ 
𝐝𝐱

𝐝𝐭
= −𝟏 unit/ s 

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

بحيث يبقى حجمها ثابتا   cm / s 0.5اسطوانة دائرية قائمة يزداد ارتفاعها بمعدل                                                              

π cm 320ويساوي 
3

 .  cm 5فأوجد معدل تغير نصف قطر القاعدة عندما يكون الارتفاع  

 V = 320 πلدينا الحجم ثابت ولنفرضه                         

  0.5لذا معدل تغير الارتفاع   = hنة ولنفرض ارتفاع الاسطوا           
𝐝𝐡

𝐝𝐭
=

لذا معدل تغير نصف قطر القاعدة  هو المطلوب    = r ونصف قطر قاعدتها 
𝐝𝐫

𝐝𝐭
  

V = π r 
2
 h        5= ما الارتفاع قيمة نصف القطر عند نعوض المعلومات من السؤال لإيجاد )

320 π =  π r
 2
 ( 5 ) ⟹ r

 2
 = 64 ⟹ r = 8

 V = π r                     العلاقة الرئيسية علاقة حجم الاسطوانة          
2
 h

𝐝𝐯

𝐝𝐭
= π r

2
 ( 

𝐝𝐡

𝐝𝐭
 ) + h [ 2 π r ( 

𝐝𝐫

𝐝𝐭
 نشتق ونعوض معلومات السؤال (  [(  

0 =  π ( 64 ) ( 0 .5 ) + 5[ π 16 ( 
𝐝𝐫

𝐝𝐭
  )] ⟹   

𝐝𝐫

𝐝𝐭
  =

−𝝅( 𝟔𝟒 )( 𝟎 .𝟓 )

𝟖𝟎 𝛑  

∴ 
𝐝𝐫

𝐝𝐭
  =   

−𝟑𝟐

 𝟖𝟎 
=

− 𝟐  

  𝟓  
 cm / s

الكتاب 6 مثال

الحل

الدور الثاني    2000وزاري 

الحل

h = 5
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 عن  3m، اجتازت اشارة مرورية حمراء ارتفاعها   m / s 30 سيارة تسير بسرعة                                                              

اصطدمت بسيارة اخرى فأوجد سرعة تغير  m 𝟑√𝟑سطح الارض ، وبعد ان ابتعدت عن عمود الاشارة مسافة 

(s /𝟏𝟓√𝟑 mج:   ،   تلميح استخدم فيثاغورس   المسافة بين السيارة والاشارة الضوئية .

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

 كل منها في  طريق الأولى M، تحركت سيارتان من  Mطريقان متعامدان يلتقيان بنقطة                                                              

بين السيارتين بعد ربع ساعة  فأوجد معدل الابتعاد   ( Km/h 60)و الثانية بمعدل    ( Km / h 80)معدل سرعتها 

من بدء الحركة . 

 80 فإن معدل تغير سرعتها هو  M  = xبعد السيارة الأولى عن  اذا فرضنا أن                         
𝐝𝐱

𝐝𝐭
=

 60  فإن معدل تغير سرعتها هو   M  =yبعد السيارة الثانية عن إن نفرض لو   
𝐝𝐲

𝐝𝐭
=

 بين السيارتين   فإن معدل الابتعاد  Z=   نفرض البعد بين السيارتينل و           
𝐝𝐳

𝐝𝐭
هو المطلوب 

السرعة   الزمن ( = لازاحةا  ∵

 ) x  = 80 بة للسيارة الأولى :بالنسالازاحة   ∴
 𝟏 

𝟒
 ) ⟹ x = 20 km 

 ) y  = 60بالنسبة للسيارة الثانية :  الازاحة ∴
 𝟏 

𝟒
 ) ⟹ y = 15 km 

Z
2
 = x

2
 + y

2
العلاقة الرئيسية مبرهنة فيثاغورس (         

 Z   لإيجاد   x = 20 , y = 15 نعوض كل من:   

∴ Z
2
 = 400 + 225 ⟹ Z

2
 = 625 ⟹ Z = 25 km

Z
2
 = x

2
 + y

2
نشتق ونعوض معلومات السؤال (       

[ 2Z 
𝐝𝐳

𝐝𝐭
 = 2x 

𝐝𝐱

𝐝𝐭
 + 2y

𝐝𝐲

𝐝𝐭
  ] ÷ 2

Z 
𝐝𝐳

𝐝𝐭
 = x 

𝐝𝐱

𝐝𝐭
 + y

𝐝𝐲

𝐝𝐭

25 
𝐝𝐳

𝐝𝐭
 = 20 ( 80 ) + 15 ( 60 )

25 
𝐝𝐳

𝐝𝐭
 = 1600 + 900 ⟹  

𝐝𝐳

𝐝𝐭
 = 

𝟐𝟓𝟎𝟎

𝟐𝟓
 = 100 km / h

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

لة  قاعدته مربعة فاذا كان ارتفاعه صندوق على شكل متوازي السطوح المستطي                                                              

والتغير في طول   cm 8يساوي ضعف طول قاعدته فأوجد معدل التغير في مساحته الكلية اذا كان طول ضلعه 

 .ضلعه 
𝟏

 𝟐 
 cm / s           / 80  ج )

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

π cm 21.6أسطوانة دائرية قائمة ارتفاعها ثلاث امثال طول قطرها إذا كان  التغير في حجمها                     
3
 / s  

(2/  ج   فأوجد طول نصف قطرها ؟  cm / s 0.3  امعدل التغير في نصف قطر قاعدتهو

الدور الاول    1997وزاري 

الدور  الاول  2009وزاري 

الاول   الدور 2007وزاري 

خارجي

الحل

M

X

y

Z
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على شارعين متعامدين انطلقت سيارتين كل واحدة في  شارع من نقطة التقائهما سرعة الاولى                                         

15 km / h   20والثانية km / h   لاقهما . فأوجد معدل التباعد بينهما بعد مرور ساعتين من موعد انط 

 15 فإن معدل تغير سرعتها هو  M  = xاذا فرضنا أن   بعد السيارة الأولى عن  
𝐝𝐱

𝐝𝐭
=

 20  فإن معدل تغير سرعتها هو   M  =yولنفرض إن بعد السيارة الثانية عن            
𝐝𝐲

𝐝𝐭
=

 فإن معدل الابتعاد  بين السيارتين   Z= بين السيارتين   و لنفرض البعد           
𝐝𝐳

𝐝𝐭
هو المطلوب 

السرعة   الزمن ( =الازاحة   ∵

 x  = 15 (2) ⟹ x = 30 kmالازاحة بالنسبة للسيارة الأولى :  ∴

  y  = 20 ( 2 ) ⟹ y = 40 kmالازاحة  بالنسبة للسيارة الثانية : ∴

Z
2
 = x

2
 + y

2
العلاقة الرئيسية مبرهنة فيثاغورس (         

 Zلإيجاد      x = 30 , y = 40 نعوض كل من:                

∴ Z
2
 = 900 + 1600 ⟹ Z

2
 = 2500 ⟹ Z = 50  km

Z
2
 = x

2
 + y

2
نشتق ونعوض معلومات السؤال (       

[ 2Z 
𝐝𝐳

𝐝𝐭
 = 2x 

𝐝𝐱

𝐝𝐭
 + 2y

𝐝𝐲

𝐝𝐭
  ] ÷ 2

Z 
𝐝𝐳

𝐝𝐭
 = x 

𝐝𝐱

𝐝𝐭
 + y

𝐝𝐲

𝐝𝐭
  ⟹ 50 

𝐝𝐳

𝐝𝐭
 = 30 ( 15 ) + 40 ( 20 )

50 
𝐝𝐳

𝐝𝐭
 = 450 + 800 ⟹  

𝐝𝐳

𝐝𝐭
 = 

𝟏𝟐𝟓𝟎

𝟓𝟎
 = 25 km / h

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

ارتفاعه يساوي قطره فإذا علمت ان الرمل  قائما مخروطيا شكلا فكونيتساقط الرمل على الأرض                              

π cm 63)بمعدل يتساقط 
3
/s)  عندما يكون الارتفاع يساوي الرمل أوجد معدل التغير في ارتفاع ف ( 6 cm)

فإن معدل التغير في حجم الرمل   V=   الرمل حجم نفرض إن ل                      
𝐝𝐕

𝐝𝐭
 = 63 cm

3
/s 

فإن معدل التغير في ارتفاع الرمل   h=  نفرض إن الارتفاع لو 
𝐝𝐡

𝐝𝐭
هو المطلوب   

 = h = 2r ⟹ r ∴.....  (1)     ي قطره أي : و لدينا ارتفاعه يساو  r=  نصف القطر إن نفرض لو
 𝐡

 𝟐 
 

V = 
 𝟏

𝟑 
π r

2
h ……. الرئيسية نعوض فيها العلاقة الساندة  العلاقة   

V = 
 𝟏

𝟑 
π ( 

 𝐡𝟐

𝟒
 ) h  ⟹ V = 

 𝟏 

𝟏𝟐 
π h

3
نشتق ونعوض معلومات السؤال ( 

𝐝𝐕

𝐝𝐭
=

 𝟏 

𝟏𝟐 
( 𝟑𝛑 𝐡𝟐)

𝐝𝐡

𝐝𝐭

 63 π = 
 𝟏 

𝟒
𝛑( 𝟔)𝟐( 

𝐝𝐡

𝐝𝐭
 )  ⟹ 63 = 9 

𝐝𝐡

𝐝𝐭

∴ 
𝐝𝐡

𝐝𝐭
 = 

𝟔𝟑

 𝟗  
=  7 m / s

مثال خارجي

الحل

M

X

y

Z

الحل

مثال 
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سفل سلم يستند طرفه الأسفل على أرض أفقية وطرفه الأعلى على حائط رأسي فإذا انزلق الطرف الأ// 1س

فأوجد معدل انزلاق الطرف العلوي عندما يكون قياس الزاوية بين السلم  ( 2m/s )مبتعدا عن الحائط بمعدل 

 )  ) والأرض تساوي
 𝛑 

𝟑
.

 فمعدل انزلاقه x  = بعد الطرف الأسفل عن الحائط ان نفرض ل    
𝐝𝐱

𝐝𝐭
 = 2

 ل انزلاقهفمعد y= بعد الطرف الأعلى عن الأرض ان نفرض ول   
𝐝𝐲

𝐝𝐭
هو المطلوب 

 حيث طوله ثابت    = Zولنفرض ان طول السلم   

Zوالعلاقة الرئيسية هنا علاقة فيثاغورس حيث   
2
 = x

2
 + y

2
  

 = tan 𝛉علاقة      من وهي هنا  y  قيمةولكن سنحتاج 
المقابل

المجاور
 والزاوية   xوالمجاور هو  y حيث المقابل هو  

 ) ) معلومة تساوي 
𝛑 

𝟑
لذا :

                           tan 
 𝛑 

𝟑
 = 

 𝐲 

𝐱
 ⟹ √𝟑 =  

 𝐲 

𝐱
 ⟹  √𝟑 x = y

                          Z
2
 = x

2
 + y

2
 الرئيسية ونعوض معلومات السؤال ( العلاقةنشتق  .…… … 

                  0 = 2x 
𝐝𝐱

𝐝𝐭
 + 2y

𝐝𝐲

𝐝𝐭

[ 0 = 2 x ( 2 ) + 2√𝟑 𝐱
𝐝𝐲

𝐝𝐭
 ] ÷ 2

0 = 2x + √𝟑 𝐱 
𝐝𝐲

𝐝𝐭
⟹

𝐝𝐲

𝐝𝐭
 = 

−𝟐𝐱

√𝟑 𝐱
⟹ ∴ 

𝐝𝐲

𝐝𝐭
 = 

−𝟐

√𝟑
 m / s
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سرعة مبتعدا عن العمود وب (m 1.8 )في نهايته مصباح ، يتحرك رجل طوله   (m 7.2)عمود طوله // 2س

(30 m /min) أوجد معدل تغير طول ظل الرجل .ف 

  30 = فان معدل ابتعاده عن العمود هو x= بعد الرجل عن العمود  نافرضلو         
𝐝𝐱

𝐝𝐭

فان معدل تغير طول ظله y = طول ظل الرجل  نافرضولو         
𝐝𝐲

𝐝𝐭
هو المطلوب  

 : ن متشابهان اضلاعهما متناسبة  حيث   لاحظ الشكل  (نلاحظ انه اصبح لدينا مثلثا        

𝟏.𝟖

𝟕.𝟐
 = 

𝐲

𝐱+𝐲
⟹

𝟏

 𝟒 
=

𝐲

𝐱+𝐲
 

x + y  = 4 y ⟹  3 y = x ) نشتق ونعوض معلومات السؤال

3 
𝐝𝐲

𝐝𝐭
=

𝐝𝐱

𝐝𝐭
⟹ 3 

𝐝𝐲

𝐝𝐭
= 𝟑𝟎 ⟹ ∴

𝐝𝐲

𝐝𝐭
 = 10 m / min 

 ( 3 – 2) تمارين 

لماذا لم نعوض عن 

قبل   y  قيمة

الاشتقاق لتسهيل 

المشتقة ؟؟؟؟

1.8 

7.2

x y 

x + y
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y = xنقطة تتحرك على القطع المكافئ  Mلتكن // 3س
2
عندما يكون المعدل الزمني لابتعادها عن    M النقطة أوجد إحداثيف  

 , 0 )) النقطة   
 𝟑 

𝟐
. M  يساوي ثلثي المعدل الزمني لتغير الاحداثي الصادي للنقطة 

𝐝𝐬فإن معدل التغير في البعد هو   S  لنفرض البعد بين النقطتين

𝐝𝐭
𝐝𝐲   والمعدل لتغير الاحداثي الصادي 

𝐝𝐭
لذا فان  

𝐝𝐬

𝐝𝐭
=  

𝟐

 𝟑 
 ( 

𝐝𝐲

𝐝𝐭
 , 0 )) لذا يمكن ايجاد البعد بينها وبين النقطة    M ( x , y )ولنفرض ان احداثي  النقطة     ( 

 𝟑 

𝟐
حسب    

 نقطتين حيث :قانون البعد بين

  S = √ (𝐱 − 𝟎)𝟐 + (𝐲 −  
 𝟑 

𝟐
 )𝟐 

S = √ 𝐱 𝟐 +  𝐲𝟐 − 𝟑𝐲 +
 𝟗

𝟒

S = √ 𝐲 +  𝐲𝟐 − 𝟑𝐲 +
 𝟗

𝟒
⟹ ∴ S = √ 𝐲𝟐 − 𝟐𝐲 +

 𝟗

𝟒

𝐝𝐬

𝐝𝐭
 = 

𝟐𝐲 
𝐝𝐲

𝐝𝐭
 − 𝟐 

𝐝𝐲

𝐝𝐭

𝟐 √  𝐲𝟐−𝟐𝐲 +
𝟗

𝟒

   ⟹ [  
𝟐

 𝟑 
( 

𝐝𝐲

𝐝𝐭
 )  =

𝟐( 𝐲−𝟏 )

𝟐 √ 𝐲𝟐−𝟐𝐲+
𝟗

𝟒

𝐝𝐲

𝐝𝐭
] ÷ 

𝐝𝐲

𝐝𝐭

𝟐

 𝟑 
  = 

( 𝐲−𝟏 )

√ 𝐲𝟐−𝟐𝐲+
𝟗

𝟒

⟹   2  √ 𝐲𝟐 − 𝟐𝐲 +
𝟗

𝟒
= 3 ( y – 1 )        بالتربيع

4 ( y
2 
– 2y + 

 𝟗

𝟒
) = 9 ( y

2
 – 2y  + 1 )

4 y
2
 – 8 y + 9 =  9 y

2
 – 18 y + 9

9y
2
 – 4y

2
 + 8y – 18 y = 0 ⟹ 5 y

2
 – 10 y = 0 ⟹5y ( y – 2 ) = 0

either  y = 0 ⟹  x
2
 = 0 ⟹ x = 0 ⟹    النقطة  ∴    ( 0 , 0 )  تهمل

or    y = 2 ⟹ x
2
 = 2 ⟹ x =∓ √𝟐 ⟹( √𝟐 , 𝟐 ) , ( −√𝟐  , النقاط ∴ ( 𝟐
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x  لدائرة التي تنتمي لأوجد النقاط //  4س
2
 + y

2
 + 4x – 8y = 108   يكون المعدل الزمني لتغيرعندها والتي   x   يساوي

.t  بالنسبة للزمن y  المعدل الزمني لتغير
 ( x , y )النقطة ان احداثي نفرض س            
 هو x كذلك لدينا المعدل الزمني لتغير    

𝐝𝐱

𝐝𝐭
𝐝𝐲  هو yيساوي المعدل الزمني لتغير    

𝐝𝐭
 

x
2
 + y

2
 + 4x – 8y = 108 …………    المعطاة ونعوض العلاقةنشتق 

2x 
𝐝𝐱

𝐝𝐭
 + 2y 

𝐝𝐲

𝐝𝐭
 + 4 

𝐝𝐱

𝐝𝐭
−  𝟖

𝐝𝐲

𝐝𝐭
= 0

[ 2x 
𝐝𝐱

𝐝𝐭
 + 2y 

𝐝𝐱

𝐝𝐭
 + 4 

𝐝𝐱

𝐝𝐭
−  𝟖

𝐝𝐱

𝐝𝐭
= 𝟎  ] ÷ 𝟐

𝐝𝐱

𝐝𝐭
 ≠ 0   نقسم على

x  + y  + 2 − 𝟒 = 𝟎 ⟹  y = 2 – x …. (1)  بين المتغيرات تعوض في العلاقة المعطاة علاقة 

x
2
 + ( 2 – x )

2
 + 4x – 8 ( 2 – x ) = 108

x2ونشتق ونعوض المعلومات )
 = y :  لدينا من السؤال )
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x
2
 + 4 – 4x + x

2
 + 4x – 16 + 8 x = 108

[ 2x
2
 + 8 x – 120 = 0 ] ÷ 2

x
2
 + 4 x – 60 = 0  ⟹ ( x + 10 ) ( x – 6 ) = 0

     either  x =  – 10  ⟹    y = 12 

     or       x = 6       ⟹    y = – 4  

   ( 4 –  , 6 ) , ( 12 , 10 – ) هي : طالنق ∴
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 (0.3cm/s)  أبعاده تتغير بحيث تبقى قاعدته مربعة الشكل يزداد طول ضلع القاعدة بمعدل السطوح المستطيلةمتوازي // 5س
 (3cm ) والارتفاع  (4cm ) الحجم عندما يكون طول ضلع القاعدة  أوجد معدل التغير  (cm/s 0.5)  وارتفاعه يتناقص بمعدل

 . 

𝐝𝐱 فان معدل تغير طول الضلع هولذا     x =  ل ضلع القاعدة طوان نفرض ل  

𝐝𝐭
 = 0.3 

𝐝𝐡   لذا فان معدل تغير الارتفاع هو   h=  الارتفاع ان نفرض ول

𝐝𝐭
=  − 0.5 

𝐝𝐕 لذا فان معدل التغير في الحجم هو V=  الحجمان نفرض ول

𝐝𝐭
 هناالمطلوب  وهو       

 هي حجم متوازي السطوح المستطيلة اي : معدل التغير في الحجمن ان نجد منها العلاقة التي يمك
V = x

2
 h ………  الرئيسية  العلاقة

𝐝𝐕

𝐝𝐭
=  𝐱𝟐 ( 

𝐝𝐡

𝐝𝐭
) + 𝐡 ( 𝟐𝐱 

𝐝𝐱

𝐝𝐭
 )

𝐝𝐕

𝐝𝐭
= 𝟏𝟔( −𝟎. 𝟓) +  𝟑 ( 𝟐(𝟒)( 𝟎. 𝟑) ) 

𝐝𝐕

𝐝𝐭
= − 𝟖 + 𝟕. 𝟐 = − 0.8 cm

3
/s  غير في الحجممعدل الت

cm 0.8=  في الحجم  معدل التناقص ∴ 
3
/s 
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قبل التطرق لمبرهنتي رول والقيمة المتوسطة نحتاج التعرف على مفاهيم معينة                                                                                            
كأساس لهاتين المبرهنتين وهي:

 :الدالة تأخذ قيمةفأن    [ a , b ]لمغلقة دالة معرفة على الفترة ا fإذا كانت                              
.( c )لأي قيمة ضمن الفترة هي اصغر من صورة   صورتهااذا وفقط اذا كانت  c ∈ ( a , b ) حيث ( c )عظمى عند   (1
. ( c )لأي قيمة ضمن الفترة هي اكبر من صورة   صورتهااذا وفقط اذا كانت   c ∈ ( a , b ) حيث   ( c )صغرى عند   (2
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وكان :   [ a , b ]ة اذا كانت الدالة معرفة على الفترة المغلق                              
 fوان   c ∈ ( a , b )حيث         ( c )عند   للدالة قيمة عظمى أو صغرى 

/
 ( c )   موجودة   

f فأن
 /
( c ) = 0

فأن مماس الدالة عندها يوازي محور السينات . ( c )* لاحظ انه  عندما تكون مشتقة الدالة = صفر  عند      

توسطةمبرهنتا  رول  والقيمة الم

 تعريف 

 مبرهنة
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لاحظ الشكل المجاور         

المماس يوازي محور السينات ولما كان ميل محور السينات =   صفر ( فأن المشتقة الأولى عند نقطة التماس تلك 

 تساوي   صفر ( أيضا لان للمستقيمات المتوازية الميل نفسه.

 المشتقة الأولى =أي أن : ميل المماس 

ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ * ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

fالذي تكون عنده   x = cيسمى العدد                            
 /
( c ) = 0  لحرج.أو عنده الدالة غير قابلة للاشتقاق  بالعدد ا 

بالنقطة الحرجة . ( c , f( c ) )وصورتها في الدالة  cبالعدد الحرج والزوج المرتب الذي يمثل احداثي    cلذا يسمى 
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تستخدم هذه المبرهنة لإيجاد نقط تمثل النقاط الحرجة ضمن  فترة محددة لدالة ما ، وتتلخص                                                   

 ويمكن معرفة ان مبرهنة رول تنطبق على دالة ما  بالتحقق من الشروط الاتية:

 . [ a , b ]التحقق من ان الدالة مستمرة في الفترة المغلقة المعطاة مثلا   (1

 . ( a , b )التحقق من ان الدالة قابلة للاشتقاق في الفترة المفتوحة   (2

3) f(a) = f(b)    .) صورة الدالة عند بداية الفترة يساوي صورتها عند نهاية الفترة   

ن الدالة تحقق شروط مبرهنة رول ويمكن ايجاد قيمة واحدة على وفي حال تحقق هذه الشروط الثلاثة يقال ا

fوتمثل نقطة حرجة للدالة أي :  ( a , b )الاقل تنتمي للفترة  
 /
( c ) = 0    حيثc ∈ ( a , b ).
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واحداثي النقاط الحرجة   ان طلبت ( نتبع الخطوات الاتية    لاحظ الامثلة ( :  ( c )لإيجاد قيم                            

( على الفترة المعطاة   ان طلب ذلك في السؤال ( . نتحقق من ان الدالة تحقق شروط مبرهنة رول   اعلاه (1

 نجد المشتقة الاولى للدالة . (2

 في المشتقة ونساوي المشتقة للصفر .   xبدل كل    cنعوض  (3

 ونلاحظ هل تنتمي للفترة المعطاة   تؤخذ فترة مفتوحة  أي اطراف الفترة لا تؤخذ ( . cنجد قيم   (4

 . ( c , f( c ) ) في الدالة الاصلية وتكتب النقطة cمة  في حال طلبت احداثيات النقطة نعوض قي (5

تعريف 

 مبرهنة رول

 ملاحظة
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الممكنة : c بين هل إن مبرهنة رول تتحقق لكل من الدوال ؟ وأوجد قيم                                       

1) f(x)  = (2 – x )
2
         ,  x ∈ [ 0 , 4 ]

 لأنها كثيرة الحدود    [ 4 , 0 ]أولا : الدالة مستمرة على الفترة المغلقة        

 لأنها كثيرة الحدود  ( 4 , 0 )ثانيا : الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة         

      f(0) = ( 2 – 0 )2 = 4   ,   f(4) = ( 2 – 4 )2 = 4ثالثا : نجد صور طرفي الفترة         

∴ f(0) = f(4)  = 4 

الممكنة من المشتقة حيث :c لذا سنجد قيمة   الدالة تحقق شروط مبرهنة رول   ∴

f
 /
(x) = 2 ( 2 – x ) ( – 1 ) = –2 ( 2 – x )  نشتق المشتقة الاولى 

∴ f
 /
( c ) = – 2 ( 2 – c )         c في المشتقة ونساوي المشتقة للصفر ونجد قيم    x نعوض c  بدل كل 

f
 /
( c ) = 0  ⟹ [ –2 ( 2 – c ) = 0 ] ÷ – 2 ⟹ 2 – c  = 0 ⟹ ∴ c = 2 ∈ ( 0 , 4 )
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2) f(x) = 9x + 3 x
2
 – x

3
      , x ∈ [– 1 , 1]

 لأنها كثيرة الحدود    [ 1 , 1 – ]أولا : الدالة مستمرة على الفترة المغلقة          

 لأنها كثيرة الحدود  ( 1 , 1 – )ثانيا : الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة           

  f(1) = 9 + 3 – 1 = 11   ,  f(–1) = – 9 + 3 + 1 = – 5ثالثا : نجد صور طرفي الفترة             

∴ f(1) ≠ f(–1) 

 الممكنة c الدالة لا تحقق شروط مبرهنة رول ولا يمكن ايجاد قيمة     ∴
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3) f(x) = {
 𝐱𝟐  +  𝟏      ,      𝐱 ∈  [ − 𝟏 , 𝟐]

− 𝟏             ,    𝐱 ∈  [− 𝟒 , − 𝟏 )

دالتين اتحاد فترتيهما  علىجزئت  فترة الدالة  [ 2 , 4 –]أولا : نتحقق من استمرارية الدالة على الفترة  

ه الفترة ( أي :يعطي هذ

[– 4 , – 1 ) = [– 4 , 2 ]  ∪  [ – 1 , 2 ]

نتحقق من الاستمرارية فقط عند النقطة التي تغير فيها سلوك الدالة   شكل الدالة ( وهي نقطة   الفجوة( 

 . x =  – 1كون الدالة في اي عدد اخر مستمرة كونها كثيرة حدود على طرفي  x =  – 1 أي عند 

1) f( – 1) = 1 + 1 = 2

2) 𝐥𝐢𝐦𝐱→−𝟏(− 𝟏) = −𝟏 =  𝐋𝟐  الغاية من اليمين
𝐥𝐢𝐦𝐱→−𝟏(𝐱𝟐 +  𝟏) = 𝟐 =  𝐋𝟏 الغاية من اليسار 

∵ L1≠ L2       [– 4 , – 1 ) الدالة غير مستمرة ضمن الفترة   ∴
التي تحقق مبرهنة رول . cد قيم  لا تحقق شروط مبرهنة رول ولا يمكن إيجا ∴  

وزاري 

2مثال الكتاب 

الحل

الحل
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4) f(x) = k    ,  k ∈ R   , [ a , b]

 لأنها دالة ثابتة .   [ a , b ]أولا : الدالة مستمرة على الفترة المغلقة

 لأنها دالة ثابتة .  ( a , b )ثانيا : الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة 

      f(a) = k   ,   f(b) = kثالثا : نجد صور طرفي الفترة 

∴ f(a) = f(b)  = k 

الممكنة من المشتقة حيث :c الدالة تحقق شروط مبرهنة رول لذا سنجد قيمة     ∴

f
 /
(x) = 0 ⟹∴ f

 /
( c ) = 0    نشتق المشتقة الاولى 

.كون الدالة هي خط مستقيم يوازي محور السينات  ( a , b)هي أي عدد يقع ضمن الفترة  c  لاحظ هنا ان
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الممكنة : c ؟ وأوجد قيم  بين هل إن مبرهنة رول تتحقق لكل من الدوال                      

1) f(x)  = x
2
 – 2 x          ,  x ∈ [ 0 , 2 ]

لأنها كثيرة الحدود    [ 2 , 0 ]أولا : الدالة مستمرة على الفترة المغلقة

 لأنها كثيرة الحدود  ( 2 , 0 )ثانيا : الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة 

f (0) = 0 – 2(0)  = 0   ,   f (2) = 2ثالثا : نجد صور طرفي الفترة 
2
 – 2(2) = 4 – 4 = 0     

∴ f (0) = f (2)  = 0 

الممكنة من المشتقة حيث :c الدالة تحقق شروط مبرهنة رول لذا سنجد قيمة     ∴

f
 /
(x) = 2x – 2   نشتق المشتقة الاولى 

∴ f
 /
( c ) = 2c – 2          c د قيم  في المشتقة ونساوي المشتقة للصفر ونج  x نعوض  c  بدل كل 

f
 /
( c ) = 0  ⟹ [ 2c – 2  = 0 ] ÷  2 ⟹ c – 1  = 0 ⟹ ∴ c = 1 ∈ ( 0 , 2 )
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2) f(x) = x
2
 – 4x + 3    , x ∈ [ 1 , 3 ]

3) f(x) = x
3
 – 6x

2
         , x ∈ [ 0 , 6 ]

4) f(x) = 3x – x
3
     , x ∈ [ – 2 , 2 ]

5) f(x) = 
𝐱𝟐

𝟐
– x

3
     , x ∈ [ 0  ,

 𝟏 

𝟐
 ]

6) f(x) = {
𝐱𝟐 + 𝟐      ,      𝐱 ∈  [ − 𝟏 , 𝟏]

−𝟑             ,    𝐱 ∈  [− 𝟐 , − 𝟏 )

مثال 

الحل

الحل
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7) f(x) = | x |   ,   x ∈ [ – 2  , 2 ]

   [ 2 ,  2 – ]أولا : الدالة مستمرة على الفترة المغلقة

.  ( 2 ,  2 –)لذا فهي غير قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة  x = 0 ثانيا : الدالة غير قابلة للاشتقاق عند 

لشرط الثاني غير متحقق لذا فهي لا تحقق شروط مبرهنة رول.أي ان ا

  تعرف الطالب على الاستمرارية لدالة القيمة المطلقة وكذلك عدم قابليتها على الاشتقاق عند النقطة التي يتغير 

.فيها شكل الدالة   الفجوة ( كون المشتقة من اليمين لا تساوي المشتقة من اليسار (
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يمكن الاستفادة منها ان صورتي الدالة على رول  اذا ذكر في السؤال ان الدالة تحقق شروط مبرهنة                          

طرفي الفترة متساويان على طرفي الفترة اي نعوض طرفي الفترة في الدالة المعطاة ونساويهما ونجد قيمة الثابت 

.   لاحظ الامثلة الاتية ( المطلوب
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f (x) = xإذا علمت ان الدالة                      
2
 + h x – 1   فأوجد قيمة   [ 3 , 0 ]تحقق مبرهنة رول ضمن الفترةh   ،

 لممكنة .ا c  ثم أوجد قيمة   

الدالة تحقق شروط مبرهنة رول يمكن الاستفادة منها ان صورتي الدالة على طرفي الفترة متساويان على       

 طرفي الفترة اي نعوض طرفي الفترة في الدالة المعطاة ونساويهما كما يأتي :

f ( 0 ) = 0  + 0 ( h ) – 1 = – 1 ,  f ( 3 ) = 9 +3h – 1 

∵ f ( 0 ) = f ( 3 )      كون الدالة تحقق مبرهنة رول 

∴ 9 +3h – 1 = – 1  ⟹ 9 +3h  = 0 ⟹ 3h  = – 9 ⟹ h  = – 3 

∴ f(x) = x
2
 – 3x – 1

f
 /
 ( x ) = 2x – 3        الممكنة c والان نجد قيمة 

f
 /
 ( c ) = 2c – 3

f 
/
 ( c ) = 0  ⟹  2c – 3 = 0   ⟹ 2c = 3 ⟹ c =

 𝟑 

𝟐
 ∈ ( 0 , 3 ) 
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f (x) = xإذا علمت ان الدالة                      
3
 – h x

2
، ثم hفأوجد قيمة   [ 2 , 1 – ]برهنة رول ضمن الفترة تحقق م  

الممكنة . c  أوجد  قيمة  

مثال 

 الحل

 الحل

ملاحظة

مثال 
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f (x) = xإذا كانت الدالة                     
2
الممكنة  cثم  أوجد قيمة   aأوجد قيمة   [a , 1]الفترة  علىتحقق شروط مبرهنة رول   2 – 

 .صورتي الدالة على طرفي الفترة  نساويأي الدالة تحقق شروط مبرهنة رول 
f ( a ) = a

2
  – 2  ,  f ( 1 ) = 1 – 2 = – 1

∵ f ( a ) = f ( 1 )      كون الدالة تحقق مبرهنة رول
a

2
 – 2 =  – 1⟹ a

2 
= 1 ⟹ a = 1  يهمل  or    a = – 1

(   a = 1لذا اهملنا قيمة   [ 1 , 1 ]ترة) حيث  لا يمكن أن تكون الف   [ 1 , 1 – ] أي ان الفترة اصبحت
f
 /
( x ) = 2x   الممكنة   c والان نجد قيمة  ⟹ f

 /
( c ) = 2c

f
 /
( c ) = 0  ⟹ 2c = 0   ⟹  c = 0 ∈ ( – 1 , 1 )
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f (x) = 3x إذا كانت الدالة                       
2
  – 2x

3
ثم b  أوجد قيمة [ b ,  0 ] تحقق شروط مبرهنة رول على الفترة   3 – 

الممكنة . c  أوجد قيمة
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نشتق ونعوض في المشتقة فإننا الممكنة  c  عطيت قيمةوادالة تحقق شروط مبرهنة رول ذكر في السؤال  في حال         
 بقيمتها مع مساواة المشتقة للصفر  ونجد قيمة الثابت المطلوب  ) لاحظ الامثلة الاتية ( . c   عن قيمة
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f (x) = 3xإذا كانت الدالة                       
2
 – a x + 7   تحقق مبرهنة رول  على الفترة [ 0  , b ] حيث c = 2   والتي
.  a , b ∈ R تنتمي للفترة نفسها  فأوجد قيمة  كل من

بقيمتها مع مساواة  c   الممكنة يمكن الاستفادة منها بأن نشتق ونعوض في المشتقة عن قيمة c  اعطيت قيمة ) هنا              
(.  a المشتقة للصفر  ونجد قيمة الثابت

f 
/
(x) = 6x – a ⟹ f

 /
(c) = 6 c – a     ,    ∵ f /(c) = 0   ) كون الدالة تحقق مبرهنة رول (

∴ 6 c – a = 0     ) والتي اعطيت في السؤال c = 2 نعوض عن قيمة (
 6 ( 2 )  – a = 0 ⟹ 12  – a = 0 ⟹ a  = 12 

f (x) = 3xأصبحت الان الدالة
2
 – 12x +7

ة ونساويهما كما يأتي :الان صورتي الدالة على طرفي الفترة متساويان اي نعوض طرفي الفترة في الدالة المعطا
f ( 0 ) = 0 – 0 +7 = 7 ,  f ( b ) = 3b

2
 – 12b +7

∵ f ( 0 ) = f ( b )      كون الدالة تحقق مبرهنة رول
7 =  3b

2
 – 12b +7⟹ [ 3b

2
 – 12b 

 
= 0 ] ÷ 3

b
2
 – 4b 

 
 = 0  ⟹ b ( b – 4 ) = 0 ⟹ b = 0 تهمل  or   b = 4

(  b = 0لذا اهملنا قيمة  [ 0 , 0 ]) حيث  لا يمكن أن تكون الفترة   [ 4 , 0 ] أي ان الفترة اصبحت
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f (x) = 5 + axإذا كانت الدالة – 3x
– ]تحقق مبرهنة رول  على الفترة  2 1 , b ]  حيثc =  

 𝟏 

𝟑
والتي  

 .  a , b ∈ Rتنتمي للفترة نفسها  فأوجد قيمة  كل من 

ملاحظة

الحل

مثال 

مثال 

 مثال 

 الحل

 مثال 
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قبل التطرق الى هذه المبرهنة سنحتاج ان نذكر  بعض المعلومات التي  ستساعد في                                                                        

فهم اكثر  ومنها :

قطعة المستقيم التي تصل بين نقطتين من  نقاط منحني دالة ما تسمى وتر   لاحظ الشكل ادناه ( (1

ام النقطتين حسب العلاقة   ميل الوتر يمكن إيجاده باستخد (2
𝐲𝟐 − 𝐲𝟏

𝐱𝟐 − 𝐱𝟏
=

𝐟(𝐛)− 𝐟(𝐚)

𝐛−𝐚
  = m AB

نعلم ان المشتقة الاولى للدالة تمثل ميل المماس عند ايه نقطة لذا يمكن ايجاد ميل المماس عند نقطة لمنحني  (3

fبان نشتق المشتقة الاولى للدالة عند تلك النقطة أي 
 /
 (c)    .

نعلم ان لكل مستقيمين متوازيين الميل نفسه  لذا اذا كان مثلا المماس لدالة يوازي وترا فيها فان ميلاهما  (4

متساويان أي أن   
𝐟(𝐛)− 𝐟(𝐚)

𝐛−𝐚
f
 /
 (c)  =

الاستنتاج الذي توصلنا اليه هو نفس الاستنتاج 

الذي توصلت اليه مبرهنة القيمة المتوسطة كما

خلال التعريف ادناه والغاية منهاسنلاحظ من 

التي عندها يوجد    x = cانه يمكن ايجاد قيمة 

 ميل الوتر على  =مستقيم يمس الدالة وميله 

 فترة محددة.

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ard.comhttp://raeed.mathsbo *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

 ( a , b )وقابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة      [ a , b ]دالة مستمرة في الفترة المغلقة  fإذا كانت                          

f:        وتحقق  ( a , b ) تنتمي إلى    cفأنه يوجد على الأقل قيمة واحدة 
 /
(c) = 

𝐟(𝐛)− 𝐟(𝐚)

𝐛−𝐚

f(b) – f(a) = fأو :
 /
 (c) (b – a )      ) أي أن ميل المماس = ميل الوتر  
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مبرهنة رول هي حالة خاصة من مبرهنة القيمة المتوسطة حيث اذا كان ميل الوتر صفرا كون                                         

 f(b) = f(a)  ) وهو الشرط الثالث من شروط مبرهنة رول   

 0وحسب مبرهنة القيمة المتوسطة فان :         
𝐟(𝐛)− 𝐟(𝐚)

𝐛−𝐚
=

𝟎

𝐛−𝐚
= 

f
 /
 (c) = 

𝐟(𝐛)− 𝐟(𝐚)

𝐛−𝐚
⟹  f

 /
 (c) = 0 وهي مبرهنة رول

المتوسطة .اي بصورة عامة كل سؤال يحقق مبرهنة رول يمكن ان يحل باستخدام مبرهنة القيمة 

مبرهنة القيمة المتوسطة

تعريف 

لاحظ أن

أي ان الوتر والمماس كلاهما 

يوازيان محور السينات لذا 

 فإن ميلاهما = صفر
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اذا حققت الشروط الاتية :  cيمكن التحقق من ان الدالة تحقق مبرهنة القيمة المتوسطة و نجد قيم                              

 . [ a , b ]التحقق من ان الدالة مستمرة في الفترة المغلقة المعطاة مثلا   (1

 . ( a , b )لمفتوحة  التحقق من ان الدالة قابلة للاشتقاق في الفترة ا (2

fأي نجد    c بـ  xنجد ميل المماس حيث نجد مشتقة الدالة ونعوض بدل كل  (3
 /
 (c).

fنجد ميل الوتر بان نجد صور  حدود الفترة المعطاة  (4
 
 (a) , f

 
 (b)  : ثم نعوض في العلاقة

𝐟(𝐛)− 𝐟(𝐚)

𝐛−𝐚

 .  c  نساوي الميلان   ميل المماس = ميل الوتر ( ونجد قيم (5
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: cية تحقق شروط مبرهنة القيمة المتوسطة و أوجد  قيم برهن أن الدوال الآت                                      

1) f
  
(x) = x

2
 – 6 x +4    , x ∈ [ – 1 , 7 ]

 

لأنها كثيرة الحدود    [ 7 , 1 – ]أولا : الدالة مستمرة على الفترة المغلقة

 لأنها كثيرة الحدود  ( 7 , 1 – )ثانيا : الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة 

f (– 1) = 1 – 6 (– 1) + 4  = 11  ,  f ( 7 ) = 7: نجد صور طرفي الفترة  ثالثا
2
 – 6 (7) + 4 = 11  

fنجد كلا من ميل المماس 
 /
 (c)   و ميل الوتر

𝐟(𝐛)− 𝐟(𝐚)

𝐛−𝐚

f
 /
 (x) = 2x – 6  ⟹  f

 /
 (c) = 2c – 6    ) ميل المماس

m = 
𝐟( 𝐛 )− 𝐟 ( 𝐚 )

𝐛−𝐚
   = 

𝐟( 𝟕 )− 𝐟 ( −𝟏 )

𝟕−(−𝟏)
 = 

𝟏𝟏−𝟏𝟏

𝟖
نجد ميل الوتر       0 = 

∴ f
 /
 (c) = m  ⟹   2c – 6 = 0 ⟹ c = 3 ∈ (– 1 , 7)       ميل المماس = ميل الوتر
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2) f(x) = √𝟐𝟓 − 𝐱𝟐  ,        x ∈ [ – 4 , 0 ]

 [  0 , 4 – ]المغلقةأولا : لأثبات ان الدالة مستمرة على الفترة 

حيث :  a ∈ (– 4 , 0 ) ∀اثبات الاستمرارية   ( أ

1) f(a) =  √𝟐𝟓 − 𝐚𝟐 ∈ R   ) ضمن مجال الدالةa  )

2) 𝐥𝐢𝐦𝒙→𝒂 √𝟐𝟓 − 𝐱𝟐 = √𝟐𝟓 − 𝐚𝟐

3) f(a) =  𝐥𝐢𝐦𝒙→𝒂 𝐟(𝐱)

3مثال الكتاب 

 الحل

 ملاحظة

 الحل

** مجال الدالة يمكن ايجاده للدالة الجذرية بجعل 

داخل الجذر اكبر او يساوي صفر ونحل المتباينة.

25 – x
2
 ≥ 0 ⟹ 25  ≥ x

2

∴ – 5 ≤ x ≤ 5 
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حيث : ( 4 – ) اثبات ان الدالة مستمرة على يمين   ( ب

1) f(– 4) =  √𝟐𝟓 − 𝟏𝟔 = √𝟗  = 3

2) 𝐥𝐢𝐦
𝒙→ +

−𝟒
√𝟐𝟓 − 𝐱𝟐 = √𝟐𝟓 − 𝟏𝟔 = √𝟗  = 3

3) f(– 4) =  𝐥𝐢𝐦
𝒙→ +

−𝟒
𝐟(𝐱) 

حيث : ( 0 ) اثبات ان الدالة مستمرة على يسار   ( ت

1) f(0) =  √𝟐𝟓 − 𝟎 = √𝟐𝟓  = 5

2) 𝐥𝐢𝐦𝒙→
−
𝟎

√𝟐𝟓 − 𝐱𝟐 ==  √𝟐𝟓 − 𝟎  =  √𝟐𝟓  = 5

3) f(0) =  𝐥𝐢𝐦𝒙→
−
𝟎

 𝐟(𝐱) 

 [  0 , 4 – ]المغلقةمستمرة على الفترة الدالة  ∴

لان هذه الفترة هي مجموعة جزئية من مجال   ( 0 , 4 –)ثانيا : الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة 

 (  ( 5 , 5 –)  الدالة قابلة للاشتقاق في مجالها على الفترة   [  5 , 5 – ]الدالة 

   f (0) = 5  ,  f (– 4 ) = 3ثالثا : نجد صور طرفي الفترة 

fنجد كلا من ميل المماس 
 /
 (c)     و ميل الوتر

𝐟(𝐛)− 𝐟(𝐚)

𝐛−𝐚

fميل المماس 
 /
 (c)  

f
 /
 (x)  = 

𝟏

 𝟐 
( 𝟐𝟓 − 𝐱𝟐)

−𝟏

𝟐  (−𝟐𝐱)  ⟹  f
 /
 (x)  =

−𝐱

√ 𝟐𝟓− 𝐱𝟐
⟹ f

 /
 (c)  =

−𝐜

√ 𝟐𝟓− 𝐜𝟐

m = 
𝐟( 𝐛 )− 𝐟 ( 𝐚 )

𝐛−𝐚
= 

𝐟( 𝟎 )− 𝐟 ( −𝟒 )

𝟎−(−𝟒)
= 

𝟓−𝟑

𝟒
 = 

𝟏

 𝟐 
ميل الوتر    

f ميل المماس = ميل الوتر   أي     
 /
 (x)    m  = 

𝟏

 𝟐 
=  

−𝐜

√ 𝟐𝟓− 𝐜𝟐
 ⟹  √𝟐𝟓 − 𝐜𝟐 =  −𝟐𝐜       نربع الطرفين

25 – c
2
 = 4 c

2
    ⟹   25 = 5c

2
 ⟹ c

2
 = 5

∴ c = −√𝟓 ∈ ( – 4 , 0 )        or       c = √𝟓 ∉ ( – 4 , 0 ( 
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: cبرهن أن الدوال الآتية تحقق شروط مبرهنة القيمة المتوسطة و أوجد  قيم                        

1) f (x)  = √𝐱 − 𝟑        , x ∈  [ 4 , 7 ]

2) f (x)  = 2x
3
 – 9x        , x ∈ [ – 2 , 1]

 +ة اعلى العدد في الغاية  اضافة الاشارة الصغير

للدلالة على اليسار  كما    –للدلالة على اليمين و 

تعلمت في الصف الخامس العلمي .

مثال
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3)     f(x) =
 𝐱𝟑

𝟑 
 , [ – 1 , 2] 

 لأنها كثيرة الحدود   [2 , 1– ]أولا : الدالة مستمرة على الفترة المغلقة    

لأنها كثيرة الحدود  ( 2 , 1 – )ثانيا : الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة 

 = f (– 1)ثالثا : نجد صور طرفي الفترة 
(−𝟏)𝟑

𝟑 
= 

−𝟏 

𝟑
  ,  f ( 2 ) =

 𝟐𝟑

𝟑 
 = 

 𝟖 

𝟑

fنجد كلا من ميل المماس 
 /
 (c)   و ميل الوتر

𝐟(𝐛)− 𝐟(𝐚)

𝐛−𝐚

f ميل المماس :
/
(x) = 

𝟑𝐱𝟐

𝟑 
= x

2
 ⟹ f 

/
 (c) = c

2
 

 = m  ميل الوتر :     
𝐟(𝟐)− 𝐟 ( −𝟏 )

𝟐−(−𝟏)
    = 

𝟖 

𝟑
+ 

𝟏

𝟑

𝟑
 = 

𝟗 

𝟑

 𝟑 
=

 𝟑

𝟑
 = 1 

∴ c
2
 = 1 ⟹ c =  1 ∈ (– 1 , 2)   or   c = – 1    ∉ (– 1 , 2)
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4) f(x) =
𝟓

 𝟐−𝟑𝐱 
      , [ – 3 , 2] 

  نجد القيمة التي تجعل المقام = صفر ( [  2 , 3 – ]أولا : لنتحقق من الاستمرارية  على                

2 – 3x = 0 ⟹ x = 
𝟐

  𝟑  
 ∈  [– 3 , 2]

الدالة غير مستمرة و لا تحقق مبرهنة القيمة المتوسطة . ∴
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5) f(x) =
𝟏

 𝟑𝐱 − 𝟒 
 , [ – 1 , 3] 

6) f (x)  = 
𝟑

𝐱 
      , x ∈ [ 1 , 3]
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  في الدالة الكسرية تكون غير مستمرة عند القيمة التي تجعل المقام = صفر لذا نجد هذه القيمة 

عطاة فالدالة غير مستمرة على هذه الفترة ولا تحقق شروط ونلاحظ اذا تنتمي الى الفترة الم

مبرهنة القيمة المتوسطة أما اذا كانت خارج الفترة فتعتبر مستمرة ضمن الفترة المعطاة . (

الحل

الحل

ملاحظة

 يمكن الافادة منها بتحقق   cفي حال ذكر في السؤال الدالة تحقق مبرهنة القيمة المتوسطة عند 

الشرط الثالث اي ميل المماس = ميل الوتر  

التي لدينا لإيجاد قيمة الثابت المجهول .   cمع التعويض عن قيمة 

ملاحظة
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f : [ 0 , b ] → R  ,  f(x) = xإذا كانت                                            
3
 – 4x

2
تحقق مبرهنة القيمة المتوسطة  f وكانت   

 = c عند  
  𝟐  

𝟑
.  b ∈ Rفأوجد قيمة 

 = cس = ميل الوتر عند لكون الدالة تحقق مبرهنة القيمة المتوسطة لذا فإن ميل المما                     
  𝟐  

𝟑
لذا نجد كل   

منهما ونعوض حيث :

f 
/
(x) = 3 x

2
 – 8x   ⟹ f 

/
(c) = 3 c

2
 – 8c

m = 
𝐟( 𝐛 )− 𝐟 ( 𝟎 )

𝐛 − 𝟎
= 

𝐛𝟑− 𝟒 𝐛𝟐− 𝟎

𝐛
= 

𝐛(𝐛𝟐− 𝟒𝐛)

𝐛
= b

2
 – 4b

ميل المماس = ميل الوتر∵

∴ 3c
2
 – 8c = b

2
 – 4b          ( c = 

𝟐

𝟑
(نعوض قيمة   

3 ( 
 𝟒  

𝟗 
 ) – 8 ( 

  𝟐 

𝟑
) = b

2
 – 4b ⟹

 𝟒 

𝟑
−

 𝟏𝟔 

𝟑
  = b

2
 – 4b

−𝟏𝟐 

𝟑
= b

2
 – 4b  ⟹  b

2
 – 4b + 4 = 0

( b – 2)
2
 = 0 ⟹ b = 2
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f : [ –1 , b ] → R ,  f(x) = xإذا كانت                   
2
 – 2x   وكانت f  تحقق مبرهنة القيمة المتوسطة عند c = 2 

.  b ∈ Rفأوجد قيمة 
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وقابلة للاشتقاق على   [ a , b ]دالة معرفة و مستمرة في الفترة  fإذا كانت                                                                                       

(  [ a , b ]يمثل طول الفترة    h ∈ R , h ≠ 0     hحيث        b – a = h…(1)ولنفرض أن :  ( a , b )الفترة  

∴ b = a + h …..(2)

f
 /
(c) = 

𝐟(𝐛)− 𝐟(𝐚)

𝐛−𝐚
         ولدينا من المبرهنة أن ميل المماس = ميل الوتر اي  :  

f
 /
(c) = 

𝐟(𝐚+𝐡)− 𝐟(𝐚)

𝐡
نحصل على                2و   1بتعويض العلاقة  

∴ f( a + h ) ≃ f(a) + h f
 /
(c)

صغيرا اصبح طول الوتر صغيرا جدا أي كأن الوتر يبدأ وينتهي من نفس النقطة و المماس   hوكلما كان طول الفترة

 فيصبح القانون :  c  بدل   aولذلك سنعوضx = a حني عند نقطة قريبة جدا من النقطة سيكون مماسا للمن  cعند  

            

 h f ويقال للمقدار  
/
(c) .) التغير التقريبي للدالة   

4مثال الكتاب  

الحل

 مثال 

 نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة

f( a + h ) ≃ f(a) + h f
 /
(a)
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خدامها في ايجاد قيم لمجاهيل من اهم استخدامات هذه النتيجة هو است                                                                 
 في مختلف التطبيقات بصورة تقريبية وبخطوات بسيطة وهي :

 .  bنحدد القيمة المراد احتسابها بصورة تقريبية ويرمز لها  (1
بدل القيمة المراد احتسابها .   x نكون دالة من السؤال ) ان لم تكن موجودة ( بوضع  (2
.  aاشرة اذا عوض في الدالة و يرمز لها نختار قيمة ) عدد ( يمكن ايجاد ناتجه مب (3
.  h = b – aنجد قيمة  (4
fو   f(a)نجد كل من  (5

 /
(x)   ومنها نعوض لنجدf

 /
(a) : ثم نعوض في العلاقة

f ( a + h ) ≃ f (a) + h f
 /
(a)

( والان تابع الامثلة ادناه :  f ( a + h ) = f ( b )ونبسط لإيجاد الناتج ) لاحظ أن  (6
ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

ورة تقريبية ومقربا إلى ثلاثة مراتب عشرية على الاقل  بص 𝟐𝟔√أوجد ناتج                                             

f (x) = √𝐱 ) لا نستطيع ايجاد قيمة الجذر مباشرة لذا كوننا دالة (  
f (a) = √𝟐𝟓 =  ) نجد الصورة المباشرة للعدد الذي اخترناه (    𝟓
f
 /
(x) = 

𝟏

𝟐√𝐱
  ⟹ f 

/
(25) = 

𝟏

𝟐√𝟐𝟓
= 𝟎. ق ونعوض () نشت   𝟏  

∴ f(b) = f( a + h ) ≃ f(a) + h f
 /
(a)  = 5 + 1 ( 0.1 ) = 5.1 ) نعوض ونجد الناتج(
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f(x) =  x إذا كان                                        
3 
+ 3 x

2
 + 4x + 5    فأوجد  بصورة تقريبيةf(1.001)

f(a) = f(1) = 1 + 3 + 4 + 5 = 13

f
 / 

(x) = 3 x
2
 +6x + 4

f
 /
(a) = f

 /
(1) = 3 + 6 + 4 = 13

 ∴f(1.001) = f( a + h ) ≃ f(a) + h f
 /
(a)  = 13 + (0.001)(13) = 13.013
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f(x) =  3 x إذا علمت أن                                              
 
+ 2x

3
 f(2.02)أوجد وبصورة تقريبية     
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باستخدام نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة اوجد وبصورة تقريبية ومقربا لثلاث مراتب عشرية على الاقل لكل                          
مما يأتي:

a) √(𝟎. 𝟗𝟖)𝟑𝟓
+ ( 0.98 )

4
) نكون دالة (  3 + 

f(x) = √𝐱𝟑𝟓
 + x

4 
+ 3 = 𝐱

 𝟑 

𝟓  + x
4 
) نعوض في دالة (  3 +

f(1) = √𝟏𝟑𝟓
 + 1 + 3 = 5 

f
 /
(x) = 

𝟑

 𝟓 
𝐱

−𝟐

𝟓  + 4 x
3
) نشتق الدالة ( 

التقريب باستخدام نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة

4الكتاب  مثال 

الحل

b = 26

a = 25

h = b – a 

∴ h = 1 

6مثال الكتاب  

الحل
b = 1.001

a = 1

h = b – a 

h = 0.001

مثال واجب

10مثال الكتاب  

الحل
b = 0.98

a = 1

h = b – a 

h = – 0.02
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f
 /
(1) = 

𝟑

 𝟓 
(𝟏)

−𝟐

𝟓 + 𝟒 (𝟏)𝟑 =
𝟑

 𝟓 
+  𝟒 =

𝟐𝟑

 𝟓 
≃ 𝟒. ) نعوض في المشتقة (   𝟔

∴ f(0.98) = f( a + h ) ≃ f(a) + h f
 /
(a)

    ≃ 5 + (– 0.02) ( 4.6 ) = 5 – 0.092 = 4.908 
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b) √𝟕. 𝟖
𝟑

 

f(x) = √𝐱
𝟑

نكون دالة (            

f(a) = √𝟖
𝟑

= نعوض في دالة (    𝟐

f
 /
(x) = 

𝟏

 𝟑 
 𝐱

−𝟐

𝟑 =
𝟏

𝟑 √𝐱𝟐𝟑   نشتق الدالة (    

f
 /
(8) = 

𝟏

𝟐 √𝟖𝟐𝟑 =
𝟏

𝟏𝟐
نعوض في المشتقة (    0.083 ⋍

∴ f(7.8) = f( a + h ) ≃ f(a) + h f
 /
(a)  = 2 + (– 0.2) ( 0.083 ) = 2 – 0.0166 = 1.983
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c) √𝟏𝟕 +  √𝟏𝟕
𝟒

 

f(x) = √𝐱 +  √𝐱
𝟒

نكون دالة (        

f(16) = √𝟏𝟔 +  √𝟏𝟔
𝟒

= نعوض في دالة (   𝟔

f
 /
(x) = 

𝟏

 𝟐 
 𝐱

−𝟏

𝟐 +  
𝟏

 𝟒 
 𝐱

−𝟑

𝟒 =  
𝟏

𝟐 √𝐱
+  

𝟏

𝟒 √𝐱𝟑𝟒   نشتق الدالة (    

f
 /
(16) = 

𝟏

𝟖
+  

𝟏

𝟑𝟐
=

𝟓

𝟑𝟐
≃ 𝟎. نعوض في المشتقة ( 𝟏𝟓𝟔

∴ f(17) = f( a + h ) ≃ f(a) + h f
 /
 (a)  = 6 + 1 ( 0.156 ) = 6.156

d) √𝟎. 𝟏𝟐
𝟑

 

f(x) = √𝐱
𝟑

نكون دالة ( 

f(0.125) = √𝟎. 𝟏𝟐𝟓
𝟑

= 𝟎. نعوض في دالة (  𝟓

f
 /
(x) = 

𝟏

 𝟑 
  𝐱

−𝟐

𝟑   نشتق الدالة (     

f
 /
(0.125) = 

𝟏

 𝟑 
(𝟎. 𝟏𝟐𝟓)

−𝟐

𝟑 =
𝟏

 𝟑 
(𝟎. 𝟓)−𝟐 =

𝟏

 𝟑 
(

 𝟏

𝟐
)−𝟐 =

𝟒

 𝟑 
≃ 𝟏. 𝟑𝟑𝟑 

∴ f(0.12) =  f( a + h ) ≃ f(a) + h f
 /
 (a)  ≃ 0.5 + (– 0.005) ( 1.333 )

 = 0.5 – 0.006665 ≃ 0.493 

b = 7.8

a = 8

h = b – a 

h = – 0.2

الدور  الاول  2011وزاري 

الحل

الحل

b = 17

a = 16

h = b – a 

h = 1

الدور  الاول  2004وزاري 
الحل

b = 0.120

a = 0.125

h = b – a 

h = – 0.005
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f(x) = √𝐱𝟐𝟑 لتكن                                           
فما مقدار التغير التقريبي للدالة . 8.06 الى   8 من   xفإذا تغيرت  

f(x) = √𝐱𝟐𝟑
= 𝐱

 𝟐 
𝟑

f
 /
(x) = 

𝟐

𝟑
 𝐱

−𝟏

𝟑   نشتق الدالة (      

f
 /
(8) = 

𝟐 

𝟑
 (𝟖)

−𝟏

𝟑 =
 𝟐

𝟑
 (𝟐𝟑)

−𝟏

𝟑 =
 𝟐

𝟑
 (𝟐)−𝟏 =

𝟏 

𝟑
نعوض في المشتقة ( 

∴ h f
 /
(a) = h f

 /
(8) = ( 0.06) ( 

𝟏

𝟑
التغير التقريبي     0.02 = ( 
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فأوجد  حجم   cm 0.15فاذا كان سمك الطلاء   cm 10يراد طلاء مكعب طول ضلعه   حرفه (                                          

الطلاء بصورة  تقريبية وباستخدام نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة .

  عند طلاء المكعب ينتج مكعب جديد حجمه = حجم المكعب الاصلي + حجم الطلاء

h fوبما ان المطلوب حجم الطلاء فانه يمثل تغير في الحجم اي المطلوب هو 
 /
(a)  )

f(x) = xحرفه أي :                    **حجم المكعب = مكعب طول
3

       f 
/
(x) = 3 x

2

f
 /
 (a)= f

 /
 (10) = 300

∴ h f
 /
(a) ≃ ( 0.3)(300) = 90 cm

3
حجم الطلاء بصورة تقريبية  
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cm 26مكعب حجمه     
توسطة طول ضلعة أوجد باستخدام  نتيجة مبرهنة القيمة الم 3

بصورة تقريبية .    
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m 101نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة طول ضلع مربع مساحته أوجد باستخدام                                                         
2
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𝟖𝟐√وجد باستخدام نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة قيمة   أ                                                   
𝟒

b = 10.3

a = 10

h = b – a 

h = 0.3

الدور  الاول  1996وزاري 

الحل

b = 8.06

a = 8

h = b – a 

h =  0.06

8مثال الكتاب  

عند طلب مقدار تغير في الدالة او كان هنالك دلالة على تغير في الحجم او الارتفاع او نصف القطر . . . 

h fالمطلوب هو فقط ايجاد . . . . .  وغيرها يقصد ان 
/
 (a)   ..... لاحظ الامثلة الاتية 

ملاحظة

 9مثال الكتاب 

الحل

طول حرف المكعب 

 10الاصلي 

طول حرف المكعب بعد 

 الصبغ 

10+2(0.15) =10.3

الدور  الاول  2007وزاري 

الدور  الاول  2010وزاري 
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37 )كرة حجمها                   
  𝟏  

𝟑
 π cm

3
المتوسطة أوجد بصورة تقريبية طول قطرها باستخدام نتيجة مبرهنة القيمة ( 

  نستخدم قانون حجم الكرة لإيجاد نصف القطر ثم  نجد نصف القطر بالجذر  ولكن سنواجه مشكلة ان                         

الجذر لعدد ليس له جذر مباشر لذا نحتاج الى التقريب (

v = 
𝟒

𝟑 
π r

3
 ⟹  37

  𝟏

𝟑
π = 

𝟒

𝟑 
π r

3

r 
3
 = 

𝟏𝟏𝟐 

𝟑
 (𝟑) 

𝟒 
⟹ r3

 = 
𝟏𝟏𝟐 

𝟒 
 ⟹ r3

 = 28

∴ r = √𝟐𝟖
𝟑

 

f(x) = √𝐱
𝟑

= 𝐱
 𝟏 

𝟑

f(a) = f(27) = √𝟐𝟕
𝟑

 = 3 

f
 /
(x) = 

𝟏 

𝟑
 𝐱

−𝟐

𝟑 نشتق الدالة (      

f
 /
(8) = 

𝟏

𝟑
(𝟐𝟕)

−𝟐

𝟑 =
 𝟏

𝟑
(𝟑𝟑)

−𝟐

𝟑 =
 𝟏

𝟑
 (𝟑)−𝟐

 =
𝟏 

𝟑(𝟗)
=

 𝟏 

𝟐𝟕
بالتعويض في المشتقة( 0.03 ⋍

f(b) = f( a + h ) ≃ f(a) + h f
 /
(a)

        ≃ 3 + (1)(0.03) = 3.03 cm  نصف القطر بصورة تقريبية

  cm 6.06 = (2)3.03طول قطرها بصورة تقريبية هو : ∴
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أوجد  ( cm 0.8 )مغلف بصندوق خشب سمكه  ( cm 30 )جهاز كهربائي على شكل مكعب طول ضلعه                    

وبصورة تقريبية حجم الخشب باستخدام نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة .
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π cm 282 )وحجمها    cm 6= اسطوانة دائرية قائمة ارتفاعها                     
3
أوجد بصورة تقريبية طول نصف  (

قطر قاعدتها .
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 3.02cmعدته فإذا كان نصف قطر قاعدته مخروط دائري قائم ارتفاعه يساوي ثلاث امثال نصف قطر  قا                     

، فأوجد حجمه بصورة تقريبية باستخدام القيمة المتوسطة .

مثال 

الحل

b = 28

a = 27

h = b – a 

h = 1

مثال 

مثال 

مثال 
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التي تعينها مبرهنة رول في كل مما يأتي:  c // أوجد قيمة 1س

a) f(x) = x
3
 – 9x       ,     [ – 3 , 3 ]

الحدود لأنها كثيرة    [ 3 , 3 – ]أولا : الدالة مستمرة على الفترة المغلقة

لأنها كثيرة الحدود  ( 3 , 3 –)ثانيا : الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة 

ثالثا : نجد صور طرفي الفترة

f(– 3) = (– 3)
3
 – 9 (– 3) = –27 + 27 = 0   ,   f(3) = (3)

3
 – 9 (3) = 27 – 27 = 0

∴ f(– 3) = f(3)  = 0 

الممكنة من المشتقة حيث :c ول لذا سنجد قيمة   الدالة تحقق شروط مبرهنة ر  ∴

f
 /
 (x) = 3x

2
 – 9

f
 /
 (c) = 3c

2
 – 9 ⟹ 3 c

2
 – 9 = 0  

     3 c
2
 = 9  ⟹ c

2
 = 3

      ∴ c = √𝟑 ∈ ( –  𝟑 , 𝟑 )  or  c = −√𝟑 ∈ ( –  𝟑 , 𝟑 ) 
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b) f(x) = 2x + 
𝟐

 𝐱 
,     [ 

𝟏

 𝟐 
 , 2 ] 

 ]تمرة على الفترة المغلقةأولا : الدالة مس
𝟏

 𝟐 
 ] ∌ 0لان    [ 2 , 

𝟏

 𝟐 
  كونها دالة كسرية (  [ 2 , 

 )ثانيا : الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة 
𝟏

 𝟐 
 ) ∌ 0لان   ( 2 , 

𝟏

 𝟐 
  كونها دالة كسرية (  ( 2 , 

ثالثا : نجد صور طرفي الفترة

f( 
𝟏

 𝟐 
) = 2( 

𝟏

 𝟐 
 ) + 

𝟐

( 
𝟏

 𝟐 
) 
 = 1 + 4 = 5   ,  f(2) = 2(2) + 

𝟐

 𝟐 
 = 4 + 1 = 5 

∴ f ( 
𝟏

 𝟐 
 )  = f (2)  = 5

الممكنة من المشتقة حيث :c الدالة تحقق شروط مبرهنة رول لذا سنجد قيمة     ∴

f
 
(x) = 2x + 2x

 – 1 
  ⟹ f /

(x) = 2 – 2x
 – 2

 ⟹ f /
(x) = 2 – 

𝟐

𝐱𝟐

f
 /
(c) = 2 – 

𝟐

𝐜𝟐  ⟹ 2 – 
𝟐

𝐜𝟐  = 0

    2 = 
𝟐

 𝐜𝟐 ⟹ c
2
 = 1

∴ c = 1 ∈ ( 
𝟏

 𝟐 
, 𝟐)  or  c = – 1 ∉ ( 

𝟏

 𝟐 
, 𝟐 ) 

(3 – 3تمارين  
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c) f(x) = ( x
2
 – 3 )

2
    ,      [ – 1 , 1 ]

لأنها كثيرة الحدود    [ 1 , 1 – ]أولا : الدالة مستمرة على الفترة المغلقة

لأنها كثيرة الحدود  ( 1 , 1 –)ثانيا : الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة 

ثالثا : نجد صور طرفي الفترة

f(– 1) = ( ( – 1)
2
 – 3 )

2
 = (1 – 3)

2
  = 4   ,   f(1) = ( ( 1)

2
 – 3 )

2
 = (1 – 3)

2
  = 4

∴ f(– 1) = f(1)  = 4 

الممكنة من المشتقة حيث :c الدالة تحقق شروط مبرهنة رول لذا سنجد قيمة     ∴

f
 /
(x) = 2 ( x

2
 – 3 )( 2x ) ⟹ f

 /
(x) = 4 x ( x

2
 – 3 )

f
 /
(c) = 4 c ( c

2
 – 3 )  ⟹ 4c ( c

2
 – 3) = 0

        ∴ c = 0 ∈ ( – 1 , 1 )   or  c
2
 – 3  = 0  ⟹ c

2
  =  3

  c = √𝟑  ∉ ( – 1 , 1 )  or c = −√𝟑  ∉ ( – 1 , 1 ) 
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اوجد تقريباً لكل مما يأتي باستخدام نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة : //2س

a) √𝟔𝟑 +  √𝟔𝟑
𝟑

 

f(x) = √𝐱 +  √𝐱
𝟑

f
 
(a) = f(64) = √𝟔𝟒 +  √𝟔𝟒

𝟒
  = 8 + 4 = 12 

f
 /
(x) = 

𝟏

 𝟐 
 𝐱

−𝟏

𝟐 +  
𝟏

 𝟑 
 𝐱

−𝟐

𝟑 =
𝟏

𝟐 √𝐱
+  

𝟏

𝟑 √𝐱𝟐𝟑

f
 /
(a) = f

 /
(64) = 

𝟏

𝟐√𝟔𝟒
+  

𝟏

𝟑 √(𝟔𝟒)𝟐𝟑 =
𝟏

𝟏𝟔
+

𝟏

𝟒𝟖
=

𝟒

𝟒𝟖
 ≃ 0.083

∴f(b) = f( a + h ) ≃ f(a) + h f 
/
 (a) = 12 + (– 1 )( 0.083 )

      = 12 – 0.083 = 11.917 

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ * ℜ  *ℜ *ℜ  *

b) (1.04)
3
 + 3(1.04)

4

f(x) = x
3
 + 3x

4

f(a) = f(1) = 1 + 3(1) = 4 

f
 /
 (x) = 𝟑  𝐱𝟐 +  𝟏𝟐  𝐱𝟑

f
 /
(a) = f

 /
(1) = 𝟑 + 𝟏𝟐 = 𝟏𝟓

∴ f( a + h ) ≃ f(a) + h f
 /
(a)  = 4 + (0.04) (15)

        = 4 + 0.6 = 4.6 

b = 63

a = 64

h = b – a 

h = –1

b = 1.04

a = 1

h = b – a 

h = 0.04
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c) 
𝟏

√𝟗
𝟑

f(x) = 
𝟏 

√𝐱
𝟑

f
  
(a) = f(8) = 

𝟏 

√𝟖
𝟑 = 

𝟏

𝟐

f(x) = 𝐱
−𝟏

𝟑  ⟹ f
 /
(x) =

−𝟏

𝟑
𝐱

−𝟒

𝟑 =
−𝟏

𝟑 √𝐱𝟒𝟑

f
 /
(a) = f

 /
(8) =

−𝟏

𝟑 √𝟖𝟒𝟑 =
−𝟏

𝟒𝟖

∴ f(b) = f( a + h ) ≃ f(a) + h  f
 /
(a) = 

𝟏

𝟐
+(1)( 

−𝟏 

𝟒𝟖
 )

= 
𝟏

𝟐
– 

𝟏

𝟒𝟖
  = 

𝟐𝟒−𝟏 

𝟒𝟖
 = 

𝟐𝟑 

𝟒𝟖
 = 0.479
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d) 
𝟏

𝟏𝟎𝟏

f(x) = 
𝟏

𝐱

f(a) =f
 
(100) = 

 𝟏 

𝟏𝟎𝟎
 = 0.01 

f
 /
(x) =

−𝟏

𝐱𝟐

f
 /
(a) = f

 /
(100) =

−𝟏  

𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎
 = – 0.0001

∴ f
 
(b) = f( a + h ) ≃ f(a) + h f

 /
(a)  = 0.01 +1 (– 0.0001 )

        = 0.01 – 0.0001 = 0.0099 
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e) √
  𝟏

𝟐

√
𝟏

𝟐
=  √𝟎. 𝟓 =  √𝟎. 𝟓𝟎 

f(x) = √𝐱 

f(a) = f
 
(0.49) =  √𝟎. 𝟒𝟗 = 0.7 

f
 /
(x) =

𝟏

𝟐√𝐱

f
 /
(a) = f

 /
 (0.49) =

𝟏

𝟐√𝟎.𝟒𝟗
=

𝟏

𝟐(𝟎.𝟕)
=

𝟏

𝟏.𝟒
=

𝟏𝟎

𝟏𝟒
 ≃ 0.71

∴ f(b) = f( a + h ) ≃ f(a) + h f
 /
 (a) = 0.7 + ( 0.01)( 0.71)

     = 0.7 + 0.0071 = 0.7071 

b = 0.50

a = 0.49

h = b – a 

h = 0.01

b = 101

a = 100

h = b – a 

h = 1

b = 9

a = 8

h = b – a 

h = 1
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 أوجد حجم الطلاء بصورة تقريبية باستخدام  cm 0.1 طليت بطلاء سمكه    cm 6// كرة نصف قطرها 3س

 نتيجة  مبرهنة القيمة المتوسطة.

لاحظ ان حجم الطلاء يمثل تغير في الحجم

v = 
𝟒

 𝟑 
 π r

3

v 
/
 = 4 r

 2
π  

v 
/
 (a) = v

 /
 (6) = 4 (6)

2
π = 144 π

∴ h v 
/
 (a) ≃ (0.1) (144π)= 14.4 π cm

3
حجم الطلاء تقريبا  
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84π cm // كرة حجمها 4س
3

أوجد نصف قطرها بصورة تقريبية باستخدام نتيجة القيمة المتوسطة . 

v = 
𝟒

𝟑 
π r

3
  ⟹ 84 π = 

𝟒

𝟑 
π r

3

r
3
 = 

𝟖𝟒 𝛑(𝟑)

 𝟒𝛑
⟹ r

3
 = 63 ⟹ r = √𝟔𝟑

𝟑

f(x) = √𝐱
𝟑

f(a) = f(64) = √𝟔𝟒
𝟑

= 𝟒 

f
 /
(x) = 

𝟏

 𝟑 
  𝐱

−𝟐

𝟑 =
𝟏

𝟑 √𝐱𝟐𝟑

f
 /
(64) =

𝟏

𝟑 √(𝟔𝟒)𝟐𝟑 =
𝟏

𝟒𝟖
 ≃0.02 

∴ f(b) = f( a + h ) ≃ f(a) + h f 
/
 (a) = 4 + (–1)( 0.02)

     = 4 – 0.02 = 3.98 cm 
ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

،  فأوجد   2.98cm// مخروط دائري قائم ارتفاعه يساوي طول قطر قاعدته فإذا كان ارتفاعه يساوي  5س

 . نتيجتهاحجمه بصورة تقريبية باستخدام القيمة المتوسطة أو 

v = 
𝟏 

𝟑
 r

2
 h π             ∵ 2r = h ⟹ r = 

𝐡 

𝟐 
 ……(1)

v = 
𝟏 

𝟏𝟐
 π h

3

v = 
𝟏 

𝟏𝟐
 π h

3

v(3) = 
𝟏 

𝟏𝟐
 π (27) =

 𝟗 

𝟒
  π = 2.25 π 

v
 /
 = 

𝟏

𝟐
𝛑(𝟑𝐱𝟐) =

 𝟏

𝟒
 π x

2

v
 /
 (3) = 

𝟏

𝟒
 𝛑(𝟑)𝟐 =

 𝟗  

𝟒
 π = 2.25 π 

∴ v(b) = f( a + h ) ≃ f(a) + h  f
 /
 (a)  = 2.25 π +( – 0.02) (2.25π)

  = 2.250 π  – 0.045 π = 2.205 π 

b = 63

a = 64

h = b – a 

h = –1

b = 2.98

a = 3

h = b – a 

h = – 0.02

b = 6.1

a = 6

h = b – a 

h = 0.1
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:  c// بين إن كل دالة من الدوال الاتية تحقق مبرهنة رول على الفترة المعطاة ازاء كل منها ثم أوجد قيمة 6س

a) f(x) = ( x – 1 )
4
   , [ – 1 , 3 ]

لأنها كثيرة الحدود    [ 3 , 1 – ]: الدالة مستمرة على الفترة المغلقة أولا

لأنها كثيرة الحدود  ( 3 , 1 –)ثانيا : الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة 

 ثالثا : نجد صور طرفي الفترة

f(– 1) = (– 1– 1 )
4 

= 16   ,   f(3) = ( 3 – 1 )
4
 = 16

∴ f(– 1) = f(1)  = 16 

الممكنة من المشتقة حيث :c الدالة تحقق شروط مبرهنة رول لذا سنجد قيمة     ∴

f
 /
 (x) = 4 ( x – 1 )

3

f  
/
 (c) = 4 ( c – 1 )

3
   ⟹ 4 ( c – 1 )

3
  = 0 ⟹ c – 1 = 0 ⟹ c = 1
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b) h(x) = x
3
 – x   , [ – 1 , 1 ]

لأنها كثيرة الحدود    [ 1 , 1 – ]أولا : الدالة مستمرة على الفترة المغلقة

لأنها كثيرة الحدود  ( 1 , 1 –)ثانيا : الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة 

 ثالثا : نجد صور  طرفي الفترة

h(– 1) = (– 1 )
3
 – (– 1

 
) =  0    ,   h(1) = ( 1 )

3
 – ( 1

 
) =  0

∴ h(– 1) = h(1)  = 0 

الممكنة من المشتقة حيث :c الدالة تحقق شروط مبرهنة رول لذا سنجد قيمة     ∴

h
 /
 (x) = 3x

2
 – 1

h
 /
 (c) = 3c

2
 – 1   ⟹ 3c

2
 – 1= 0 

3c
2
 = 1 ⟹  c = 

𝟏

√𝟑
 ∈ (– 1 , 1 )   or  c = 

−𝟏

√𝟑
 ∈ (– 1 , 1 )
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c) f(x) = x
2
 – 3x   , [ – 1 , 4 ]

 لأنها كثيرة الحدود    [ 4 , 1 – ]أولا : الدالة مستمرة على الفترة المغلقة

لأنها كثيرة الحدود  ( 4 , 1 –)ثانيا : الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة 

 في الفترةثالثا : نجد صور طر

f(– 1) = 1 + 3 = 4   ,   f(1) = 16 – 12 = 4

∴ f(– 1) = f(1)  = 4 

الممكنة من المشتقة حيث :c الدالة تحقق شروط مبرهنة رول لذا سنجد قيمة     ∴

f
 /
(x) = 2x – 3

f
 /
(c) = 2c – 3   ⟹ 2c – 3 = 0  ⟹ c =

 𝟑 

𝟐
 ∈ (– 1 , 4 ) 
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d) f(x) = cos 2x + 2 cos x    , [ 0 , 2π ]

  من معلومات الصف الخامس العلمي (    [ 2π , 0 ]أولا : الدالة مستمرة على الفترة المغلقة

  من معلومات الصف الخامس العلمي (  ( 2π , 0 )ثانيا : الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة 

ثالثا : نجد صور طرفي الفترة

 f ( 0 )  =  cos 0 + 2 cos 0 = 1 + 2(1) = 3 

f (2π) =  cos 4π + 2 cos 2π  =  cos 0 + 2 cos 0 = 1 + 2(1) = 3 

∴ f(0) = f(2π)  = 3 

الممكنة من المشتقة حيث :c الدالة تحقق شروط مبرهنة رول لذا سنجد قيمة     ∴

f
 /
(x) = – 2 sin 2x – 2 sin x

f
 /
(c) = – 2 sin 2c – 2 sin c

[ – 2 sin 2c – 2 sin c  = 0 ] ÷ ( – 2 ) 

sin2c + sin c = 0 

2 sin c cos c + sin c = 0 ⟹  sin c ( 2 cos c + 1 ) = 0  

either sin c = 0 ⟹ ∴ c = 0 ∉ ( 0 , 2π)  or  c = π ∈ ( 0 , 2π) or  c = 2π ∉ ( 0 , 2π) 

or  2 cos c = – 1 ⟹ cos c = 
−𝟏

𝟐
 ع الثالث (  الناتج سالب أي اما في الربع الثاني او الرب

c = π – 
𝛑

𝟑
=

𝟐𝝅

𝟑
 ∈ ( 0 , 2π) الربع الثاني ،     c = π + 

𝛑

𝟑
=

𝟒𝝅

𝟑
 ∈ ( 0 , 2π)    الربع الثالث
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الممكنة  c//  أختبر إمكانية تطبيق مبرهنة القيمة المتوسطة ، وان تحققت أوجد قيم 7س

a) f (x) = x
3
 – x – 1     ,  [– 1 , 2]

 لأنها كثيرة الحدود   [2 , 1– ]أولا : الدالة مستمرة على الفترة المغلقة 

 لأنها كثيرة الحدود  ( 2 , 1 – )دالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة ثانيا : ال

f (– 1) = (– 1)ثالثا : نجد صور طرفي الفترة 
3
 –  (– 1) – 1 = – 1  ,  f ( 2 ) = 2

3
 – 2 – 1 = 5 

fنجد كلا من ميل المماس           
 /
 (c)    و ميل الوتر

𝐟(𝐛)− 𝐟(𝐚)

𝐛−𝐚

fميل المماس :
 /
(x) = 3x

2
 – 1 ⟹ f 

/
 (c) = 3c

2
 – 1      

 = m  ميل الوتر :     
𝐟(𝟐)− 𝐟 ( −𝟏 )

𝟐−(−𝟏)
= 

𝟓+𝟏

𝟑
 =

𝟔

 𝟑 
 = 2 

∴ 3c
2
 – 1 = 2 ⟹ c

2
 = 

𝟑

 𝟑 
 ⟹ c =  1 ∈ (– 1 , 2)   or   c =  – 1 ∉ (– 1 , 2) 

sin2x = 2 sin x cos x
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b) f(x) = x
2
 – 4x + 5     , [ – 1 , 5]

لأنها كثيرة الحدود   [5 , 1– ]أولا : الدالة مستمرة على الفترة المغلقة

لأنها كثيرة الحدود  ( 5 , 1 – )ثانيا : الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة 

 ثالثا : نجد صور طرفي الفترة

f (– 1) = (– 1)
2
 – 4(– 1) + 5 = 10  ,  f ( 5 ) = 5

2
 – 4(5) + 5 = 10

fنجد كلا من ميل المماس           
 /
 (c)     و ميل الوتر

𝐟(𝐛)− 𝐟(𝐚)

𝐛−𝐚

fميل المماس :
 /
(x) = 2x – 4 ⟹ f 

/
 (c) = 2c – 4      

 = m  ميل الوتر :     
𝐟(𝟓)− 𝐟 ( −𝟏 )

𝟓−(−𝟏)
= 

𝟏𝟎−𝟏𝟎

𝟔
 = 

𝟎

 𝟔 
 = 0 

 ∴ 2c – 4 = 0 ⟹ c
 
 = 2 ∈ (– 1 , 5 ) 
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c) f(x) =
𝟒

𝐱+𝟐
    ,  [ – 1 , 2] 

   كونها دالة كسرية (  [ 2 , 1 – ] ∌  2 – لان    [2 , 1– ]أولا : الدالة مستمرة على الفترة المغلقة

  كونها دالة كسرية(( 2 , 1 – ) ∌  2 –لان  ( 2 , 1 – )ثانيا : الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة 

 ثالثا : نجد صور طرفي الفترة

f (– 1) = 
𝟒

−𝟏+𝟐
 = 4  ,  f ( 2 ) = 

𝟒

𝟐+𝟐
 = 1

fنجد كلا من ميل المماس           
 /
 (c)    و ميل الوتر

𝐟(𝐛)− 𝐟(𝐚)

𝐛−𝐚

f(x) = 4 ( x + 2 ) ميل المماس
– 1 

 ⟹ f
 /
(x) =

−𝟒 

( 𝐱+𝟐 )𝟐  ⟹ f
 /
 (c) =

−𝟒 

( 𝐜+𝟐 )𝟐  

 = m ميل الوتر :    
𝐟( 𝟐 )− 𝐟 ( −𝟏 )

𝟐−(−𝟏)
= 

𝟏−𝟒

𝟑
 = – 1 

∴ 
−𝟒  

( 𝐜+𝟐 )𝟐  = – 1 ⟹ ( c + 2 )
2 
بجذر الطرفين       4 =

either c +2 = 2 ⟹ c = 0 ∈ ( – 1 , 2 )  or  c + 2 = – 2  ⟹ c =  – 4  ∉ ( – 1 , 2 )  
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d) f(x) = √(𝐱 + 𝟏)𝟐𝟑
    ,  [ – 2 , 7 ] 

ن الدالة جذر تكعيبي  في الاستمرارية تعامل ككثيرة حدود(لأ  [7 , 2– ]أولا : الدالة مستمرة على الفترة المغلقة         

  ثانيا : الدالة غير قابلة للاشتقاق لان :         

f
 /
(x) = 

𝟐

 𝟑 
( x + 1 )

−𝟏

𝟑 =
𝟐

𝟑 √𝐱+𝟏
𝟑  ⟹ x + 1 = 0 ⟹  x = – 1 ∈ ( – 2 , 7 ) 

نة القيمة المتوسطة .الدالة غير قابلة للاشتقاق و لا يمكن تطبيق مبره ∴

لاحظ هل القيم التي تجعل المقام صفر في المشتقة تنتمي ام لا للفترة المعطاة ( نشتق ون
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من  اهم تطبيقات المشتقة هي استخدام المشتقة لبيان سلوك                                                                                                                     

دراسة المشتقة التعرف على المناطق  الفترات ( الدوال ومنها اختبار التزايد والتناقص للدالة اي يمكننا من خلال  

دالة  fالتي تكون فيها الدالة متزايدة وعلى  المناطق  الفترات ( التي تكون فيها الدالة متناقصة  فلو كانت لدينا  

x ∈ ( a , b ) f ∀وكانت   ( a , b)وقابلة للاشتقاق على  [ a , b ]مستمرة على 
 /
(x) > 0 ,   فيقال انf دة متزاي 

fضمن تلك الفترة وان كانت 
 /
(x) < 0 ,∀ x ∈ ( a , b )   فيقال انf   . متناقصة ضمن تلك الفترة 
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يمكن ايجاد مناطق التزايد والتناقص للدالة من خلال الخطوات الاتية :                            

 نشتق الدالة المعطاة. (1

 نساوي المشتقة للصفر . (2

   ان امكن (   xنجد قيم  (3

 رة المشتقة قبل وبعد كل قيمةالتي حصلنا عليها على خط الاعداد لكي نختبر اشا  xنضع قيم  (4

وتعوض في المشتقة الاولى ونلاحظ اشارة الناتج   xيتم اختبار اشارة المشتقة بان نختار عدد قبل اول قيمة لـ  (5

 وتوضع على خط الاعداد في موقع الجهة التي اخذنا العدد منها .

 ى خط الاعداد وتوضع الاشارات التي حصلنا عليها عل  xيعاد الاختبار قبل وبعد كل قيم  (6

 كل منطقة موجبة الاشارة تمثل منطقة تزايد وكل منطقة سالبة الاشارة تمثل منطقة تناقص . (7
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y = f(x) = xلتكن                                         
2

فأوجد مناطق التزايد والتناقص.  

y = f(x) = x
2

y
 /
 = 2 x  0 f

 /
(x) اشارة 

       2 x = 0 ⟹ x = 0  

{ x : x > 0 } و مناطق التزايد :       { x : x < 0 }  : مناطق التناقص 
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أوجد مناطق التزايد والتناقص لكل من الدالتين :                                          

1) f(x) = 9 x + 3x
2
 – x

3

f 
/
(x) = 9 + 6x – 3 x

2
 ⟹[ 9 + 6x – 3 x

2
 = 0 ] ÷ 3 ⟹ 3 + 2x – x

2
 = 0

( 3 – x ) ( 1 + x ) = 0   – 1  3  f
 /
(x) إشارة

x = 3   or x = – 1  

{ x : x > 3 } , {  x : x < – 1 }:،   مناطق التناقص هي       ( 3 , 1– )الدالة متزايدة في الفترة المفتوحة 

اختبار التزايد والتناقص للدالة باستخدام المشتقة 

الأولى 

ملاحظة

1مثال الكتاب 

الحل

2مثال الكتاب 

الحل
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2) f(x) = √𝐱𝟐𝟑

f(x) = √𝐱𝟐𝟑
= 𝐱

𝟐

𝟑

∴ f 
/
(x) = 

𝟐

𝟑
 𝐱

−𝟏

𝟑 =
𝟐

𝟑 √𝐱
𝟑  

 
𝟐

𝟑 √𝐱
𝟑 ≠ 0 

 fعدد حرج         اشارة   xويسمى  كما قلنا سابقا (     x = 0المشتقة غير معرفة عند  ∴
/
(x)                   0   

   { x : x < 0 }:ص هي  و  مناطق التناق      { x : x > 0 }مناطق التزايد هي : 
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أوجد مناطق التزايد والتناقص لكل من الدوال الاتية :                      

1) f(x) = 3 + 2x ⟹ f
 /
(x) = 2 > 0

 f  ضمن مجالها لان المشتقة الاولى موجبة دائما متزايدة
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2) f(x) = 3 – 2x ⟹ f
 /
(x) = – 2 < 0

 f ضمن مجالها لان المشتقة الاولى سالبة دائما متناقصة 
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3) f(x) =   2x
3
 + 9  0 

f
 /
(x) =  6x

2

6x
2
 = 0 ⟹ x = 0

ولا توجد مناطق تناقص   { x : x < 0 }،         { x : x > 0 }مناطق التزايد :  
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4) f(x) = 2( 1 – 3x)
3

5) f(x) = ( 1 + x
2
)
2
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 x = cبعد ان أو جدنا مناطق التزايد والتناقص للدالة لاحظنا ان قيم                                                                                                     

c , f )لو عوضت في الدالة لنتج النقطة 
 
(c)) :التي اختبرنا حولها سلوك الدالة كانت على عدة حالات وهي 

y = f تزايد ثم تناقص  وتسمى نقطة نهاية عظمى محلية  و تقع بين (1
 
(c) . هي النهاية العظمى المحلية 

f اشارة 
 /
(c)                      c                                            اشارة f

 /
(c)                         c   

 نهاية صغرى                                                                                     نهاية عظمى                           

y = fتقع بين تناقص ثم تزايد  وتسمى نقطة نهاية صغرى  محلية  و  (2
 
(c) ية . هي النهاية الصغرى المحل 

c , f )فالنقطة    x = cاذا كانت الاشارة لا تتغير قبل وبعد  (3
 
(c) ) .) نقطة حرجة   لا عظمى ولا صغرى 

الصفر  لذا نختبر القيمة التي تجعل المقام صفرا  ولكن كفجوة ومهما كانت الاشارة قبلها او   ≠اذا كانت المشتقة  (4

اعلاه (.   لاحظ الامثلة ( 2ط   كما في مثال بعدها تهمل ونأخذ منها مناطق التزايد والتناقص فق

مثال

الصفر كون البسط خالي من المتغير لذا ≠  المشتقة    

 x = 0 المقام صفرا  وهي هنا  نختبر القيمة التي تجعل

ولكن كفجوة لأنها لا تنتمي لمجال مشتقة  الدالة

 النهاية العظمى والنهاية الصغرى المحلية
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إن :في حالة وجودها اذا علمت   fأوجد نقط النهايات العظمى والصغرى المحلية للدالة                                        

1) f(x) = 1 + ( x – 2 )
2

f
 /
(x) = 2 ( x – 2 ) ⟹ 2 ( x – 2 ) = 0 ] ÷ 2                     2                 f

 /
(x) إشارة

      x – 2 = 0  ⟹ x = 2 

في الدالة  الاصلية   قبل الاشتقاق ( لإيجاد احداثيات نقطة النهاية الصغرى المحلية :   x = 2 نعوض قيمة

     ∴ f(2) = 1 + ( 2 – 2 )
2
نقطة النهاية الصغرى المحلية  (1 ,2 ) ⟹  النهاية الصغرى المحلية 1 = 

  { x : x < 2 }:و  مناطق التناقص هي        { x : x > 2 }كذلك لاحظ أن مناطق التزايد هي :  
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2) f(x) = 1 – ( x – 2 )
2

f
 /
(x) = – 2 ( x – 2 ) ⟹ – 2 ( x – 2 ) = 0 ] ÷ – 2                   2                 f

 /
(x) إشارة

      x – 2 = 0  ⟹ x = 2 

 في الدالة الاصلية   قبل الاشتقاق ( لإيجاد احداثيات نقطة النهاية العظمى المحلية :   x = 2 نعوض قيمة

     ∴ f(2) = 1 –  ( 2 – 2 )
2
نقطة النهاية العظمى المحلية  (1 ,2 ) ⟹  النهاية العظمى المحلية 1 = 

  { x : x > 2 }:اطق التناقص هي  و  من      { x : x < 2 }كذلك لاحظ أن مناطق التزايد هي :  
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3) f(x) = x
3
 – 9x

2
 + 24x

f
 /
(x) = 3 x

2
 – 18x + 24

[ 3 x
2
 – 18x + 24 = 0 ] ÷ 3

x
2
 – 6x + 8 = 0  ⟹( x – 2 ) (x – 4) = 0  ⟹  x = 2   or  x = 4

f(2)  = (2)
3
 – 9(2)

2
 + 24(2)  = 20  2  4   f

/
إشارة 

f(4)  = (4)
3
 – 9(4)

2
 + 24(4)  = 16

نقطة نهاية عظمى محلية   و  ( 20 , 2 )    نقطة نهاية صغرى محلية    ( 16 , 4 ) 

 ( 4 , 2 )و مناطق التناقص هي الفترة المفتوحة  { x : x < 2 }،    { x : x > 4 }منطقتي التزايد : 
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4) f(x) = x
3
– 3 x + 12

5) f(x) = ( x
2
 – 1)

2
 – 1

6) f(x) =
 𝐱𝟑

𝟑
+ x

2
 – 3x – 1

2مثال الكتاب 

الحل
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من التطبيقات الاخرى التي سنتطرق اليها هو علاقة المشتقة بتقعر وتحدب                                                                                                  
المنحنيات حيث يمكن الاستفادة من المشتقة الثانية في معرفة سلوك منحني الدالة ولتوضيح مفهوم التقعر للمنحنيات هو 

التحدب تقوس للأعلى ) لاحظ الاشكال  ادناه(اتخاذها شكل مقوس للأسفل  و
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فإنها تكون مقعرة على  ( a , b )ولها مشتقة أولى و ثانية على الفترة  [ a , b ]معرفة في الفترة   fإذا كانت                        
 إذا تحقق الشرط  الاتي : ( a , b )الفترة 

f
 //

 (x) > 0 ,∀ x ∈ ( a , b )

إذا تحقق الشرط : ( a , b )وتكون محدبة على الفترة 
f
 //

 (x) < 0 ,∀ x ∈ ( a , b )
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 ة يمكن التحقق من تقعر وتحدب  الدالة من خلال الخطوات الاتية :وبصورة عام                            
 ) ان امكن (.   xنجد قيم و  نساوي المشتقة للصفر  نجد المشتقة الثانية (1
التي حصلنا عليها على خط الاعداد لكي نختبر اشارة المشتقة الثانية قبل وبعد كل قيمة.  xنضع قيم  (2
وتعوض في المشتقة الثانية ونلاحظ اشارة الناتج وتوضع   xبان نختار عدد قبل اول قيمة لـ يتم اختبار اشارة المشتقة  الثانية  (3

على خط الاعداد في موقع الجهة التي اخذنا العدد منها .
وتوضع الاشارات التي حصلنا عليها على خط الاعداد .  xيعاد الاختبار قبل وبعد كل قيم   (4
.سالبة الاشارة تمثل منطقة تحدب  عر  وكل منطقة كل منطقة موجبة الاشارة تمثل منطقة تق (5
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ادرس تقعر وتحدب كل من الدالتين :                                      
a) f(x) = x

2

f
 /
(x) = 2x   ⟹ f 

//
(x) = 2 > 0

 .كون المشتقة الثانية موجبة دائما  مجالها الدالة مقعرة على ∴   
b) f(x) = x

3

f
 /
(x) = 3x

2
   ⟹ f

 //
(x) = 6x  0  f

 //
(x) إشارة 

6x = 0    ⟹   x = 0    تحدب   تقعر  

∴ f(0) = 3 (0) = 0  ⟹  ( 0 , 0 ) نقطة انقلاب  

 تقعر وتحدب المنحنيات ونقط الانقلاب

 مبرهنة

 ملاحظة

1مثال الكتاب 

الحل

الحل

إذا   ( a , b)او المنحني مقعر  في الفترة  **    
ه فقط اذا كانت جميع مماسات المنحني تحتو

( A)الشكل 
إذا  ( a , b)كذلك فالمنحني محدب في الفترة   **

( B) الشكل  هكانت جميع مماسات المنحني  فوق
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تفصل بين تحدب وتقعر وفي هذه الحالة  تدعى النقطة   xقيمة  من خلال المثال اعلاه لاحظنا ان                                          

 بنقطة انقلاب  كذلك اذا كانت تفصل بين  تقعر و تحدب . 
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  xلإيجاد احداثيات نقط الانقلاب سنستخدم  نفس خطوات  اختبار التقعر والتحدب ثم نعوض  قيم                                

  ان امكن وكانت تفصل بين اشارتين مختلفتين (في الدالة ثم تكتب النقطة .
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f(x) = 2xأوجد نقطة انقلاب للمنحني :                
3

– 3x
2
 – 12x + 1

f(x) = 2x
3
 – 3x

2
 – 12x + 1  

f
 /
(x) = 6 x

2
 – 6x – 12 ⟹ f

 //
(x) = 12x – 6

12 x – 6 = 0  ⟹ x = 
𝟏

 𝟐 

𝟏

 𝟐 
f
 //

(x)  إشارة

f (
𝟏

 𝟐 
) = 2 (

𝟏

 𝟐 
)
3
 – 3 (

𝟏

 𝟐 
)
2
 – 12 (

𝟏

 𝟐 
) + 1 = 

−𝟏𝟏

𝟐
تقعر                  تحدب 

{ x : x < 
𝟏

 𝟐 
و مناطق  التحدب هي      {  { x : x >  

𝟏

 𝟐 
 } مناطق التقعر هي : 

∴ ( 
𝟏

𝟐 
,

−𝟏𝟏  

𝟐 
واحداثي نقطة انقلاب :  (
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 أوجد مناطق التحدب والتقعر و نقط الانقلاب ان وجدت للدوال الاتية :                                    

a) f(x) = 4x
3
 – x

4
 ⟹ f

 /
(x) = 12 x

2
 – 4x

3

f
 //

(x) = 24x – 12 x
2

 0    2  f
 //

(x)  إشارة

[24x – 12 x
2
تحدب              تقعر                                تحدب                   12 ÷ [ 0 = 

2x –x
2
 = 0 ⟹ x ( 2 – x ) = 0 ⟹ x = 0  or   x = 2 

f(0) = 0  ⟹ ( 0 , 0 )  نقطة انقلاب

f(2) = 4 (2)
3
 – (2)

4
نقطة انقلاب ( 16 , 2 ) ⟹ 16 = 

{ x : x > 2 }،    { x : x < 0 }و مناطق التحدب هي      ( 2 , 0 )منطقة التقعر هي الفترة المفتوحة 

b) f(x) = x + 
𝟏

 𝐱 
 x ≠ 0 

f(x) = x + x
 – 1  ⟹ f /

(x) = 1 – x
– 2

  ⟹ f //
(x) = 2x

– 3
 ⟹ f

 //
(x) =

 𝟐 

 𝐱𝟑

0                          f
 //

(x)  إشارة
  𝟐  

 𝐱𝟑 ≠ 𝟎 

تحدب                                   تقعر        

لا تنمي  الى مجال الدالة.  ( x = 0 )لذا لا توجد نقط انقلاب لان  x = 0 المشتقة الثانية غير معرفة  عند 

    { x : x < 0 }و منطقة التحدب هي :     { x : x > 0 }منطقة التقعر هي : 

نقطة الانقلاب

ملاحظة

2مثال الكتاب 

الحل

 2مثال الكتاب 

الحل
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c) h(x) = 4 – ( x + 2)
4

h
 /
(x) = – 4 ( x + 2 )

3
 ⟹ h

 //
(x) = – 12 ( x + 2 )

2

[ – 12 ( x + 2 )
2
 = 0 ] ÷ (– 12)     – 2 h

 //
(x) إشارة 

تحدب              تحدب                             

 ( x + 2 )
2
 = 0  ⟹  x + 2  = 0  ⟹  x =  – 2

{  x : x >  – 2 }،   {  x : x <  – 2 } لا توجد نقاط انقلاب  ولا توجد مناطق تقعر  مناطق  التحدب هي :
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d) f(x) = 3 – 2 x – x
2

f
 /
(x) =  – 2 – 2x  ⟹ f //

(x) = – 2  < 0 

لا توجد نقط انقلاب المشتقة الثانية سالبة اي ان الدالة محدبة ضمن مجالها و
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e) f(x) = x
4
 + 3x

2
 – 3

f
 /
(x) = 4 x

3
 + 6x  ⟹ f //

(x) = 12x
2
 + 6  > 0

المشتقة الثانية انتجت مجموع مربعين ومن المعلوم ان مجموع المربعين موجب دائما 
لذا فالدالة مقعرة ولا توجد نقاط انقلاب 
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أوجد مناطق التحدب والتقعر و نقط الانقلاب ان وجدت للدوال الاتية :                      
1) f(x) = x – 2x

3
 + x

4

2) f(x) = 5x – 2x 
–  3

    x ≠ 0

3) f(x) = ( 2 – 3x )
4
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كنا قد تطرقنا لطريقة ايجاد النهايات العظمى والصغرى من                                                                                                                                     
و سنستخدم  على خط الأعداد ,  وهنا سنعرض طريقة ثانية من خلال الاستعانة بالمشتقة الثانية   f /(x)خلال اختبار إشارة 

نفس خطوات الطريقة السابقة تقريبا حيث : 
 نشتق الدالة المعطاة. (8
.   xنساوي المشتقة للصفر  و نجد قيم (9

. f //(x)نجد المشتقة الثانية  (10
التي اوجدناها من المشتقة الاولى في المشتقة الثانية وهنا توجد ثلاث حالات حيث: (x)نعوض قيم  (11

a) ن قيمة اشارة ناتج التعويض موجبة  فأ(x)  . التي عوضناها تمثل نهاية صغرى محلية
b)  اشارة ناتج التعويض سالبة  فأن قيمة(x)  . التي عوضناها تمثل نهاية عظمى محلية
c)  اما اذا كانت المشتقة الثانية او ناتج التعويض = صفر  او المشتقة الثانية  غير معرفة , فأن هذه الطريقة للاختبار غير

ع إلى الطريقة السابقة أي إشارة  المشتقة الاولى على خط الأعداد (صحيحة ) يجب الرجو

اختبار المشتقة الثانية للنهايات العظمى والصغرى 

المحلية

مثال واجب
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باستخدام اختبار المشتقة الثانية إن أمكن أوجد النهايات المحلية للدوال الاتية:                                      

1) f(x) = 6x – 3x
2
 – 1

f
 /
(x) = 6 – 6x  ⟹ 6 – 6x = 0 ⟹ 6 = 6x  ⟹ x = 1

f
 //

(x)  =  – 6 ⟹f
 //

نلاحظ ان المشتقة الثانية سالبة لأي قيمة اي                 0 > 6 – =  (1)

حصلنا على نهاية عظمى محلية فنعوضها  في الدالة لنجد النهاية العظمى المحلية   x = 1   عند

f(1) = 6 – 3 – 1 = 2    النهاية عظمى محلية
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2) f(x) = x – 
𝟒

𝐱𝟐   , x ≠ 0

f(x) = x – 4 x
 – 2 

  ⟹  f
 /
(x) = 1 + 8 x

 – 3

1 + 8 x
 – 3

 = 0 ⟹ 1 + 
𝟖

𝐱𝟑 = 𝟎 ⟹
𝟖 

𝐱𝟑 = – 1 ⟹ x
3
 =  – 8 ⟹ x =  – 2

f
 //

(x)  = – 24 x
 – 4

 = 
−𝟐𝟒

𝐱𝟒   نعوض قيمة المتغير التي حصلنا عليها هنا ونلاحظ اشارة الناتج

f
 //

( – 2 ) =
−𝟐𝟒 

(−𝟐)𝟒 =
−𝟐𝟒

𝟏𝟔
 < 𝟎   ويض اينلاحظ ان المشتقة الثانية سالبة بعد التع 

عند   x = – 2حصلنا على نهاية عظمى محلية فنعوضها  في الدالة لنجد النهاية العظمى المحلية 

f (– 2 ) =  – 2 – 1 =  – 3        : النهاية العظمى المحلية هي

3) f(x) = x
3
 – 3x

2
 – 9x

f
 /
(x)  = 3x

2
 – 6x – 9 ⟹ [ 3x

2
 – 6x – 9 = 0 ] ÷ 3

     x
2
 – 2x – 3 = 0 ⟹ ( x – 3 ) ( x + 1 ) = 0

      x = 3     or    x = – 1 

f
 //

(x)  = 6x – 6

f
 //

الثانية لنحصل على في المشتقة     0 < 12 = 6 – 18 = (3)   x = 3 نعوض اولا عن

عند      x = 3حصلنا على نهاية صغرى محلية فنعوضها  في الدالة لنجد النهاية الصغرى المحلية 

f(3) = 27 – 27 – 27 =  – 27  : النهاية الصغرى المحلية

f
 //

والان نعوض عن x =  – 1 في المشتقة الثانية لنحصل على    0 > 12 –  = 6 – 6 –  = ( 1 – )

عند      x = – 1حصلنا على نهاية عظمى محلية فنعوضها  في الدالة لنجد النهاية العظمى المحلية 

f(  – 1 ) =  – 1 – 3 +9 = 5 النهاية العظمى المحلية    :

1مثال الكتاب 
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4) f(x) = 4 – ( x + 1)
4

f
 /
(x) = – 4( x + 1 )

3
 ⟹ [ – 4 ( x + 1 )

3
 = 0 ] ÷ (– 4)

( x + 1 )
3
 = 0   ⟹  x + 1  = 0   ⟹ x =  – 1 

f
 //

(x) = – 12 ( x + 1 )
2

f
 //

(– 1) = – 12 (– 1 + 1 )
2
 = 0

في المشتقة الثانية كان الناتج = صفر  لذا لا تصلح هذه الطريقة و يجب أن نعود إلى  x =  – 1بعد ان عوضنا قيمة 

fإشارة 
 /
(x)  على خط الأعداد 

– 1 f
 /
(x) إشارة

على  نهاية عظمى محلية لذا نعوض في الدالة لإيجاد النهاية العظمى المحلية   x =  – 1حصلنا عند 

f( – 1 ) = 4 – (– 1 + 1 ) النهاية العظمى المحلية :
4
 = 4  
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5) f(x) = 3 + ( x – 2)
3

6) f(x) = 8x
2
 – x

4

7) f(x) = x
3
+ 1
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لحرجة و النهايات و الانقلاب ومناطق التزايد والتناقص والتقعر والتحدب  بعد ان تعرفنا على كيفية ايجاد النقط ا

 للدوال سنستخدمها في ايجاد الثوابت المجهولة في الدوال  وسنذكر ادناه مجموعة ملاحظات لتسهيل الحل :

الثوابت( .نلاحظ عدد الثوابت المجهولة  في السؤال   نحتاج الى ايجاد عدد من العلاقات   المعادلات ( بعدد  (1

من النقطة  xمن النقط الحرجة و نقط النهايات نجد المشتقة الاولى ونساويها للصفر مع تعويض قيمة  (2

 لنحصل على معادلة.

 من النقطة لنحصل على معادلة. xمن نقط الانقلاب نجد المشتقة الثانية ونساويها للصفر و نعوض قيمة  (3

 بر القيمة نقطة نهاية .اذا ذكر في السؤال تزايد وتناقص حول قيمة تعت (4

 اذا ذكر في السؤال تقعر وتحدب حول قيمة معينة تعتبر نقط انقلاب . (5

ميلاهما( تتساوى بشرط ان نعوض  اذا ذكر تماس مع منحني   مستقيم غالبا ( عند نقطة فان مشتقتيهما   (6

 من نقطة التماس في مشتقة المنحني . xعن قيمة 

 طة تنتمي للدالة تحقق معادلتها.من كل النقاط اعلاه لاحظ ان كل نق  (7

استخدام النهايات ونقط الانقلاب والتزايد والتناقص والتقعر والتحدب في ايجاد الثوابت المجهولة
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f(x) = x    لتكن                                  
2
 + 

𝐚 

𝐱 
 x = 1 إذا علم إن الدالة تمتلك نقطة انقلاب عند a  , أوجد قيمةx ≠ 0  حيث   

 لا تمتلك نهاية عظمى محلية . f , ثم بين إن الدالة
f(x) = x

2
 + 

𝐚 

𝐱 
  ⟹  f(x) = x

2
 + ax

 – 1     ) لدينا نقطة انقلاب لذا نستخدم المشتقة الثانية (

f
 /
(x) = 2x – ax

– 2 
 ⟹ f

 //
(x) = 2 + 2ax

– 3
 = 2 + 

𝟐𝐚

𝐱𝟑

(   x = 1لذا نساوي المشتقة الثانية للصفر مع التعويض عن  x = 1ولكون الدالة تمتلك نقطة انقلاب عند )
∴ 2 + 

𝟐𝐚 

(𝟏)𝟑 = 0   ⟹ [ 2a = – 2 ] ÷ 2  ⟹ a = – 1        نعوض  في الدالة

∴ f(x) = x
2
 – 

𝟏

 𝐱 
  ⟹ f

 /
(x) = 2x + 

𝟏 

𝐱𝟐  )          x  ) نشتق مشتقة اولى ونجد قيم

2x + 
𝟏 

𝐱𝟐 = 0 ⟹ 
𝟏 

𝐱𝟐 = – 2x  ⟹ 2x
3
 =  – 1⟹ x

3
  = 

−𝟏  

𝟐
   ⟹ x = − √

 𝟏

𝟐

𝟑

f
 //

(x) = 2 –
𝟐

 𝐱𝟑 الثانية( )نثبت انهالا تمتلك نهاية عظمى باختبار المشتقة

f
 //

( − √
  𝟏

𝟐

𝟑
 ) = 2 –  

𝟐

( − √
  𝟏

𝟐

𝟑
 )𝟑

= 𝟐 −
𝟐

−𝟏 

𝟐

 = 2 + 4 = 6 > 0 

𝐱 للدالة نهاية صغرى عندما = −√
  𝟏  

𝟐
 

𝟑
عد التعويض موجبة و لا تمتلك نهاية عظمى محلية .كون الاشارة ب  
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y = x  لكي يكون لمنحني الدالة   b , a عين قيمتي الثابتين                              
3
 + ax

2
 + bx نهاية عظمى محلية عند

 x = – 1ونهاية صغرى محلية عند x = 2   .ثم أوجد نقطة الانقلاب
لتصبح لدينا x = 2 ومرة  x = – 1 ) لدينا نهايتين فنشتق مشتقة اولى ونساوي المشتقة للصفر ثم نعوض مرة          

 معادلتين تحل انيا لإيجاد المجاهيل (
y = x

3
 + ax

2
 + bx  ⟹  y /

 = 3x
2
+ 2ax +b

 للدالة لها نهاية عظمى عند ∵ x = – 1 نعوض في المشتقة

∴ 0 = 3 (  – 1 )
2
 + 2a ( – 1 ) + b ⟹   2a – b = 3 …….(1)

 ية صغرى عندللدالة لها نها ∵ x = 2 نعوض في المشتقة

∴ 0 = 3 (2)
2
 + 2a (2) + b 

4a + b = –12 …………(2)     ) وبحل المعادلتين انيا (
 2a – b =  3 …….(1) 

 6a  =  – 9  ⟹ a = 
−𝟑

𝟐
(       1  نعوض في 

2 ( 
−𝟑 

𝟐
 ) – b =  3  ⟹ – 3 – b =  3  ⟹ b = – 6

∴ y = x
3
 – 

𝟑

𝟐
x

2
 – 6x                لدالة ( ) أصبحت ا

 2مثال الكتاب 

الحل

 الحل

3مثال الكتاب 
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y
 /
 = 3x

2
 – 3x – 6

𝟏

 𝟐 
y

 //  اشارة

y
 //

 = 6x – 3 ⟹ 6x – 3 = 0  ⟹ x = 
𝟏

 𝟐 
تقعر    تحدب  

∴ y = (
𝟏

 𝟐 
)
3
 – 

𝟑 

𝟐
(

𝟏

 𝟐 
)
2
 – 6 (

𝟏

 𝟐 
) = 

−𝟏𝟑 

𝟒 
نعوض قيمة x   في الدالة الاصلية لا يجاد احداثيات نقطة الانقلاب 

 )   اصبحت نقطة انقلاب هي :
𝟏

 𝟐 
,

−𝟏𝟑 

  𝟒
 )
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y = ax لتكن                          
3
 – 2x

2
 + bx دالة لها نهاية عظمى محلية عند x = – 1  وتقطع محور السينات

.   b , a ∈ R فأوجد  قيمتي  x = 2عند 
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y = x اذا كانت                    
2

– 2bx + c    هي نقطة حرجة للدالة  فأوجد  قيمتي   ( 2 – , 2 )دالة النقطةa , c 

∈ R  .  ثم بين نوع هذه النقطة

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *

f(x) = axإذا كان منحني الدالة :                                             
3
 + bx

2
 + c         مقعر   في{ x : x < 1 }   ومحدب   في

{  x : x > 1 }   ويمس المستقيمy + 9x = 28      لاعداد الحقيقية فأوجد قيم ا  ( 1 , 3 )عند  النقطةc , b , a 

 ( x = 1فتعتبر  نقطة انقلاب لذا نجد المشتقة الثانية  = صفر  شرط تعويض  x = 1 لدينا تقعر وتحدب عند                        

f
 /
(x) = 3ax

2
 + 2bx  ⟹ f

 //
(x) = 6ax + 2b 

0 =  6a (1) + 2b ⟹ 6a + 2b = 0 …..(1)          )x = 1  نساوي المشتقة الثانية  للصفر عندما

  في معادلة المنحني لنحصل على : ( 1 , 3 )نقطة التماس لذا تحقق معادلة المنحني  فنعوض  ( 1 , 3 )النقطة 

1 = a (3)
3
 + b (3)

2
 + c ⟹  27a + 9b + c = 1 …………..(2)

( x = 3لذا   ميلاهما (مشتقتهما متساوية عند  ( 1 , 3 )يمس المنحني عند   y + 9x = 28  كذلك لدينا المستقيم 

y + 9x = 28 ⟹ y  = 28 – 9x ⟹ y
 /
مشتقة المستقيم 9 – = 

f
/

 (x) = 3ax
2
 + 2bx             مشتقة المنحني

∴ 3a (3)
2
 + 2b (3) =  – 9    (مشتقة المنحني = مشتقة المستقيم )

  [ 27 a + 6 b = – 9 ] ÷ 3 

  9 a + 2 b =  – 3  …………. (3) (   انيا   2و  1نحل كل من  )   

 ∓6a ∓ 2b = 0 ……………..(1)        بالطرح

  3 a          = – 3  ⟹  a =  – 1                    (1)نعوض في

– 6 + 2b = 0  ⟹  b = 3             ( a , b  (2)نعوض في

 1 = – 27 + 27 + c  ⟹ c = 1

4مثال  الكتاب 

 الحل

مثال 

 مثال 
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f(x) = axإذا كان للدالة  :                                           
3
 + 3x

2
 + c     ونقطة انقلاب عند  8 نهاية عظمى محلية تساوي

x =1    فأوجد قيمةa , c ∈ R .

( x = 1رط التعويض بدل لذا نجد المشتقة الثانية ونساويها للصفر بش x = 1   لدينا نقطة انقلاب عند        

f
 /
(x) = 3ax

2
 + 6x ⟹ f //

(x) = 6 a x + 6  
           0 = 6 a (1) + 6 ⟹ 6 a =  – 6  ⟹  a = – 1 

∴ f(x) = – x
3
 + 3x

2
 + c (       تصبح الدالة  )

f
 /
(x) = –3x

2
 + 6x      ) x يم  لذا نشتق مشتقة اولى ونجد ق   للدالة نهاية عظمى محلية تساوي 8 

[ –3x
2
 + 6x = 0 ] ÷  3  ⟹ – x

2
 + 2x = 0  ⟹ x ( –x + 2 ) = 0  ⟹   x = 0  or  x = 2

f  2               0نختبر اشارة المشتقة لمعرفة اي النقطتين عظمى      إشارة  
 /

 c و تحقق الدالة تعوض فيها لإيجاد  ( 8 , 2 )نقطة نهاية عظمى∴

f(x) = – x
3
 + 3x

2
 + c ⟹ 8 =  – 8 + 3(4) + c   ⟹ c = 4
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f(x) = xإذا علمت ان للدالة  :    b ∈ Rأوجد قيمة                                                                  
3
 – 3x

2
 + b   نقطة انقلاب

 لنقطة الانقلاب (   y.   المقصود بها قيمة  2 قيمتها

 ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  

f(x) = 3 + ax + bxأذا كانت للدالة :                                                                    
2

 aفأوجد قيم     ( 4 , 1 )نقطة حرجة عند    

, b ∈ R  .ثم بين نوع النقطة الحرجة
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f(x) = xاذا كان المنحني                                                                  
3
 – bx

2
 + cx   وكان للدالة   ( 2 – , 2 – )يمر بالنقطة

لة .ثم اوجد نقطة النهاية العظمى المحلية للدا   b, c ∈ Rفأوجد قيمتي     x = 1نقطة انقلاب عند  
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f(x) = xلتكن                                                                  
3
 + bx

2
 + cx     دالة ، فأوجد قيمتيb, c ∈ R   اذا علمت ان للدالة

 .  x = 2، ونقطة نهاية عظمى عند     x = 4نقطة نهاية صغرى عند 
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f(x) = axاوجد معادلة المنحني                                                                  
3
 – bx

2
 + cx   نقطة   ( 4 , 1 – )حيث ان النقطة

 .  1 انقلاب وميل المماس عندها هو 
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f(x) = axاذا كانت                                                                  
2
 – ( x + b )

2
نقطة حرجة ، ما نوعها   ( 2 – , 1 )حيث  

b, a ∈ Rوأوجد قيمتي
++

    .R
++

هي مجموعة الاعداد الحقيقية الموجبة (. 

5مثال  الكتاب 

الحل

الدور  الاول  1996وزاري 

الدور  الثاني  1997وزاري 

الدور  الثاني  1999وزاري 

الدور  الاول  2001وزاري 

الدور  الثاني  2004وزاري 

الدور  الاول  2009وزاري 



 ~48 ~ 

f(x) = ax// لتكن 1س
2
 – 6x + 6   حيث إن b ∈ R  ,a ∈ { – 4 , 8 }  فأوجد قيمة , a  : إذا كانت

مقعرة .  f بة.      ب( الدالة  محد f أ ( الدالة  
) نعلم ان الدالة تكون محدبة اذا كانت اشارة المشتقة الثانية سالبة ومقعرة اذا كانت اشارة المشتقة الثانية موجبة لذا نجد المشتقة 

 ( يجعل المشتقة الثانية موجبة وايها يجعلها سالبة aالثانية ونبحث بين القيم المعطاة ايها عند تعويضه بدل 
f(x) = ax

2
 – 6x + 6 ⟹ f

 /
(x) = 2ax – 6 ⟹  f

 //
(x) = 2a

a = – 4سالبة أي  aلكي تكون اشارة المشتقة الثانية سالبة ) اي الدالة محدبة ( يجب ان تكون  ( أ

 a = 8موجبة أي  aلكي تكون اشارة المشتقة الثانية موجبة ) اي الدالة مقعرة ( يجب ان تكون    ( ب
ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *  ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ *ℜ  *

f(x) = a – ( x – b ) نقطة حرجة لمنحني الدالة :   ( 6 , 2 )// إذا كانت 2س
و بين نوع النقطة  a , b ∈ R فأوجد  4

الحرجة. 
 من النقطة الحرجة (  x = 2) لدينا نقطة حرجة لذا المشتقة الاولى عندها = صفر بشرط التعويض عن قيمة  

f
 /
(x) = – 4 ( x – b ) 

3
(1)

∴ [ – 4 ( 2 – b )
3
 = 0 ] ÷ (– 4) ⟹ ( 2 – b )

3
 = 0 ⟹ 2 – b = 0 ⟹ b = 2

f(x) = a – ( x – 2 )
4 الدالة (            ) اصبحت

) لدينا نقطة حرجة فهي تنتمي لمنحني الدالة وتحقق معادلته لذا نعوضها في الدالة (
f(x) = a – ( x – 2 )

4
 ⟹  6 = a – ( 2 – 2 )

4 ⟹ 6 = a – ( 0 )
4
  ⟹ a = 6 

∴ f(x) = 6 – ( x – 2 )
) اصبحت الدالة (          4

f
 /
(x) = – 4 ( x – 2 ) 

3 ( 6, 2 )   اد لمعرفة نوع النهايةعلى خط الأعد  نختبر اشارة المشتقة للنقطة 
 2 f

 /
(x) إشارة 

 هي نقطة نهاية عظمى محلية .  (6 , 2)  النقطة ∴  
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f(x) = ax // إذا كان :3س
3
 + bx

2
 + c x  ,g(x) = 1 – 12 x  وكان كل من g , f   متماسان عند نقطة انقلاب المنحنيf

a , b , c ∈ Rفأوجد قيمة الثوابت   ( 11 – , 1 )وهي 
 

( x = 1لذا ) ميلاهما (مشتقتهما متساوية عند  ( 11 – , 1 )يمس المنحني عند  g(x) = 1 – 12 x)لدينا المستقيم   
f 

/
(x)  = 3ax

2
 + 2bx + c   مشتقة المنحني    ,   g /

(x)  = – 12         مشتقة المستقيم
∴ 3a(1)

2
 + 2b(1) + c =  – 12      (مشتقة المنحني عند نقطة التماس = مشتقة المستقيم )

3a + 2b + c =  – 12  …. (1) 

(   x = 1نقطة  انقلاب لذا نجد المشتقة الثانية = صفر عند  ( 11 – , 1 )) ولدينا
f 

/
(x)  = 3ax

2
 + 2bx + c ⟹ f

 //
(x) = 6ax + 2b

      [6a +2b = 0 ] ÷ 2 ⟹ 3a + b = 0 …… (2) 

( 4 – 3 )تمارين 

تنتمي للمنحني ((3)نقطة انقلاب و (2)نقطة التماس هي (1)) هنا 
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(   fنقطة  تحقق معادلة المنحني  ( 11 – , 1 )) ولدينا 
– 11 = a + b + c ⟹  a + b + c = – 11 ……….(3)

3a+ 2b + c =  – 12  ……..(1)                       (3) و (1) نحل المعادلتين 
∓a ∓ b ∓ c = ± 11 ………….(3)   بالطرح          
2a + b = – 1 ……….. (4)         انيا (    (2)) حصلنا على معادلة جديدة تحل مع
∓3a ∓ b = 0 …………(2) 

– a = – 1 ⟹ a = 1   (1)3 ⟹         (2)نعوض في + b = 0 ⟹ b = – 3  (3) في a , b  قيم نعوض 
1 – 3 + c = – 11 ⟹ c = – 9 
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f(x) = 3xتمثل نهاية صغرى محلية لمنحني الدالة : (6)إذا كانت // 4س
2
 – x

3
 + c   فأوجد قيمةc ∈ R  ثم

 أوجد معادلة مماس المنحني في نقطة انقلابه .

تمثل ( 6)لمعرفة احداثي نقطة النهاية كون   xللدالة  نهاية صغرى اي نساوي المشتقة الاولى للصفر ونجد قيم 

(  xوليس قيمة   yقيمة 

f 
/
(x) = 6x – 3x

2
  ⟹ [ 6x – 3x

2
 = 0 ] ÷ 3

x ( 2 – x ) = 0 ⟹ x = 0   or   x = 2  نختبر على خط الأعداد

 f إشارة   ⟹ نقطة نهاية صغرى محلية ( 6 , 0 ) ∴
/
(x)                                                    2                          0

6 = 3 (0)
2
 – (0)

3
 + c ⟹ c = 6    وهي تحقق الدالة

∴ f(x) = 3x
2
 – x

3
 + 6           اصبحت الدالة (

  ولايجاد معادلة المماس نحتاج الى  نقطة وهي نقطة الانقلاب و ميل المماس وهو المشتقة الاولى (

f
 //

(x) = 6 – 6x   ⟹  6 – 6x = 0 ⟹ x = 1      طة اي نقطة الانقلاب (نجد اولا النق

∴ f(1) = 3 (1)
2

– (1)
3
نقطة انقلاب وهي نقطة التماس  ( 8 , 1 )  ⟹    8 = 6+ 

f اشارة
 //

(x)              1                                     ميل المماس وهو المشتقة الاولى عند x = 1

∴ f
 /
(x) = 6 – 3 = 3 يل المماسم 

  y – y1 = m ( x – x1 )         معادلة المستقيم هي :

 y – 8  = 3 ( x – 1 )  ⟹  y – 8 = 3x – 3 ⟹ 3x – y + 5 = 0 

f(x) = ax// اذا كانت 5س
3
 + bx

2
 + c x    وكانتf  مقعرة∀ x > 1  ومحدبة∀ x < 1  وللدالة f  نقطة نهاية عظمى

  a , b , c∈ Rفأوجد قيمة الثوابت  ( 5 , 1 –)محلية هي 
 (  x = 1 نقطة انقلاب عند لذا  للدالة  x < 1 ∀ ومحدبة : x > 1 ∀) نعلم ان الدالة مقعرة :   

f
 /
(x) = 3ax

2
 + 2bx +c ⟹f

 //
(x) = 6ax +2b

      6a(1) + 2b = 0 ⟹ 6a + 2b = 0 …(1) 

تحدب                     تقعر   
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(  x = – 1 صفر عند =هي نهاية عظمى محلية لذا المشتقة الاولى  ( 5 , 1 –)  ) و نعلم ان النقطة  
f
 /
(x) = 3ax

2
 + 2bx +c ⟹ 3a (– 1)

2
 + 2b(– 1) + c = 0 ⟹ 3a – 2b + c = 0 …..(2)

 ( ة لذا تحقق الدالةنهاية عظمى محلي ( 5 , 1 –)  ) و نعلم ان النقطة 
f(x) = ax

3
 + bx

2
 + c x ⟹ 5 = a (– 1)

3
 + b (– 1)

2
 + c (– 1)

– a + b – c = 5 …. (3)             انيا ( (2( و )3)) وبحل المعادلتين 
3 a – 2b + c = 0 …. (2)   بالجمع

[ 2 a – b = 5 …….….(4) ] (2)  انيا (  (2( و )3) ) وبحل المعادلتين               
  6 a + 2b = 0 ………(1)  

  4 a – 2b = 10 ……..….(4) 

6 a + 2b = 0 …………(1)  بالجمع 
10 a = 10 ⟹ a = 1   (4)نعوض في معادلة     

2 – b = 5 ⟹ b = – 3  3 – 1 – ⟹    (3)نعوض في – c = 5 ⟹ – 1 – 3 – 5 = c   ⟹  c = – 9
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f(x) = x// لتكن : 6س
2

–
𝐚

 𝐱 
, a ∈ R / { 0 } , x ≠ 0     فبرهن إن الدالة f لا تمتلك نهاية عظمى محلية

f
 /
(x) = 2x – 

𝐱(𝟎)− 𝐚(𝟏)

𝐱𝟐 ⟹ f
 /
(x) = 2x +

𝐚

𝐱𝟐  ) من المشتقة x نجد قيم )

[ 2x + 
𝐚

𝐱𝟐 = 𝟎 ] ( x
2
) ⟹ 2x

3
 + a = 0 ⟹ x

3
 = 

−𝐚

𝟐

 نستخدم اختبار المشتقة الثانية لمعرفة نوع النهاية عظمى أو صغرى 

f
 //

(x) = 2 + 
𝐱𝟐 (𝟎)− 𝐚 (𝟐𝐱)

𝐱𝟒  = 2 –  𝟐𝐚 

𝐱𝟑  = 2 –  𝟐𝐚
−𝐚  

𝟐

 = 2 + 4 = 6 > 0

ولكون المشتقة الثانية موجبة  لذا فالدالة تمتلك نهاية صغرى محلية و لا تمتلك نهاية عظمى محلية.
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y = ax يمس المنحني   3x – y = 7// المستقيم 7س
2
 + bx + c   وكانت له نهاية محلية عند  ( 1 – , 2 )عندx = 

𝟏 

𝟐
فأوجد   

 وما نوع النهاية .  a , b , c ∈ Rقيمة  
y = axاولا تحقق معادلة المنحني أي : (1 – , 2 ) نقطة التماس

2
 + bx + c ⟹ – 1 = 4a + 2b + c ….(1)  

y = ax والمنحني     3x – y = 7 المستقيم
2
 + bx + c   مشتقتهما ) ميلاهما (متساوية عندx = 2   

y
 /
 = 2ax + b      مشتقة المنحني    ,    y = 3x – 7 ⟹y

 /
مشتقة المستقيم  3 = 

∴ 2a(2) + b = 3 ⟹ 4a + b = 3 ……(2)      (مشتقة المنحني عند نقطة التماس = مشتقة المستقيم )

 = x ) و نعلم ان للمنحني نهاية  محلية لذا المشتقة الاولى = صفر عند 
𝟏

 𝟐 
   )

y
 /
 = 2ax + b  ⟹ 2a ( 

𝟏

 𝟐 
) + b = 0 ⟹ a  +  b  = 0  ….(3)     انيا ( (2) و( 3)) وبحل المعادلتين  

∓4a ∓ b = ∓3 ……(2)  بالطرح   
𝟏

 𝟐 
– 3 a    =  – 3 ⟹ a = 1     (3) نعوض في  ⟹ b =  – 1

(                  1) في  a , b   (1 –)2+ (1)4 = 1 – ⟹ نعوض + c  ⟹ ∴ c =  – 3

yولمعرفة نوع النهاية نختبر اشارة المشتقة الاولى حيث  )  
 /
 = 2x – 1    ونلاحظ انها تمثل نهاية صغرى    ) .

x في المشتقة الثانية (
 )و نعوض عن قيمة 3
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 xسبق وان تعلم الطالب كيفية رسم الدوال بصورة مبسطة بأخذ  قيم لاحد متغيراتها مثلا                                                                               

ثم نعين النقط التي تنتمي للدالة على النظام   y ها في الدالة ونجد قيم المتغير الاخر ونعوض                   
الاحداثي ونصل بينها لنحصل على مخطط مبسط ولكن غير دقيق والان سنتطرق لمجموعة خطوات نقوم بها للحصول على مخطط اكثر 

 دقة باستخدام معلوماتنا في التفاضل ومعلومات اخرى .
 خطط البياني للدالة نتبع الخطوات الاتية :ولكي نرسم الم

 نحدد أوسع مجال للدالة حيث يوجد ضمن المنهج نوعان فقط من الدوال هما: (1
a)  الدوال كثيرة الحدود أوسع مجال لها هوR  . 
b) الدوال النسبية ) كسرية اي وجود متغير في المقام ( فإن أوسع مجال لها هو R  را  لذا نأخذ  ما عدا القيم التي تجعل المقام صف

عدا تلك القيم. Rثم نكتب اوسع مجال لها هو كل   xالمقام = صفر  ثم نجد قيم  
نجد نقاط تقاطع منحني الدالة مع المحاور  ) ان امكن ( وذلك بأن : (2

ثم نكتب  نقاط التقاطع مع محور الصادات .  y ونجد قيم  x = 0 نعوض عن قيمة   ( أ
) إن أمكن ( ثم نكتب  نقاط التقاطع مع  محور السينات .x ونجد قيم    y = 0نعوض عن قيمة   ( ب
نجد  نوع التناظر لمنحني الدالة  حيث في الدوال يوجد نوعان فقط من التناظر ) ضمن المنهج (وهما : (3

تناظر حول محور الصادات  ( أ
تناظر حول  نقطة الأصل  و يمكن معرفة نوع التناظر بالطريقة الاتية :  ( ب

fلة الاصلية اولا : نكتب الدا
 
(x) 

fثانيا : نجد 
 
( – x)  بأن نعوض عن كل(x) بـ (– x )   في الدالة  ثم نبسط

fو نلاحظ هل 
 
( – x) = f

 
(x) .فأن المنحني متناظر حول محور الصادات 

f–ثالثا : نجد 
 
(x)  أي نضرب الدالة الاصلية بإشارة سالبة ونبسط ثم 

f –نلاحظ هل  
 
(x)  = f

 
( – x) حني متناظر حول نقطة الاصل .فإن المن

 **) لا توجد دالة متناظرة حول محور السينات لأنها ستناقض تعريف الدالة اي لا تصبح دالة (
 في الدوال النسبية نجد المستقيمات المحاذية ) إن وجدت ( و يوجد نوعان من المستقيمات المحاذية وهي: (4

 نجد قيم المتغير   ) كمعادلة مستقيم (المحاذي العمودي ) الشاقولي( نضع المقام = صفر و  ( أ
وذلك  باستخدام خاصية ) حاصل ضرب الطرفين = حاصل ضرب الوسطين ( ثم نعزل   yالمحاذي الافقي  نضع الدالة بدلالة   ( ب

ثم    yفي نفس الجهة لكي نستخرجه كعامل مشترك ثم نقسم على القوس الناتج لتصبح العلاقة بدلالة  xالحدود التي تحوي 
المقام = صفر ونجد قيم المتغير  . ) كمعادلة مستقيم ( نضع

fنجد   (5
 /
 (x) , f

 //
 (x)   ومنها نجد مناطق التزايد والتناقص والنقاط الحرجة ونوعها ) نهايات عظمى أو صغرى ( ومناطق

التقعر  والتحدب ونقاط الانقلاب إن وجدت .
 فية إن احتجنا إلى ذلك.نعمل جدول بكل النقاط التي حصلنا عليها ونجد نقاط إضا (6

رسم المخطط البياني للدالة

طريقة لامنهجية: اذا كانت 

كل الاسس زوجية في الدالة 

فهي متناظرة حول الصادات ، 

واذا كانت كل الاسس فردية 

ل نقطة فهي متناظرة حو

الاصل ، واذا زوجية وفردية 

 فلا يوجد تناظر.
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نرسم المخطط ونعين النقط مع  مراعات سلوك الدالة قبل وبعد كل نقطة حسب التزايد والتناقص والتقعر والتحدب والنهايات  (7
والانقلاب ونقاط  التقاطع مع المحاور .... والان لاحظ الامثلة الاتية :
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f(x) = xارسم بالاستعانة بمعلوماتك في التفاضل منحني الدالة :                                           
5
  

 R  = مجال  أوسع  (1

نقاط التقاطع مع المحورين (2

x : حيث xونجد قيمة     y = 0مع محور السينات نعوض   ( أ
5
= 0 ⟹ x = 0 

نكتب احداثي نقاط التقاطع مع محور السينات ( 0 , 0  )  

⟹y = 0 ( 0 , 0 )احداثي نقطة التقاطع   :  حيث  yونجد قيمة    x  0 =مع محور الصادات نعوض   ( ب

f (x) = x            التناظر :                                                         (3
5
                                                 

fلذا لا يوجد تناظر مع محور الصادات .              f(x) ≠ f(–x)نلاحظ ان  
 
( –x) = ( –x)

5
 = – x

5

f –لذا الدالة متناظرة حول نقطة الأصل .                f ( x )  = f (– x ) – نلاحظ ان  
 
(x) =  – x

5

  لا توجد محاذيات لأنها دالة كثيرة حدود   ليست دالة نسبية  ( . (4

وجدت**نجد المشتقة الاولى ومنها مناطق التزايد والتناقص والنقاط الحرجة ونوعها ان  (5

f
 /
(x) =  5x

4
 ⟹ [ 5x

4 
= 0 ] ÷ 5 ⟹  x

4 
= 0 ⟹  x = 0              0               f

 /
(x)  اشارة

   f (0) = 0 بالتعويض بالدالة الاصلية لمعرفة احدثي النقطة الحرجة حيث :  xنجد صورة العدد  

و لا توجد مناطق التناقص  { x : x > 0 } , { x : x < 0 }مناطق التزايد النقطة الحرجة و (0 ,0)  

 حيث : نجد المشتقة الثانية ومنها مناطق التقعر والتحدب و نقاط الانقلاب ان وجدت **

f
 //

(x) = 20x
3
 ⟹ 20 x

3
 = 0 ⟹  x = 0     f

 //
(x)إشارة

 f (0) = 0 ⟹ ( 0 , 0 )بالتعويض بالدالة الاصلية لمعرفة نقطة الانقلاب حيث : نقطة انقلاب  xنجد صورة  

 { x : x  < 0 } و مناطق التحدب  { x : x > 0 } مناطق التقعر           

نعمل جدول بالنقاط التي حصلنا عليها ونقط اضافية: (6

–2 2 –1 1 0 x 

– 32 32 –1 1 0 y 

نرسم المخطط ونعين النقط مع مراعات سلوك الدالة قبل (7

وبعد كل نقطة حسب التزايد والتناقص والتقعر والتحدب 

والنهايات والانقلاب ونقاط  التقاطع مع المحاور ....  

1مثال الكتاب 

تزايد

تزايد

تقعر

تحدب
( 0 , 0 )انقلاب       

الحل

0

تقعر                               تحدب
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f(x) = x لدالة : ارسم بالاستعانة بالتفاضل منحني ا                                         
3
 – 3x

2
 + 4 

 R  = أوسع مجال   (1

نقاط التقاطع مع المحورين (2

: حيث xونجد قيمة     y = 0مع محور السينات نعوض   ( أ

x
3
 – 3x

2
 + 4 = 0 ⟹ x3

 – 2x
2
 –x

2
 + 4 = 0  

          x
2
(x – 2) – (x

2
 – 4) = 0 ⟹ x

2
(x – 2) – (x – 2)( x + 2) = 0

                                                                          (x – 2)[ x
2
 – x + 2] = 0

 (x – 2)[ (x – 2) (x + 1)] = 0 

                                                                         x = 2     or  x = –1 

                نكتب احداثي نقاط التقاطع مع محور السينات ( 0 ,1 –  ) , ( 0 , 2  )

y = 4 ⟹ ( 0 , 4 )       نقاط التقاطع : حيث  yونجد قيمة    x  0 =مع محور الصادات نعوض   ( ب

f (x) = xالتناظر : (3
3
 – 3x

2
 + 4  

f
 
( –x) = ( –x)

3
 – 3( –x)

2
 + 4 = – x

3
 – 3x

2
 + 4

لذا لا يوجد تناظر مع محور الصادات .     f(x) ≠ f(–x)نلاحظ ان   

f –لذا الدالة  غير متناظرة حول نقطة الأصل .  f ( x ) ≠ f (– x ) –نلاحظ ان
 
(x) = – x

3
 + 3x

2
 – 4 

 لا توجد محاذيات لأنها دالة كثيرة حدود   ليست دالة نسبية  ( . (4

 ومنها مناطق التزايد والتناقص والنقاط الحرجة ونوعها ان وجدت**نجد المشتقة الاولى (5

f
 /
(x) = 3x

2
 – 6x  ⟹ [ 3x

2
 – 6x = 0 ]÷ 3   0   2   f

 /
(x)  اشارة

       x (x – 2) = 0 ⟹ x = 0 or x = 2     

بالتعويض بالدالة الاصلية لمعرفة احدثي نقطة النهاية العظمى حيث :  xنجد صورة العدد  

f (0) = 4 ⟹ ( 0 , 4 )    نقطة النهاية العظمى

بالتعويض بالدالة الاصلية لمعرفة احدثي نقطة النهاية الصغرى حيث :  xنجد صورة العدد  

f ( 2 ) = 0 ⟹ ( 2 , 0 )    رىنقطة النهاية الصغ

 { x : x > 2 } , { x : x < 0 }، مناطق التزايد  : (2 ,0) منطقة التناقص  الفترة المفتوحة              

 حيث : نجد المشتقة الثانية ومنها مناطق التقعر والتحدب و نقاط الانقلاب ان وجدت **

f
 \\

(x) = 6x – 6  ⟹ 6x – 6  = 0 ⟹ x =1                       1                           f
 \\ 

(x)إشارة

بالتعويض بالدالة الاصلية لمعرفة احدثي نقطة الانقلاب حيث :  xنجد صورة               تقعر                     تحدب 

f (x) = x
3
 – 3x

2
 + 4 ⟹  f(1) = 1 – 3 + 4 = 2 ⟹ ( 1 , 2 ) نقطة انقلاب

{ x : x < 1 } و مناطق التحدب  { x : x >  1 } مناطق التقعر           

2مثال الكتاب 
الحل

نكتفي بنقاط التقاطع   xفي حال من الصعوبة إيجاد قيم 

و هذه الطريقة تم حذفها من منهج الثالث  مع الصادات )

)
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نعمل جدول بكل النقاط التي حصلنا عليها : (6

مع مراعات سلوك الدالة قبل نرسم المخطط ونعين النقط (7

 وبعد كل نقطة حسب التزايد والتناقص والتقعر والتحدب 

والنهايات والانقلاب ونقاط التقاطع مع المحاور .... 
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 = f(x) بالاستعانة بالتفاضل ارسم منحني الدالة :                                         
𝟑𝐱−𝟏

𝐱+𝟏
  

لاحظ (   xعدا قيم   Rواوسع مجال هو كل    xأوسع مجال   نساوي المقام للصفر ونجد قيم  (1

x + 1 = 0 ⟹ x =  – 1  ⟹ R – { – 1 } 

نقاط التقاطع مع المحورين (2

حيث :    xونجد قيمة     y = 0مع محور السينات نعوض   ( أ
𝟑𝐱−𝟏

𝐱+𝟏
 = 0 ⟹ 3x – 1 = 0 ⟹ x = 

𝟏

 𝟑 

 (  
𝟏

 𝟑 
                نكتب احداثي نقطة التقاطع مع محور السينات ( 0 , 

 = f(x) حيث :   yونجد قيمة    x  0 =مع محور الصادات نعوض   ( ب
𝟑𝐱−𝟏

𝐱+𝟏
⟹ y = 

𝟑(𝟎)−𝟏

(𝟎)+𝟏
 = – 1  

               نكتب احداثي نقاط التقاطع مع محور الصادات ( 1 – ,  0  )

 = f (x)التناظر :    (3
𝟑𝐱−𝟏

𝐱+𝟏

f ( – x ) = 
−𝟑𝐱−𝟏

−𝐱+𝟏
نلاحظ ان              f(x) ≠ f(–x)   لذا لا يوجد تناظر مع محور الصادات   

– f (x) =
−𝟑𝐱+𝟏

𝐱+𝟏
نلاحظ ان f ( x ) ≠ f (– x ) – لذا لا يوجد تناظر حول نقطة الأصل    

 المحاذيات : (4

  معادلة مستقيم (  x + 1 = 0 ⟹ x =  – 1 المحاذي العمودي نضع المقام = صفر ونجد قيم المتغير : ( أ

 (: ثم نضع المقام = صفر ونجد قيم المتغير yالمحاذي الافقي   نضع الدالة بدلالة   ( ب

y = 
𝟑𝐱−𝟏

𝐱+𝟏
 ⟹ y x + y =  3x – 1⟹y x – 3x = – y – 1 ⟹ x (y – 3) = – y – 1 

∴ x = 
−𝐲−𝟏

𝐲−𝟑
 ⟹ y – 3 = 0 ⟹  y = 3 )معادلة مستقيم

**نجد المشتقة الاولى ومنها مناطق التزايد والتناقص والنقاط الحرجة ونوعها ان وجدت (5

f (x) = 
𝟑𝐱−𝟏

𝐱+𝟏
 ⟹ f

 /
(x) =  

(𝐱+𝟏)(𝟑)−(𝟑𝐱−𝟏)(𝟏) 

  (𝐱+𝟏)𝟐 
 ⟹ f

 /
(x) =  

𝟑𝐱+𝟑−𝟑𝐱+𝟏 

  (𝐱+𝟏)𝟐 
 = 

𝟒 

  (𝐱+𝟏)𝟐 
 ≠ 0

ولكن كفجوة لأنها لا تنتمي لمجال الدالة .    x = – 1 نختبر القيمة التي تجعل المقام صفرا  وهي هنا 

f
 /
(x)  اشارة

1 0 – 1 2 X 

2 4 0 0 Y 

تزايد

 تناقص
تزايد

تقعر

تحد ب

( 4 , 0 )نهاية          عظمى 

( 0 , 2 )نهاية صغرى  

( –1, 0 )

 ( 2 , 1 )انقلاب   

الحل3مثال الكتاب 

– 1
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 {x : x > – 1 } , { x : x < – 1 } ومناطق تزايد :  لا توجد مناطق التناقص  لا تنتمي لمجال الدالة (و   xلا نجد صورة 

 حيث : قلاب ان وجدتنجد المشتقة الثانية ومنها مناطق التقعر والتحدب و نقاط الان **          

f
 /
(x) = 4 (x + 1) 

– 2
  ⟹ f

 //
(x) = – 8 (x + 1) 

– 3
  = 

−𝟖 

  (𝐱+𝟏)𝟑 
 ≠ 0

ولكن كفجوة لأنها لا تنتمي لمجال الدالة .  x = –1 نختبر القيمة التي تجعل المقام صفرا  وهي هنا 

  

تحدب                 تقعر       

{ x : x  > – 1 } و مناطق التحدب  { x : x < – 1 } لا توجد نقطة انقلاب(مناطق التقعر

 ة اضافية :نعمل جدول بكل النقاط التي حصلنا عليها ومجموع (6

 

  

نرسم المخطط ونعين النقط مع مراعات  (7

سلوك الدالة قبل وبعد كل نقطة حسب التزايد 

والتناقص والتقعر والتحدب مع المحاور .... 
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 = f(x)بالاستعانة بالتفاضل ارسم منحني الدالة :                                            
𝐱𝟐

𝐱𝟐+𝟏
  

R  )xالصفر  لان المقام مجموع مربعين لذا المجال كل  ≠أوسع مجال  المقام  (1
2
 + 1≠ 0 ⟹ R

 نقاط التقاطع مع المحورين (2

:    xونجد قيم     y = 0مع محور السينات نعوض  ( أ
𝐱𝟐

𝐱𝟐+ 𝟏
 = 0 ⟹  x2

 = 0 ⟹ x = 0

( 0 , 0 )نكتب  نقطة التقاطع مع محور السينات : 

 = f(0) = y:  حيث   y ونجد قيمة   x  0 =مع محور الصادات نعوض   ( ب
𝟎

𝟎+𝟏
 = 0 

   ( 0 , 0 )نكتب نقطة التقاطع مع محور الصادات :  

 = f (x)التناظر :    (3
𝐱𝟐

𝐱𝟐+ 𝟏

f
 
( –

 
x ) = 

(−𝐱)𝟐

(−𝐱)𝟐+ 𝟏
= 

𝐱𝟐

𝐱𝟐+ 𝟏
f(x) = f(–x) اي الدالة متناظرة مع الصادات        

– f
 
(x) =

 
 –

𝐱𝟐

𝐱𝟐+ 𝟏
 = 

−𝐱𝟐 

𝐱𝟐+ 𝟏
f ( x ) ≠ f (– x ) – حول نقطة الأصل  لا يوجد تناظر 

 المحاذيات : (4

المحاذي العمودي   الشاقولي( لا يمكن أن نضع المقام = صفر  لذا لا يوجد محاذي عمودي . ( أ

– 3–21𝟏

 𝟑 
0 x

57101y

تزايد

 تقعر

تحدب

(0, –1 )

(
𝟏

𝟑  
, 0 )

 x = – 1محاذي عمودي   

 y = 3ذي افقي محا

الحل4مثال الكتاب 

1–إشارة   f
//
(x)
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ثم نضع المقام = صفر ونجد قيم المتغير (:  yالمحاذي الافقي   نضع الدالة بدلالة   ( ب

   y = 
𝐱𝟐

𝐱𝟐+ 𝟏
⟹ y x

2
 + y = x

2
 ⟹ y x

2
 – x

2
  = – y ⟹ x

2
( y – 1 ) = –y  ⟹ x2

 = 
−𝐲 

𝐲−𝟏

y  =  1     ) معادلة مستقيم  

**نجد المشتقة الاولى ومنها مناطق التزايد والتناقص والنقاط الحرجة ونوعها ان وجدت (5

f (x) = 
𝐱𝟐

𝐱𝟐+ 𝟏
⟹  f

 /
(x) = 

(𝐱𝟐+ 𝟏 )(𝟐𝐱)−(𝐱𝟐 )(𝟐𝐱)

(𝐱𝟐+ 𝟏)
𝟐 = 

𝟐𝐱𝟑+𝟐𝐱−𝟐𝐱𝟑

(𝐱𝟐+ 𝟏)
𝟐  = 

𝟐𝐱

(𝐱𝟐+ 𝟏)
𝟐 

 
𝟐𝐱 

(𝐱𝟐+ 𝟏)
𝟐 = 0 ⟹ 2x = 0 ⟹ x = 0       f

 /
(x) اشارة

   f ( 0 ) = 0 ⟹ ( 0 , 0 )بالدالة الاصلية لمعرفة نقطة النهاية الصغرى حيث : بالتعويض  xنجد صورة  

  { x : x > 0 }و مناطق التزايد    { x : x < 0 }منطقة تناقص             

 حيث : نجد المشتقة الثانية ومنها مناطق التقعر والتحدب و نقاط الانقلاب ان وجدت **

f
 //

(x) = 
(𝐱𝟐+ 𝟏)

𝟐
(𝟐)−(𝟐𝐱)𝟐(𝐱𝟐+ 𝟏 )(𝟐𝐱)

(𝐱𝟐+ 𝟏)
𝟒 = 

(𝐱𝟐+ 𝟏 )[𝟐𝐱𝟐+𝟐−𝟖𝐱𝟐]

(𝐱𝟐+ 𝟏)
𝟒  = 

𝟐−𝟔𝐱𝟐

(𝐱𝟐+ 𝟏)
𝟑 = 0 

x
2
 = 

𝟐

 𝟔 
 ⟹ x

2
 = 

𝟏

 𝟑 
 ⟹ x = ∓

 𝟏 

√𝟑

تحدب               تقعر                       تحدب          

بالتعويض بالدالة الاصلية لمعرفة احدثي نقطة الانقلاب حيث :  xنجد صور قيم    

 f ( 
𝟏

√𝟑
 ) = 

𝟏

 𝟑 
𝟏

 𝟑 
+ 𝟏

  = 

  𝟏 

𝟑 
  𝟒 

 𝟑 

=  
𝟏

𝟒 
⟹ (

𝟏

 √𝟑 
 , 

𝟏

𝟒 
نقطة انقلاب   ( 

 f (−
𝟏

√𝟑
 ) = 

 𝟏 

𝟒 
 ⟹ (−

𝟏

√𝟑
 , 

𝟏

𝟒 
نقطة انقلاب    ( 

−)منطقة التقعر الفترة 
𝟏

 √𝟑 
 , 

𝟏

 √𝟑 
 < x : x } ، مناطق التحدب ( 

𝟏

 √𝟑 
 }  { x : x  < −

𝟏

√𝟑
 }

نعمل جدول بمجموعة من النقاط  ونقط اضافية لإكمال الرسم : (6

 نرسم المخطط ونعين النقط مع مراعات سلوك (7
الدالة قبل وبعد كل نقطة حسب التزايد والتناقص

المحاور ....والتقعر والتحدب مع  
ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *

دام معلوماتك في التفاضل كل من الدوال الاتية :ارسم باستخ

1) f(x) = x
3
 – 3x                                 3) f(x) = 

𝟐−𝐱

𝐱 

2) f(x) = ( x
2
 – 1 )

2
                     4) f(x) =  x

3
 + 3x

2

−
𝟏

√𝟑
 

𝟏

√𝟑
  0 x

𝟏 

𝟒 

𝟏 

𝟒 
0y

 دتزاي
تقعر  تحدب

نهاية صغرى( 0 ,0 )    

تحدب
تناقص

وزاريات

0

y = 1محاذي افقي    

−
𝟏

√𝟑

𝟏

√𝟑
f
 //

(x) اشارة

دور اول  99تمهيدي و  2005 الدور  الثاني   2004

2000 الدور  الثاني   الدور  الثاني  2001
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 انة الدوال الاتية :ارسم باستخدام معلوماتك في التفاضل بالاستع     

1) f(x) = 10 – 3x – x
2

لأنها كثيرة حدودR = أوسع مجال  للدالة هو  (1

 نقاط التقاطع مع المحورين (2

 : حيث xونجد قيمة     y = 0مع محور السينات نعوض   ( أ

10 – 3x – x
2
 = 0 ⟹ ( 5 + x ) ( 2 – x ) = 0⟹ x =  – 5 , x = 2

نكتب احداثي نقاط التقاطع مع محور السينات   ( 0 , 5 – ) , ( 0 , 2 ) 

y = 10 ⟹ ( 0 , 10 )نقطة التقاطع :  حيث yونجد قيمة    x  0 =مع محور الصادات نعوض   ( ب

f(x) = 10 – 3x – x            التناظر :                                                                 (3
2

  

  f
 
( –x) = 10 – 3( –x) – (– x )

2
 =  10 + 3 x – x

2

 لذا لا يوجد تناظر مع  محور الصادات .     f(x) ≠ f(–x)نلاحظ ان                 

f –لذا لا يوجد تناظر حول نقطة الأصل    f ( x )  ≠  f (– x ) – نلاحظ ان  
 
(x) =  – 10 + 3x + x

2

 لا توجد محاذيات لأنها دالة كثيرة حدود   ليست دالة نسبية  ( . (4

**نجد المشتقة الاولى ومنها مناطق التزايد والتناقص والنقاط الحرجة ونوعها ان وجدت (5

f
 /
(x) = – 3 – 2x  ⟹ –3 – 2x = 0 ⟹ x  = 

−𝟑

𝟐
     f

 /
(x)  اشارة

بالتعويض بالدالة الاصلية لمعرفة احدثي نقطة النهاية العظمى حيث :  xنجد صورة العدد  

f (
−𝟑

𝟐
) = 10 + 

𝟗

𝟐
−

 𝟗

𝟒
= 

𝟒𝟎+𝟏𝟖−𝟗

𝟒
=

𝟒𝟗

𝟒
= 𝟏𝟐

 𝟏

𝟒
⟹ ( 

−𝟑  

𝟐
 , 𝟏𝟐

 𝟏

𝟒
نقطة النهاية العظمى  ( 

 > x : x }  لتزايد : مناطق ا
−𝟑

𝟐
 < x : x }و مناطق التناقص  :      { 

−𝟑

𝟐
 } 

حيث : نجد المشتقة الثانية ومنها مناطق التقعر والتحدب و نقاط الانقلاب ان وجدت **

f
 //

(x) =  – 2 < 0        أي ان الدالة محدبة في كل مجالها ولا توجد نقاط انقلاب

لنقاط التي حصلنا عليهانعمل جدول بكل ا (6

−𝟑 

𝟐
0 – 5 2 x 

12
 𝟏

𝟒 
10 0 0 y 

 نرسم المخطط ونعين النقط مع مراعات سلوك (7

الدالة قبل وبعد كل نقطة حسب التزايد والتناقص 

 والتقعر والتحدب والنهايات والانقلاب ونقاط  

التقاطع مع المحاور ....

( 0 , 10 )

(  3 – 5)  تمارين  

لاحظ ان اسس الحدود زوجية 

وفردية لذا لا يوجد أي تناظر .

( 
−𝟑  

𝟐
 , 𝟏𝟐

 𝟏 

𝟒
نهاية عظمى (  

تزايد
تناقص

( 2 , 0 ) (– 5 , 0 )

−𝟑

𝟐
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2) f(x) = x
2
 + 4x + 3

لأنها كثيرة حدودR = مجال  للدالة هو   أوسع (1

نقاط التقاطع مع المحورين  (2

 : حيث xونجد قيمة     y = 0مع محور السينات نعوض   ( أ

x
2
 + 4x + 3 ⟹ ( x + 3 ) ( x + 1 ) = 0 ⟹ x =  – 3 , x = – 1

اطع مع محور السينات نكتب احداثي نقاط التق  ( 0 , 1 – ) , ( 0 , 3 – ) 

y = 3 ⟹( 0 , 3 ): نقطة التقاطع حيث  yونجد قيمة    x  0 =مع محور الصادات نعوض   ( ب

f (x) = x التناظر :                       (3
2
 + 4x + 3

f
 
( –x) = (– x )

2
 + 4 (– x ) + 3 =  x

2
 – 4x + 3

 لذا لا يوجد تناظر مع  محور الصادات .     f(x) ≠ f(–x)نلاحظ ان                 

f –لذا لا يوجد تناظر حول نقطة الأصل  f ( x )  ≠  f (– x ) – نلاحظ ان  
 
(x) = – x

2
 –  4x – 3  

نسبية  ( .لا توجد محاذيات لأنها دالة كثيرة حدود   ليست دالة  (4

 **نجد المشتقة الاولى ومنها مناطق التزايد والتناقص والنقاط الحرجة ونوعها ان وجدت (5

f
 /
(x) = 2x + 4 ⟹ 2x + 4 = 0 ⟹ x  = – 2                       – 2                      f

 /
(x)  اشارة

 بالتعويض بالدالة الاصلية لمعرفة احدثي نقطة النهاية الصغرى حيث :  xد صورة العدد  نج

f ( – 2 ) = ( – 2 )
2
نقطة نهاية صغرى  ( 1 – , 2 – ) ⟹ 1 – = 3 + 8 – 4 = 3 + ( 2 – ) 4 + 

 { x : x < –2 }، مناطق التناقص  :      { x : x > –2 }  مناطق التزايد :             

حيث : نجد المشتقة الثانية ومنها مناطق التقعر والتحدب و نقاط الانقلاب ان وجدت **

f
 //

(x) =   2 > 0 لها ولا توجد نقاط انقلاب       أي ان الدالة مقعرة  في كل مجا

لها سالبة لذا نأخذ واحدة اضافية ( xنعمل جدول بكل النقاط التي حصلنا عليها   لاحظ ان قيم  (6

1 0 – 2 –1 –3 x 

8 3 –1 0 0 y 

 نرسم المخطط ونعين النقط مع  (7

 مراعات سلوك الدالة قبل وبعد كل

نقطة حسب التزايد والتناقص والتقعر  

والتحدب والنهايات والانقلاب ونقاط 

التقاطع مع المحاور ....

لاحظ ان اسس الحدود زوجية 

وفردية لذا لا يوجد أي تناظر .

  نهاية صغرى  ( 1 – , 2 – )

تزايد
تناقص

(– 1, 0 )

( 0 , 3 )

( – 3 , 0 )
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3) f(x) = ( 1 – x )
3
 +1

  R  = أوسع مجال   (1

 ننقاط التقاطع مع المحوري (2

 : حيث xونجد قيمة     y = 0مع محور السينات نعوض   ( أ

( 1 – x )
3
 +1 = 0 ⟹ ( 1 – x )

3
x =   –1 ⟹ x = 2 – 1 ⟹ نجذر الطرفين  1– = 

     نكتب احداثي نقاط التقاطع مع محور السينات          ( 0 , 2  )     

⟹y = 1 + 1 ⟹( 0 , 2 ) y = 2 : نقطة التقاطع حيث yونجد قيمة   x  0 =ر الصادات نعوضمع محو ( ب

f (x) = ( 1 – x )التناظر : (3
3
 +1 

f
 
( –x) = ( 1 – ( –x)  )

3
 +1 =  ( 1 + x )

3
 +1

لذا لا يوجد تناظر مع  محور الصادات .     f(x) ≠ f(–x)نلاحظ ان                 

f –لذا لا يوجد تناظر حول نقطة الأصل        f ( x ) ≠ f (– x ) –نلاحظ ان  
 
(x) =  – ( 1 – x )

3
 – 1

لا توجد محاذيات لأنها دالة كثيرة حدود   ليست دالة نسبية  ( . (4

 **نجد المشتقة الاولى ومنها مناطق التزايد والتناقص والنقاط الحرجة ونوعها ان وجدت (5

f
 /
(x) = 3( 1 – x )

2
 (–1) = – 3 ( 1 – x )

2
                       1                      f

 /
(x)  اشارة

– 3 ( 1 – x )
2
 = 0 ⟹  1 – x = 0 ⟹ x = 1

بالتعويض بالدالة الاصلية لمعرفة احدثي النقطة الحرجة حيث :  xنجد صورة العدد  

f ( 1 ) = (1 – 1)
3
 نقطة حرجة( 1 , 1 ) ⟹  1 = 1 + 

    { x : x > 1 } , { x : x < 1 }و مناطق التناقص  :    لا توجد مناطق تزايد  

 حيث : ثانية ومنها مناطق التقعر والتحدب و نقاط الانقلاب ان وجدتنجد المشتقة ال **

f
 //

(x) = – 6( 1 – x )( –1)  ⟹ f
 //

(x) = 6( 1 – x ) ⟹ 6( 1 – x ) = 0

   1 f
 //

(x) إشارة   1 – x = 0 ⟹ x = 1

 تحدب                                        تقعر       

 بالتعويض بالدالة الاصلية لمعرفة احدثي نقطة الانقلاب حيث :  xنجد صورة العدد               

f (1) = 1 ⟹ ( 1 , 1 ) التقعرومناطق   { x : x < 1 }   نقطة انقلاب  { x : x  >1 }  مناطق التحدب

نعمل جدول بكل النقاط التي حصلنا عليها و واحدة اضافية (6

– 1 1 0 2 x 

9 1 2 0 y 

 نرسم المخطط ونعين النقط مع مراعات سلوك الدالة (7

 قبل وبعد كل نقطة حسب التزايد والتناقص والتقعر

اور .والتحدب والنهايات والانقلاب ونقاط التقاطع مع المح 

لاحظ ان اسس الحدود زوجية 

وفردية لذا لا يوجد أي تناظر .
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4) f(x) = 6x – x
3

  R  = أوسع مجال   (1

نقاط التقاطع مع المحورين (2

x( 6 – x : حيث xونجد قيمة   y = 0مع محور السينات نعوض  ( أ
2 
) = 0 ⟹ x = 0  or x = ∓ √𝟔

      سيناتنكتب احداثي نقاط التقاطع مع محور ال      ( 0 , 𝟔√ −  ) , ( 0 , 𝟔√  ) , ( 0 , 0  ) 

    y =0 ⟹( 0 , 0 ): نقطة التقاطع حيث  yونجد قيمة    x  0 =مع محور الصادات نعوض   ( ب

f (x) = 6x – x            التناظر :                                                         (3
3
    

f
 
( –x) = 6 ( –x)  – ( –x)

3
 = – 6x + x

3

 لذا لا يوجد تناظر مع محور الصادات .     f(x) ≠ f(–x)نلاحظ ان  

f –لذا الدالة متناظرة حول نقطة الأصل .  f ( x )  = f (– x ) – نلاحظ ان  
 
(x) =  – 6x + x

3

لا توجد محاذيات لأنها دالة كثيرة حدود   ليست دالة نسبية  ( . (4

**نجد المشتقة الاولى ومنها مناطق التزايد والتناقص والنقاط الحرجة ونوعها ان وجدت (5

f
 /
(x) = 6 – 3x

2
 ⟹ [ 6 – 3x

2 
= 0 ] ÷ 3                     −√𝟐             √𝟐            f

 /
(x)  اشارة

2 –  x
2 
= 0 ⟹  x = ∓ √𝟐

بالتعويض بالدالة الاصلية لمعرفة احدثي نقطة النهاية العظمى حيث :  xنجد صورة العدد  

f (√𝟐 ) = 6√𝟐 – (√𝟐)
3
 = 6√𝟐 – 2√𝟐 = 4√𝟐⟹ (√𝟐 , 4 √𝟐 ) نقطة النهاية العظمى  

ة الاصلية لمعرفة احدثي نقطة النهاية الصغرى حيث :بالتعويض بالدال  xنجد صورة العدد  

f (−√𝟐 ) = – 6√𝟐 + 2√𝟐 = – 4√𝟐⟹ ( –√𝟐 , – 4 √𝟐 ) نقطة النهاية الصغرى

 { x : x > √𝟐 } , { x : x < −√𝟐 }، مناطق التناقص  : ( 𝟐√ , 𝟐√−) منطقة تزايد  الفترة المفتوحة  

 حيث : نجد المشتقة الثانية ومنها مناطق التقعر والتحدب و نقاط الانقلاب ان وجدت **

f
 //

(x) = – 6x  ⟹ – 6x = 0  ⟹ x = 0    0 f
 //

(x)إشارة

 f (0) = 0 ⟹ ( 0 , 0 )عويض بالدالة الاصلية لمعرفة احدثي نقطة الانقلاب حيث :بالت  xنجد صورة العدد  

{ x : x  > 0 } ، مناطق التحدب  { x : x < 0 } مناطق التقعر

نعمل جدول بكل النقاط التي حصلنا عليها : (6

–√𝟐√𝟐 −√𝟔  √𝟔  0 x 

– 4√𝟐 4√𝟐  0 0 0 y 

نرسم المخطط ونعين النقط مع مراعات سلوك الدالة (7

قبل وبعد كل نقطة حسب التزايد والتناقص والتقعر  

 ....والتحدب والنهايات والانقلاب ونقاط التقاطع مع المحاور 

تزايد

تناقص

تناقص

تقعر
 تحدب

( 𝟐√4 ,𝟐√)نهاية عظمى 

( 𝟐√4– ,𝟐√–)نهاية صغرى         

(–√𝟔 , 0 ) (√𝟔 , 0 )

( 0 , 0 )انقلاب       

تقعر    تحدب  
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5) f(x) = 
𝟏

 𝐱 

x = 0 ⟹ R – { 0 }لاحظ(  xعدا قيم   Rواوسع مجال  xأوسع مجال نساوي المقام للصفر لنجد قيم  (1

نقاط التقاطع مع المحورين . (2

 :ولكن  xونجد قيمة   y = 0مع محور السينات نعوض   ( أ
𝟏

 𝐱 
لذا لا توجد  نقاط تقاطع  مع محور السينات.  0 ≠ 

لا ينتمي لمجال الدالة و لا توجد  نقاط تقاطع. x ≠ 0  ، 0: ولكن  yونجد قيمة   x 0 =مع محور الصادات نعوض  ( ب

 = f (x)التناظر :    (3
𝟏 

𝐱 
   

f (– x) = 
𝟏

−𝐱 
لذا لا يوجد تناظر مع محور الصادات    f(x) ≠ f(–x)    نلاحظ ان  

– f (x) =  – 
𝟏

𝐱 
نلاحظ ان f (x)  = f (– x ) – لذا الدالة متناظرة حول نقطة الأصل    

 المحاذيات : (4

  معادلة مستقيم (     x  = 0 المحاذي العمودي   الشاقولي( نضع المقام = صفر ونجد قيم المتغير : ( أ

صفر ونجد قيم المتغير (:  =ثم نضع المقام  yلة  المحاذي الافقي   نضع الدالة بدلا  ( ب

y = 
𝟏 

𝐱 
 ⟹ y x  =  1 ⟹ x = 

𝟏  

𝐲 
 ⟹ y = 0 ) معادلة مستقيم 

**نجد المشتقة الاولى ومنها مناطق التزايد والتناقص والنقاط الحرجة ونوعها ان وجدت (5

f (x) = 
𝟏

𝐱 
⟹ f (x) = x

 – 1 ⟹ f
 /
(x) =  – 1 x

 –2
 = 

−𝟏 

  𝐱𝟐 
 ≠ 0

ولكن كفجوة لأنها لا تنتمي لمجال الدالة .  x = 0 نختبر القيمة التي تجعل المقام صفرا  وهي هنا 

                   

 { x : x > 0 } , { x : x < 0 } :  جد مناطق تزايد ، مناطق التناقصلا تو  لا تنتمي لمجال الدالة (و   xلا نجد صورة 

حيث : نجد المشتقة الثانية ومنها مناطق التقعر والتحدب و نقاط الانقلاب ان وجدت **

f
 //

(x) = 2x
–3

 = 
𝟐 

  𝐱𝟑 
 ≠ 0

كفجوة لأنها لا تنتمي لمجال الدالة  لا توجد نقطة انقلاب( x = 0  نختبر القيمة التي تجعل المقام صفرا  وهي هنا

f
 //

(x) إشارة

{ x : x > 0 } ومناطق التحدب { x : x < 0 }مناطق التقعر

ن النقاط :نعمل جدول بمجموعة م (6

 

 

نرسم المخطط ونعين النقط مع مراعات سلوك  (7

الدالة قبل وبعد كل نقطة حسب التزايد والتناقص 

والتقعر والتحدب مع المحاور .... 

–22–11x
−𝟏

𝟐

𝟏

 𝟐 
–1 1 y

تناقص

 تناقص

تقعر

تحدب

(–1, –1 ) 

( 1, 1 ) 

  x = 0محاذي عمودي   

 y = 0محاذي افقي 

0

0

تقعر                          تحدب     

fاشارة
 /
(x)
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6) f(x) = 
𝐱−𝟏

𝐱+𝟏

 x + 1= 0 ⟹ x = – 1 ⟹ R – { – 1}لنستثنيها ( xأوسع مجال   نساوي المقام للصفر ونجد قيم  (1

 نقاط التقاطع مع المحورين (2

حيث : x ونجد قيمة  y = 0مع محور السينات نعوض ( أ
𝐱−𝟏

𝐱+𝟏
 = 0 ⟹x – 1  = 0 ⟹ x = 1 ⟹ ( 1 , 0 )  

 = f(0) = y    ( 1 – , 0 ) حيث:   yونجد قيمة  x  0 =مع محور الصادات نعوض ( ب
𝟎−𝟏

𝟎+𝟏
 = – 1 ⟹ 

 = f (x)        تناظر :ال (3
𝐱−𝟏

𝐱+𝟏

f ( – x ) = 
−𝐱−𝟏

−𝐱+𝟏
 نلاحظ ان     f(x) ≠ f(–x)  لذا لا يوجد تناظر مع محور الصادات  

– f (x) =  – 
𝐱−𝟏

𝐱+𝟏
= 

−𝐱+𝟏

𝐱+𝟏
f ( x ) ≠ f (– x ) – لذا لا يوجد تناظر  حول نقطة الأصل 

 المحاذيات : (4

  معادلة مستقيم (     x  = – 1 المحاذي العمودي   الشاقولي( نضع المقام = صفر ونجد قيم المتغير : ( أ

 ثم نضع المقام = صفر ونجد قيم المتغير (:  y ذي الافقي   نضع الدالة بدلالةالمحا  ( ب

y = 
𝐱−𝟏

𝐱+𝟏
 ⟹ y x + y  =  x – 1 ⟹ y x – x  =  –y – 1 ⟹ x( y – 1 ) = –y –1

x = 
−𝐲 −𝟏

𝐲−𝟏
 ⟹ y  =  1   ) معادلة مستقيم

 اقص والنقاط الحرجة ونوعها ان وجدت**نجد المشتقة الاولى ومنها مناطق التزايد والتن (5

f (x) = 
𝐱−𝟏

𝐱+𝟏
 ⟹  f

 /
(x) = 

(𝐱+𝟏 )(𝟏)−(𝐱−𝟏 )(𝟏)

(𝐱+𝟏)𝟐  = 
𝐱+𝟏−𝐱+𝟏

(𝐱+𝟏)𝟐  = 
𝟐

(𝐱+𝟏)𝟐 ≠ 0

fاشارة      كفجوة لأنها لا تنتمي لمجال الدالة . x = – 1نختبر  تجعل المقام صفر(
 /
(x) 

 { x : x > – 1 } , { x : x < – 1 } و لا توجد مناطق التناقص  ، مناطق تزايد:  xلا نجد صورة 

 ** نجد المشتقة الثانية ومنها مناطق التقعر والتحدب و نقاط الانقلاب ان وجدت حيث :

f
 /
(x) = 2( x + 1 ) 

–2
 ⟹ f

 //
(x) = – 4 ( x + 1 ) 

–3
 = 

−𝟒 

(𝐱+𝟏)𝟑 
 ≠ 0

fكفجوة لأنها لا تنتمي لمجال الدالة          اشارة x = – 1نختبر  تجعل المقام صفر(  
 /
(x)  

{ x : x < – 1 }و التقعر  { x : x > – 1 } مناطق التحدب

نعمل جدول بمجموعة من النقاط  ونقط اضافية: (6

نرسم المخطط ونعين النقط مع مراعات سلوك   (7

الدالة قبل وبعد كل نقطة حسب التزايد والتناقص 

والتقعر والتحدب مع المحاور .... 

–3–2201x

23𝟏

 𝟑 
–1 0 y

تزايد

 تزايد

تقعر

تحدب

( 0, –1 )

( 1, 0 )

  x = –1محاذي عمودي      

 y = 1محاذي افقي 

–1

1 –

تحدب              تقعر
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7) f(x) = ( x + 2 )( x – 1 )
2

 كون الدالة كثيرة حدود R   =أوسع مجال   (1

 نقاط التقاطع مع المحورين (2

 حيث : x  ونجد قيمة   y = 0  مع محور السينات نعوض ( أ

( x + 2 )( x – 1 )
2⟹ x = – 2  or  x = 1⟹(  – 2 , 0 ) , (  1 , 0 )     نقاط التقاطع

y = ( 2 )( – 1 ):  حيث  yونجد قيمة    x  0 =مع محور الصادات نعوض   ( ب
2
 ⟹ y = 2⟹ ( 0 , 2 )

f (x) = ( x + 2 )( x – 1 )                                                     التناظر :                                             (3
2
   

fلذا لا يوجد تناظر مع الصادات       f(x) ≠ f(–x)نلاحظ ان    ( أ
 
( –x) = ( – x + 2 )( – x – 1 )

2

f –فلا يوجد تناظر حول نقطة الأصل           f ( x ) ≠ f (– x ) – كذلك ( ب
 
(x) = (– x –  2 )( x – 1 )

2

لا توجد محاذيات لأنها دالة كثيرة حدود   ليست دالة نسبية  ( . (4

 **نجد المشتقة الاولى ومنها مناطق التزايد والتناقص والنقاط الحرجة ونوعها ان وجدت (5

f
 /
(x) = ( x + 2 )2( x – 1 ) + ( x – 1)

2
 (1) = ( x – 1 ) [ 2x + 4 + x – 1 ]

     = ( x – 1 ) [ 3x + 3 ] = 0 ⟹∴ x = 1 or x = – 1 
– 1                1                         f

 /
(x)  اشارة

بالتعويض بالدالة الاصلية لمعرفة احدثي نقطة النهاية العظمى حيث :  xنجد صورة العدد  

f (– 1) = (– 1 + 2 )( – 1 – 1 )
2
نقطة النهاية العظمى  (  4 , 1 – )⟹ 4 = 

 عرفة احدثي نقطة النهاية الصغرى حيث :بالتعويض بالدالة الاصلية لم  xنجد صورة العدد  

f ( 1 )  = ( 1 + 2 )( 1 – 1 )
2
    نقطة النهاية الصغرى ( 0 , 1 ) ⟹ 0 = 

 { x : x > 1 } , { x : x < – 1 }، مناطق التزايد  : ( 𝟐√ , 𝟐√−) منطقة تناقص  الفترة المفتوحة  

حيث : مناطق التقعر والتحدب و نقاط الانقلاب ان وجدت نجد المشتقة الثانية ومنها **

  f //
(x) = ( x – 1 ) ( 3 ) + ( 3x + 3 ) ( 1 ) = 3x – 3 + 3x + 3 = 6x ⟹6x = 0  ⟹ x = 0

                        0 f
 //

(x) إشارة

{x : x < 0 } و التحدب  {x : x >0 } ،مناطق التقعرf (0) = 0 ⟹ ( 0 , 2 )نجد بالتعويض نقطة الانقلاب : 

نعمل جدول بكل النقاط التي حصلنا عليها : (6

– 1 – 2 1 0 x 

4 0 0 2 y 

نرسم المخطط ونعين النقط مع مراعات سلوك (7

الدالة قبل وبعد كل نقطة حسب التزايد والتناقص

والتقعر والتحدب والنهايات والانقلاب ونقاط التقاطع مع المحاور .... 

 تزايد

تناقص
 تزايد

 تقعر
تحدب

( 0 , 2– ) ( 0 , 1 )نهاية صغرى          

  ( 2 , 0 )انقلاب 
 

( 4 , 1 –)نهاية عظمى   

 تقعر                                 تحدب  
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8) f(x) = 
𝐱𝟐− 𝟏

𝐱𝟐+ 𝟏

R  )xمجموع مربعين لذا المجال كل  الصفر  لان المقام ≠أوسع مجال  المقام   (1
2
 + 1≠ 0 ⟹ R   

نقاط التقاطع مع المحورين (2

:    x ونجد قيم    y = 0مع محور السينات نعوض  ( أ
𝐱𝟐− 𝟏

𝐱𝟐+ 𝟏
 = 0 ⟹x

2
 – 1  = 0 ⟹ x2

 = 1⟹ x =∓ 1

( 0 , 1 )  , ( 0 , 1 – )نكتب  نقاط تقاطع مع محور السينات : 

 = f(0) = y  :حيث نقطة تقاطع  yونجد قيمة    x 0 =نعوض  مع محور الصادات ( ب
𝟎−𝟏

𝟎+𝟏
 = – 1 ⟹( 0 , – 1  ) 

 = f (x)التناظر :    (3
𝐱𝟐− 𝟏

𝐱𝟐+ 𝟏

f ( – x ) = 
(−𝐱)𝟐− 𝟏

(−𝐱)𝟐+ 𝟏
= 

𝐱𝟐− 𝟏

𝐱𝟐+ 𝟏
f(x) = f(–x)  اي الدالة متناظرة مع الصادات       

– f (x) =  – 
𝐱𝟐− 𝟏

𝐱𝟐+ 𝟏
= 

−𝐱𝟐+ 𝟏

𝐱𝟐+ 𝟏
f ( x ) ≠ f (– x ) – لا يوجد تناظر حول نقطة الأصل 

 المحاذيات : (4

المحاذي العمودي   الشاقولي( لا يمكن أن نضع المقام = صفر  لذا لا يوجد محاذي عمودي . ( أ

 ثم نضع المقام = صفر ونجد قيم المتغير (: y المحاذي الافقي   نضع الدالة بدلالة    ( ب

y = 
𝐱𝟐− 𝟏

𝐱𝟐+ 𝟏
⟹ y x

2
 + y  = x

2
 – 1 ⟹ y x

2
 – x

2
  =  – y – 1 ⟹ x

2
( y – 1 ) = –y – 1 

x
2
 = 

−𝐲 −𝟏

𝐲−𝟏
  ⟹ y  =  1   ) معادلة مستقيم 

**نجد المشتقة الاولى ومنها مناطق التزايد والتناقص والنقاط الحرجة ونوعها ان وجدت (5

f (x) = 
𝐱𝟐− 𝟏

𝐱𝟐+ 𝟏
⟹  f

 /
(x) = 

(𝐱𝟐+ 𝟏 )(𝟐𝐱)−(𝐱𝟐− 𝟏 )(𝟐𝐱)

(𝐱𝟐+ 𝟏)
𝟐 = 

𝟐𝐱𝟑+𝟐𝐱−𝟐𝐱𝟑+𝟐𝐱

(𝐱𝟐+ 𝟏)
𝟐  = 

𝟒𝐱

(𝐱𝟐+ 𝟏)
𝟐 

0                         f
 /
(x)  اشارة         

𝟒𝐱

(𝐱𝟐+ 𝟏)
𝟐 = 0 ⟹ 4x = 0 ⟹ x = 0 

بالتعويض بالدالة الاصلية لمعرفة احدثي نقطة النهاية الصغرى حيث :  xنجد صورة العدد  

f ( 0 )  = 
𝟎− 𝟏

𝟎+ 𝟏
 = – 1  ⟹ ( 0 , – 1 )     نقطة النهاية الصغرى

 { x : x > 0 }و منطقة التزايد    { x : x < 0 }منطقة تناقص             

حيث : مناطق التقعر والتحدب و نقاط الانقلاب ان وجدت نجد المشتقة الثانية ومنها **

f
 //

(x) = 
(𝐱𝟐+ 𝟏 )

𝟐
(𝟒)−(𝟒𝐱)𝟐(𝐱𝟐+ 𝟏 )(𝟐𝐱)

(𝐱𝟐+ 𝟏)
𝟒 = 

(𝐱𝟐+ 𝟏 )[𝟒𝐱𝟐+𝟒−𝟏𝟔𝐱𝟐]

(𝐱𝟐+ 𝟏)
𝟒 = 

𝟒−𝟏𝟐𝐱𝟐

(𝐱𝟐+ 𝟏)
𝟑 ⟹

𝟒−𝟏𝟐𝐱𝟐

(𝐱𝟐+ 𝟏)
𝟑 = 0  

−
𝟏

√𝟑

𝟏

√𝟑
f
 //

(x)  إشارة                  x2
 = 

𝟏

 𝟑 
⟹ x = ∓

 𝟏 

√𝟑
تحدب                            تقعر                          تحدب 

بالتعويض بالدالة الاصلية لمعرفة احدثي نقطة الانقلاب حيث :  xنجد صور قيم  
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 f ( 
𝟏

√𝟑
 ) = 

𝟏

 𝟑 
− 𝟏

𝟏

 𝟑 
+ 𝟏

  = 

−𝟐 

𝟑 
 𝟒  

 𝟑 

= 
−𝟐

 𝟒
 = 

−𝟏

𝟐
 ⟹ (

𝟏

 √𝟑 
 , 

−𝟏

𝟐
 ) , f (−

𝟏

√𝟑
) = 

−𝟏

𝟐
 ⟹ (−

𝟏

√𝟑
, 

−𝟏

𝟐
 )

−)منطقة التقعر الفترة 
𝟏

 √𝟑 
 , 

𝟏

 √𝟑 
 < x : x } و مناطق التحدب ( 

𝟏

 √𝟑 
 }   ،{ x : x  < −

𝟏

√𝟑
 }

مل جدول بمجموعة من النقاط  ونقط اضافية لإكمال الرسم :نع (6

نرسم المخطط ونعين النقط مع مراعات (8

سلوك الدالة قبل وبعد كل نقطة حسب التزايد

والتناقص والتقعر والتحدب مع المحاور ... 

ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ   *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *http://raeed.mathsboard.com *ℜ  *ℜ *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *ℜ  *

9) f(x) = 2x
2
 – x

4

 لا نها  دالة كثيرة حدود R  = أوسع مجال   (1

 ع مع المحوريننقاط التقاط (3

 : حيث xونجد قيمة     y = 0مع محور السينات نعوض   ( أ

2x
2
 – x

4
= 0 ⟹ x2

( 2 – x
2 
) = 0 ⟹  x = 0     or  x = ∓ √𝟐

      نكتب احداثي نقاط التقاطع مع محور السينات      ( 0 , 𝟐√ −  ) , ( 0 , 𝟐√  ) , ( 0 , 0  )    

 y = 0 ⟹( 0 , 0 ) :نقاط التقاطع حيث  yونجد قيمة    x  0 =الصادات نعوض   مع محور ( ب

f (x) = 2xالتناظر : (3
2
 – x

4

fمحور الصادات لذا الدالة متناظرة  مع  f(x) = f(–x)نلاحظ ان                  (–x) = 2 (–x)
2
– (–x)

4
 = 2x

2
– x

4

f –لذا الدالة  غير متناظرة حول نقطة الأصل     f ( x )  ≠ f (– x ) – نلاحظ ان  
 
(x) =  – 2x

2
 + x

4

لا توجد محاذيات لأنها دالة كثيرة حدود   ليست دالة نسبية  ( . (4

**نجد المشتقة الاولى ومنها مناطق التزايد والتناقص والنقاط الحرجة ونوعها ان وجدت (5

f
 /
(x) = 4x – 4x

3
                –1                0               1                         f

 /
(x)  اشارة

4x[ 1 – x
2
] = 0  ⟹ x = 0       or   1 –  x

2 
= 0 ⟹  x = ∓ 1

بالتعويض بالدالة الاصلية لمعرفة احدثي نقط  النهايات العظمى حيث :  xنجد صور  العدد  

f (–1) = 2(1) – 1 = 1 ⟹ (–1 , 1 (  , f (1) = 2(1) – 1 = 1 ⟹ (1 , 1 )نقطتي النهاية العظمى 

 f ( 0 ) = 0 ⟹ ( 0  , 0 )النهاية الصغرى : بالتعويض بالدالة الاصلية لذا فاحدثي نقطة  xنجد صورة العدد  

 ( 0 , 1–) والفترة  { x : x < −√𝟐 }ومناطق التناقص ( 1 , 0 )  والفترة   { x : x > –1 }مناطق التزايد 

−
𝟏

√𝟑

𝟏

√𝟑
0–11x

−𝟏

𝟐

−𝟏

𝟐
–100y

 تزايد

تقعر  تحدب

نهاية صغرى( 1– ,0 )    

تناقص تحدب
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حيث : نجد المشتقة الثانية ومنها مناطق التقعر والتحدب و نقاط الانقلاب ان وجدت **

f
 //

(x) = 4 – 12x
2
  ⟹ 4 – 12x

2
 = 0  ⟹ x

2
 = 

𝟏

 𝟑
 ⟹ x = ∓

𝟏

√𝟑

 −
𝟏

√𝟑

𝟏

√𝟑
f
 //

(x)  إشارة

ب                    تقعر                       تحدب تحد        

بالتعويض بالدالة الاصلية لمعرفة احدثي نقط الانقلاب حيث :  xنجد صور قيم  

 f( 
𝟏

√𝟑
) = 2( 

𝟏

𝟑
) −

 𝟏

𝟗
 = 

 𝟓 

𝟗
⟹ ( 

𝟏

√𝟑
 ,

 𝟓 

𝟗
)   ، f(−

𝟏

√𝟑
) = 

𝟓  

𝟗
 ⟹ (−

 𝟏

√𝟑
 , 

  𝟓  

𝟗
نقط الانقلاب   ( 

−) منطقة التقعر الفترة 
𝟏

√𝟑
 , 

𝟏

√𝟑
 <  x : x } ، مناطق التحدب( 

𝟏

√𝟑
} , { x : x < −

𝟏

√𝟑
 }

نعمل جدول بكل النقاط التي حصلنا عليها : (6

 نرسم المخطط ونعين النقط مع مراعات   (7

سلوك الدالة قبل وبعد كل نقطة حسب التزايد

والتناقص والتقعر والتحدب مع المحاور .... 
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10) f(x) =
𝟔

𝐱𝟐+𝟑

R       )xالصفر  لان المقام مجموع مربعين لذا المجال كل  ≠أوسع مجال  المقام  (1
2
 + 3≠ 0 ⟹ R

ورين نقاط التقاطع مع المح (2

: وهنا غير ممكن لان  xونجد قيمة     y = 0مع محور السينات نعوض   ( أ
𝟔

𝐱𝟐+𝟑
 ≠ 0 

 لذا لا توجد  نقاط تقاطع مع محور السينات .

 = f(0)حيث    yونجد قيمة    x  0 =مع محور الصادات نعوض   ( ب
𝟔

𝟎+𝟑
 = 2  

( 2 , 0 ) لذا  نقطة التقاطع مع محور الصادات  هي 

 = f (x)تناظر :                      ال (3
𝟔

𝐱𝟐+𝟑
 

f ( – x ) = 
𝟔

(−𝐱)𝟐+𝟑
 = 

𝟔

𝐱𝟐+𝟑
لذا الالة متناظرة مع محور الصادات          f(x) = f(–x)     نلاحظ ان

– f (x) =
− 𝟔

𝐱𝟐+𝟑
نلاحظ ان f ( x )  ≠ f (– x ) – لذا الدالة  غير متناظرة حول نقطة الأصل     

 المحاذيات : (4

 المحاذي العمودي   الشاقولي( لا يمكن لان  : ( أ
𝟔

𝐱𝟐+𝟑
  لا يوجد محاذي شاقولي (    0 ≠ 

– 
𝟏

√𝟑

𝟏

√𝟑
–1 1 −√𝟐 √𝟐 0 x 

 𝟓 

𝟗

 𝟓 

𝟗
1 1 0 0 0 y 
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ثم نضع المقام = صفر ونجد قيم المتغير (:   yالمحاذي الافقي   نضع الدالة بدلالة    ( ب

 y = 
𝟔

𝐱𝟐+𝟑
⟹ y x

2
 + 3y = 6 ⟹ y x

2
 = 6 – 3y ⟹ x

2
 = 

𝟔 – 𝟑𝐲   

𝐲 
 ⟹ y = 0  ) معادلة مستقيم

ا مناطق التزايد والتناقص والنقاط الحرجة ونوعها ان وجدت**نجد المشتقة الاولى ومنه (5

f (x) = 
𝟔

𝐱𝟐+𝟑
= 6 ( x

2
 + 3 )

– 1 ⟹ f
 /
(x) =  – 6 ( x

2
 + 3 )

– 2 
(2x)

−𝟏𝟐 𝐱 

(𝐱𝟐+𝟑)
𝟐  = 0 ⟹  – 12x = 0 ⟹ x = 0 

0                         f
 /
(x)  اشارة

 بالتعويض بالدالة الاصلية لمعرفة احدثي نقطة النهاية العظمى حيث :  xنجد صورة العدد  

f ( 0 ) = 2 ⟹ ( 0  , 2 )   نقطة النهاية العظمى

 { x : x > 0 }و مناطق التناقص    { x : x < 0 }مناطق التزايد 

حيث : انية ومنها مناطق التقعر والتحدب و نقاط الانقلاب ان وجدتنجد المشتقة الث **

f
 //

(x) =
(𝐱𝟐+𝟑)

𝟐
(−𝟏𝟐) −( −𝟏𝟐 𝐱)[ 𝟐(𝐱𝟐+𝟑)(𝟐𝐱)]

 (𝐱𝟐+𝟑)𝟒 
 = 

(𝐱𝟐+𝟑)[(−𝟏𝟐(𝐱𝟐+𝟑)+( 𝟒𝟖 𝐱𝟐)] 

  (𝐱𝟐+𝟑)𝟒 

  = 
[−𝟏𝟐𝐱𝟐−𝟑𝟔 + 𝟒𝟖 𝐱𝟐] 

 (𝐱𝟐+𝟑)𝟑 
 = 

𝟑𝟔 𝐱𝟐−𝟑𝟔 

 (𝐱𝟐+𝟑)𝟑 
 = 0 

𝟑𝟔 𝐱𝟐−𝟑𝟔 

 (𝐱𝟐+𝟑)𝟑 
= 0 ⟹ 36 x

2
 – 36 = 0 ⟹ x

2
 = 1 ⟹ x = ∓1

– 1              1                     f
 //

(x)إشارة

تقعر                                  تحدب                           تقعر       

بالتعويض بالدالة الاصلية لمعرفة احدثي نقط الانقلاب حيث :  xنجد صور قيم  

 f(1) = 
𝟔

𝟏+𝟑
= 

  𝟔  

𝟒
=

𝟑

 𝟐 
   ⟹ ( 1 , 

𝟑

 𝟐 
 ) , f( – 1) = 

𝟑

 𝟐 
 ⟹ ( – 1 , 

𝟑

 𝟐 
 )    نقط انقلاب

( 1 ,  1 –) ، منطقة التحدب الفترة  {  x : x  <  – 1 } , { x : x > 1 } مناطق التقعر

نعمل جدول بمجموعة  النقاط : (6

 نرسم المخطط ونعين النقط مع مراعات  (7

سلوك الدالة قبل وبعد كل نقطة حسب التزايد

..والتناقص والتقعر والتحدب مع المحاور ..

1–10X
𝟑

 𝟐 

𝟑

 𝟐 
2 Y

تزايد
تناقص

تقعر

تحدب
( 2 ,0)نهاية عظمى   

( 1, 1 )

 y = 0محاذي   افقي 

تقعر
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بعد أن تعرفنا على  ايجاد النهايات   القيم ( العظمى والصغرى                                                                                                                                

النهايات في مختلف العلوم والصناعات حيث  واستخدمناها في رسم الدوال الان سنتطرق لوجه اخر من التطبيقات حول

لو اردنا رسم يأخذ اصغر مساحة او في حساب اقل كلفة او اقل زمن او اكبر حجم وغيرها من التطبيقات وسنتطرق لبعض 

 هذه الحالات عبر مجموعة من الامثلة اضافة للتمارين ، ولحل اي سؤال من هذا النوع يجب مراعات:

الاسئلة اذا لاحظنا فيه احد ى الكلمات التي تدل على   اكبر  او اصغر (. نتعرف على هذا النوع من (1

 نحاول ان نرسم مخططا مبسطا لتوضيح السؤال   ان امكن ( نعين عليه معلومات السؤال. (2

 نسمي المعلومات والمجاهيل بحروف مناسبة   الفرضية (. (3

بعد ..... و غيرها (.نكون دالة ترتبط بالقيمة المراد ايجادها   مساحة او حجم او  (4

نكون علاقة تربط بين المتغيرات   ان احتجنا لذلك ( للتقليل من عدد المجاهيل حيث تعوض في الدالة. (5

 نشتق الدالة ونسوي المشتقة للصفر لإيجاد قيم المتغير المطلوب. (6

نالك اكثر من قيمة (. نختبر القيم  لإشارة المشتقة الاولى  أو اختبار المشتقة الثانية للنهايات   اذا كان ه (7

 نعوض مرة اخرى في الدالة لإيجاد المطلوب .   وقد تختلف الامثلة عن بعضها قليلا ( (8
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 أوجد العدد الذي إذا أضيف إلى مربعة يكون الناتج أصغر ما يمكن .                                   

x = ، لذا فإن مربعه  x = لنفرض ان العدد المطلوب                      
2

عة = اكبر ما يمكن،   والدالة التي سنكونها هي العدد + مرب 

f(x) = x + x
أي:      2

−𝟏  

𝟐
f
 /
(x) إشارة 

f
 /
(x) = 1 + 2x       نشتق الدالة

1 + 2x = 0 ⟹ x = 
−𝟏  

𝟐
  ) x  نساوي المشتقة للصفر ونجد قيم) ⟹  

−𝟏

𝟐
=   اي العدد هو 
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وذلك بقص أربعة  cm 12 ة من النحاس مربعة الشكل طول ضلعها صنع صندوق مفتوح من قطع                                 

مربعات متساوية الأبعاد من أركانها الأربعة ثم ثني الأجزاء البارزة منها ، ما هو الحجم الأعظم لهذه العلبة ؟

x =  نفرض طول ضلع المربع الذي سنقتطعه من جوانب قطعة النحاس                       

ى شكل شبه مكعب بلا غطاء قاعدته مربعة طولها بعد القص والطوي  هو طول القطعة منقوصا منها لكل الصندوق عل 

h = xوالارتفاع  يمثل طول الجزء المطوي وهو     2x – 12فيصبح الطول   xضلع قطعتين طول كل منهما 

V = Ah⟹ V = x (12 – 2x)
2

V
/
= x [ 2 (12 – 2x)( – 2)] + (12 – 2x)

2
 (1)

(12 – 2x) [– 4x +(12 – 2x)] = 0 ⟹ (12 – 2x) (12 – 6x) = 0 

either 12 = 2x ⟹ x = 6  تهمل or 12 = 6x  ⟹ x = 2                     6         2               V
/

 إشارة 

∴   x = 2 cm  طول ضلع المربع المقطوع  ⟹∴ V = 2(12 – 4 )
2
 = 128 cm

3

 تطبيقات عملية حول القيم العظمى أو الصغرى

1مثال الكتاب 

الحل

2مثال الكتاب 

الحل
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ثم برهن إن   cm 12 أوجد بعدي أكبر مثلث متساوي الساقين يمكن أن يوضع داخل دائرة نصف قطرها                                 

نسبة مساحة المثلث إلى مساحة الدائرة كنسبة  
𝟑√𝟑

𝟒𝛑
 .

 b = 2x=   وطول قاعدته  h=  لنفرض إن بعدي المثلث و هما ارتفاعه                       

  المطلوب اكبر مثلث  مساحة( ولو استخدمنا دالة المساحة لوجدنا متغيرين هما 

القاعدة والارتفاع لذا وجب ايجاد علاقة بينهما للتخلص من احدهما لكي نشتق (

 من الشكل نلاحظ ( توجد علاقة بين المتغيرين وهي مبرهنة فيثاغورس حيث :  

(12)
2
 = ( h – 12 )

2
 + x

2
 ⟹ 144 = h

2
 – 24h + 144 +x

2

x
2
 = 24h – h

2
 ⟹ x = √𝟐𝟒𝐡 − 𝐡𝟐 ….(1)  ) علاقة

A = 
𝟏

𝟐 
(2x)(h)  ⟹ ∴ A = x h …….(2)      (1)  نعوض  دالة المساحة 

A = h √𝟐𝟒𝐡 −  𝐡𝟐 ⟹ A = √𝟐𝟒𝐡𝟑 − 𝐡𝟒 

A
/
 =

𝟕𝟐𝐡𝟐− 𝟒𝐡𝟑

𝟐√𝟐𝟒𝐡𝟑− 𝐡𝟒 

       ∴ 
𝟕𝟐𝐡𝟐− 𝟒𝐡𝟑

𝟐√𝟐𝟒𝐡𝟑− 𝐡𝟒 
= 𝟎  ⟹[ 72h

2
 – 4h

3
 = 0 ] ÷ 4 

     18 h
2
 – h

3
 = 0 ⟹ h

2
( 18 – h ) = 0

h = 0 يهمل    or  h = 18 ⟹ ∴ h = 18 cm لإيجاد طول القاعدة  (1) نعوض في العلاقة

 x = √𝟐𝟒(𝟏𝟖) − (𝟏𝟖)𝟐 =  √𝟏𝟖(𝟐𝟒 − 𝟏𝟖) = 𝟔√𝟑 𝐜𝐦 ⟹∴ b = 2x  = 𝟏𝟐√𝟑  طول القاعدة

Aللمثلث = x h = (𝟔√𝟑)(𝟏𝟖) = 𝟏𝟎𝟖√𝟑  , A r =  للدائرة
2
 𝛑 = (12)

2
 π = 144 π

∴ 
مساحة المثلث

مساحة الدائرة
=

𝟏𝟎𝟖√𝟑

𝟏𝟒𝟒𝝅
=

𝟑√𝟑

𝟒𝝅
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اذا كان نصف قطر كرة يساوي نصف قطر قاعدة اسطوانة قائمة وكان مجموع حجمي الكرة                                                        

90π cmوالاسطوانة 
3

3فأوجد  طول نصف قطر الكرة عندما يكون مجموع مساحتي الكرة والاسطوانة اقل ما يمكن .  
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                                                       abc  مثلث  فيهab = ac  ، ad ⊥ bc  ، bc = 12  ، ad = 20  اكبر مستطيل  أوجد بعدي

 يمكن رسمه داخل المثلث.
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 π cm 24علبة اسطوانية الشكل مسدودة من نهايتيها ومساحتها السطحية                                                        
2

فأوجد  

  ابعادها عندما يكون حجمها اكبر ما يمكن .
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 وارتفاعه   cm 20اوجد اكبر مستطيل يمكن رسمه داخل مثلث متساوي الساقين طول قاعدته                                                       

12 cm .  

3مثال الكتاب 

الحل

غالبا الاختبار على خط الاعداد غير ضروري 

 خصوصا واننا حصلنا على قيمة واحدة

حيث لا يمكن ان يكون الارتفاع صفر  للمتغير

الدور  الثاني  1999وزاري 

الدور  الاول  2007وزاري 

الدور  الاول  2000وزاري 

الدور  الاول  2001وزاري 
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بحيث cm 18  وارتفاعه  cm 24 أوجد بعدي أكبر مستطيل يمكن أن يوضع داخل مثلث طول قاعدته                                     

  أن رأسين متجاورين من رؤوسه يقعان على القاعدة والرأسين الباقيين يقعان على ساقيه.

  x , y cm:لنفرض ان بعدي المستطيل هما                   

 اكبر مستطيل مساحة وعند ضرب الطول في العرض يكون المطلوب 

 لدينا دالة  بمتغيرين نحاول  ايجاد علاقة  بينهما تعوض  في  الدالة  ثم 

 نشتق والعلاقة هنا هي تناسب الاضلاع في مثلثين متشابهين ( 

A الدالة               x y ……..(1) = للمستطيل  

 x , yسنحاول ايجاد علاقة بين   btr , ∆ bcq ∆ومن تشابه المثلثين 

  يتشابه المثلثان لتساوي زواياهما المتناظرة   ثالث متوسط (( تتناسب ابعاد المثلثين أي :

𝐭𝐫

𝐜𝐪
=

𝐛𝐚

𝐛𝐩
 ⟹ 

𝐲 

𝟐𝟒
=

𝟏𝟖−𝐱

𝟏𝟖
⟹ 

𝐲 

  𝟒  
=

𝟏𝟖−𝐱

𝟑
 ⟹ y = 

𝟒

𝟑
 ( 18 – x ) …(2)    العلاقة تعوض في الدالة

A = x [
𝟒

𝟑
( 18 – x )] ⟹ A = 

𝟒

𝟑
( 18x – x

2
 )

A
/
 = 

𝟒

𝟑
( 18 – 2x ) ⟹ 

𝟒

𝟑
( 18 – 2x ) = 0 ] ÷

𝟒

𝟑
9              A

\
إشارة 

 18 – 2x = 0 ⟹ x = 9 cm  (2) فينعوض    

y = 
𝟒

𝟑
( 18 – 9 ) = 12 cm   ⟹     9 cm , 12 cm   ابعاد المستطيل هي ∴
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أثبت انه عندما يكون مجموع مساحتي الدائرة   cm 60 مجموع محيطي دائرة ومربع يساوي                                         

والمربع أصغر ما يمكن فأن طول قطر الدائرة يساوي طول ضلع المربع .

Aو الدالة دالة مجموع مساحتيهما =  r = ونصف قطر الدائرة     x = ل ضلع المربع لنفرض ان  طو                            

A = A A = r ⟹المربع A +  الدائرة
2
π + x

2
 …….. (1)

A =  
(𝟑𝟎−𝟐𝐱)𝟐

𝝅𝟐 π + x
2
   فنحصل: (1)في  (2)نعوض  

A =  
𝟏

𝝅
 ( 30 – 2x )

2
 + x

2

A
/
 = 

𝟐

𝝅
  ( 30 – 2x )(– 2) +2x 

−𝟒

𝝅
( 30 – 2x ) +2x = 0  ⟹ 

𝟒

𝝅
 ( 30 – 2x ) = 2x  

 [ 4 ( 30 – 2x ) = 2x π  ] ÷ 2  

   60 – 4x = π x  ⟹ x ( 4 + π ) = 60 

 ∴ x = 
𝟔𝟎

𝟒+ 𝛑
 cm       (2)نعوض في 

r = 
(𝟑𝟎−(𝟐) 

𝟔𝟎

𝟒+ 𝛑
 )

𝛑
=

(𝟑𝟎− 
𝟏𝟐𝟎

𝟒+ 𝛑
 )

𝛑
=

( 
𝟏𝟐𝟎+𝟑𝟎𝛑− 𝟏𝟐𝟎

𝟒+ 𝛑
 )

𝛑
=

𝟑𝟎𝛑 

𝟒+ 𝛑

𝛑
=

𝟑𝟎

𝟒+ 𝛑
 cm ⟹ ∴ x = 2r 

 4مثال الكتاب 

5ل الكتاب مثا

 الحل

الحل

6مثال الكتاب 

(60= )العلاقة( محيطي الدائرة والمربع 

 [ 4x + 2r π = 60 ] ÷ 2 

2x + r π = 30 

∴ r = 
𝟑𝟎−𝟐𝒙

𝝅
 ...(2)

 

الاختبار غير ضروري 

خصوصا واننا حصلنا 

للمتغير على قيمة واحدة
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yأوجد نقطة أو نقاط تنتمي للقطع الزائد              
2
 – x

2
.( 4 , 0 ) حيث تكون أقرب ما يمكن للنقطة 3 = 

y  تنتمي  للقطع الزائد  وهي  p ( x , y )لنفرض أن احداثي النقطة المطلوبة               
2
 – x

2
 = 3 

S = √(𝐱 − 𝟎)𝟐 + ( 𝐲 −             قانون البعد بين نقطتين ( (1) .……… 𝟐(𝟒

y
2
 – x

2
 = 3 ⟹  x

2
 = y

2
العلاقة معادلة القطع( (2)………… 3 – 

S = √𝐲𝟐 –  𝟑 + 𝐲𝟐 −  𝟖𝐲 + 𝟏𝟔  = √𝟐𝐲𝟐 −  𝟖𝐲 + 𝟏𝟑 

S
/
 =

𝟒𝐲−𝟖

𝟐√𝟐𝐲𝟐− 𝟖𝐲+𝟏𝟑

∴ 
𝟒𝐲−𝟖

𝟐√𝟐𝐲𝟐− 𝟖𝐲+𝟏𝟑
= 𝟎 ⟹ 4y – 8 = 0 ⟹ y = 2 

  xلنجد قيم ( 2)في معادلة    yنعوض قيمة 

x
2
 = 4 – 3 = 1 ⟹ ∴ x = ∓ 1  ⟹   ( 1 , 2 ) , (– 1 , 2 )   ∴ النقاط  
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y =√𝐱𝟐 لتكن                                                       − ( 4 , 0 )ن من النقطة فأوجد  نقطة تنتمي للمنحني بحيث تكون اقرب ما يمك  𝟑
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54    فأوجد  ارتفاعه ليكون حجمه اكبر ما يمكن .  cm  𝟑√54 مخروط دائري قائم طول مولده                                                        
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, يراد قطع مخروط دائري منه   cm 12 وارتفاعه   cm 4مخروط دائري قائم نصف قطر قاعدته                                                                 
روط الاصلي فأوجد ابعاد المخروط المقطوع بحيث يكون حجمه يرتكز رأسه في مركز قاعدة المخروط الاصلي وقاعدته توازي قاعدة المخ

 اكبر ما يمكن .
   الدالة هي دالة حجم المخروط ولكن لدينا متغيرين لذا نحاول ايجاد علاقة بينهما (            

الة هي :لذا فالد  V= وحجمه   h  = وارتفاعه   r =لنفرض ان نصف قطر المخروط المقطوع 

V = 
𝝅

𝟑
r

2
h ………(1)  )الدالة

نحصل على تناسب الابعاد اي :  ABC ,∆ ADE ∆ومن تشابه المثلثين : 

∴ 
𝐫

 𝟒 
=

𝟏𝟐−𝐡

𝟏𝟐
 ⟹ r =

𝟏𝟐−𝐡

𝟑
 ⟹ 3r = (12 – h ) ⟹ h = 12 – 3r …(2)

ونشتق أي: (1)في الدالة  (2)نعوض العلاقة 

V = 
𝝅 

𝟑
 r

2
 (12 – 3r) = 

𝝅 

𝟑
 [ 3(4 r

2
– r

3
)] = π(4 r

2
– r

3
)

V
/
 = π (8r – 3r

2
) =0 ] ÷ π ⟹ r (8 – 3r) = 0

∴ r = 0 تهمل   or   r = 
𝟖

 𝟑 
(  2)نعوض في العلاقة    

        ∴ h = 12 – 3 (
𝟖 

𝟑
 ) = 12 – 8 = 4 cm

الحل

الدور  الثاني  1996وزاري 

الدور  الاول  1996وزاري 

الدور  الاول  2010وزاري 

 الحل

12

12 – h  

h

4

r 

DE

C B 

A
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وحاصل ضرب أحدهما في مربع الآخر أكبر ما يمكن. (75)//أوجد عددين موجبين مجموعهما 1س

 = K بهما و الدالة هي دالة حاصل ضر  = yوالثاني   = xلنفرض ان العدد الاول 

K = xy
2
 ……..(1) 

x + y = 75 ⟹  x = 75 – y …….(2)  

K = (75 – y) y
2
 ⟹ K = 75y

2
 – y

3
                          

K
/
 = 150 y – 3y

2
 ⟹ [150 y – 3y

2
 = 0 ] ÷ 3 ⟹ y ( 50 – y ) = 0

  y = 0 يهمل    or      y = 50 علاقة نعوض في ال                 

x = 75 – 50 = 25 ⟹ 25  , 50 :العددين هما   ∴  
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. cm 𝟑√4//أوجد ارتفاع أكبر اسطوانة دائرية قائمة توضع داخل كرة نصف قطرها 2س

أي :V  =والدالة دالة حجم الاسطوانة   r =و نصف قطر ها    2h =لنفرض ان ارتفاع الاسطوانة  

V = 2πr
2
h ………(1)      الدالة 

: Bالقائم في   ABCنجد علاقة  بين المتغيرات   مبرهنة فيثاغورس (على المثلث       

h
2
 + r

2
 = (4√𝟑)

2
نطبق مبرهنة فيثاغورس         

r
2
 = 48 – h

2
  …………(2)               نعوض في الدالة ونشتق  

V = 2π ( 48 – h
2
) h ⟹ V = 2π ( 48h – h

3
 )

V
/
 = 2π ( 48 – 3h

2
) ⟹ 6π ( 16 – h

2
) = 0 ] ÷ 6π

16 –  h
2
 = 0 ⟹ h = 4 ⟹ ∴ 2h  = 8cm ارتفاع الاسطوانة  هو :     ∴
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. cm 𝟐√4 //أوجد بعدي أكبر مستطيل يوضع داخل نصف دائرة نصف قطرها 3س
أي :A  =والدالة دالة مساحة المستطيل  y عرض المستطيل =  و   2x لنفرض ان طول المستطيل =

     A = 2xy …….(1)  الدالة 

: Bالقائم في   تغيرات   مبرهنة فيثاغورس (على المثلثنجد علاقة  بين الم       

 x
2
 + y

2
 = (4√𝟐)

2
 ⟹ y

2
 = 32 – x

2

y = √𝟑𝟐 − 𝐱𝟐 ………..(2) الدالة  نعوض في    

  A = 2x √𝟑𝟐 − 𝐱𝟐 = 2 √𝐱𝟐[𝟑𝟐 − 𝐱𝟐] = 2 √𝟑𝟐𝐱𝟐 − 𝐱𝟒 

A
/
 = 

𝟔𝟒𝐱−𝟒𝐱𝟑

√𝟑𝟐𝐱𝟐−𝐱𝟒
 = 0 ⟹  [ 64 x – 4x

3
 = 0 ]÷ 4

16 x – x
3
 = 0 ⟹ x( 16 – x

2
 ) = 0 ⟹ x = 0  يهمل  or  x

2
 = 16 ⟹ x = 4

∴ 2x   =  8 cm  الطول   ⟹  y = √𝟑𝟐 − 𝟏𝟔 = 4 cm  العرض 

(6 – 3)تمارين 

( 75= العلاقة : لدينا مجموعهما  ) 

نعوض في الدالة
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 .  cm 𝟐√8اقين طول كل من ساقيه //أوجد أكبر مساحة لمثلث متساوي الس4س

أي :A  = والدالة دالة مساحة ا لمثلث h= و ارتفاعه     2x=  لنفرض ان طول قاعدة المثلث

A = 
𝟏 

𝟐
 (2x)(h) ⟹ A = x h ……..(1)     الدالة

h
2
 + x

2
 = (8√𝟐)

2  
القائم :  (على المثلثنجد علاقة  بين المتغيرات   مبرهنة فيثاغورس 

h
2
 = 128 – x

2
 ⟹ h = √𝟏𝟐𝟖 − 𝐱𝟐 ……(2)    العلاقة

A = x√𝟏𝟐𝟖 − 𝐱𝟐 ⟹ A = √𝟏𝟐𝟖𝐱𝟐 − 𝐱𝟒          الدالة في نعوض العلاقة

A
/
 =

𝟐𝟓𝟔𝐱−𝟒𝐱𝟑

𝟐√𝟏𝟐𝟖𝐱𝟐−𝐱𝟒
⟹  

𝟐𝟓𝟔𝐱−𝟒𝐱𝟑

𝟐√𝟏𝟐𝟖𝐱𝟐−𝐱𝟒
 = 0 ⟹[ 256x – 4x

3 
= 0 ] ÷ 4

64x – x
3
 = 0 ⟹ x ( 64 – x

2
 ) = 0

∴ x = 0  يهمل   or  x
2
 = 64  ⟹ x = 8  العلاقة           فينعوض  

∴ A = (8)(8) = 64 cm
2      

أكبر مساحة للمثلث
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cm 16//أوجد أقل محيط ممكن للمستطيل الذي مساحته 5س
2

 أي :A  =المستطيل والدالة دالة مساحة  p= ومحيط المستطيل   x , yعدي المستطيل لنفرض ان ب

p = 2 (x + y ) …………..(1)    الدالة 

A = xy ⟹  16 = xy  ⟹  y = 
𝟏𝟔

𝐱
           (1)العلاقة نعوض في  (2) ..…… 

p = 2 (x + 
𝟏𝟔

𝐱
 ) ⟹ p

 /
 = 2 ( 1 + 

𝐱(𝟎)− (𝟏𝟔)(𝟏)

𝐱𝟐  )

[ 2( 1 + 
− 𝟏𝟔 

𝐱𝟐  ) = 0 ] ÷ 2 ⟹ 1 = 
𝟏𝟔

𝐱𝟐 ⟹ x
2
 = 16 ⟹ x = 4  (2)نعوض في  

y = 
𝟏𝟔

 𝟒 
 = 4  ⟹ p = 2 (4 + 4) = 16 cm ∴      : محيط المستطيل هو
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cm 3//أوجد حجم أكبر مخروط قائم يمكن وضعه داخل كرة نصف قطرها  6س 

V =والدالة دالة حجم  المخروط   r =و نصف قطر ه  h  =لنفرض ان ارتفاع المخروط 

V = 
𝟏 

𝟑
 πr

2
h …………(1)  الدالة 

9 = ( h – 3 )
2
 + r

2⟹9 = h
2
 – 6h + 9 + r

2
  العلاقة 

r
2
 = 6h – h

2
 ⟹ r = √𝟔𝐡 – 𝐡𝟐  ……(2)   (1) نعوض في

V = 
𝛑 

𝟑
 (6h – h

2
)h  ⟹ V = 

  𝛑  

𝟑
  (6h

2
 – h

3
)

V
/
 =

 𝛑 

𝟑
(12h – 3h

2
) ⟹ [ 

𝟑 𝛑 

𝟑
 (4h – h

2
) = 0  ] ÷ π ⟹ h (4 – h) = 0

∴ h = 0  يهمل   or  h = 4 (     2)في  نعوض  

∴ r = √𝟐𝟒 − 𝟏𝟔 = 𝟐√𝟐 ⟹ ∴ V = 
𝟏

𝟑
π (2√𝟐 )𝟐(4) = 

𝟑𝟐 

𝟑
 π cm

3
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والذي يصنع مع المحورين في الربع الأول أصغر مثلث    ( 8 , 6 ) //أوجد معادلة المستقيم المار بالنقطة  7س
  لإيجاد معادلة مستقيم نحتاج نقطة  وهي لدينا وميل المستقيم  وهو غير متوفر  لذا سنحاول ايجاده بتوفير نقطة اخرى       

تنتمي للمستقيم لنجد الميل من خلال نقطتين (

و       x = لذا  فان قاعدة المثلث   ( x , 0 )،   ( y , 0 )ستقيم والمحورين هما سنفرض ان نقطتي التقاطع بين الم

أي :  A والدالة دالة مساحة المثلث  y   =ارتفاعه  

A = 
𝟏

𝟐
 x y   ……….الدالة  

          
𝐱

𝐱−𝟔 
=

𝐲

 𝟖 
 ⟹ y (x – 6 ) = 8x 

   ∴ y = 
𝟖𝐱

𝐱−𝟔
  العلاقة نعوض في الدالة  .………… 

A = 
𝟏

𝟐
( 𝐱 )

𝟖𝐱

𝐱−𝟔
   ⟹ A  = 

𝟒𝐱𝟐

𝐱−𝟔

A
/ 
= 

(𝐱−𝟔)(𝟖𝐱)−𝟒𝐱𝟐

(𝐱−𝟔)𝟐 ⟹  
𝟖𝐱𝟐−𝟒𝟖𝐱−𝟒𝐱𝟐

(𝐱−𝟔)𝟐  = 0 

𝟒𝐱𝟐−𝟒𝟖𝐱

(𝐱−𝟔)𝟐 = 0 ⟹ [4x
2
 – 48x = 0 ]÷ 4 ⟹ x(x – 12 ) = 0

  ∴ x = 0    ⟹   x = 0   يهمل  or x = 12 ⟹ ∴ ( x , 0 ) = ( 12 , 0 )

 m =  
𝐲𝟐−𝐲𝟏

𝐱𝟐−𝐱𝟏
= 

𝟖 −𝟎

𝟔 −𝟏𝟐
 = 

𝟖 

−𝟔 
= −

𝟒

 𝟑 

 y – y1 = m ( x – x1 )         معادلة المستقيم هي :

y – 8  = −
𝟒

 𝟑 
 ( x – 6 )  ⟹  3y – 24  = – 4x + 24 ⟹ 4x + 3y – 48 = 0 
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f(x) = 12 – x //أوجد بعدي أكبر مستطيل يوضع داخل المنطقة المحددة بالدالة :  8س
ومحور السينات  رأسان من رؤوسه على  2

 المنحني والرأسان الآخران على محور السينات  ثم أوجد محيطه .
 

P = ومحيطه    Aوالدالة دالة مساحة المستطيل = y , 2x لنفرض إن بعدي المستطيل 

A = 2xy …….(1)   الدالة    

y = 12 – x
2
(1) العلاقة نعوض في 

A = 2x ( 12 – x
2
 ) ⟹ A = 24 x – 2 x

3

A
/
 = 24 – 6 x

2 ⟹ [ 24 – 6x
2
 = 0 ] ÷ 6 ⟹ 4 – x

2
 = 0

x
2
 = 4 ⟹ x = 2  ⟹   2x=4 cm البعد الأول   (2)في    x نعوض قيمة

     y = 12 – 4 ⟹ y = 8 cm 

∴ P = 2 (2x + y) ⟹ P = 2 ( 4 + 8 ) = 24 cm المحيط

( 6 , 8 )

x – 6  6

8 

y 

x

( x , 0 )

( 0 , y )

y

x 

ة يمر بها المستقيم اصبح لدينا نقطة جديد

لذا نجد الميل باستخدام النقطتين 

نبحث عن علاقة بين المتغيرين 

 وهي علاقة تشابه مثلثات 

ومن التشابه ينتج أن :
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 . cm 12و طول قطر قاعدته  cm 8 //أوجد أبعاد أكبر اسطوانة دائرية قائمة توضع داخل مخروط دائري قائم ارتفاعه 9س
 

 V =دالة حجم الاسطوانة والدالة  r = و نصف قطر ها   h = لنفرض ان ارتفاع الاسطوانة             

V = πr
2
h ………(1) )دالة  

∆ ABC ,∆ ADE  من تشابه المثلثين 

∴ 
𝐫

 𝟔 
=

𝟖−𝐡

𝟖
  تتناسب اضلاعهما أي :

8r = 6 (8 – h ) ⟹ r = 
𝟑

 𝟒 
 ( 8 – h )……(2)     (1) نعوض في

V = π [ 
𝟑

 𝟒 
( 8 – h ) ]

2
 h = 

𝟗𝛑

 𝟏𝟔 
  h( 64 – 16h +h

2
 )

V =  
𝟗𝛑

 𝟏𝟔 
( 64 h – 16h

2
 +h

3
 )

V
/
 = 

𝟗𝛑

 𝟏𝟔 
 ( 64 – 32h +3h

2 
) = 0 ]÷ 

𝟗𝛑

 𝟏𝟔

3h
2
– 32h+64 =0 ⟹ ( 3h – 8 )(h – 8 ) = 0

∴ h = 8 تهمل   or   3h = 8 ⟹ h = 
𝟖

 𝟑 
 cm    ( 2)نعوض في  

r = 
𝟑

 𝟒 
(𝟖 −

 𝟖 

𝟑
 ) =  

𝟑

 𝟒 
(

𝟐𝟒−𝟖

𝟑
 ) =

𝟏𝟔

 𝟒 
 = 4 cm 
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دورة كاملة حول أحد ضلعيه   cm 𝟑√6//أوجد أكبر حجم لمخروط دائري قائم ناتج من دوران مثلث قائم الزاوية طول وتره 10س 
القائمين .

   

 لذا فالدالة هي :  V=  وحجمه   r= نفرض نصف قطر المخروط     h =  لفرض ان ارتفاع المخروط      

V = 
𝝅 

𝟑
 r

2
h ………(1) )الدالة 

(𝟔√𝟑)𝟐 = h
2
 + r

2         
العلاقة مبرهنة فيثاغورس 

r
2
 = 108 – h

2
(1) نعوض في     (2)……  

V = 
𝛑 

𝟑
 (108 – h

2
 ) h  ⟹ V = 

  𝛑

𝟑
( 108h – h

3
 )

V
/
 = 

  𝛑  

𝟑
 (108 – 3h

2
) ⟹ [ 

  𝛑  

𝟑
 (3)(36 – h

2
) = 0  ] ÷ π

36 – h
2
 = 0 ⟹ h

2
 = 36 ⟹ h = 6 cm

r
2
 = 108 – h

2
 (1)نعوض في   72 = 36 – 108  = 

∴ V = 
𝛑  

𝟑
 (72)(6) =144 π cm

3

 cm 12طول قطر قاعدته 

  cm 6نصف قطر قاعدته  ∴



 

 ~76 ~ 

cm(125π)//علبة اسطوانية الشكل مفتوحة من الأعلى سعتها 11س  
فأوجد أبعادها عندما تكون مساحة المعدن المستخدم في  3

 صنعها أقل ما يمكن .

 

 P  =والدالة دالة مساحة جانبية + قاعدة الاسطوانة  r = و نصف قطر ها   h = ان ارتفاع الاسطوانة لنفرض         

P = 2π r h +πr
 2
  الدالة..…… 

V = π r
 2
h ⟹ 125 π = π r

 2
h ⟹ h = 

𝟏𝟐𝟓

𝐫𝟐 حجم   السعة (نعوض في الدالةالعلاقة  .……    

P = 2πr  
𝟏𝟐𝟓

𝐫𝟐  + π r
 2
 ⟹ P = 2π  

𝟏𝟐𝟓

𝐫
 + π r

 2 

P
/
 = 2π  

−𝟏𝟐𝟓

𝐫𝟐  + 2πr ⟹ [ 2π  
−𝟏𝟐𝟓

𝐫𝟐  + 2π r = 0 ] ÷ 2π 

−𝟏𝟐𝟓

𝐫𝟐  + r = 0 ] (r) ⟹  – 125 + r
3
 = 0 ⟹ r

3
 = 125 

∴ r = 5 cm ⟹  h = 
𝟏𝟐𝟓

𝟐𝟓
 = 5 cm 
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 108 //خزان على شكل متوازي سطوح مستطيلة طول قاعدته ضعف عرضها  فإذا كانت مساحة المعدن المستخدم في صناعته 12س

cm
2
 بعاد الخزان لكي يكون حجمه أكبر ما يمكن علما أن الخزان ذو غطاء كامل . فأوجد أ  

 

  = Vوالدالة حجم متوازي السطوح المستطيلة  h =  و الارتفاع     2x= لذا فطول القاعدة x = لنفرض  ان العرض      

V = (2x)(x) h ⟹ V = 2x
2
h ……….    الدالة 

A = 2( 2x + x ) h + 4x
2
علاقة المساحة الكلية ال             

[ 108 = 6xh + 4x
2
 ] ÷ 2 ⟹   3xh +2x

2
 = 54 

                                                     3xh = 54 – 2x
2 ⟹ h = 

𝟓𝟒−𝟐𝐱𝟐

𝟑𝐱
   نعوض في الدالة    (*)..…  

V = 2x
2
 (

𝟓𝟒−𝟐 𝒙𝟐

𝟑𝒙
) ⟹ V = 

𝟐

 𝟑 
 ( 54x – 2x

3
 ) 

V
\
 = 

𝟐

 𝟑 
 ( 54 – 6x

2
 ) ⟹ 

𝟐

 𝟑 
 ( 54 – 6x

2
 ) = 0 ] ÷ 

𝟐 

𝟑
 

54 = 6x
2
 ⟹ x

2
 = 9 ⟹ x = 3       (*) نعوض في 

h = 
𝟓𝟒−𝟐(𝟑)𝟐

𝟑(𝟑)
=

𝟓𝟒−𝟏𝟖

𝟗
=

𝟑𝟔

𝟗
 = 4 ⟹  4cm 3 والارتفاعcm 2 وعرضهاx = 6cm  ∴  طول القاعدة  
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