Lgsninger til matematik A STX 28 maj 2015 Februar 2017

De fgrste 6 opgaver lgses uden hjelpemidler.

Opgave 1

Foto: Colowbax

I ar 2001 var der 21365 sladehunde 1 Gronland. I perioden 2001-2011 faldt antallet af
slazdehunde i1 Grenland med 1135 sl&dehunde om éaret.

Indfor passende variable, og opstil en model, der beskriver udviklingen 1 antallet af
sledehunde 1 Gronland 1 perioden 2001-2011.

a) Viser paoplysningerne og kan allerede afleese, at der er tale om en linezer funktion, defineret
fra ar 2001 til og med 2011. Modellen er:
y = —1135x 4+ 21365
Tallet a = —1135 fortzeller, at for hvert ar der gar (fra ar 2001) faldt antallet af slaedehunde
med 1135. Tallet b = 21365 forteaeller, at i ar 2001 registrerede man 21365 slaedehunde i
Grgnland.

Opgave 2 To vektorer 1 planen er givet ved

hvor 1 er et tal.

Bestem vaerdien af 1, sd a og b er ortogonale.

a) Hvis a og b (*) skal vaere ortogonale (1), sa skal vi finde vaerdien t, der tillader det. Dvs.

a= (—51) b= (;)

3
5.t+(_1)-3:O<:>5t—3=O<=>5t=3<=>t=§

Saer:

Den veerdi der ggr, at vektorerne a og b er ortogonale.

(x): Bemaerk, at en vilkarlig vektor 7 = n og denne notation bruges i resten af dokumentet.

Side 1 af 20




Lgsninger til matematik A STX 28 maj 2015 Februar 2017

Opgave 3 Pa figuren ses graferne for tre funktioner (2)
&

fx)=x"
gx)=(1)

h(x) = x* \

Begrund for hver af graferne 4, B og C, hvilken af
funktionerne f, g og h den er graf for.

—— (1)

a) Herer f(x)=x71 eIIer%, x # 0 og den tilhgrer A idet A er den gverste aftagende model
som er asymptote med y-aksen.
X
Herer g(x) = G) som er en aftagende eksponentiel funktion med b =1,0g0 < a < 1.

Den eneste graf der har den, er C idet C er aftagende og rammer y-aksen.

1
Endelig er udelukkelsesmetoden at xz = /x som er B idet B er voksende.

Opgave 4 En funktion fer givet ved
S(x)=(2x+1)-In(x) , hvor x>0
Bestem ['(1).

a) Her skal vi finde f'(1) og funktionen kan differentieres simpelt vha. produktreglen, som
burde vaere kendt for B og A niveau studerende.
x+1

f'(X)=(2x+1)-%+2-ln(x)=2 +2-In(x), x>0

Indsaettes 1i f'(x) fas:

2:-1+1
Fray =221

——+2:In(1)=3+2-0=3
Sa hermed er f'(1) = 3 fundet.

Opgave 5 Om en funktion foplyses, at punktet P{0,3) ligger pa grafen for f, samt at funktionen er
lesming til differentialligningen

dy
— =" 42y,
dx ?

Bestem en ligning for tangenten til grafen for £ i punktet P.

a) Tangentligningen findes. Man har allerede x, og f(xy) som er hhv. 0 og 3. Vi finder f'(x,)
ved at indsaette P iz—z.

d
2 o 42:3=146=7
dx

Sa tangentligningen er:
y=7x+3
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Opgave 6 En parabel er graf for funktionen
fx)=ax +bx+21.

Parablen har toppunkt 1 punktet 7(5,—4), og den skeerer forsteaksen i punkterne 4 og B.
Det oplyses, at A(3.0).

Bestem koordinatseettet til 5, og bestem tallene a og b.

a) Man kan hurtig aflaese, at koordinaten til B er B(7;0) som er den anden rod idet der oplyses,
at den skzerer fgrsteaksen i to punkter. Dette kunne ggres udelukkende fordi man kender
toppunktet, og en andengradsfunktion er altid symmetrisk ved toppunktet. Da man nu har
begge nulpunkter, sa kan man finde a og b vha. faktoriseringsformlen for en
andengradsfunktion. Den er som fglger:

fO) =alx—r)x—r)

Og da man har begge punkter, sa indsattes disse samt formlen for toppunktet.
—4=a(5-3)65-7)¢e
—4=q-2-(-2)e—-4=—4asa=1

Og da man har a = 1 sa mangler man blot b. Man har da andengradsligningen

0=32+b-3+210=3b+30=b=-10

Sa er andengradsfunktionen:

fx) =x%—10x + 21

Dermedera=1o0gh = —-10
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De resterende opgaver lgses inkl. hjeelpemidler.

Opgave 7 En funktion f er bestemt ved
flx)=2x =3x' —x+7.
Det oplyses, at / har netop ét nulpunkt P.
a) Bestem koordinatsaettet til P.

b) Bestem f'(x),og bestem en ligning for tangenten til grafen for /"1 punktet
(2, £(2)).

c) Bestem monotoniforholdene for £

a) Nulpunktet betyder skaering med x-aksen. Sa ligningen f(x) = 0 Igses.
1
2x3—5x2—x+7=0

ﬁ Ligningen Igses for x vha. CAS-veerktgjet WordMat.
x = —1.543356
Vi understreger, at et hvert CAS program kan Igse disse ligninger. Vi ser, at dette er skaering
med x-aksen og det betyder, at punktet P ma vaere:
P(—1.543356;0)

b) Funktionen differentieres. Tangenten gnskes.
flx)=6x2—x—-1

Tangentligningen er:

y = (%) (x — x0) + f(x0)
Sa findes f'(xg) og f(xg):

f(2)=2-23—%-22—2+7=19

fl2)=6-22-2-1=21

Sa er tangentligningen
y=21(x—-2)+19 oy =21x — 23

Som er det gnskede.
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c) Monotoniforholdene for funktionen f(x) bestemmes. Den afledede funktion er allerede
kendt og lgses ligningen f'(x) = O er:
6x>—x—1=0

ﬂ Ligningen Igses for x vha. CAS-vaerktgjet WordMat.
1 1
X=—= V x==
3 2

Hermed tages den dobbelte afledede af f(x):
f"(x)=12x -1
Indsaettes redderne fas:

1 1
i (_ §) =12. (_ §) —-1=-4<0, lokalt maksimum

1 1
f" (§> =12- (§> —-1=5>0, lokalt minimum
Dermed er funktionen f(x)

1
voksende i intervallet | — co; — -]

3109 5ol

2

aftagende i intervallet [—5;5]

Man kan ogsa anvende monotoniskemaet og ga den anden vej. Grafisk ser det saledes ud
(inkl. tangentlinjen).
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Opgave 8

Vagten af en torsk 1 et bestemt havomrade afhanger af torskens alder. Udviklingen i
vagten af en torsk fra dette omrade kan beskrives ved folgende model

10,28

wWx)= 27
Ak 14317772

>

hvor v(x) betegner vagten af en torsk (malt i kg), og x betegner alderen af en torsk (malt i
ar).

a) Tegn grafen for v, og benyt modellen til at bestemme alderen af en torsk, der vejer
8.5 kg.

b) Bestem det tidspunkt, hvor vaeksthastigheden for vagten af en torsk ifolge modellen er
storst.

Kilde:The effect of temperature on growth of Atlantic Cod, K.M. Brander, 1995, ICES J. mar Sci.,52, 1-10

a) Grafen tegnes i GeoGebra. (Dette kan ogsa ggres i div. andre CAS programmer). Vi tager og
fokuser i f@rste kvadrant, fordi hvordan kan en torsk opna at blive —2 ar?

10 1

10.28
v(x) = 1+ 3.18 e 0.22x

[u] 20 40 G0 g0 100
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b)

Alderen bestemmes vha. modellen:

v(x) =

10.28
1+3.177 - e 0224%

Med vaegten 8.5kg kan man Igse ligningen v(x) = 8.5, sa man har:

10.28
1+3.177 - e~0224x

ﬂ Ligningen Igses for x vha. CAS-vaerktgjet WordMat.

x = 12.14013

=85

Dvs. med en vaegt pa 8.5kg er alderen pa torsken ca. 12.14ar.

1028 _
1 43,177 024~

v(x) =

Da er:
1028

v(x) = —

10.28

0 =5.140000000
1+3177e ™

24 x
zolve forx

[[x=5.160434622]]

WVikan ogsd

[[x=5.160434621]]

-D.mx)l

vix)=0
022412 0
1041246553 (e %4*%)” 1638726083 2% _
443
(1+43.177702%%) (1+3177e
zolve forx

Dermed er vaeksthastigheden fundet til at veere 5.16 for v(x). Dvs. at torsken er 5.16ar

gammel nar vaeksthastigheden er stgrst.
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Opgave 9 En stikprave fra en population er udvalgt pa tilf®ldig made. Personerne 1 stikpreven har

svaret pa spargsmalet

"Bar der indfares forbud mod at beere hovedbekledning i offentlige

byveninger? ",

Swvarene pa spergsmalet er opdelt efter personernes uddannelse, og svarene fordeler sig

som vist 1 tabellen.

Ja Nej
Erhvervsuddannelse 102 132
Videregaende uddannelse af kort varighed 43 63
Videregaende uddannelse af mellemlang varighed | 80 157
Videregaende uddannelse af lang varighed 30 84
Grundskoleuddannelse 72 99

Pé grundlag af svarene fra personerne 1 stikpreoven skal det underseges, om der er

uathaengighed mellem uddannelse og holdning til spergsmélet.

a) Opstil en nulhypotese, og bestem med udgangspunkt heri de forventede veerdier.

b) Afgoer pi et 3% signifikansniveau, om nulhypotesen kan forkastes.

a) Nulhypotesen opstilles:

Hy: holdningerne om hovedbekledning er uafhengig

fra hvilken uddannelse har veret igennem.
| Maple regnes de forventede vaerdier:

with| G_}'_m] : _
102 132
43 63

obs = | 80 157
0 &4
72 99

fm:enre-fl[ai}s] -

| 88.768 14523 |
40211 65.789
89.906 147.09
43246 70.754

| 64.869 106.13 |

Hermed blev de forventede veerdier fundet i Maple. Gym-pakken.
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b) | Maple regnes vores y? — test.
withl[(}y_m] : _
102 132
43 63
obs= | B0 157
0 &4

_ 72 %99 |
ChiKvadrat Urest| obs, level = 0.03)

J--teststorrelse = 13.048
Frihedsgrader = 4
Kritisk veerdi = 94877
p-veerdi =0.011043
0.201

0.15-
3 0.101

0.05 4

D T T o 1
0 5 10 15 20
e

Dermed er konklusionen, at p-veerdien pa 1.1043% er mindre end vores signifikansniveau
pa 5% sa skal nulhypotesen forkastes. Der er altsa et signifikans forskel pa hvilken
uddannelse man har samt hvilke holdninger man har til hovedbeklaedning.
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Opgave 10

a)

b)

C

Pé figuren ses en model af et cafébord (set oppefra). Bordet har form som en cirkel, hvori
der er indtegnet en ligesidet trekant ABC, der 1gen er delt op 1 3 kongruente og ligebenede
trekanter ABD, BDC og CDA (se billedet). Bordets radius er 30 cm.

a) Bestem £ADE , samt arealet af trekant ABC,

b) Bestem omkredsen af trekant ABC.

Vinkel ZADB bestemmes. Man ved endvidere hvad radius er, sa leengderne |AD| = |BD| =

|IDC| = 50cm. Vinkel 2D af hele figuren er 360° og eftersom der er tre trekanter, sa er

o
vinkel 2ADB =%= 120°. Arealet bestemmes af trekanten ABC. Fgrst bestemmes

arealet for ADB.
1 1
Tapp = E- |AD| - |BD| - sin(D) = > 50 - 50 - sin(120°) = 1082.53175473cm?

Arealet af trekanten ABC er derfor:
Tagc = 3-1082.53175473 = 3247.59526419cm?

Ombkredsen af trekant ABC bestemmes. Fgrst for trekant ADB vha. cosinusrelationerne. Der
bestemmes |AB|. Bestemmes den veaerdi, sa bestemmes |AC| og |BC| ogsa.
|AB| = \/|AD|2 + |BD|2 — 2 - |AD| - |BD| - cos(D)
= \/502 + 502 —2-50-50 - cos(120°) = 86.602cm
Da er omkredsen af trekant ABC = 86.602 - 3 = 259.806cm.
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Opgave 11

For en bestemt population af fisk har man gennem en drrekke opgjort den relative
vaeksthastighed (malt i ar™' ). Resultatet fremgir af nedenstiende tabel.

Arstal 2001 2002 2003 2004 2005 2006
Relativ
vaksthastighed 0,398 0,302 0,259 0,221 0,158 0,124

I en model kan udviklingen 1 den relative vaksthastighed beskrives ved en funktion af
typen

finy=b-a’,

hvor f(f) betegner den relative vaeksthastighed (mélt i ar™ ) til tidspunktet 7 (mélt i antal
ar efter 2001).

a) Benyt tabellens data t1l at bestemme a og b.

b) Benyt modellen til at bestemme det ar, hvor den relative vaksthastighed er 0,1 ar™ og
bestem halveringstiden for /.

I modellen kan antallet af fisk 1 populationen beskrives ved en funktion, der er lesning il
differentialligningen

I i
——= f1),
N di 7
hvor N(¢)er antal fisk i populationen til tidspunktet 7 (mélt 1 antal ar efter 2001). Det
oplyses, at der er 520 fisk 1 populationen 1 ar 2001,

c) Bestem en forskrift for N, skitsér grafen for NV, og bestem det ar, hvor antallet af fisk 1
populationen overstiger 2000,

a) Denne opgave kraeves der, at man anvender eksponentiel regression. Dette gg@res vha.
Maple. (Dette er ogsa muligt i WordMat).

with(Gym) :
Arstal = [0,1,2,3,4. 5] ;; RVeekst == [0.398, 0.302, 0.259, 0.221,
0.158,0.124]:
f(t) == ExpReg(Arstal RVekst, t) -
St)
0.399055918186501 0.797193751434736'

Dermed er tallene a og b bestemt. Dvs.:
a = 0.797193 og b = 0.399055
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b) Her lgses ligningen f(t) = 0.1 og det ggres i Maple:

flr)=01
0.3990559181865010.797193751434736' = 0.1

zolve for t

[[£=6.105825711]]

WordMat kan Iigeledes 0gsa:
0.399055 - 0.797193% = 0.1

ﬁ Ligningen Igses for t vha. CAS-veerktgjet WordMat.

t =6.10579

Dvs. i r 2007 er den relative vaeksthastighed 0.1 &r 1.

Halveringskonstanten findes. Dette ggres saledes:

ln(%)— n(3) = 3.0581128

T, = =
> In(a) 1n(0.797193)

Dvs. den relative vaeksthastighed halveres, for ca. hvert tredje ar der gar fra ar 2001

c) Her er differentialligningen:
LA 0.399055 - 0.797193¢
N dt '
| Maple anvendes dsolve, sa man far N(t).:

f(t) = ExpReg(Arstal RVelkst. 1) -

1 d ~ ~
dmhe[[ Yoy ar N =A0.8(0) = 51{1”
0TH3879346623331

with| Gym) :
Arstal = [0,1,2,3.4, 5] :; RVeelst == [0.398,0.302, 0.259,0.221, 0.158, 0.124] :

199208437858684081 5000000002 1

590 e 250000000000000000  Inj 199203437358684001) — 2 1n( 500000000

N(1) = 00763979946625331

evalf[5](%)
7658 1.9030 1017 5.0000 108 ™%

N(f)=30243¢]

e 250000000000000000 [ 1n] 196298437333684001) — 2 In( 3000000007 )

Grafen skitseres i Maple pa naeste side.
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2500+
20004
135004

1000+

Ligningen N (t)

2000 Igses i Maple.

00763070546625331 1002084378596840017 5000000002
230000000000000000  1n190208437853684001 ) — 2 In( SO0000000 )
V(1) = S20€
- T 90763070546623331

e 250000000000000000 (1n( 199293437833634001 ) — 2 In( 300000000 |

I
N(#) = 2000 —» 6.391435068

Konklusionen er s3, at i Igbet af ar 2007 overstiger populationen af fisk med 2000.
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Opgave 12

A(75,0,0)
B(0,140,0)
C(0,175,75)
D(0,35,175)

Pa figuren ses en model af et origamiskib indtegnet i et koordinatsystem 1 rummet med
enheden mm pa alle akser. Sejlskibets sejl er udspandt mellem punkterne 4, B og D.

a) Bestem en ligning for den plan «, der indeholder sejlskibets sejl, og bestem arealet af
sejlskibets sejl.

Det oplyses, at den plan /7, som indeholder punkterne A4, B og C, kan beskrives ved
ligningen

28x+15y=7z=2100=0.

b) Bestem den spidse vinkel mellem sejlskibets sejl og den side af sejlskibet, der er
udspzandt af punkterne 4, B og C.

a) Viskal bestemme ligningen for den plan @ som har A, B og D. Vi danner nogle vektorer.

0 75 0-75 -75
AB=B—A=<140>—(0>=<140—0>=(140)
0 0 0-0 0
0 75 0—-75 =75
ap=p-a=(35)-(0)=(35-0]) ()
175 0 175-0 175

Dernaest tages krydsproduktet af vektorerne AB og AD. Disse udfgres i Maple:

with| Gym)
AB = (=75 140, 0) :; AD == {-75,35_175) :
Krvdsprodultet:
AE = AD
24500
13125
1873

Et vilkarligt punkt veelges og planen « opstilles.
24500 - (x —75) +13125-(y—0)+7875-(z—0) =0
& 24500x — 1837500 + 13125y + 7875z =0
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b)

Arealet af sejlet er udregnet vha.:

1 1
A= > |AB x AD| = > \/245002 + 131252 + 78752 = 14444.1272mm?

Den spidse vinkel mellem a og den givende ligning for § udregnes. Dette ggres udelukkende
vha. planernes normalvektorer.

24500 28
n,=|(13125), ngz=|15
7875 ~7

Vinklen beregnes vha. formlen:

n, - n

cos(v) = o B
Inal : Inﬁl
Tallene indsat er:

24500 - 28 + 13125 - 15 + 7875 - (=7)
cos(v) = = 0.8809171267102193
V245002 + 131252 + 78752 - /282 + 152 + (—7)?

Den inverse til cosinus tages.

v = arccos(0.8809171267102193) = 28.246805481564°
Dvs. den spidse vinkel mellem planerne er 28.246°.
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Opgave 13

En bestemt faskine bestir af en ydre lukket kasse samt et porest indre. Faskinens bredde
bena®vnes b (malt 1 m), hajden benavnes & (malt 1 m) og lengden er 10 m.

a) Goer rede for, at faskinens ydre areal er givet ved
O=2-b-h+4+20.b+20-h

Det volumen, som faskinen kan rumme, betegnes I (malt i m*). Det oplyses, at I er givet
ved

Endvidere oplyses, at faskinen kan rumme 100 m® vand, ogat 0 <b <10.

b) Bestem h udtrykt ved b, og bestem den verdi af b, der gor faskinens vdre areal mindst
mulig.

a) Der skal redeggres for, at O som givet i opgaveteksten passer. Vi har overfladearealet af et

b)

rektangel som:

O=2-lb+2-lh+2-bh

Ogdaerl = 10. Man har:

0=2-10-b+2-10-h+2-b-h=2bh+20b+ 20h

Faskinen kan indeholde 100m3 vand, s& volumenformlen er:

20-b-h
= T
Heri indsaettes 100 pa V’s plads og derfra Igses der for h:
20-b-h 300 15
100=T@300=20-b-h©h=m=?

. 15 .
Dernaest indszettes h = el udtrykket for overfladearealet.

300
O(b) =30+ 20b +T

Modellen differentieres og derfra lgses O'(b) = 0.

, 300
0 (b) =20 —F
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Ligningen lgses:

300 = 20b% &
300
20
b = +V15
NB: 0 < b < 10 og da forkastes den negative vaerdi. Den dobbelte afledede anvendes.
600

Oll(b) — F

=h’e

Derved indsattes b = V15, sa man har:

600
0"(V15) = ==10.327 >0, lok.min,

(V15)
Dvs. b = v15 = 3.8730m er den b-veaerdi, der ggr, at faskinen har det mindste areal.
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Opgave 14

> (2)

(1)

En funktion f er bestemt ved

Slx)y=+—x"+20x . hvor 0 <x<20.

Grafen for fafgreenser sammen med forsteaksen og linjen x = h et omrade M.
Det oplyses, at 10 < h <20,

Det ydre af en serie af lamper har form som overfladen af det omdrejningslegeme, der
fremkommer, nar M drejes 3607 omkring forsteaksen. Enheden pa begge akser er cm.

a) Tegn grafen for f, og bestem lampens diameter pa det bredeste sted og ved lampens
dbning, nar h=18 .

Det oplyses, at lampens overfladeareal kan beregnes ved integralet
L
o=2r [ f(x)- i+ fl(x dx.
«f 0

b) Bestem £, nar overfladearealet er 1003.
Det oplyses endvidere, at lampeme 1 serien har form som en del af en kugle,

c) Bestem en ligning for den kugle, som lampen er en del af.

a) Lesningerne ses naeste side.
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a) Grafen for funktionen f(x) tegnes i Maple.

plot( f(x), x=0.20)
10-

1
0 5 10 15 20

X

Dernzest skal det bredeste sted findes. Dette ggres vha. f'(x) = 0, sa
, —x + 10
ff(x) = ——=
V—x2 4+ 20x

—-x + 10
V—x? + 20x
II Ligningen Igses for x vha. CAS-veerktgjet WordMat.

x =10

Her Igses ligningen:

NB: Man kan ogsa bare kigge pa grafen.
Dermed er den laengste diameter 20cm.

Hvis h = 18 sd indsaettes 18 i f(x) og man far da:

f(18) =+/—182+20-18 =36 = 6
Dvs. der hvor dbningen er, er diameteren 12cm.
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b) Denne del af opgaven Igses i Maple (*).:

with(Gym) :

fix) = — 4+ 200x -
A
zolve

10D5=2-E-J (froJ1+ (P07 ) a2,

[i]
Warning, unable to determine 1£f 20 is
between 0 and h; trv to use assumptions or
use the AllSclutions option

1399507178

1500507178

10{}5=2-H-J (£ J1+ (F)7) de

0

1005 = 1005000000

Dvs. h = 16cm er den veerdi der ggr, at overfladearealet er 1005¢m?.

(*): Lige denne opgave har formentlig skabt store problemer for flere, og dette er naturligvis
forstaeligt i og med, at Maple har sveert ved at Igse ligningen. Derfor er der anvendt
"Numerically solve from point” og der valgte jeg 10. Man kan tjekke at dette er rigtigt ved at
indsaette den h-veerdi man far. Heldigvis er 10 i starten af intervallet der er givet og ogsa den
veerdi der ggr, at h er korrekt.

Man har kuglens ligning som er:
(x—a)’+ -0+ (z—-c) =r?
Da radius er 10 har man r? = 102 = 100. Man har endvidere centrum pa x-aksen. De
resterende akser er 0, sa centrum er C = (10,0,0) og indsaettes disse i ligningen fas:
(x—10)2+(y—-02+(z-0)2?=10%
x2+y2+22-20x=0
Hvilket er det gnskede.
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