
Àëãåáðà � I

Ëèñòîê 0

Ïîä �êîëüöîì� â ýòîì ëèñòêå ïîíèìàåòñÿ êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé.

(1) (a) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a, b êîëüöà A óðàâíåíèå x + b = a èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. (Ýòî ðåøåíèå îáîçíà÷àåòñÿ a− b.)

(b) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a è b ̸= 0 ïîëÿ k óðàâíåíèå bx = a èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. (Ýòî ðåøåíèå îáîçíà÷àåòñÿ a/b.)

(c) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a êîëüöà A âûïîëíåíî ðàâåíñòâî 0 · a = 0.
(d) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a êîëüöà A âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (−1) · a = −a.

(2) (a) Ïîñòðîéòå ïîëå èç 3 ýëåìåíòîâ.
(b) Ïîñòðîéòå ïîëå èç 5 ýëåìåíòîâ.
(c) Ïîñòðîéòå ïîëå èç 4 ýëåìåíòîâ.
(d) Ñóùåñòâóåò ëè ïîëå èç 6 ýëåìåíòîâ?

(3) Ðàñêðîéòå ñêîáêè ó (a1 + · · ·+ am)
2 è (a+ b+ c)3.

(4) ×åìó ðàâåí êîýôôèöèåíò ïðè ak11 . . . akmm ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ
÷ëåíîâ â âûðàæåíèè (a1 + · · ·+ am)

n?
(5) Âû÷èñëèòå:
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(6) Âûðàçèòå sin4 x è cos5 x ÷åðåç ïåðâûå ñòåïåíè sin è cos îò êðàòíûõ àðãóìåíòîâ.
(7) Âûðàçèòå cosnx è sinnx ÷åðåç cos x è sinx.
(8) Âû÷èñëèòå:

(a) sinx+ sin 2x+ · · ·+ sinnx;
(b) sin2 x+ sin2 3x+ · · ·+ sin2(2n− 1)x;
(c) cos x+ 2 cos 2x+ · · ·+ n cosnx.

(9) Íàéäèòå ìîäóëü è àðãóìåíò ñëåäóþùèõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë:

−4, 1 + i, 1− i
√
3, sinα + i cosα,

1 + i tgα

1− i tgα
, 1 + cosα + i sinα.

(10) Âû÷èñëèòå
(5 + i)(7− 6i)

3 + i
;

(1 + i)5

(1− i)3
;

(1 + 3i)(8− i)

(2 + i)2
.

(11) Íàéäèòå x è y, ñ÷èòàÿ èõ âåùåñòâåííûìè:

(1 + 2i)x+ (3− 5i)y = 1− 3i.

(12) Ðåøèòå óðàâíåíèÿ:

z2 = i; z2 = 5− 12i; z2 + (2i− 7)z + 13− i = 0.

(13) Íàéäèòå âñå z:
z̄ = z2; z̄ = z3.

(14) Âû÷èñëèòå

(1 + i
√
3)150;

(√
3 + i

1− i

)30

; (1 + cosα + i sinα)k.



Àëãåáðà � I

Ëèñòîê 1

(1) Ïóñòü V ⊂ Rn - ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ, ñóììà êîîðäèíàò êîòîðûõ ðàâíà 0.
(a) Äîêàæèòå, ÷òî V ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â Rn

(b) Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü V , óêàæèòå êàêîé-íèáóäü áàçèñ.
(2) Äîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé AX = B ñ òðåõäèàãîíàëüíîé êâàäðàòíîé ìàòðèöåé

êîýôôèöèåíòîâ

A =

 −2 1 0 ... 0
1 −2 1 ... 0
0 1 −2 ... 0

...
0 0 0 ... −2


èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõ ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè B.

(3) Ñêîëüêî âñåãî â n-ìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì èç q ýëåìåíòîâ
(a) âåêòîðîâ?
(b) óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ èç k ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ?
(c) k-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ?

(4) (a) Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì êîíå÷íîì ïîëå åñòü ïîäïîëå èç p ýëåìåíòîâ, ãäå p� íåêîòîðîå ïðîñòîå
÷èñëî.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ïðîñòîãî ÷èñëà.
(5) Ïóñòü âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V ⊂ k[x] ñîäåðæèò ïî ìíîãî÷ëåíó êàæäîé èç ñòåïåíåé d =

0, 1, . . . ,m. Âåðíî ëè, ÷òî îíî ñîäåðæèò âñå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 6 m?
(6) Ïóñòü k ⊂ F � äâà ïîëÿ, è F êîíå÷íîìåðíî êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä k. Îáÿçàòåëüíî ëè

ëþáîé ýëåìåíò ïîëÿ F ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà èç k[x]?
(7) Äàíî íåñêîëüêî ðàçíûõ òî÷åê p0, p1, . . . , pm ∈ k. Ïîñòðîéòå â ïðîñòðàíñòâå k[x]6m ìíîãî÷ëåíîâ îò

x ñòåïåíè 6 m áàçèñ, êîîðäèíàòàìè ìíîãî÷ëåíà f â êîòîðîì ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ f(pi).

(8) Ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåíà f(x) =
n∑

k=0

akx
k íàä ïîëåì k íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí f ′(x) =

n∑
k=1

kakx
k−1.

Ïîñòðîéòå â ïðîñòðàíñòâå k[x]6m ìíîãî÷ëåíîâ îò x ñòåïåíè 6 m áàçèñ, êîîðäèíàòàìè ìíîãî÷ëåíà
f â êîòîðîì ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ f (k)(p) äëÿ íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè p ∈ k
è k = 0, 1, . . . ,m.

(9) Ïóñòü V � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà M . Äëÿ X, Y ∈ V îïðåäåëèì èõ
ñóììó êàê ñèììåòðè÷åñêóþ ðàçíîñòü X△Y = (X∪Y )\(X∩Y ). Êðîìå òîãî, äëÿ X ∈ V ïîëîæèì
0 ·X = ∅ è 1 ·X = X, ãäå 0, 1 � ñîîòâåòñòâåííî, íîëü è åäèíèöà ïîëÿ F2 èç äâóõ ýëåìåíòîâ.
(a) Äîêàæèòå, ÷òî òàêèì îáðàçîì íà V îïðåäåëåíà ñòðóêòóðà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïî-

ëåì F2.
(b) Êàêîâà ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà (äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà M)? Óêàæèòå êàêîé-

íèáóäü áàçèñ V .
(c) Îáÿçàòåëüíî ëè ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ X1, . . . , Xn ëèíåéíî íåçàâèñèìî, åñëè Xi ̸⊂

∪
j ̸=i

Xj äëÿ

ëþáîãî i?
(d) Îáÿçàòåëüíî ëè ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ X1, . . . , Xn ëèíåéíî íåçàâèñèìî, åñëè X1 ̸⊂ X2 ̸⊂

· · · ̸⊂ Xn?
(10) B ñòàäå 101 êîðîâà. Åñëè óâåñòè ëþáóþ îäíó, òî îñòàâøèõñÿ ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ÷àñòè ïî 50

êîðîâ â êàæäîé òàê, ÷òî ñóììàðíûé âåñ êîðîâ ïåðâîé ÷àñòè ðàâåí ñóììàðíîìó âåñó êîðîâ äðóãîé
÷àñòè. Ðàññìîòðèòå ýòè ðàâåíñòâà êàê ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà âåñà êîðîâ è äîêàæèòå,
÷òî âñå êîðîâû âåñÿò îäèíàêîâî,
(a) åñëè âåñ êàæäîé êîðîâû � íàòóðàëüíîå ÷èñëî;
(a') åñëè âåñ êàæäîé êîðîâû � ýëåìåíò ïîëÿ F2;
(b) åñëè âåñ êàæäîé êîðîâû � öåëîå ÷èñëî;
(c) åñëè âåñ êàæäîé êîðîâû � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî;
(d) åñëè âåñ êàæäîé êîðîâû � âåùåñòâåííîå ÷èñëî;
(e) åñëè âåñ êàæäîé êîðîâû � êîìïëåêñíîå ÷èñëî.
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Ëèñòîê 2

(1) Äëÿ êàæäîãî èç îïðåäåëåííûõ íèæå îòîáðàæåíèé D ïðîñòðàíñòâà k[x]6m (ìíîãî÷ëåíîâ îò x
ñòåïåíè 6 m) â ñåáÿ äîêàæèòå, ÷òî D ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì, íàïèøèòå åãî ìàòðèöó â
ñòàíäàðòíîì áàçèñå (1, x, . . . , xm), è íàéäèòå áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà D èìååò âèä 0 1 0 ... 0

0 0 1 ... 0
0 0 0 ... 0
...
...
...
...

...
0 0 0 ... 0

 .

(a) D ïåðåâîäèò êàæäûé ìíîãî÷ëåí f(x) =
n∑

k=0

akx
k â åãî ïðîèçâîäíóþ f ′(x) =

n∑
k=1

kakx
k−1.

(b) D ïåðåâîäèò êàæäûé ìíîãî÷ëåí f(x) =
n∑

k=0

akx
k â åãî ïåðâóþ ðàçíîñòü f(x+ 1)− f(x).

(2) Äîêàæèòå, ÷òî ðàíã m × n ìàòðèöû A = (aij) ðàâåí 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò
÷èñëà x1, . . . , xm (íå âñå èç êîòîðûõ ðàâíû íóëþ) è ÷èñëà y1, . . . , yn (íå âñå èç êîòîðûõ ðàâíû
íóëþ) òàêèå, ÷òî aij = xiyj äëÿ ëþáûõ i, j.

(3) Êàê èçìåíèòñÿ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, åñëè åå ñèììåòðè÷íî îòðàçèòü îòíîñèòåëüíî ïîáî÷íîé
äèàãîíàëè?

(4) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñóììà âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû â êàæäîé ñòðîêå ðàâíà íóëþ, òî îïðåäåëèòåëü
ìàòðèöû ðàâåí íóëþ.

(5) (a) Ïóñòü êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà X ïðåäñòàâëÿåòñÿ â áëî÷íîì âèäå ñ íóëåâûì óãëîâûì áëîêîì:
X = ( A B

0 C ). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìàòðèöû A è C � êâàäðàòíûå, òî detX = detA detC.
(b) Ïóñòü A è B � ìàòðèöû n×n íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì k. Ïîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöó C =

(
E B
−A 0

)
ìîæíî ïðèâåñòè ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ê ìàòðèöå D = ( E B

0 AB ), è ïîëó÷èòå òåì
ñàìûì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî detAB = detA detB.

(6) Ñêîëüêî íàä ïîëåì èç q ýëåìåíòîâ
(a) íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö ðàçìåðà n× n?
(b) ìàòðèö ðàçìåðà n× n ñ ôèêñèðîâàííûì îïðåäåëèòåëåì d ̸= 0?
(c) ìàòðèö ðàçìåðà m× n ðàíãà m, ãäå m < n?

(7) Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ êîñîñèììåòðè÷åñêîé, åñëè aij = −aji äëÿ ëþáûõ i, j.
(a) Äîêàæèòå, ÷òî îïðåäåëèòåëü êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû íå÷åòíîãî ïîðÿäêà ðàâåí íóëþ.
(b) Äîêàæèòå, ÷òî îïðåäåëèòåëü êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ

ïîëíûì êâàäðàòîì (êàê ìíîãî÷ëåí îò ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ).
(c) ∗ Äîêàæèòå, ÷òî îïðåäåëèòåëü êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû ëþáîãî ÷åòíîãî ïîðÿäêà ÿâëÿ-

åòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì.
(8) Ïóñòü äàíà êâàäðàòíàÿ n× n ìàòðèöà A = (aij). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Â ìàòðèöó èç àëãåáðàè÷åñêèõ

äîïîëíåíèé ê ýëåìåíòàì ìàòðèöû A (îíà íàçûâàåòñÿ ïðèñîåäèíåííîé ìàòðèöåé).
(a) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ïðèìåíåíèè ê ìàòðèöå A ýëåìåíòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (ïðèáàâëåíèÿ ê

i-é ñòðîêå j-é, óìíîæåííîé íà λ) ìàòðèöà Â òàêæå ïîäâåðãàåòñÿ ýëåìåíòàðíîìó ïðåîáðàçî-
âàíèþ. Êàêîìó?

(b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè detA = 0, òî è det Â = 0.

(c) ∗ Äîêàæèòå, ÷òî det Â = detAn−1.
(9) Ðåøåòêîé ïîäïðîñòðàíñòâ â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàçûâàåòñÿ ëþáîå ìíîæåñòâî åãî ïîä-

ïðîñòðàíñòâ, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ïåðåñå÷åíèÿ è ñóììû. Ðåøåòêà ïîäïðîñòðàíñòâ L
íàçûâàåòñÿ äèñòðèáóòèâíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ V1, V2, V3 ∈ L âûïîëíåíî ðàâåíñòâî V1 ∩ (V2+V3) =
V1 ∩ V2 + V1 ∩ V3.
(a) Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå V âûáðàí áàçèñ (v1, . . . , vn). Äîêàæèòå, ÷òî âñåâîçìîæíûå ëèíåéíûå

îáîëî÷êè ïîäìíîæåñòâ áàçèñà îáðàçóþò äèñòðèáóòèâíóþ ðåøåòêó ïîäïðîñòðàíñòâ â V .
(b) Ïðè êàêèõ n ðåøåòêà âñåõ ïîäïðîñòðàíñòâ â Rn ÿâëÿåòñÿ äèñòðèáóòèâíîé?
(c) ∗ Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé äèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêè ïîäïðîñòðàíñòâ â êîíå÷íîìåðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå V ñóùåñòâóåò òàêîé áàçèñ (v1, . . . , vn), ÷òî êàæäîå ïîäïðîñòðàíñòâî èç ðåøåòêè
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà áàçèñíûõ âåêòîðîâ vi.
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Âíèìàíèå! Ñðîê ñäà÷è 13 íîÿáðÿ.

1. Ïðåäñòàâüòå öèêë (1 2 3 . . . , n) â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ n− 1 òðàíñïîçèöèè.

2. Ïóñòü σ ∈ Sn � íå÷åòíàÿ ïåðåñòàíîâêà è N � åå ïîðÿäîê â ãðóïïå Sn. ×òî ìîæíî ñêàçàòü ïðî
÷åòíîñòü N?

3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïîðÿäîê ëþáîãî íååäèíè÷íîãî ýëåìåíòà ãðóïïû G ðàâåí äâóì, òî ãðóïïà G �
àáåëåâà. Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîé ãðóïïû áîëåå ÷åì èç äâóõ ýëåìåíòîâ.

4. Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíàÿ ãðóïïà, a, b ∈ G, ïðè÷åì ïîðÿäîê ýëåìåíòà ab ∈ G ðàâåí n. Êàêèì ìîæåò
áûòü ïîðÿäîê ýëåìåíòà ba?

5. Äîêàæèòå, ÷òî íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî H êîíå÷íîé ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé, åñëè H çàìêíóòî
îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ (ò. å. â äàííîì ñëó÷àå òðåáîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ â H îáðàòíûõ ýëåìåíòîâ
èçëèøíå). Âåðíî ëè ýòî äëÿ áåñêîíå÷íîé ãðóïïû G?

6. Ðàññìîòðèì ÷åòûðå ìàòðèöû èç SL(2,C):

E =

(
1 0
0 1

)
, I =

(
i 0
0 −i

)
, J =

(
0 1
−1 0

)
, K =

(
0 i
i 0

)
.

Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî Q8 = {±E,±I,±J,±K} ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â SL(2,C) (Q8 íàçûâàåòñÿ
ãðóïïîé êâàòåðíèîíîâ). Íàéäèòå ïîðÿäêè âñåõ ýëåìåíòîâ â Q8. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà äèýäðà D4 è
ãðóïïà êâàòåðíèîíîâ Q8 íå èçîìîðôíû.



Àëãåáðà � I

Ëèñòîê 3′ (äîïîëíèòåëüíûé)

Âíèìàíèå! Ñðîê ñäà÷è 20 íîÿáðÿ.

(1) Ïóñòü {1, . . . , n} = I1 ⊔ I2 ⊔ · · · ⊔ Ik � ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà {1, . . . , n} íà îðáèòû ïåðåñòàíîâêè
σ ∈ Sn. Îïðåäåëèì äåêðåìåíò ïåðåñòàíîâêè ôîðìóëîé

d(σ) =
k∑

l=1

(|Il| − 1) = n− k.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî çíàê ïåðåñòàíîâêè σ ðàâåí (−1)d(σ).
(b) Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñòàíîâêó σ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ d(σ) òðàíñïîçèöèé.
(c) Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñòàíîâêó σ íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ìåíåå ÷åì d(σ) òðàíñ-

ïîçèöèé.
(2) Ïîä ãðóïïîé ìíîãîãðàííèêà ìû áóäåì ïîíèìàòü ãðóïïó âðàùåíèé ìíîãîãðàííèêà. Íàéäèòå ïî-

ðÿäîê ñòàöèîíàðíîé ãðóïïû âåðøèíû è ïîðÿäîê ñàìîé ãðóïïû äëÿ
(a) ãðóïïû äèýäðà;
(b) ãðóïïû òåòðàýäðà;
(c) ãðóïïû êóáà;
(d) ãðóïïû èêîñàýäðà.

(3) Äîêàæèòå, ÷òî
(a) ãðóïïà äèýäðà D3 èçîìîðôíà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå S3;
(b) ãðóïïà òåòðàýäðà T èçîìîðôíà çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïå A4;
(c) ãðóïïà êóáà C èçîìîðôíà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå S4;
(d) ãðóïïà èêîñàýäðà I èçîìîðôíà çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïå A5.

(4) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ îæåðåëèé èç 6 áóñèí, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ìîæåò áûòü êðàñíîãî,
ñèíåãî èëè æåëòîãî öâåòà? (Óêàçàíèå: èñïîëüçóéòå ôîðìóëó Áåðíñàéäà).

(5) Äîêàæèòå, ÷òî çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà An, n > 3, ïîðîæäàåòñÿ öèêëàìè äëèíû 3, ïðè÷åì íà
ñàìîì äåëå

An = ⟨(123), (124), . . . , (12n)⟩.



Àëãåáðà � I

Ëèñòîê 4

Âíèìàíèå! Ñðîê ñäà÷è 27 íîÿáðÿ.

1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïîäãðóïïà H ⊂ G èìååò èíäåêñ 2, òî îíà íîðìàëüíà (ãðóïïà G íå îáÿçàòåëüíî
êîíå÷íà; èíäåêñ ïîäãðóïïû � ÷èñëî ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ ïî íåé).

2. Êàêèå ïîäãðóïïû èìååò ãðóïïà S3? Íàéäèòå äëÿ íèõ ëåâûå è ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû. Êàêèå ïîä-
ãðóïïû ãðóïïû S3 ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè?

3. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà S4 èìååò, êðîìå ñåáÿ ñàìîé è åäèíè÷íîé ïîäãðóïïû, ëèøü ñëåäóþùèå íîð-
ìàëüíûå ïîäãðóïïû: çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà A4 è �÷åòâåðíàÿ ãðóïïà Êëåéíà� V4, ñîñòîÿùàÿ èç
ïåðåñòàíîâîê:

e, (12)(34), (13)(24), (14)(23).

Ïîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäíÿÿ ãðóïïà àáåëåâà.

4. Äîêàæèòå, ÷òî S4/V4
∼= S3.

5. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Íàéäèòå ÷èñëî ïîäãðóïï ïîðÿäêà p â ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå Sn, åñëè
(a) p 6 n < 2p; (b) 2p 6 n < 3p.

6. Äîêàæèòå, ÷òî

(a) ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà S3 èçîìîðôíà ãðóïïå, çàäàííîé îáðàçóþùèìè s1, s2 è ñîîòíîøåíèÿìè
s21 = e, s22 = e, (s1s2)

3 = e;

(b) ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà S4 èçîìîðôíà ãðóïïå, çàäàííîé îáðàçóþùèìè s1, s2, s3 è ñîîòíîøåíèÿìè
s21 = e, s22 = e, s23 = e, (s1s2)

3 = e, (s1s3)
2 = e, (s2s3)

3 = e.



Àëãåáðà � I

Ëèñòîê 5

Âíèìàíèå! Ñðîê ñäà÷è 11 äåêàáðÿ.

1. Íàçîâåì äâà îòðåçêà ñîèçìåðèìûìè, åñëè ñóùåñòâóåò òðåòèé, êîòîðûé óêëàäûâàåòñÿ â êàæäîì èç
íèõ öåëîå ÷èñëî ðàç.

(a) Âåðíî ëè, ÷òî äâà îòðåçêà ñîèçìåðèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäåòñÿ òðåòèé, â êîòîðîì
êàæäûé èç íèõ óêëàäûâàåòñÿ öåëîå ÷èñëî ðàç?

(b) Îò ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè a è b îòðåçàþò (ïîêà ýòî âîçìîæíî) êâàäðàòû ñî ñòîðîíîé,
ðàâíîé ìåíüøåé èç ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà (íàçîâåì ýòó îïåðàöèþ îïåðàöèåé Åâêëèäà). Ê ïîëó-
÷åííîìó ïðÿìîóãîëüíèêó ïðèìåíèì ñíîâà îïåðàöèþ Åâêëèäà, è ò.ä.

Äîêàæèòå, ÷òî a è b ñîèçìåðèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðÿìîóãîëüíèê ðàçðåæóò íà êîíå÷-
íîå êîëè÷åñòâî êâàäðàòîâ, ïðè÷åì ñòîðîíà íàèìåíüøåãî êâàäðàòà ÿâëÿåòñÿ èõ îáùåé ìåðîé.

Âåðíî ëè, ÷òî ñòîðîíà íàèìåíüøåãî êâàäðàòà ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøåé îáùåé ìåðîé?

2. Äîêàæèòå, ÷òî â êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïå ïîðÿäêà n äëÿ ëþáîãî d | n ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà
ïîäãðóïïà ïîðÿäêà d.

3. Ñêîëüêî ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ ãðóïï çäåñü âûïèñàíî: Z24, Z12 ⊕Z2, Z8 ⊕Z3, Z6 ⊕Z4, Z6 ⊕Z2 ⊕Z2,
Z4 ⊕ Z3 ⊕ Z2, Z3 ⊕ Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2?

4. (a) Íàéäèòå âñå òàêèå x ∈ Zp (p � ïðîñòîå), ÷òî x2 = 1.

(b) ×åìó ðàâíî ïðîèçâåäåíèå âñåõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ Zp (p � ïðîñòîå)?

(c) Äîêàæèòå òåðåìó Âèëüñîíà: ×èñëî p ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (p−1)!+1 ≡ 0
(mod p).

5. Äîêàæèòå, ÷òî ðîâíî ïîëîâèíà ýëåìåíòîâ Z∗
p ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòàìè (p � ïðîñòîå, p > 2, Z∗

p = {x ∈
Zp | x ̸= 0}).

6. Îáîçíà÷èì ÷åðåç φ(m) ÷èñëî îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ â êîëüöå Zm (òî åñòü êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ
÷èñåë, ìåíüøèõ m è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ m). Ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ýéëåðà. Äîêàæèòå
òåîðåìó Ýéëåðà:

Åñëè êëàññ âû÷åòîâ [a]m îáðàòèì, òî aφ(m) ≡ 1 (mod m).



Àëãåáðà � I

Ëèñòîê 5′ (äîïîëíèòåëüíûé)

Âíèìàíèå! Ñðîê ñäà÷è 19 äåêàáðÿ.

1. Äîêàæèòå, ÷òî çíà÷åíèå ôóíêöèè Ýéëåðà φ(m) äëÿ m = pk11 · · · · ·pknn (pi � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà)
çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

φ(m) = m · (1− 1

p1
) · · · · · (1− 1

pn
).

2. (a) Ïóñòü d, n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì d äåëèò n. Ñêîëüêî â öèêëè÷åñêîé ãðóïïå ïîðÿäêà n
ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà d?

(b) Äîêàæèòå, ÷òî
∑
d|m

φ(d) = m.

3. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû äåëèòåëåé íóëÿ â êîëüöå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà [0, 1].

4. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî k[x, y] ìíîãî÷ëåíîâ îò äâóõ ïåðåìåííûõ íå ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ.

5. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî k[[x]] ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ íàä ïîëåì k ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ
èäåàëîâ (è äàæå åâêëèäîâûì). Êàêèå ýëåìåíòû ýòîãî êîëüöà íåïðèâîäèìû (ïðîñòû)?

6. Ïóñòü f(x) = x3 + b ∈ F7[x]. Äëÿ êàêèõ b ∈ F7 ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ãîìîìîðôèçì êîëåö
F7[x]/(f(x)) → F7?

7. (a) Ñêîëüêî íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 2 è 3 íàä ïîëåì Fq?

(b) Ïóñòü nk � ÷èñëî íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè k ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1 íàä ïîëåì
Fq. Äîêàæèòå, ÷òî â êîëüöå ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ Q[[x]] âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

1− qx =
∞∏
k=1

(1− xk)nk .



Àëãåáðà � I

Ëèñòîê 6

Ñðîê ñäà÷è 24 ÿíâàðÿ.

1. Ïóñòü îïåðàòîðû F è G â êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå êîììóòèðóþò. Äîêàæèòå, ÷òî
KerG è ImG � èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðà F .

2. Ïóñòü W � ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V ; è ïóñòü v1, . . . , vk ∈ V . Ðàññìîòðèì ñìåæ-
íûå êëàññû v̄i = vi +W ∈ V/W .

(a) Âåðíî ëè, ÷òî åñëè v1, . . . , vk ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî è v̄1, . . . , v̄k òîæå ëèíåéíî íåçàâèñèìû?

(b) Âåðíî ëè, ÷òî åñëè v̄1, . . . , v̄k ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî è v1, . . . , vk òîæå ëèíåéíî íåçàâèñèìû?

3. Ïóñòü F � èäåìïîòåíòíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð (òî åñòü F 2 = F ). Êàêèìè ìîãóò áûòü õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèé è ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåíû îïåðàòîðà F? Äîêàæèòå, ÷òî ó îïåðàòîðà F åñòü ñîáñòâåííûé
áàçèñ. Êàê âûãëÿäèò ìàòðèöà îïåðàòîðà F â ñîáñòâåííîì áàçèñå?

4. Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð F èìååò ñîáñòâåííûå âåêòîðû v1, . . . , vk ñ ðàçëè÷íûìè ñîáñòâåííûìè çíà-
÷åíèÿìè.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî ýòè ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè k ðàâíî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, òî ëþáîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
îïåðàòîðà F ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé íåêîòîðûõ èç ýòèõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

5. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íîå) ñåìåéñòâî ïîïàðíî êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ â
êîíå÷íîìåðíîì êîìïëåêñíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå èìååò îáùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð.

6. Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð F â êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì C óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ F n = id.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòîãî îïåðàòîðà ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè ÷èñëà ω = cos 2π
n
+

i sin 2π
n
.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòîãî îïåðàòîðà ðàâíû, òî îí ñêàëÿðåí (òî åñòü
ïðîïîðöèîíàëåí òîæäåñòâåííîìó îïåðàòîðó).
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Ëèñòîê 7

Ñðîê ñäà÷è 12 ôåâðàëÿ.

1. Ìíîæåñòâî c00 = {(. . . , z−1, z0, z1, z2, . . .) | zi ∈ C, zk ̸= 0 ëèøü äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà èíäåêñîâ k} âñåõ
ôèíèòíûõ äâóñòîðîííèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðàññìîòðèì êàê âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî íàä C. Ïðèâåäèòå ïðèìåð îáðàòèìîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â c00, íå èìåþùåãî íè îäíîãî
ñîáñòâåííîãî âåêòîðà.

2. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé âåðíû?

(a) Åñëè îïåðàòîð íà êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå îáðàòèì, òî îí äèàãîíàëèçóåì.

(b) Åñëè êâàäðàò îïåðàòîðà íà êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå äèàãîíàëèçóåì, òî ñàì îí
òîæå äèàãîíàëèçóåì.

3. Ïóñòü A ∈ Mat(n, k) (ãäåMat(n,k) � ïðîñòðàíñòâî n×n ìàòðèö ñ êîýôôèöèåíòàìè èç k) � ôèêñèðî-
âàííàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ïðè÷åì âñå åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàçëè÷íû. Íàéäèòå âñå ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà f : Mat(n,k) → Mat(n,k) äëÿ ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

(a) f(X) = AX;

(b) f(X) = [A,X] = AX −XA;

(c) f(X) = A−1XA (â ýòîì ïóíêòå ïðåäïîëàãàåì íåâûðîæäåííîñòü ìàòðèöû A).

4. Ðåøèòå ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó â ñëó÷àå, êîãäà A � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà, èìåþùàÿ n ðàçëè÷íûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

5. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà F â êîíå÷íîìåðíîì êîìïëåêñíîì âåêòîð-
íîì ïðîñòðàíñòâå V ðàâíîñèëüíû:

• Äëÿ êàæäîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà F ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî
îäíîìåðíî.

• Êàæäîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ îïåðàòîðà F â åãî æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå îòâå÷àåò
ðîâíî îäíà æîðäàíîâà êëåòêà.

• Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà F ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì.

• Ôðîáåíèóñîâà íîðìàëüíàÿ ôîðìà îïåðàòîðà F ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî öèêëè÷åñêîãî áëîêà.

• Âñÿêèé îïåðàòîð, ïåðåñòàíîâî÷íûé ñ F , âûðàæàåòñÿ êàê ìíîãî÷ëåí îò F .

6. Ïóñòü äâå âåùåñòâåííûå ìàòðèöû ïîäîáíû íàä C. Âåðíî ëè, ÷òî îíè ïîäîáíû è íàä R?



Àëãåáðà � I

Ëèñòîê 7′

1. Âñÿêàÿ ëè ìàòðèöà ïîäîáíà ñâîåé òðàíñïîíèðîâàííîé

(a) íàä ïîëåì C?
(b) íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì?

2. (a) Ïóñòü F � ëèíåéíûé îïåðàòîð â ïðîèçâîëüíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàä ïîëåì k,
ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíûé â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ ëþáîãî v ∈ V íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñ-
ëî N òàêîå, ÷òî FNv = 0. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ôîðìàëüíîãî ñòåïåííîãî ðÿäà
g(t) =

∑
akt

k ∈ k[[t]] êîððåêòíî îïðåäåëåí ëèíåéíûé îïåðàòîð g(F ) =
∑

akF
k, ïðè÷åì òàêîå

ñîïîñòàâëåíèå ôîðìàëüíîìó ñòåïåííîìó ðÿäó ëèíåéíîãî îïåðàòîðà îïðåäåëÿåò ãîìîìîðôèçì
àëãåáðû ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ k[[t]] â àëãåáðó ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ Endk V .

(b) Ïóñòü chark = 0. Äîêàæèòå, ÷òî V = k[x], F = ∂/∂x, g(t) = exp(t) =
∑

tk

k!
óäîâëåòâîðÿ-

þò óñëîâèÿì ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà P (x) ∈ k[x] èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî exp(∂/∂x)P (x) = P (x+ 1).

(c) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà P (x) ∈ k[x] ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
f(x)+a1f

′(x)+a2f
′′(x)+ · · ·+anf

(n)(x) = P (x) (ãäå a1 . . . , an ∈ k) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
â k[x].

3. Ïóñòü F � ëèíåéíûé îïåðàòîð â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàä ïîëåì k. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
EndF (V ) àëãåáðó ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â V , ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñ F . Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò
ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà V â ïðÿìóþ ñóììó íåíóëåâûõ F -èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ V1, V2

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò íåíóëåâûå îïåðàòîðû P1, P2 ∈ EndF (V ), óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå óñëîâèÿì P 2

1 = P1, P
2
2 = P2, P1P2 = P2P1 = 0, P1 + P2 = 1.

4. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k. Ëèíåéíûé îïåðàòîð F : V →
V íàçûâàåòñÿ ïîëóïðîñòûì, åñëè ó êàæäîãî åãî èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà U ⊂ V åñòü
èíâàðèàíòíîå ïðÿìîå äîïîëíåíèå, òî åñòü ñóùåñòâóåò F -èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî W ⊂ V
òàêîå, ÷òî V = U ⊕W .

(a) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè k = C (è âîîáùå, äëÿ ëþáîãî àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ k) îïåðàòîð
F ïîëóïðîñò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí äèàãîíàëèçóåì.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ k ëþáîé îïåðàòîð F ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü êàê ñóììó F = Fs+Fn, ãäå îïåðàòîð Fs ïîëóïðîñò, îïåðàòîð Fn íèëüïîòåíòåí, ïðè÷åì
FsFn = FnFs. (Òàêîå ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà â ñóììó íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì Æîðäàíà.

(c) Äîêàæèòå, ÷òî ðàçëîæåíèå Æîðäàíà ëþáîãî îïåðàòîðà íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì
åäèíñòâåííî.

(d) Ïóñòü F,G � ïàðà êîììóòèðóþùèõ (ïåðåñòàíîâî÷íûõ) îïåðàòîðîâ â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå
íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì. Äîêàæèòå, ÷òî (F +G)s = Fs+Gs è (F +G)n = Fn+Gn.

(e) ∗∗ Âåðíî ëè, ÷òî ðàçëîæåíèå Æîðäàíà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì?

5. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî ïîïàðíî ïåðåñòàíîâî÷íûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ïîëó-
ïðîñòûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â Cn.



Àëãåáðà � I

Ëèñòîê 8�8′

Ñðîê ñäà÷è ïåðâûõ ïÿòè çàäà÷ � 5 ìàðòà.

1. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k, è ïóñòü W ⊂ V � ïîäïðîñòðàíñòâî. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç Ann(W ) àííóëÿòîð W â V ∗. Ïîñòðîéòå êàíîíè÷åñêèå èçîìîðôèçìû (V/W )∗ ∼= Ann(W ) è

W ∗ ∼= V ∗/Ann(W ).

2. (a) Ïóñòü W � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä C. Ïîñòðîéòå êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì (W ∗)R ∼= (WR)
∗.

(b) Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R. Ïîñòðîéòå êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì (V ∗)C ∼= (V C)∗.

3. Ïóñòü b � áèëèíåéíàÿ ôîðìà íà êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàä ïîëåì k. Îïðåäåëèì ëåâóþ

êîððåëÿöèþ bL è ïðàâóþ êîððåëÿöèþ bR ôîðìû b êàê ëèíåéíûå îïåðàòîðû V → V ∗, ïåðåâîäÿùèå ïðîèçâîëü-
íûé âåêòîð v ∈ V â ëèíåéíûå ôóíêöèè b(v, •) è b(•, v), ñîîòâåòñòâåííî. (Æèðíàÿ òî÷êà • îòìå÷àåò ìåñòî, â
êîòîðîå âñòàâëÿåòñÿ àðãóìåíò ëèíåéíîé ôóíêöèè.) Îòîæäåñòâèì ïðîñòðàíñòâî V ñ äâàæäû äâîéñòâåííûì

V ∗∗ ïîñðåäñòâîì êàíîíè÷åñêîãî èçîìîðôèçìà. Äîêàæèòå, ÷òî ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð b∗L : V ∗∗(= V ) → V ∗ ê
ëåâîé êîððåëÿöèè bL : V → V ∗ ñîâïàäàåò ñ îïåðàòîðîì ïðàâîé êîððåëÿöèè bR : V → V ∗.

4. Ïóñòü V � n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä êîíå÷íûì ïîëåì Fq, ãäå q = pk íå÷åòíî, è ïóñòü b �

íåâûðîæäåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà â V .

(a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè n > 1, òî ñóùåñòâóåò âåêòîð v ∈ V òàêîé, ÷òî b(v, v) = 1.

(b) (Çàêîí èíåðöèè íàä êîíå÷íûì ïîëåì.) Âûáåðåì ýëåìåíò η ∈ F∗
q , íå ÿâëÿþùèéñÿ êâàäðàòîì. Äî-

êàæèòå, ÷òî çàìåíîé áàçèñà ìàòðèöà ôîðìû b ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ëèáî ê âèäó

 1 0 ··· 0 0
0 1 ··· 0 0
...
...
. . .

...
...

0 0 ··· 1 0
0 0 ··· 0 1

, ëèáî ê

âèäó

 1 0 ··· 0 0
0 1 ··· 0 0
...
...
. . .

...
...

0 0 ··· 1 0
0 0 ··· 0 η

, íî òîëüêî ê îäíîìó èç íèõ.

5. Ïóñòü b � áèëèíåéíàÿ ôîðìà íà n-ìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàä ïîëåì k. Ïîäïðîñòðàíñòâî W ⊆ V
íàçûâàåòñÿ èçîòðîïíûì, åñëè îãðàíè÷åíèå b íà W ðàâíî íóëþ.

(a) Íàéäèòå â Cn äëÿ ôîðìû b(x, y) =
∑

xkyk èçîòðîïíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ìàêñèìàëüíîé âîçìîæíîé ðàç-

ìåðíîñòè.

(b) Ìîæåò ëè ìàêñèìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü èçîòðîïíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà íåâûðîæäåííîé áèëèíåéíîé ôîðìû

áûòü áîëüøå, ÷åì n/2?

(c) Ïóñòü b � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà, à îñíîâíîå ïîëå k = R. Êàêîâà ìîæåò áûòü ìàêñè-

ìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü èçîòðîïíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà â çàâèñèìîñòè îò ðàíãà ôîðìû b?

(d) Ïóñòü b � ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà, à îñíîâíîå ïîëå k = R. Êàêîâà ìîæåò áûòü ìàêñèìàëüíàÿ
ðàçìåðíîñòü èçîòðîïíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà â çàâèñèìîñòè îò èíäåêñîâ èíåðöèè ôîðìû b?

6. ∗ Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöå íåêîòîðûé ãëàâíûé ìèíîð ïîðÿäêà r îòëè÷åí îò íóëÿ, à

âñå îêàéìëÿþùèå åãî ãëàâíûå ìèíîðû ïîðÿäêà r + 1 è r + 2 ðàâíû íóëþ, òî ðàíã ýòîé ìàòðèöû ðàâåí r.

7. ∗ Ñîïîñòàâèì êàæäîìó (íåîðèåíòèðîâàííîìó) ãðàôó Γ ñ âåðøèíàìè v1, . . . , vn êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ

qΓ(x) =
∑n

i,j=1 aijxixj , ïîëîæèâ

aij =


2, åñëè i = j,

−1, åñëè vi è vj ñîåäèíåíû ðåáðîì,

0, åñëè vi è vj íå ñîåäèíåíû ðåáðîì.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ qΓ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî ãðàô Γ íå ñîäåðæèò öèêëîâ, òî åñòü êàæäàÿ

ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà åãî ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ qΓ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, òî êàæäàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ãðàôà Γ �

ëèáî äåðåâî, ëèáî çàìêíóòàÿ öåïî÷êà.

(c) ∗ Îïèøèòå âñå ñâÿçíûå ãðàôû, äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ qΓ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà; íåîòðèöàòåëüíî

îïðåäåëåíà.



Àëãåáðà � I

Ëèñòîê 9

Ñèììåòðè÷åñêèå ôóíêöèè è êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ.

Ñðîê ñäà÷è � 27 àïðåëÿ.

1. Íàçîâåì ìíîãî÷ëåí f(x1, . . . , xn) ∈ k[x1, . . . , xn] êîñîñèììåòðè÷åñêèì, åñëè äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè σ ∈ Sn

ìû èìååì f(xσ(1), . . . , xσ(n)) = sgn(σ)f(x1, . . . , xn). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè k � ïîëå, ïðè÷åì chark ̸= 2, òî
ëþáîé êîñîñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå f(x1, . . . , xn) = g(x1, . . . , xn)∆, ãäå

g(x1, . . . , xn) � ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, à ∆ =
∏

i>j(xi − xj) � îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà.

2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñëåäû ïåðâûõ n ñòåïåíåé n× n-ìàòðèöû A ðàâíû íóëþ, òî ìàòðèöà A íèëüïîòåíòíà.

3. Ñòàíäàðòíûé (îðòîíîðìèðîâàííûé) áàçèñ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn îáîçíà÷èì (e1, . . . , en). Ïóñòü A �

ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ âåùåñòâåííàÿ n × n-ìàòðèöà, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê îïåðàòîð â

Rn. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíû ãëàâíûõ îñåé ýëëèïñîèäà (x,Ax) = 1 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ íàáîðîì ÷èñåë

νk =
∑n

i=1 |Akei|2, ãäå k ïðîáåãàåò ÷èñëà 1, . . . , n.

4. Âûðàçèòå ÷åðåç p è q äèñêðèìèíàíò ìíîãî÷ëåíà xn + px+ q.

5. Ïóñòü f(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1, è ïóñòü y1, . . . , yn−1 � âñå êîðíè åãî

ïðîèçâîäíîé. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ äèñêðèìèíàíòà D(f) èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

D(f) = nn(−1)
n(n−1)

2

n−1∏
i=1

f(yi).

6. Ïóñòü f(x) = a0x
n+a1x

n−1+· · ·+an. Ðàññìîòðèì äèñêðèìèíàíò D(f) êàê ìíîãî÷ëåí îò a0, . . . , an. Äîêàæèòå
ñëåäóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå ñîîòíîøåíèå:

na0
∂D

∂a1
+ (n− 1)a1

∂D

∂a2
+ · · ·+ an−1

∂D

∂an
= 0.

(Óêàçàíèå: êàê ìåíÿåòñÿ äèñêðèìèíàíò ïðè ñäâèãå àðãóìåíòà x 7→ x+ h?)

7. (a) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåíû x4 + 1 è x6 + x3 + 1 íåïðèâîäèìû íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 3 íàä ïîëåì ëèáî íåïðèâîäèì, ëèáî èìååò êîðåíü. ßâëÿåòñÿ ëè ìíî-

ãî÷ëåí x3 − 5x2 + 1 íåïðèâîäèìûì íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë?

(c) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí îò äâóõ ïåðåìåííûõ x2 + y2 + 1 íåïðèâîäèì íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Îñòàåòñÿ ëè îí íåïðèâîäèìûì íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë?

8. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, k è n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

(a) Äîêàæèòå ÷òî ìíîãî÷ëåí xp
n−1 − 1 äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåí xp

k−1 − 1 â Fp[x] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n
äåëèòñÿ íà k.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî ïîëå Fpk âêëàäûâàåòñÿ â ïîëå Fpn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n äåëèòñÿ íà k.
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Ëèñòîê 9′ (äîïîëíèòåëüíûé)

Ðàñøèðåíèÿ ïîëåé.

1. (a) Ïóñòü p � ïðîñòîå, q = pk. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëå Fq ïîðîæäåíî íàä Fp îäíèì ýëåìåíòîì.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k ñóùåñòâóåò íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k íàä Fp.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ êîíå÷íîãî ïîëÿ Fq ïîðîæäåíà àâòîìîðôèçìîì Ôðîáåíèóñà a 7→ ap, ãäå p �
ïðîñòîå ÷èñëî è q = pk. Êàêîâ ïîðÿäîê ýòîé ãðóïïû?

3. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ Fp[x], èìåþùèé êîðåíü â Fpk , ðàçëàãàåòñÿ â Fpk [x] íà ëèíåéíûå
ìíîæèòåëè.

4. Ïóñòü k ⊂ F � ðàñøèðåíèå ïîëåé. Ýëåìåíò a ∈ F íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì íàä k, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåêîòî-
ðîãî íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ k[x], è òðàíñöåíäåíòíûì íàä k â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíò a ∈ F ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì íàä k òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k(a) (íàèìåíüøåå ïîäïîëå
ïîëÿ F, ñîäåðæàùåå k è a) êîíå÷íîìåðíî, êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä k.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ýëåìåíò a ∈ F ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì íàä k, òî k(a) èçîìîðôíî k[x]/(ga), ãäå ga ∈ k[x]
� ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà a, à åñëè ýëåìåíò a ∈ F òðàíñöåíäåíòåí íàä k, òî k(a) èçîìîðôíî ïîëþ
ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé k(x).

5. Ðàñøèðåíèå ïîëåé k ⊂ F íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè âñå ýëåìåíòû ïîëÿ F àëãåáðàè÷åñêèå íàä k. Ïîëå íàçûâàåòñÿ
àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì, åñëè ëþáîé ìíîãî÷ëåí íàä íèì èìååò â íåì êîðåíü.

(a) Ïóñòü èìåþòñÿ òðè ïîëÿ k ⊂ F ⊂ L. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äâà èç ðàñøèðåíèé k ⊂ F, F ⊂ L, k ⊂ L ÿâëÿþòñÿ
àëãåáðàè÷åñêèìè, òî è òðåòüå òîæå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ðàñøèðåíèé (òî åñòü àë-
ãåáðàè÷åñêèõ ðàñøèðåíèé ñòåïåíè, áîëüøåé 1).

(c) ∗ Äîêàæèòå, ÷òî ó êàæäîãî ïîëÿ k åñòü àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå k � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå, ÿâëÿþùååñÿ
àëãåáðàè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì k.

6. Ïóñòü k ⊂ F � ðàñøèðåíèå ïîëåé. Ýëåìåíòû a1, . . . , an ∈ F íàçûâàþòñÿ àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûìè íàä k, åñëè
äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà f(x1, . . . , xn) ∈ k[x1, . . . , xn] åãî çíà÷åíèå f(a1, . . . , an) íå ðàâíî 0 â ïîëå F, è
àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìûìè â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî C ìèíèìàëüíûõ (ïî âêëþ÷åíèþ) ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà F, àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìûõ íàä k, ìíîæåñòâî I ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà F, àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ
íàä k, è ìíîæåñòâî B ìàêñèìàëüíûõ (ïî âêëþ÷åíèþ) ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà F, àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ íàä k.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè C1, C2 ∈ C, ïðè÷åì C1 ̸= C2, è e ∈ C1 ∩ C2, òî ñóùåñòâóåò C3 ∈ C, C3 ⊆ (C1 ∪ C2) \ {e}.
(b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè I1, I2 ∈ I, ïðè÷åì |I1| < |I2| < ∞, òî ñóùåñòâóåò e ∈ I2 \ I1, äëÿ êîòîðîãî I1 ∪ {e} ∈ I.

(c) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî B ñîäåðæèò êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî B ⊂ F, |B| = n, òî âñå ýëåìåíòû B ÿâëÿþòñÿ
êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ n. (Â ýòîì ñëó÷àå n íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ òðàíñöåíäåíò-
íîñòè F íàä k; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè áåñêîíå÷íà.)

(d) ∗ Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî B íåïóñòî, ïðè÷åì äëÿ ëþáûõ B1, B2 ∈ B è ëþáîãî a ∈ B1 \B2 ñóùåñòâóåò b ∈ B2 \B1

òàêîé, ÷òî (B1 \ {a}) ∪ {b} ∈ B.

(e) ∗ Ïóñòü âñå ýëåìåíòû B � áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà (òî åñòü ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè F íàä k áåñêîíå÷íà). Äîêà-
æèòå, ÷òî âñå îíè ðàâíîìîùíû.

7. (a) Äîêàæèòå, ÷òî ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè C íàä Q áåñêîíå÷íà.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íîëü, ÷üÿ ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè íàä Q êîíå÷íà (èëè äàæå ñ÷åòíà),
ìîæíî âëîæèòü â C.

(c) Äîêàæèòå òåîðåìó Ãàìèëüòîíà�Êýëè (äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ), èñïîëüçóÿ òîëüêî òî, ÷òî ìàòðèöà ëþáîãî êîì-
ïëåêñíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ïðèâîäèòñÿ ê âåðõíåòðåóãîëüíîìó âèäó, è òî, ÷òî n×n ìàòðèöà, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
ìíîãî÷ëåí êîòîðîé èìååò n ðàçíûõ êîðíåé, äèàãîíàëèçóåìà.

(Óêàçàíèÿ: òåîðåìà Ãàìèëüòîíà�Êýëè ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåêîòîðûé îïðåäåëåííûé íàáîð èç n2 ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè îò êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû A = (aij) (à èìåííî, êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû χA(A)) îáðàùàåòñÿ
â íîëü òîæäåñòâåííî íà ýëåìåíòàõ ïîëÿ. Äëÿ äèàãîíàëüíûõ è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äèàãîíàëèçóåìûõ ìàòðèö ýòî
âåðíî. Ïðîâåðüòå, ÷òî äèàãîíàëèçóåìûå ìàòðèöû ïëîòíû â ïðîñòðàíñòâå âñåõ êîìïëåêñíûõ n × n ìàòðèö, è ÷òî
ïîëèíîì, îáðàùàþùèéñÿ â íîëü íà âñþäó ïëîòíîì ïîäìíîæåñòâå ïðîñòðàíñòâà CN , òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ.
Âîñïîëüçóéòåñü âëîæåíèåì ïîëÿ ÷àñòíûõ êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ Z[a11, . . . , ann] â ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ÷òîáû
óñòàíîâèòü, ÷òî óïîìÿíóòûå öåëî÷èñëåííûå ìíîãî÷ëåíû � íóëåâûå è, ñëåäîâàòåëüíî, îáðàùàþòñÿ â íóëü íà ýëå-
ìåíòàõ ëþáîãî ïîëÿ.)



Àëãåáðà � I

Ëèñòîê 10

Òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ.

Ñðîê ñäà÷è çàäà÷ áåç çâåçäî÷åê � 25 ìàÿ.

1. Äîêàæèòå, ÷òî â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä ïîëåì k òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåê-

òîðîâ ðàâíî íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäèí èç âåêòîðîâ�ñîìíîæèòåëåé ðàâåí íóëþ.

2. Ïóñòü (ei) � áàçèñ n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà V , à (ei) � äâîéñòâåííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V ∗. Äîêàæèòå, ÷òî

òåíçîð
n∑

i=1
ei ⊗ ei ∈ V ⊗ V ∗ íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà (ei).

3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ èçîìîðôèçì Hom(V, V ) ∼−→ Hom(V, V )∗, ïîëó÷àþùèéñÿ êîìïîçèöèåé êàíîíè÷åñêèõ èçî-

ìîðôèçìîâ Hom(V, V ) ∼−→ V ∗ ⊗ V ∼−→ V ⊗ V ∗ ∼−→ V ∗∗ ⊗ V ∗ ∼−→ (V ∗ ⊗ V )∗ ∼−→ Hom(V, V )∗. Ñîïîñòàâèì åìó

áèëèíåéíóþ ôîðìó Φ íà ïðîñòðàíñòâå Hom(V, V ), çàäàííóþ ôîðìóëîé Φ(F1, F2) = (ϕ(F1))(F2). ßâëÿåòñÿ ëè
ýòà ôîðìà ñèììåòðè÷åñêîé? Êàê îíà âû÷èñëÿåòñÿ â òåðìèíàõ ìàòðèö îïåðàòîðîâ F1, F2?

4. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå GL(V )-ýêâèâàðèàíòíîå (òî åñòü ïåðåñòàíîâî÷íîå ñ äåéñòâèåì GL(V )) ëèíåéíîå îòîá-
ðàæåíèå V ∗ ⊗ V → k ïðîïîðöèîíàëüíî îòîáðàæåíèþ ñâåðòêè. (Ýëåìåíò g ∈ GL(V ) äåéñòâóåò â k òîæäå-

ñòâåííûì îïåðàòîðîì, à â V ∗ ⊗ V � ëèíåéíûì îïåðàòîðîì (g−1)∗ ⊗ g.)

5. Äîêàæèòå, ÷òî òåíçîð t ∈ V ∗ ⊗ W ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû k ðàçëîæèìûõ òåíçîðîâ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ðàíã ñîîòâåòñòâóþùåãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà èç Hom(V,W ) íå ïðåâîñõîäèò k.

6. Ïóñòü V,W � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, dimV = n, dimW = k.

(a) Ñêîëüêî îðáèò ó äåéñòâèÿ GL(V )×GL(W ) íà V ⊗W?

(b) Ñêîëüêî îðáèò ó äåéñòâèÿ GL(V ) íà V ∗ ⊗ V ? (Ýëåìåíò g ∈ GL(V ) äåéñòâóåò â V ∗ ⊗ V ëèíåéíûì îïåðà-

òîðîì (g−1)∗ ⊗ g.)

(c) Ñêîëüêî îðáèò ó äåéñòâèÿ GL(V ) íà S2V ∗? (Ýëåìåíò g ∈ GL(V ) äåéñòâóåò â S2V ∗ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì

S2(g−1)∗.)

7. ∗ Âû÷èñëèòå (Z/2Z)⊗Z (Z/3Z).

8. ∗ (Èíâàðèàíò Äåíà) Ïóñòü P � âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê â R3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç li äëèíû ðåáåð ìíîãî-

ãðàííèêà P , à ÷åðåç αi � âåëè÷èíû ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóãðàííûõ óãëîâ. Èíâàðèàíòîì Äåíà ìíîãîãðàííèêà

P íàçûâàåòñÿ Dehn(P ) =
∑

li ⊗ αi ∈ R⊗Q R/πQ.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîãîãðàííèê P ðàçáèò ïëîñêîñòüþ íà äâà ìíîãîãðàííèêà P1 è P2, òî Dehn(P ) =
Dehn(P1) + Dehn(P2).

(b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äâà ìíîãîãðàííèêà P1 è P2 ðàâíîñîñòàâëåíû (òî åñòü P1 ìîæåò áûòü ðàçáèò íà

ìåíüøèå ìíîãîãðàííèêè, èç êîòîðûõ ìîæíî ñîñòàâèòü P2), òî Dehn(P1) = Dehn(P2).

(c) Äîêàæèòå, ÷òî cosnφ âûðàæàåòñÿ êàê ìíîãî÷ëåí îò cosφ (ýòîò ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ n-ì ìíîãî÷ëåíîì

×åáûøåâà). ×åìó ðàâåí åãî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò? Äîêàæèòå, ÷òî arccos 1
3 íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì

êðàòíûì π.

(d) Äîêàæèòå, ÷òî êóá è ïðàâèëüíûé òåòðàýäð îäíîãî îáúåìà íå ÿâëÿþòñÿ ðàâíîñîñòàâëåííûìè.



Àëãåáðà � II

Ëèñòîê 1

Ãðóïïû.

Ñðîê ñäà÷è çàäà÷ 1�9 � 26 ñåíòÿáðÿ.

1. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ïîäãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ êîììóòàíò ãðóïïû, íîðìàëüíà.

2. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð ãðóïïû ïîðÿäêà pn ñîäåðæèò áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà (p � ïðîñòîå ÷èñëî,
n ∈ N).

3. Ñóùåñòâóþò ëè íåàáåëåâû ãðóïïû ïîðÿäêà p2?

4. Ïóñòü G � ãðóïïà âåðõíèõ óíèòðåóãîëüíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà 3 ñ ýëåìåíòàìè èç ïîëÿ F3.
Íàéäèòå ïîðÿäîê ãðóïïû G, åå öåíòð è êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ.

5. Ìîæåò ëè áûòü öèêëè÷åñêîé

(a) ôàêòîðãðóïïà íåêîììóòàòèâíîé ãðóïïû ïî åå öåíòðó?

(b) ãðóïïà âñåõ àâòîìîðôèçìîâ íåêîììóòàòèâíîé ãðóïïû?

6. Ñêîëüêî ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï â (a) GL2(Fp)? (b) GLn(Fp)?

7. Íàéäèòå êîììóòàíòû ãðóïï (a) S3; (b) A4; (c) D4; (d) S4; (e) Q8 (ãðóïïà Ãàìèëü-
òîíà); (f) D5.

8. (a) Äîêàæèòå, ÷òî êîììóòàíò ëþáîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé
ïîäãðóïïîé ãðóïïû G.

(b) Âåðíî ëè, ÷òî ëþáàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà êîììóòàíòà ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé
ïîäãðóïïîé ãðóïïû G?

9. Ïóñòü p, q � ïðîñòûå ÷èñëà, p < q.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p íå äåëèò q − 1, òî ëþáàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà pq � àáåëåâà. Ñêîëüêî èõ
(ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà)?

(b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p äåëèò q − 1, òî ñóùåñòâóåò íåàáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà pq. Ñêîëüêî
èõ (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà)?

10. Äîêàæèòå ðàçðåøèìîñòü ëþáîé ãðóïïû ïîðÿäêà

(a) pn, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, n ∈ N;
(b) pq, ãäå p, q � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà;

(c) p2q, ãäå p, q � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà;

(d) n < 60.

11. Ïóñòü ïîðÿäîê ãðóïïû G ðàâåí 60.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëî ñèëîâñêèõ 2-ïîäãðóïï â ãðóïïå G íå ðàâíî 5, òî ãðóïïà G
ðàçðåøèìà.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ãðóïïà G ïðîñòà, òî îíà èçîìîðôíà ãðóïïå A5.



Àëãåáðà � II

Ëèñòîê 1′ (äîïîëíèòåëüíûé)

Àâòîìîðôèçìû ñèììåòðè÷åñêèõ ãðóïï.

1. (a) Îïèøèòå êëàññû ñîïðÿæåííîñòè â çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïå An.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n ≥ 5 ãðóïïà An ïðîñòà.

2. (a) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé àâòîìîðôèçì ãðóïïû ïåðåâîäèò êëàññû ñîïðÿæåííîñòè â êëàññû
ñîïðÿæåííîñòè.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè àâòîìîðôèçì ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn ïåðåâîäèò òðàíñïîçèöèè â
òðàíñïîçèöèè, òî îí ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì.

(c) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n 6= 6 âñå àâòîìîðôèçìû ãðóïïû Sn ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè.

3. (a) Ïóñòü H � ïîäãðóïïà èíäåêñà 6 â S6. Òîãäà äåéñòâèå S6 íà ìíîæåñòâå ñìåæíûõ êëàññîâ
S6/H çàäàåò ãîìîìîðôèçì S6 → S6. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî àâòîìîðôèçì.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ïîäãðóïïà èíäåêñà 6 â S6 èçîìîðôíà S5.

4. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëÿ k ãðóïïà PGLn(k) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôàêòîðãðóïïà ãðóïïû
GLn(k) ïî ïîäãðóïïå ñêàëÿðíûõ ìàòðèö.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî äåéñòâèå ãðóïïû PGL2(F5) íà P1(F5) çàäàåò âëîæåíèå ýòîé ãðóïïû â S6.

(b) Îáîçíà÷èì ÷åðåç H îáðàç ýòîãî âëîæåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî H � ïîäãðóïïà èíäåêñà 6 â S6.

(c) Ðàññìîòðèì S5 êàê ïîäãðóïïó â S6, ñîñòîÿùóþ èç âñåõ ïåðåñòàíîâîê, îñòàâëÿþùèõ ýëå-
ìåíò 6 íà ìåñòå. Îïèøèòå âñå ïîäãðóïïû â S6, ñîïðÿæåííûå c íåé, è äîêàæèòå, ÷òî ïîä-
ãðóïïà H íå ñîïðÿæåíà ñ S5.

(d) Äîêàæèòå, ÷òî àâòîìîðôèçì ãðóïïû S6, çàäàâàåìûé ïî ïðåäûäóùåé çàäà÷å ïîäãðóï-
ïîé H, íå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì.

(e) Êóäà ýòîò àâòîìîðôèçì ïåðåâîäèò òðàíñïîçèöèè?

5. (a) Äîêàæèòå, ÷òî ôàêòîðãðóïïà Aut(S6)/ Int(S6) ãðóïïû âñåõ àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû S6 ïî
ïîäãðóïïå åå âíóòðåííèõ àâòîìîðôèçìîâ èçîìîðôíà Z/2Z.

(b) Âåðíî ëè, ÷òî Aut(S6) ∼= Int(S6)× Z/2Z?



Àëãåáðà � II

Ëèñòîê 2

Ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ñðîê ñäà÷è çàäà÷ 1�8 � 6 íîÿáðÿ.

1. Êàêèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìîãóò èìåòü îïåðàòîðû ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû äâèæåíèé òðå-
óãîëüíèêà D3?

2. Êàê äåéñòâóåò îïåðàòîð, ïðåäñòàâëÿþùèé ñèììåòðèþ òðåóãîëüíèêà, íà ñîáñòâåííûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâàõ îïåðàòîðà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ïîâîðîò?

3. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà D3 èìååò âñåãî òðè íåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèÿ: äâà
îäíîìåðíûõ è îäíî äâóìåðíîå.

4. Êëàññèôèöèðóéòå ïðîñòûå ìîäóëè íàä àññîöèàòèâíîé àëãåáðîé A, ãäå

(a) A = C[x]/(x2 − 3x + 2);

(b) A = C[x]/(x2 − 2x + 1).

5. ßâëÿåòñÿ ëè ïîëóïðîñòûì ëþáîé êîíå÷íîìåðíûé ìîäóëü íàä àëãåáðîé A èç ïðåäûäóùåé
çàäà÷è?

6. Íàéäèòå âñå òàêèå ãðóïïû G, äëÿ êîòîðûõ CG = C⊕ C⊕ C⊕ C (ïðÿìàÿ ñóììà àëãåáð).

7. Ïåðå÷èñëèòå âñå (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) êîíå÷íûå ãðóïïû G, äëÿ êîòîðûõ ãðóïïîâàÿ
àëãåáðà CG èçîìîðôíà

(a) ïðÿìîé ñóììå äâóõ ìàòðè÷íûõ àëãåáð;

(b) ïðÿìîé ñóììå òðåõ ìàòðè÷íûõ àëãåáð.

8. Ïóñòü V = C2 è (e1, e2) � ñòàíäàðòíûé áàçèñ V . Ðàññìîòðèì â òåíçîðíîé àëãåáðå T (V )
äâóñòîðîííèé èäåàë I, ïîðîæäåííûé (e1 ⊗ e1), (e2 ⊗ e2) è (e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 − 1). Îáîçíà÷èì
÷åðåç C ôàêòîðàëãåáðó T (V )/I.

(a) ×åìó ðàâíà ðàçìåðíîñòü àëãåáðû C?

(b) Ïóñòü X =

(
0 1
0 0

)
è Y =

(
0 0
1 0

)
. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå

àëãåáðû C, ïåðåâîäÿùåå e1 â X, à e2 â Y . ßâëÿåòñÿ ëè îíî íåïðèâîäèìûì?

(c) Ïåðå÷èñëèòå âñå (ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè) íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåá-
ðû C.

9. Ïóñòü V � n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C, à q � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà
V . Àëãåáðîé Êëèôôîðäà C(q) íàçûâàåòñÿ ôàêòîðàëãåáðà òåíçîðíîé àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà V
ïî äâóñòîðîííåìó èäåàëó, ïîðîæäåííîìó ýëåìåíòàìè âèäà v ⊗ v − q(v). ×åìó ðàâíà ðàçìåð-
íîñòü C(q)?

10. Ïóñòü V = W ∗ ⊕W è q � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà V , çàäàííàÿ ôîðìóëîé q((ϕ,w)) = ϕ(w).
Ïîëîæèì M = Λ(W ).

(a) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Êëèôôîðäà C(q) â ïðî-
ñòðàíñòâå M , ïåðåâîäÿùåå (ϕ, 0) ∈ V â îïåðàòîð âíóòðåííåãî óìíîæåíèÿ íà ϕ ∈ W ∗, à
(0, w) � â îïåðàòîð âíåøíåãî óìíîæåíèÿ íà w ∈ W .

(b) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû C(q) ýêâèâàëåíòíî ýòîìó
ïðåäñòàâëåíèþ.



Àëãåáðà � II

Ëèñòîê 3

Õàðàêòåðû.

Ñðîê ñäà÷è çàäà÷ ñ 1 ïî 7 � 30 íîÿáðÿ.

1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íîé ãðóïïû èçîìîðôíî ñâîåìó ñîïðÿæåííîìó òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå çíà÷åíèÿ åãî õàðàêòåðà âåùåñòâåííû.

2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g íååäèíè÷íîé êîíå÷íîé ãðóïïû G ñóùåñòâóåò òàêîé
íåòðèâèàëüíûé íåïðèâîäèìûé êîìïëåêñíûé õàðàêòåð χ ãðóïïû G, ÷òî χ(g) 6= 0.

3. Ïóñòü ε � îäíîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû S4, â êîòîðîì êàæäàÿ ïåðåñòàíîâêà äåéñòâóåò
óìíîæåíèåì íà ñâîé çíàê, ρ � åå ïðåäñòàâëåíèå âðàùåíèÿìè êóáà, à τ � åå ïðåäñòàâëåíèå
ñèììåòðèÿìè òåòðàýäðà. Äîêàæèòå, ÷òî ρ⊗ ε ' τ è τ ⊗ ε ' ρ.

4. Ðàçëîæèòå íà íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèå S4 â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé íà ðåáðàõ òåòðàýäðà.

5. Ïóñòü ρ � íåïðèâîäèìîå äâóìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû S3.

(a) Ðàçëîæèòå S2ρ è S3ρ â ïðÿìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî Sn+6ρ ' Snρ⊕κ, ãäå ÷åðåç κ îáîçíà÷åíî ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû
G, à n ∈ N.

(c) Îïèøèòå ðàçëîæåíèå Snρ â ïðÿìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ äëÿ ëþáîãî n ∈ N.
(d) Îïèøèòå àëãåáðó âñåõ G-èíâàðèàíòíûõ ïîëèíîìîâ íà V , ãäå V � ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ ρ.

6. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, H ⊂ G � ïîäãðóïïà (íå îáÿçàòåëüíî íîðìàëüíàÿ), X = G/H
� ìíîæåñòâî ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ, íà êîòîðîì ãðóïïà G äåéñòâóåò ëåâûìè óìíîæåíè-
ÿìè. Äîêàæèòå, ÷òî õàðàêòåð ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâå CX âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå:

χ(C) =
|G| · |C ∩H|
|C| · |H|

,

ãäå C � êëàññ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G. (Íàïîìíèì, ÷òî òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ íà-
çûâàþòñÿ êâàçèðåãóëÿðíûìè.)

7. Ïóñòü ïåðåñå÷åíèå êëàññà ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ C ⊂ G ñ ïîäãðóïïîé H ⊂ G ðàñêëàäûâà-
åòñÿ â äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå C ∩H = D1t· · ·tDs êëàññîâ H-ñîïðÿæåííîñòè. Äîêàæèòå,
÷òî çíà÷åíèå íà C õàðàêòåðà ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G, èíäóöèðîâàííîãî ñ ïðîèçâîëüíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ ρ ïîäãðóïïû H, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

χInd ρ(C) =
|G|

|C| · |H|

s∑
i=1

|Di| · χρ(Di).

8∗. Ïóñòü ρ : G → GL(V ) � òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íîé ãðóïïû G (òî åñòü G ' ρ(G)).
Äîêàæèòå, ÷òî â ðàçëîæåíèÿõ åãî òåíçîðíûõ ñòåïåíåé âñòðå÷àþòñÿ âñå íåïðèâîäèìûå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ãðóïïû G.



Àëãåáðà � II

Ëèñòîê 4

Ïðåäñòàâëåíèÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ãðóïï.

Ñðîê ñäà÷è 18 äåêàáðÿ.

Óñëîâèìñÿ íàçûâàòü òàâòîëîãè÷åñêèì n-ìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn â
ïðîñòðàíñòâå Cn, ïðè êîòîðîì ïåðåñòàâëÿþòñÿ áàçèñíûå âåêòîðû ñòàíäàðòíîãî áàçèñà. Òàâòî-
ëîãè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé òðèâèàëüíîãî îäíîìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ è
(n − 1)-ìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïîé (íåñîáñòâåííûõ) äâèæåíèé ñòàíäàðòíîãî ïðàâèëüíîãî
(n− 1)-ìåðíîãî ñèìïëåêñà. Ýòî ïîñëåäíåå ïðåäñòàâëåíèå ìû áóäåì íàçûâàòü ñèìïëèöèàëüíûì.

(1) Äîêàæèòå, ÷òî ñèìïëèöèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû íåïðèâîäèìî, è
âû÷èñëèòå åãî õàðàêòåð.

(2) Âû÷èñëèòå ñêàëÿðíûé êâàäðàò (îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé ýðìèòîâîé ñòðóêòóðû íà C[Sn])
õàðàêòåðà k-òîé âíåøíåé ñòåïåíè òàâòîëîãè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóï-
ïû à) S4; á) Sn.

(3) Âûâåäèòå èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è, ÷òî âñå âíåøíèå ñòåïåíè ñèìïëèöèàëüíîãî ïðåäñòàâëå-
íèÿ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû íåïðèâîäèìû (äëÿ ýòîãî ðàçëîæèòå âíåøíþþ ñòåïåíü òàâ-
òîëîãè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â ñóììó ïîäõîäÿùèõ âíåøíèõ ñòåïåíåé ñèìïëèöèàëüíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ).

(4) Îáîçíà÷èì ÷åðåç Symk : V ⊗k → V ⊗k (ñîîòâåòñòâåííî, Altk : V ⊗k → V ⊗k) îïåðàòîð ñèì-
ìåòðèçàöèè (ñîîòâåòñòâåííî, àíòèñèììåòðèçàöèè). Óêàæèòå ÿâíî òàêîé íåíóëåâîé òåíçîð
τ ∈ V ⊗3, äëÿ êîòîðîãî

Sym3(τ) = Alt3(τ) = 0.

(5) Ñ êàæäîé òàáëèöåé Þíãà, ïîñòðîåííîé ïî äèàãðàììå Þíãà λ, ñâÿæåì ñëåäóþùèå òðè
ýëåìåíòà ãðóïïîâîé àëãåáðû CSn:

aλ =
∑
σ∈R

σ, bλ =
∑
σ∈C

sgn(σ) · σ, cλ = aλ · bλ

ãäå R,C ⊆ G � ïîäãðóïïû, ñîõðàíÿþùèå ñîîòâåòñòâåííî ñòðîêè è ñòîëáöû âûáðàííîé
òàáëèöû Þíãà. Ýëåìåíò cλ íàçûâàåòñÿ ñèììåòðèçàòîðîì Þíãà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Vλ
ëåâûé èäåàë, ïîðîæäåííûé cλ â CSn. Äîêàæèòå, ÷òî Vλ � åäèíñòâåííûé (ñ òî÷íîñòüþ äî
èçîìîðôèçìà) ïðîñòîé CSn-ìîäóëü, âõîäÿùèé êàê â IndSn

R C1, òàê è â IndSn
C Cε, ãäå C1 �

òðèâèàëüíûé îäíîìåðíûé CR-ìîäóëü, à Cε � çíàêîïåðåìåííûé îäíîìåðíûé CC-ìîäóëü.
Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ïî äèàãðàììå Þíãà λ íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Sn

â ïðîñòðàíñòâå Vλ (ñîîòâåòñòâóþùåãî åñòåñòâåííîé ñòðóêòóðå CSn-ìîäóëÿ íà Vλ) íàçûâà-
åòñÿ êîíñòðóêöèåé Øóðà.

(6) Äîêàæèòå, ÷òî îäíîìåðíûå òðèâèàëüíîå è çíàêîïåðåìåííîå ïðåäñòàâëåíèÿ ñèììåòðè÷å-
ñêîé ãðóïïû ïîëó÷àþòñÿ ïðèìåíåíèåì êîíñòðóêöèè Øóðà ê äèàãðàììàì

· · ·︸ ︷︷ ︸
n

è n

 ...

ñîîòâåòñòâåííî.
(7) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ïðèìåíåíèè êîíñòðóêöèè Øóðà ê òðàíñïîíèðîâàííûì äèàãðàììàì

Þíãà ïîëó÷àòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ äðóã îò äðóãà òåíçîðíûì óìíîæåíèåì íà
îäíîìåðíîå çíàêîïåðåìåííîå ïðåäñòàâëåíèå.

(8) Óñòàíîâèòå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïðåäñòàâëåíèÿìè Øóðà ãðóïï S3 è S4 è íåïðèâîäèìûìè
ïðåäñòàâëåíèÿìè ýòèõ ãðóïï, îïèñàííûìè ãåîìåòðè÷åñêè â çàäà÷àõ èç ïðîøëûõ ëèñòêîâ.

(9) Äîêàæèòå, ÷òî k-òàÿ âíåøíÿÿ ñòåïåíü ñèìïëèöèàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñèììåòðè÷åñêîé
ãðóïïû ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì êîíñòðóêöèè Øóðà ê äèàãðàììå-êðþêó

k+1

 .



Алгебра-2 (матфак ВШЭ 2015-2016): расширения полей
листок 1

Срок сдачи листка 1 февраля (сданные позже задачи учитываются с
коэффициентом 1/2). Вклад листков в оценку - половина (другая половина
- оценка за контрольную, или средний балл по контрольным, если вдруг их
окажется несколько). В каждом листке есть простой теорвопрос, он стоит
двух задач, но пока он не сдан, баллы за листок не засчитываются.

1 (этот самый вопрос) ПустьK поле, x – элемент некоторого расширения
K. Докажите, что следующие утверждения эквивалентны: а) x алгебраи-
чен над K (т.е. удовлетворяет полиномиальному уравнению с коэффициен-
тами из K) б) K[x] – конечномерное векторное пространство над K в) K[x]
– поле г) K[x] = K(x).

2 Пусть R – коммутативное ассоциативное кольцо с единицей без делите-
лей нуля, а x удовлетворяет полиномиальному уравнению с коэффициента-
ми из R. Верно ли, что R[x] конечно порождено как R-модуль? При каком
(разумном) условии на коэффициенты уравнения это окажется верным?

3 Пусть Q(x) – поле рациональных функций от одной переменной, а f, g

взаимно простые многочлены (не константы). Рассмотрим подполе Q( f(x)g(x) ).

Покажите, что Q(x) алгебраично над Q( f(x)g(x) ), а Q( f(x)g(x) ) трансцедентно над

Q. Найдите степень расширения [Q(x) : Q( f(x)g(x) )].

4 Пусть L – алгебраическое расширение K и f : L→ L – гомоморфизм
над K. Докажите, что f изоморфизм (указание: выведите это из соответ-
ствующего факта для конечных расширений). Верно ли это утверждение,
если L не является алгебраическим?

5 Найдите минимальный многочлен e
2πi
5 над Q, над Q(i) и над Q(

√
5).

6 Пусть m,n положительные числа, не являющиеся квадратами. Про-
верьте, что Q(

√
m,
√
n) = Q(

√
m+

√
n), найдите [Q(

√
m+

√
n) : Q] и мини-

мальный многочлен
√
m+

√
n над Q.

В дальнейшем Fq обозначает конечное поле из q элементов.
7 Пусть q – степень простого числа. Докажите эквивалентность следу-

ющих утверждений: X3 − 1 распадается на линейные множители над Fq ;
−3 является квадратом в Fq; q ≡ 1 (mod 3).

8 Докажите, что многочлен f степени d приводим над Fq тогда и только
тогда, когда он имеет корень в Fql для некоторого l ≤ d/2.

9 Докажите, что многочлен X4 + 1 приводим над полем Fp для лю-
бого простого p, но неприводим над Z (для приводимости воспользуйтесь
предыдущим упражнением).

10 Пусть p простое. Докажите, что многочлен Xp − a неприводим над
полем K тогда и только тогда, когда у него нет корня в K (указание: как
может выглядеть какой-либо сомножитель? воспользуйтесь тождеством
Безу.)

11 Пусть p простое. Докажите, что Xp −X − 1 неприводим над Fp.

1



Алгебра-2 (матфак ВШЭ 2015-2016): расширения полей, ли-
сток 2

Срок сдачи листка 26 февраля (просроченная задача оценивается как
ползадачи, сданные в срок).

1 Сформулируйте и докажите теорему о продолжении гомоморфизмов
в алгебраически замкнутое поле.

2 Найдите степень поля разложения X5 − 7 над Q и (X2 − 3)(X3 − 2)
над Q.

3 Найдите степень поля разложения X6 +X3 + 1 над Fp, p ≡ 1(9); над
Fp, p ≡ 7(9); над Fp, p ≡ 2(9).

4 Пусть K поле характеристики p и a алгебраичен над K. Покажите,
что a сепарабелен тогда и только тогда, когда K(a) = K(ap

n

) для всех
n ∈ N.

Поле характеристики p называется совершенным, если все его элемен-
ты - p-е степени. Например, конечные поля совершенны (почему?). Все
расширения совершенного поля сепарабельны.

5 а) Пусть k алгебраически замкнутое поле характеристики p, и K =
k(T ). Обозначим un корень многочлена Xpn − T в K, и пусть Kn = K(un).

Какова степень Kn над K? Покажите, что Kn = (Kn+1)
p (здесь Lp

обозначает подполе p-х степеней в L).
б) Выведите отсюда, что K(u1, ...un, ....) совершенное поле, и что все

конечные чисто несепарабельные расширения K - это Kn.
6 Какие из следующих алгебр являются полями? произведениями по-

лей? опишите эти поля.
Q(
√
2)⊗Q Q(

√
2), Q( 3

√
2)⊗Q Q(

√
2), Q( 4

√
2)⊗Q Q(

√
2).

7 Тот же вопрос для F2(
√
T )⊗F2(T ) F2(

√
T ), F4(

3
√
T )⊗F4(T ) F4(

3
√
T ).

Расширение L поля K называется нормальным, если это поле разло-
жения семейства многочленов над K, и расширением Галуа, если оно нор-
мально и сепарабельно. В этом случае группа автоморфизмов L над K
называется группой Галуа.

8 Пусть a = 4
√
5. Покажите, что Q(ia2) нормально над Q, что Q(a+ ia)

нормально над Q(ia2), но Q(a+ ia) не является нормальным над Q.
9 Покажите, что cos( 2π9 ) алгебраичен над Q, и что Q(cos( 2π9 )) – нор-

мальное расширение Q.
10 a) Пусть группа G транзитивно действует на множестве из p элемен-

тов, где p простое число. Докажите, что образ G в группе подстановок Sp
содержит p-цикл.

б) Выведите отсюда, что группа Галуа поля разложения неприводимого
многочлена P ∈ Q[X] простой степени p, у которого ровно p− 2 веществен-
ных корня, есть Sp.

11 Пусть S ⊂ F (X1, ..., Xn) поле симметрических рациональных функ-
ций от n переменных с коэффициентами в поле F . Покажите, что F (X1, ..., Xn)
– расширение Галуа поля S, степени n!.

1



Алгебра-2 (2015-2016): расширения полей, листок 3

Сдавать листок можно вплоть до 25 марта. Каждый пункт оценива-
ется отдельно (а теорвопрос, как обычно, в 2 пункта).

1 Пусть поле L конечное расширение поляK. Докажите, что |AutKL| ≤
[L : K]. В каком случае достигается равенство и почему?

2 Пусть E расширение Галуа F , а P ∈ F [x] неприводим над F . По-
кажите, что все неприводимые сомножители P над E имеют одну и ту
же степень.

3 Пусть K поле разложения X4 − 2 над Q, и G = Gal(K/Q).
а) Покажите, что G ∼= D4, и найдите неподвижное подполе KC , где

C центр G.
б) Какие подгруппы порядка 4 есть в G? Опишите квадратичные

расширения Q, содержащиеся в K.
в) Опишите подрасширения K степени 4 над Q. Какие из них - рас-

ширения Галуа?

4
а) Пусть F поле характеристики 6= 2 и E расширение Галуа степени

4 над F . Докажите, что имеется квадратичное над F подрасширение
K ⊂ E, и что существуют такие a, b, ε ∈ F , что E = F (

√
a+ b

√
ε).

б) Пусть теперь a, b, ε ∈ F таковы, что
√
ε 6∈ F и

√
a+ b

√
ε 6∈ F (

√
ε).

Покажите, что E = F (
√
a+ b

√
ε) нормально над F тогда и только тогда,

когда a2 − εb2 является квадратом в F (
√
ε).

в) Выведите отсюда, что если E расширение Галуа F , то a2− εb2 = u2

или a2 − εb2 = εu2 для некоторого u ∈ F , и укажите группу Галуа в
каждом из этих двух случаев.

5
С помощью теории Галуа покажем, что C алгебраически замкнуто.

Из анализа используем только теорему о промежуточном значении: из
нее следует, что любой многочлен нечетной степени в R[X] имеет корень
в R.

Пусть K - конечное расширение Галуа R, содержащее C, и G =
Gal(K/R).

а) Покажите, что порядок G - степень двойки и выведите из этого,
что в Gal(K/C), если она нетривиальна, есть подгруппа индекса 2.

1



б) Покажите, что C = R(i) не имеет расширений степени 2, и выве-
дите отсюда, что C алгебраически замкнуто.

6
а) Пусть p простое число, K поле характеристики p. Обозначим

Φ : K → K отображение Φ(x) = xp − x, и пусть La (a ∈ K) поле разло-
жения Xp −X − a. Покажите, что La = Lb тогда и только тогда, когда
существует такой l ∈ F∗

p, что b − al ∈ ImΦ (указание: посмотрите на
действие группы Галуа на корнях соответствующих многочленов).

б) Пусть теперь car(K) 6= p, и K содержит все корни Xp − 1. Пусть
Ma (a ∈ K∗) поле разложения Xp − a. Покажите, что Ma = Mb (b ∈ K∗)
тогда и только тогда, когда существует такое целое l, (l, p) = 1, что b

al
–

p-я степень в K.
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