
Ïðîãðàììà êîëëîêâèóìà

Îïðåäåëåíèÿ:

Êîììóòàòèâíîå êîëüöî, ïîëå, ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì, ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü,
ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà, áàçèñ, ðàçìåðíîñòü, ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå (ëèíåéíûé
îïåðàòîð), ÿäðî è îáðàç ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ, ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ, ïðÿìàÿ ñóììà, ìàòðèöà íàä ïîëåì k, ïðîèçâå-
äåíèå ìàòðèö, åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ìàòðèöà, òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà, ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ,
ìàòðèöà çàìåíû áàçèñà, ïåðåñòàíîâêà èç n ýëåìåíòîâ, ïðîèçâåäåíèå ïåðåñòàíîâîê, çíàê ïåðåñòàíîâêè, îïðåäåëèòåëü
ìàòðèöû, ìèíîð ìàòðèöû, ðàíã ìàòðèöû, ôàêòîðïðîñòðàíñòâî, äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî, äâîéñòâåííûé áàçèñ, àí-
íóëÿòîð ïîäïðîñòðàíñòâà, ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð.

Òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû:

1. Äîêàæèòå, ÷òî êîìïëåêñíûå ÷èñëà îáðàçóþò ïîëå. Äîêàæèòå ôîðìóëó Ìóàâðà.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè êàæäóþ ìàòðèöó ìîæíî ïðèâåñòè ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Îïè-
øèòå ìåòîä Ãàóññà ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

3. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè è îïðåäåëåííîñòè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â òåðìèíàõ
ñòóïåí÷àòîãî âèäà (ðàñøèðåííîé) ìàòðèöû ñèñòåìû. Äîêàæèòå, ÷òî îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ñóììà åå ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ è îáùåãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé
ñèñòåìû.

4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö âûïîëíåíû ñâîéñòâà àññîöèàòèâíîñòè è äèñòðèáóòèâíîñòè îòíîñèòåëüíî
ñëîæåíèÿ.

5. Ñôîðìóëèðóéòå è îáîñíóéòå àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ñòðîê.

6. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ïîðîæäåíî êîíå÷íûì ñåìåéñòâîì âåêòîðîâ, òî â íåì åñòü êîíå÷íûé
áàçèñ, è âñå áàçèñû èìåþò ðàâíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî â êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå
ëþáîå ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ñåìåéñòâî âåêòîðîâ ìîæíî äîïîëíèòü äî áàçèñà.

7. Íàïèøèòå è äîêàæèòå ôîðìóëó, âûðàæàþùóþ ðàçìåðíîñòü ñóììû äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ ÷åðåç ðàçìåðíîñòè ñàìèõ
ïîäïðîñòðàíñòâ è ðàçìåðíîñòü èõ ïåðåñå÷åíèÿ.

8. Íàïèøèòå è äîêàæèòå ôîðìóëó ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà F : V → V ïðè çàìåíå áàçèñà.

9. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ F : V → W ïîäõîäÿùèì âûáîðîì áàçèñîâ â V è W
ìàòðèöà F ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê áëî÷íîìó âèäó (E 0

0 0 ), ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Êàê ñâÿçàíû ðàçìåðíîñòè
ÿäðà è îáðàçà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ?

10. Äîêàæèòå, ÷òî çíàê ïðîèçâåäåíèÿ ïåðåñòàíîâîê ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ èõ çíàêîâ, è ÷òî çíàê ëþáîé òðàíñïîçèöèè
ðàâåí ìèíóñ åäèíèöå.

11. Äîêàæèòå, ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ ïîëèëèíåéíîé êîñîñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé åå ñòîëáöîâ.

12. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ïîëèëèíåéíàÿ êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñòîëáöîâ êâàäðàòíîé ìàòðèöû ïðîïîðöèî-
íàëüíà îïðåäåëèòåëþ. Âûâåäèòå ôîðìóëó äëÿ îïðåäåëèòåëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö.

13. Íàïèøèòå è äîêàæèòå ôîðìóëû äëÿ èçìåíåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ïðè ýëåìåíòàðíîì ïðåîáðàçîâàíèè ñòðîê (ñòîëáöîâ).
Äîêàæèòå, ÷òî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íåâûðîæäåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå îïðåäåëèòåëü îòëè÷åí îò íóëÿ.

14. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå ôîðìóëû Êðàìåðà äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

15. Íàïèøèòå è äîêàæèòå ôîðìóëó äëÿ îáðàòíîé ìàòðèöû ÷åðåç àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ.

16. Äîêàæèòå, ÷òî òðè îïðåäåëåíèÿ ðàíãà ìàòðèöû (÷åðåç ñòðîêè, ñòîëáöû è ìèíîðû) ýêâèâàëåíòíû.

17. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîíå÷íîìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V äâàæäû äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî V ∗∗ êàíîíè-
÷åñêè èçîìîðôíî V .

18. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâà W êîíå÷íîìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî
W ∗ êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíî ôàêòîðïðîñòðàíñòâó V ∗/Ann(W ).

19. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó î ñâÿçè ÿäðà è îáðàçà ñîïðÿæåííîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ñ ÿäðîì è îáðàçîì
èñõîäíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.



Ïðîãðàììà êîëëîêâèóìà � 2

Îïðåäåëåíèÿ:

Ãðóïïà; ïîäãðóïïà; ïîðÿäîê ãðóïïû; öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà; ïîðÿäîê ýëåìåíòà ãðóïïû; ãîìîìîðôèçì ãðóïï; äåé-
ñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå; îðáèòà; ñòàáèëèçàòîð (ñòàöèîíàðíàÿ ïîäãðóïïà); íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà; ôàêòîðãðóïïà;
âíóòðåííèé àâòîìîðôèçì ãðóïïû; êëàññ ñîïðÿæåííîñòè; ñâîáîäíàÿ ãðóïïà; ãðóïïà, çàäàííàÿ îáðàçóþùèìè è ñîîò-
íîøåíèÿìè; àáåëåâà ãðóïïà; ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà êîíå÷íîãî ðàíãà; ïðÿìàÿ ñóììà àáåëåâûõ ãðóïï; ïðÿìîå ïðî-
èçâåäåíèå êîëåö; êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ; ôóíêöèÿ Ýéëåðà; îáëàñòü öåëîñòíîñòè; ïîëå ÷àñòíûõ; åâêëèäîâî êîëüöî;
êîëüöî ãàóññîâûõ öåëûõ ÷èñåë; èäåàë; ôàêòîðêîëüöî; ãëàâíûé èäåàë; îáðàòèìûå è ïðîñòûå (íåïðèâîäèìûå) ýëåìåíòû
â îáëàñòè öåëîñòíîñòè; ôàêòîðèàëüíîå êîëüöî.

Ôîðìóëèðîâêè:

Òåîðåìà Ëàãðàíæà; ôîðìóëà îðáèò; ôîðìóëà Áåðíñàéäà; òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìàõ ãðóïï; ñâîéñòâî óíèâåðñàëüíîñòè
ãðóïïû, çàäàííîé îáðàçóþùèìè è ñîîòíîøåíèÿìè; êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ; òåîðåìà î êëàññèôèêàöèè êîíå÷íî
ïîðîæäåííûõ àáåëåâûõ ãðóïï; òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìàõ êîëåö.

Òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû:

1. Äîêàæèòå òåîðåìó Ëàãðàíæà è ôîðìóëó îðáèò. Äîêàæèòå ôîðìóëó Áåðíñàéäà.

2. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ ïåðåñòàíîâêà åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ.
Îïèøèòå êëàññû ñîïðÿæåííîñòè â ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå.

3. Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå ôàêòîðãðóïïû ïî íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå. Äîêàæèòå òåîðåìó î ãîìîìîðôèçìàõ ãðóïï.

4. Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå ñâîáîäíîé ãðóïïû ñ çàäàííûì ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ.

5. Äîêàæèòå ñâîéñòâî óíèâåðñàëüíîñòè ãðóïïû, çàäàííîé îáðàçóþùèìè è ñîîòíîøåíèÿìè.

6. Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå ôàêòîðêîëüöà ïî èäåàëó. Äîêàæèòå òåîðåìó î ãîìîìîðôèçìàõ êîëåö.

7. Äîêàæèòå êèòàéñêóþ òåîðåìó îá îñòàòêàõ. Äîêàæèòå ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü ôóíêöèè Ýéëåðà.

8. Äîêàæèòå, ÷òî ðàíã ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû êîððåêòíî îïðåäåëåí (äëÿ ñëó÷àÿ êîíå÷íîãî ðàíãà). Äîêàæèòå,
÷òî ëþáàÿ ïîäãðóïïà ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû êîíå÷íîãî ðàíãà ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïîé.

9. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àáåëåâà ãðóïïà èçîìîðôíà êîíå÷íîé ïðÿìîé ñóììå ïðèìàðíûõ öèê-
ëè÷åñêèõ è áåñêîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ.

10. Äîêàæèòå, ÷òî íàáîð ïîðÿäêîâ ïðèìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ è áåñêîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï, ïðÿìîé ñóììå êîòî-
ðûõ èçîìîðôíà äàííàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àáåëåâà ãðóïïà, îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî.

11. Äîêàæèòå, ÷òî â åâêëèäîâîì êîëüöå ëþáîé èäåàë - ãëàâíûé, ïðè÷åì ôàêòîðêîëüöî ïî èäåàëó ÿâëÿåòñÿ ïîëåì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýëåìåíò, ïîðîæäàþùèé ýòîò èäåàë, ïðîñò.

12. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå åâêëèäîâî êîëüöî ôàêòîðèàëüíî.

13. Äîêàæèòå, ÷òî íàòóðàëüíîå ÷èñëî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â
åãî ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè êàæäîå ïðîñòîå ÷èñëî âèäà 4n+ 3 âõîäèò â ÷åòíîé ñòåïåíè.



Ïðîãðàììà êîëëîêâèóìà � 3

Îïðåäåëåíèÿ:

Ìîäóëü íàä êîììóòàòèâíûì êîëüöîì; ãîìîìîðôèçì ìîäóëåé; ïîäìîäóëü è ôàêòîðìîäóëü; ñâîáîäíûé ìîäóëü êîíå÷-

íîãî ðàíãà; öèêëè÷åñêèé ìîäóëü; ôðîáåíèóñîâà íîðìàëüíàÿ ôîðìà ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà; æîðäàíîâà íîð-

ìàëüíàÿ ôîðìà ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íà àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì; õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

ëèíåéíîãî îïåðàòîðà; ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ëèíåéíîãî îïåðàòîðà; ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííûå âåêòîðû è

ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà; êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà; êîìïëåêñèôèêàöèÿ è îâåùåñòâëåíèå; áèëèíåéíûå è êâàäðà-

òè÷íûå ôîðìû; ïîëÿðèçàöèÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû; ïîëóòîðàëèíåéíûå ôîðìû; åâêëèäîâû è ýðìèòîâû ñêàëÿðíûå ïðî-

èçâåäåíèÿ; ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð; ñèììåòðè÷åñêèå, êîñîñèììåòðè÷åñêèå è îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû â åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå; ýðìèòîâû, êîñîýðìèòîâû è óíèòàðíûå îïåðàòîðû â ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå; íîðìàëüíûå îïåðàòîðû;

ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå.

Ôîðìóëèðîâêè:

Òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìàõ ìîäóëåé; òåîðåìà î êëàññèôèêàöèè êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ìîäóëåé íàä åâêëèäîâûì êîëü-

öîì; òåîðåìà Ãàìèëüòîíà�Êýëè; çàêîí èíåðöèè; êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà; òåîðåìà ßêîáè; òåîðåìà Äåêàðòà; ëåììà Ãàóññà.

Òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû:

1. Äîêàæèòå òåîðåìó Ãàìèëüòîíà�Êýëè.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì çàäàí îïåðàòîð, ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó åãî êîðíåâûõ ïîäïðî-

ñòðàíñòâ.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ó ëþáîãî íèëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðà åñòü æîðäàíîâ áàçèñ.

4. Äîêàæèòå, ÷òî â æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå îïåðàòîðà íàáîð ðàçìåðîâ æîðäàíîâûõ êëåòîê äëÿ êàæäîãî

ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî.

5. Äîêàæèòå, ÷òî ó ëþáîé ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè åñòü îðòîãîíàëüíûé áàçèñ.

6. Äîêàæèòå çàêîí èíåðöèè.

7. Äîêàæèòå êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà.

8. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå èìååò îðòîíîðìèðîâàííûé ñîáñòâåí-

íûé áàçèñ. Äîêàæèòå, ÷òî â âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå ëþáûå äâå ñèììåòðè÷åñêèå áèëèíåéíûå ôîðìû, îäíà èç

êîòîðûõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, ìîãóò áûòü îäíîé çàìåíîé áàçèñà îäíîâðåìåííî ïðèâåäåíû ê äèàãîíàëüíîìó

âèäó.

9. Äîêàæèòå, ÷òî â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ëþáîé îðòîãîíàëüíûé èëè êîñîñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð ìîæåò áûòü

îðòîãîíàëüíîé çàìåíîé ïðèâåäåí ê áëî÷íî-äèàãîíàëüíîìó âèäó ñ áëîêàìè ðàçìåðà íå áîëüøå 2.

10. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé íîðìàëüíûé îïåðàòîð â ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå èìååò îðòîíîðìèðîâàííûé ñîáñòâåííûé

áàçèñ.

11. Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà â êîíå÷íîìåðíîì åâêëèäîâîì èëè ýðìè-

òîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî îäíîçíà÷íî èçâëå÷ü êâàäðàòíûé êîðåíü, ÿâëÿþùèéñÿ ïîëîæèòåëüíûì ñàìîñîïðÿæåí-

íûì îïåðàòîðîì. Äîêàæèòå, ÷òî ó ëþáîãî íåâûðîæäåííîãî îïåðàòîðà â åâêëèäîâîì èëè ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå.

12. Äîêàæèòå òåîðåìó Äåêàðòà.

13. Äîêàæèòå ëåììó Ãàóññà.

14. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ íàä ôàêòîðèàëüíûì êîëüöîì ôàêòîðèàëüíî.



Ïðîãðàììà êîëëîêâèóìà � 4

Îïðåäåëåíèÿ:

Ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû, ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû, ïîëíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû, ñòå-
ïåííûå ñóììû, ðåçóëüòàíò äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ, äèñêðèìèíàíò ìíîãî÷ëåíà, ðàñøèðåíèå ïîëåé, àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñ-
öåíäåíòíûå ýëåìåíòû ðàñøèðåíèÿ, ñòåïåíü ðàñøèðåíèÿ, ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà, òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåê-
òîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, òåíçîðíàÿ àëãåáðà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ñèììåòðè÷åñêèå è êîñîñèììåòðè÷åñêèå òåíçîðû,
ñèììåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, âíåøíÿÿ àëãåáðà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, Ãðàññìàíîâà àëãåáðà ñ
n îáðàçóþùèìè, òåíçîðû òèïà (p, q), ñâåðòêà, âíóòðåííåå ïðîèçâåäåíèå íà êîâåêòîð (â òåíçîðíîé àëãåáðå, â ñèììåòðè-
÷åñêîé àëãåáðå, âî âíåøíåé àëãåáðå), êîìïëåêñ àáåëåâûõ ãðóïï (âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ), òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
ãîìîëîãèè êîìïëåêñà, öåïíîå îòîáðàæåíèå (ìîðôèçì êîìïëåêñîâ), öåïíàÿ ãîìîòîïèÿ.

Òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû:

1. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèòü â âèäå ìíîãî÷ëåíà
îò ýëåìåíòàðíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ.

2. Âûâåäèòå ôîðìóëû Íüþòîíà, ñâÿçûâàþùèå ñòåïåííûå ñóììû ñ ýëåìåíòàðíûìè ñèììåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè.

3. Íàïèøèòå è äîêàæèòå ôîðìóëû, âûðàæàþùèå ðåçóëüòàíò äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ýòèõ ìíîãî-
÷ëåíîâ, ÷åðåç èõ êîðíè, à òàêæå ÷åðåç çíà÷åíèÿ îäíîãî èç ìíîãî÷ëåíîâ â êîðíÿõ äðóãîãî.

4. Äîêàæèòå ôîðìóëó, âûðàæàþùóþ äèñêðèìèíàíò ìíîãî÷ëåíà ÷åðåç ðåçóëüòàíò ýòîãî ìíîãî÷ëåíà è åãî ïðîèçâîä-
íîé.

5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà íàä ïîëåì k ñóùåñòâóåò åãî ïîëå ðàçëîæåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëå ðàçëî-
æåíèÿ ìíîãî÷ëåíà îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà q, ÿâëÿþùåãîñÿ ñòåïåíüþ ïðîñòîãî ÷èñëà, ñóùåñòâóåò ïîëå èç q ýëåìåíòîâ,
ïðè÷åì âñå ïîëÿ èç q ýëåìåíòîâ èçîìîðôíû.

7. Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ êàê óíèâåðñàëüíîãî áèëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ, äîêàæèòå ñóùå-
ñòâîâàíèå òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è åãî åäèíñòâåííîñòü ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

8. Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå êàíîíè÷åñêèõ èçîìîðôèçìîâ V ⊗W ∼= W⊗V , U⊗(V ⊗W ) ∼= (U⊗V )⊗W , U⊗(V ⊕W ) ∼=
(U ⊗ V )⊕ (U ⊗W ), Hom(V,W ) ∼= V ∗ ⊗W , (V ⊗W )∗ ∼= V ∗ ⊗W ∗.

9. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå ñâîéñòâî óíèâåðñàëüíîñòè k-é ñèììåòðè÷åñêîé ñòåïåíè âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Äî-
êàæèòå, ÷òî ñèììåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà èçîìîðôíà àëãåáðå ìíîãî÷ëåíîâ îò n ïåðåìåííûõ.

10. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå ñâîéñòâî óíèâåðñàëüíîñòè k-é âíåøíåé ñòåïåíè âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Äîêàæèòå,
÷òî âíåøíÿÿ àëãåáðà n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà èçîìîðôíà àëãåáðå Ãðàññìàíà ñ n îáðàçóþùèìè.

11. Äîêàæèòå, ÷òî ìîðôèçì êîìïëåêñîâ èíäóöèðóåò ìîðôèçì ãîìîëîãèé, ïðè÷åì ãîìîòîïíûå ìîðôèçìû êîìïëåê-
ñîâ èíäóöèðóþò îäèíàêîâûå ìîðôèçìû ãîìîëîãèé. Äîêàæèòå, ÷òî ó ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ êîìïëåêñîâ
ãîìîëîãèè èçîìîðôíû.



Ýêçàìåí ïî àëãåáðå. 1 êóðñ.
29 îêòÿáðÿ.

Âàðèàíò I.

Çàäà÷à 1. Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé Ìóàâðà, óïðîñòèòå âûðàæåíèå:

cos(φ)− cos(3φ) + cos(5φ)− cos(7φ) + . . .+ (−1)n−1 cos((2n− 1)φ)

Çàäà÷à 2. Èçâåñòíî, ÷òî 4 íåïðåðûâíûå ôóíêöèè f(x), g(x), h(x), k(x) ëèíåéíî çàâèñèìû,
ïðè÷åì èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ýòèõ ôóíêöèé â òî÷êàõ −1, 0, 1, 2:
f(−1) = 3, f(0) = 1, f(1) = −5, f(2) = 4;
g(−1) = 4, g(0) = 3, g(1) = −2, g(2) = 1;
h(−1) = 2, h(0) = 4, h(1) = −3, h(2) = 1;
k(−1) = 1, k(0) = 2, k(1) = −6, k(2) = 4.
Äîêàæèòå, ÷òî íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó ýòèìè ôóíêöèÿìè åäèíñòâåííà ñ
òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, è íàéäèòå ýòó çàâèñèìîñòü.

Çàäà÷à 3. Îïèøèòå ìíîæåñòâî òàêèõ 2× 3 ìàòðèö X = ( x11 x12 x13
x21 x22 x23 ), ÷òî(

1 3
2 5
−2 4

)
X =

(
1 5 2
2 9 3
−1 1 −6

)
.

Çàäà÷à 4. Âû÷èñëèòå êîëè÷åñòâî 5×7 ìàòðèö ðàíãà 1 íàä êîíå÷íûì ïîëåì èç q ýëåìåíòîâ.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü V = Q[x]64 � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè ñòåïåíè íå âûøå 4. Ïóñòü A : V → V � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿ-
þùåå ìíîãî÷ëåíó f(x) ìíîãî÷ëåí f(x − 1) − f(x + 3), ñîîòâåòñòâåííî B : V → V � ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå, îïðåäåëåííîå ïî ïðàâèëó Bf(x) = f(2x− 1)− 2f(2x+ 1) + f(2x+ 3).

(a) Çàïèøèòå ìàòðèöû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A,B â êàêîì-íèáóäü óäîáíîì äëÿ âàñ áàçèñå.
(b) Âû÷èñëèòå ðàçìåðíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ îáðàçîâ îòîáðàæåíèé Im(A) ∩ Im(B).

Çàäà÷à 6.

(a) Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü (n+ 1)× (n+ 1) ìàòðèöû

 λ 1 2 ... n−1 n
1 λ 2 ... n−1 n
1 2 λ ... n−1 n
... ...

1 2 3 ... λ n
1 2 3 ... n λ

 .

(b) Ïðè êàêèõ λ äàííàÿ ìàòðèöà ìîæåò áûòü ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê

ïðèâåäåíà ê ìàòðèöå

(
0 0 ... 0 1
0 0 ... 1 1
... ...

1 1 ... 1

)
?

Çàäà÷à 7. Ïóñòü V1, V2 � äâà ïîäïðîñòðàíñòâà â êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå
V íàä ïîëåì k. Âûðàçèòå (V1 + V2)

0 ⊂ V ∗ (àííóëÿòîð ïîäïðîñòðàíñòâà V1 + V2 ⊂ V ) ÷åðåç V 0
1 è

V 0
2 (àííóëÿòîðû ïîäïðîñòðàíñòâ V1 è V2). Îòâåò îáîñíóéòå.



Ýêçàìåí ïî àëãåáðå. 1 êóðñ.
29 îêòÿáðÿ.

Âàðèàíò II.

Çàäà÷à 1. Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé Ìóàâðà, óïðîñòèòå âûðàæåíèå:

sin(φ)− sin(3φ) + sin(5φ)− sin(7φ) + . . .+ (−1)n−1 sin((2n− 1)φ)

Çàäà÷à 2. Èçâåñòíî, ÷òî 4 íåïðåðûâíûå ôóíêöèè f(x), g(x), h(x), k(x) ëèíåéíî çàâèñèìû,
ïðè÷åì èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ýòèõ ôóíêöèé â òî÷êàõ −1, 0, 1, 2:
f(−1) = 3, f(0) = 1, f(1) = −3, f(2) = 2;
g(−1) = 4, g(0) = 3, g(1) = −2, g(2) = 5;
h(−1) = 2, h(0) = −1, h(1) = −4, h(2) = −1;
k(−1) = 1, k(0) = 2, k(1) = −3, k(2) = 4.
Äîêàæèòå, ÷òî íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó ýòèìè ôóíêöèÿìè åäèíñòâåííà ñ
òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, è íàéäèòå ýòó çàâèñèìîñòü.

Çàäà÷à 3. Îïèøèòå ìíîæåñòâî òàêèõ 2× 3 ìàòðèö X = ( x11 x12 x13
x21 x22 x23 ), ÷òî(

1 4
4 7
3 1

)
X =

( −1 3 1
1 3 4
5 −2 3

)
.

Çàäà÷à 4. Âû÷èñëèòå êîëè÷åñòâî òðîåê ëèíåéíî çàâèñèìûõ âåêòîðîâ â âåêòîðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå ðàçìåðíîñòè 9 íàä êîíå÷íûì ïîëåì èç q ýëåìåíòîâ ïðè óñëîâèè, ÷òî êàæäàÿ ïàðà èç ýòîé
òðîéêè äîëæíà áûòü ëèíåéíî íåçàâèñèìîé.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü V = Q[x]64 � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè ñòåïåíè íå âûøå 4. Ïóñòü A : V → V � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿ-
þùåå ìíîãî÷ëåíó f(x) ìíîãî÷ëåí f(x + 1) − f(x − 2), ñîîòâåòñòâåííî B : V → V � ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå, îïðåäåëåííîå ïî ïðàâèëó Bf(x) = f(x+ 3)− 2f(x+ 2) + f(x+ 1).

(a) Çàïèøèòå ìàòðèöû ýòèõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â êàêîì-íèáóäü óäîáíîì äëÿ âàñ áàçèñå
â V .

(b) Âû÷èñëèòå ðàçìåðíîñòü ñóììû îáðàçîâ îòîáðàæåíèé Im(A) + Im(B).

Çàäà÷à 6.

(a) Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü (n+ 1)× (n+ 1) ìàòðèöû

 1 λ λ2 λ3 ... λn

1 1 λ λ2 ... λn−1

2 2 1 λ ... λn−2

... ...
n−1 n−1 n−1 n−1 ... λ
n n n n ... 1

 .

(b) Ïðè êàêèõ λ äàííàÿ ìàòðèöà ìîæåò áûòü ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê

ïðèâåäåíà ê ìàòðèöå

(
0 1 ... n−1 n
1 2 ... n 0
... ...

n 0 ... 0

)
?

Çàäà÷à 7. Ïóñòü V1, V2 � äâà ïîäïðîñòðàíñòâà â êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå
V íàä ïîëåì k. Âûðàçèòå (V1 ∩ V2)

0 ⊂ V ∗ (àííóëÿòîð ïîäïðîñòðàíñòâà V1 ∩ V2 ⊂ V ) ÷åðåç V 0
1 è

V 0
2 (àííóëÿòîðû ïîäïðîñòðàíñòâ V1 è V2). Îòâåò îáîñíóéòå.



Ýêçàìåí ïî àëãåáðå

Âàðèàíò I

(1) Äîêàæèòå, ÷òî ãîìîìîðôèçì ãðóïïû ïîðÿäêà 1001 = 7 · 11 · 13 â ãðóïïó ïåðåñòàíîâîê S7

âñåãäà èìååò íåòðèâèàëüíîå ÿäðî.
(2) Íàéäèòå âñå öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ 533x+ 442y = 26.
(3) Íàéäèòå ïîðÿäîê ýëåìåíòà x+ 2y â àáåëåâîé ãðóïïå, çàäàííîé äâóìÿ îáðàçóþùèìè x, y

è äâóìÿ ñîîòíîøåíèÿìè 2x+ 2y = 0 = 6x+ 10y.
(4) Äîêàæèòå, ÷òî

(a) ìíîæåñòâî 3× 3 âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö íàä F7 ñ åäèíèöàìè íà ãëàâíîé äèàãî-
íàëè îáðàçóþò ãðóïïó;

(b) ýòà ãðóïïà èçîìîðôíà ãðóïïå, çàäàííîé 3 îáðàçóþùèìè a, b, c è ñîîòíîøåíèÿìè

a7 = b7 = c7 = e, ac = ca, bc = cb, ab = cba.

(5) (a) Êàêîâ ìèíèìàëüíûé ïîðÿäîê àáåëåâîé ãðóïïû, êîòîðàÿ èìååò ïîäãðóïïû ïîðÿäêîâ
6, 4 è 10?

(b) Îïèøèòå âñå òàêèå ãðóïïû è ïðåäúÿâèòå â íèõ ïîäãðóïïû ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîðÿä-
êîâ.

(6) Íàéäèòå òàêîé ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ F3[x], ÷òî f(2) = 1, îñòàòîê f ïðè äåëåíèè íà x2+x− 1
ðàâåí 3, à îñòàòîê f ïðè äåëåíèè íà x3+x ðàâåí 2, èëè îáúÿñíèòå, ÷òî òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ
íå ñóùåñòâóåò.

Ýêçàìåí ïî àëãåáðå

Âàðèàíò II

(1) Äîêàæèòå, ÷òî ãîìîìîðôèçì ãðóïïû ïîðÿäêà 115 = 5 · 23 â ãðóïïó ïåðåñòàíîâîê S5

âñåãäà èìååò íåòðèâèàëüíîå ÿäðî.
(2) Íàéäèòå âñå öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ 552x+ 513y = 15.
(3) Íàéäèòå ïîðÿäîê ýëåìåíòà 2x+ y â àáåëåâîé ãðóïïå, çàäàííîé äâóìÿ îáðàçóþùèìè x, y

è äâóìÿ ñîîòíîøåíèÿìè 3x+ 6y = 0 = 6x+ 9y.
(4) Äîêàæèòå, ÷òî

(a) ìíîæåñòâî 3× 3 âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö íàä F5 ñ åäèíèöàìè íà ãëàâíîé äèàãî-
íàëè îáðàçóþò ãðóïïó;

(b) ýòà ãðóïïà èçîìîðôíà ãðóïïå, çàäàííîé 3 îáðàçóþùèìè a, b, c è ñîîòíîøåíèÿìè

a5 = b5 = c5 = e, ac = ca, bc = cb, ab = cba.

(5) (a) Êàêîâ ìèíèìàëüíûé ïîðÿäîê àáåëåâîé ãðóïïû, êîòîðàÿ èìååò ïîäãðóïïû ïîðÿäêîâ
6, 9 è 15?

(b) Îïèøèòå âñå òàêèå ãðóïïû è ïðåäúÿâèòå â íèõ ïîäãðóïïû ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîðÿä-
êîâ.

(6) Íàéäèòå òàêîé ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ F3[x], ÷òî f(1) = 1, îñòàòîê f ïðè äåëåíèè íà x2 + 1
ðàâåí x + 1, à îñòàòîê f ïðè äåëåíèè íà x3 + x2 − x ðàâåí 1, èëè îáúÿñíèòå, ÷òî òàêèõ
ìíîãî÷ëåíîâ íå ñóùåñòâóåò.



Âàðèàíò I

Çàäà÷à 1. Êàêîé ìîæåò áûòü æîðäàíîâà íîðìàëüíàÿ ôîðìà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â C5, ìèíèìàëü-
íûé ìíîãî÷ëåí êîòîðîãî ðàâåí (x− 2)2(x− 1)? Îïèøèòå âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû.

Çàäà÷à 2. Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà v ∈ C6 îáîçíà÷èì çà Wv ìèíèìàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â C6 ñî-

äåðæàùåå v è èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A =

( 5 1 1 0 0 0
0 5 1 1 0 0
0 0 5 1 0 0
0 0 0 5 0 0
0 0 0 0 5 0
0 0 0 0 1 5

)
. Ïðåäúÿâèòå âåêòîð v, òàêîé ÷òî

dimWv ìàêñèìàëüíî.

Çàäà÷à 3. Íàéäèòå âñå êîðíè 3-åé ñòåïåíè èç ìàòðèöû A =
( −26 9
−54 19

)
. (Òî åñòü íàéäèòå âñå âåùå-

ñòâåííûå ìàòðèöû B, äëÿ êîòîðûõ B3 = A, èëè îáúÿñíèòå, ÷òî òàêîâûõ íå ñóùåñòâóåò.)

Çàäà÷à 4. Âû÷èñëèòå ñèãíàòóðó êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íà ïðîñòðàíñòâå R[x]63 ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè
íå âûøå 3, ñîïîñòàâëÿþùåé ìíîãî÷ëåíó f(x) ïðîèçâåäåíèå åãî çíà÷åíèé â òî÷êàõ 1 è 2.

Çàäà÷à 5. Íà ïðîñòðàíñòâå V = R4 çàäàíà áèëèíåéíàÿ ôîðìà b(x, y) = x1y1 − x2y2 − x4y4 + 2x1y2 +
2x2y1+2x2y3+2x3y2+4x3y4+4x4y3. Äëÿ êàæäîãî ïîäïðîñòðàíñòâàW ⊂ V îáîçíà÷èì åãî îðòîãîíàë (ìíî-
æåñòâî âñåõ îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ) îòíîñèòåëüíî ýòîé ôîðìû ÷åðåç W⊥. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå
çíà÷åíèå dim(W +W⊥)?

Çàäà÷à 6. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A â R3 çàäàåòñÿ ìàòðèöåé
(

1 0 2
0 1 2
1 0 0

)
. Âû÷èñëèòå îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé

ê A îòíîñèòåëüíî áèëèíåéíîé ôîðìû, àññîöèèðîâàííîé ñ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé q(x) = x2
1+x2

2+2x1x3+
2x2x1.

Çàäà÷à 7. Ïóòåì ðàöèîíàëüíîé çàìåíû áàçèñà ìàòðèöà îïåðàòîðà

(
2 −2 −2 2
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

)
áûëà ïðèâåäåíà ê

áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå B. Êàêîâû ìîãóò áûòü ðàçìåðû áëîêîâ ìàòðèöû B?

Âàðèàíò II

Çàäà÷à 1. Êàêîé ìîæåò áûòü æîðäàíîâà íîðìàëüíàÿ ôîðìà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â C6, ìèíèìàëü-
íûé ìíîãî÷ëåí êîòîðîãî ðàâåí (x+ 2)2(x− 1)2? Îïèøèòå âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû.

Çàäà÷à 2. Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà v ∈ C6 îáîçíà÷èì çà Wv ìèíèìàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â C6 ñîäåð-

æàùåå v è èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A =

 3 0 0 0 0 0
1 3 0 0 0 0
0 1 3 0 0 0
1 0 1 3 0 0
0 0 0 0 3 −1
0 0 0 0 0 3

. Ïðåäúÿâèòå âåêòîð v, òàêîé ÷òî

dimWv ìàêñèìàëüíî.

Çàäà÷à 3. Íàéäèòå âñå êîðíè 3-åé ñòåïåíè èç ìàòðèöû A = ( 6 7
−14 −15 ). (Òî åñòü íàéäèòå âñå âåùå-

ñòâåííûå ìàòðèöû B, äëÿ êîòîðûõ B3 = A, èëè îáúÿñíèòå, ÷òî òàêîâûõ íå ñóùåñòâóåò.)

Çàäà÷à 4. Âû÷èñëèòå ñèãíàòóðó êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íà ïðîñòðàíñòâå R[x]63 ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè
íå âûøå 3, ñîïîñòàâëÿþùåé ìíîãî÷ëåíó f(x) ïðîèçâåäåíèå åãî çíà÷åíèé â òî÷êàõ −1 è 3.

Çàäà÷à 5. Íà ïðîñòðàíñòâå V = R4 çàäàíà áèëèíåéíàÿ ôîðìà b(x, y) = x2y2 + x3y3 + x4y4 + 2x1y2 +
2x2y1+2x2y3+2x3y2+2x3y4+2x4y3. Äëÿ êàæäîãî ïîäïðîñòðàíñòâàW ⊂ V îáîçíà÷èì åãî îðòîãîíàë (ìíî-
æåñòâî âñåõ îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ) îòíîñèòåëüíî ýòîé ôîðìû ÷åðåç W⊥. ×åìó ðàâíî ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå dim(W ∩W⊥)?

Çàäà÷à 6. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A â R3 çàäàåòñÿ ìàòðèöåé
(

1 2 0
0 1 2
0 1 0

)
. Âû÷èñëèòå îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé

ê A îòíîñèòåëüíî áèëèíåéíîé ôîðìû, àññîöèèðîâàííîé ñ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé q(x) = x2
2+x2

3+2x1x3+
4x2x3.

Çàäà÷à 7. Ïóòåì ðàöèîíàëüíîé çàìåíû áàçèñà ìàòðèöà îïåðàòîðà

(
3 1 0 0
−6 0 1 0
3 0 0 1
−3 0 0 0

)
áûëà ïðèâåäåíà ê

áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå B. Êàêîâû ìîãóò áûòü ðàçìåðû áëîêîâ ìàòðèöû B?



Ýêçàìåí ïî àëãåáðå

19 èþíÿ 2015.

Âàðèàíò I.

Çàäà÷à 1. Èñêëþ÷èòå x èç ñèñòåìû óðàâíåíèé:{
x2 + 3xy + 3y2 − 3 = 0;
x2y + xy2 + 6 = 0.

Çàäà÷à 2. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí f(x) = x3−2x+2. Åñòü ëè ó íåãî êðàòíûå êîðíè â C? Äëÿ êàêèõ
ïðîñòûõ p ó ýòîãî ìíîãî÷ëåíà åñòü êðàòíûå êîðíè â àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîì ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p?

Çàäà÷à 3. Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð â Qn, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χA(λ) êîòîðîãî

ðàâåí λn − 5λ2 + aλ.
(a) Äëÿ k = 1, . . . , n íàéäèòå tr(Ak); tr(ΛkA); tr(SkA).
(b) Ïðè n = 5 è a = 0 íàéäèòå ñòåïåíü ìèíèìàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ F ⊃ Q, íàä êîòîðûì äàííûé

îïåðàòîð A äèàãîíàëèçóåì (ïðè óñëîâèè, ÷òî îí äèàãîíàëèçóåì íàä êàêèì-íèáóäü ðàñøèðåíèåì).

Çàäà÷à 4. Ïóñòü A,B : C3 → C3 � íèëüïîòåíòíûå îïåðàòîðû ðàíãà 2. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíûé

ðàçìåð æîðäàíîâîé êëåòêè â æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå îïåðàòîðà A⊗B.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü (e1, e2, e3) � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , à (f1, f2, f3, f4, f5) � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà W .

Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ðàçëîæèìûõ òåíçîðîâ, â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè êîòîðûõ ìîæíî âû-

ðàçèòü t ∈ V ⊗W , ãäå t = e1 ⊗ f1 + e2 ⊗ f2 + e3 ⊗ f3 +2e1 ⊗ f2 +2e2 ⊗ f1 + e1 ⊗ f2 +4e1 ⊗ f5 +3e2 ⊗ f3+
+ 5e3 ⊗ f2 + 2e1 ⊗ f3 + e2 ⊗ f4 − e3 ⊗ f4 + 5e2 ⊗ f5 + 3e3 ⊗ f5.

Çàäà÷à 6. Ïóñòü V � äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä C ñ áàçèñîì (e1, e2), è ïóñòü (e
1, e2) � äâîéñòâåí-

íûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V ∗. Â ïðîñòðàíñòâå W = ΛV ðàññìîòðèì îïåðàòîð A, äåéñòâóþùèé âíåøíèì

óìíîæåíèåì íà e1 + 3e2, è îïåðàòîð B, äåéñòâóþùèé âíóòðåííèì óìíîæåíèåì íà e2. Âû÷èñëèòå îïå-
ðàòîð AB +BA.

Ýêçàìåí ïî àëãåáðå

19 èþíÿ 2015.

Âàðèàíò II.

Çàäà÷à 1. Èñêëþ÷èòå x èç ñèñòåìû óðàâíåíèé:{
x2 + xy + y2 − 3 = 0;
x2y + 3xy2 + 2y3 − 6 = 0.

Çàäà÷à 2. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí f(x) = x3+2x−2. Åñòü ëè ó íåãî êðàòíûå êîðíè â C? Äëÿ êàêèõ
ïðîñòûõ p ó ýòîãî ìíîãî÷ëåíà åñòü êðàòíûå êîðíè â àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîì ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p?

Çàäà÷à 3. Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð â Qn, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χA(λ) êîòîðîãî

ðàâåí λn − aλ+ 3.
(a) Äëÿ k = 1, . . . , n íàéäèòå tr(Ak); tr(ΛkA); tr(SkA).
(b) Ïðè n = 3 è a = 0 íàéäèòå ñòåïåíü ìèíèìàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ F ⊃ Q, íàä êîòîðûì äàííûé

îïåðàòîð A äèàãîíàëèçóåì.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü A : C2 → C2 � íèëüïîòåíòíûé îïåðàòîð ðàíãà 1, à B : C4 → C4 � íèëüïîòåíòíûé

îïåðàòîð ðàíãà 3. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð æîðäàíîâîé êëåòêè â æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå

îïåðàòîðà A⊗B.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü (e1, e2, e3) � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , à (f1, f2, f3, f4, f5) � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà W .

Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ðàçëîæèìûõ òåíçîðîâ, â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè êîòîðûõ ìîæíî âû-

ðàçèòü t ∈ V ⊗W , ãäå t = e1 ⊗ f1 + e2 ⊗ f2 + e3 ⊗ f3 + 2e1 ⊗ f2 + 2e2 ⊗ f1 + e2 ⊗ f1 + 2e1 ⊗ f5 − e2 ⊗ f3+
+ 5e3 ⊗ f2 + e1 ⊗ f3 + e2 ⊗ f5 − 2e3 ⊗ f5 + e3 ⊗ f1 + 3e3 ⊗ f5.

Çàäà÷à 6. Ïóñòü V � äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä C ñ áàçèñîì (e1, e2), è ïóñòü (e
1, e2) � äâîéñòâåí-

íûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V ∗. Â ïðîñòðàíñòâå W = ΛV ðàññìîòðèì îïåðàòîð A, äåéñòâóþùèé âíåøíèì

óìíîæåíèåì íà e2, è îïåðàòîð B, äåéñòâóþùèé âíóòðåííèì óìíîæåíèåì íà e1−e2. Âû÷èñëèòå îïåðàòîð
AB +BA.


