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Tekintsiink egy, a z-tengely koriil forgd pontszerii részecskét. Keressiink egy olyan 1 kvantumaéllapotot,

melyre a perdiilet z-komponensének szorasa AL, < h/4xw! Tekintettel a ¢ azimutszog és az L, perdi-

letkomponens kézdtti hatarozatlansagi relaciora - nem talaljuk furcsanak az ilyen allapotok létezését?
(Fejos Gergely)
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A probléma motivaciéja

A feladat a latszolagos paradoxonok azon csaladjiba tartozik, amely a kvantummechanikaban hasznalt fogal-
mak pontos matematikai hatterének ismeretében oldhato fel.

A hatarozatlansagi relaciét igen sokszor
h

alakban lathatjuk felirva. Hogy ez nem lehet igaz, arra intuitivan konnyt ellenpéldat talalni: mivel ¢ bi-
zonytalansidga nem lehet nagyobb 2m-nél, a feladatban is megnevezett AL, < h/4m allapotok sértik a fenti
bizonytalansagi relaciot.

Ilyen allapotot nem kiilénésebben nehéz talalni, trividlisan ilyenek az L, operator sajatallapotai.
Ennek fényében logikusan kévetkezik, hogy a fentiek koziil legalabb egy allitas (a bizonytalansagi relacio, vagy
a szogbizonytalansag korlatossaga, esetleg az impulzusmomentum sajatallapotok létezése) nem igaz. Mint az
alabbiakban kideriil, a bizonytalansagi relacié fenti alakja nem fog teljesiilni.

A fazisoperator heurisztikus kezelése

A klasszikus mechanikdban a polarkoordinata és az erre merdleges impulzusmomentum-komponens kanoniku-
san konjugalt mennyiségek. A kvantumelméletben a fizikai mennyiségekhez hermitikus operatorokat rendeliink.

Kissé precizebben: A : Dy — H stirtin értelmezett, linearis, énadjungalt operatornak feleltetjiik meg,
ahol az "adjungélt" definicidja kiilon adott, és altalaban nem esik egybe a véges dimenzids lineéris algebraban
tanultakkal, a D4 stirti halmazt pedig kdzvetve a Stone-tétel definidlja, ugyanakkor a gyakorlatban sokszor a
Schwartz-térre szoritkozunk.

Miel6tt a probléma preciz targyalasat megadjuk, hasznos a szokasos naiv 1épéseken vazlatosan atfutni.
A kvantummechanika kényvek tobbségében szerepel a nemkommutal6 operatorokra vonatkozo bizonytalansagi
relacio levezetése:

1
AAAB > S[((4, B)|. @)
Gombi, vagy henger koordinata-rendszert felvéve, L, = —zha—, és a polarszog ¢ operdtorat ezzel a koordiné-
2

tazassal naivan @i (p) — ¥(p)p Osszefiiggés definialja.
Ebbol kévetkezik, hogy [L.,¢] = —ihl. Ebbdl, a fentiekkel egyiitt mar kovetkezik 1. Kérdés, hogy ebben
a heuresztikus levezetésben hol kovettiink el hibat.



A fazisoperator problémaija

Valamelyest jol ismert probléma, hogy a fazis kielégit§ leirasa a kvantumelmélet korai szakaszatél nem volt
megoldott.

Az 1950-es évekre, a mézerek és lézerek feltaldlasa utan ez még jelent&sebb lett. A nehézséget az okozza,
hogy ¢ vagy tobbértékd, vagy nem folytonos. Emiatt a szokdsos megkozelités az volt, hogy ¢ kézvetlen
definidlasa helyett a periodikus és folytonos sin ¢ és cos ¢ fliggvényeket definidltdk és hasznéltak. A fazis és
szOg-operatorok elss kielégits leirdsa az 1980-as években jelent meg, a Pegg-Barnett formalizmus keretén beliil
[2-3].

A fazis/szog-operator definidlasa tobbféle megkozelitéssel is lehetseges [4]. A legf6bb szempontok az ope-
rator megkonstrualasa soran:

-A mérhet§ értekek halmaza, vagyis a spektrum a [0, 27)] intervallumot fedi le.

-A szam/impulzusmomentum sajatéllapotok esetén a szégmérés eredménye legyen teljesen véletlnszert.

-A szam/impulzusmomentum operatorok fazis/szog-eltolasokat generalnak, és forditva.

Az egyik gyakran hasznalt lehetGség a Susskind-Glogower operator, ennek a problémaja hogy a sajatallapota-
ira nem teljesiil teljességi/ortogonalitasi Gsszefiiggés.
A féazis-operator megfelels definidlasaban tjabban is torténnek jelentGs lépések, lasd [6].

Ez alapjan lathaté, hogy magénak a ¢ operdtornak a definici6ja sem magétol értet6ds, ebbél eredGen
maga a feladat is kiilén-kiilon elvégzendd lenne minden egyes definicié esetén. Ezt természetesen nem fogjuk
megtenni.

A naiv szégoperator bizonytalansagi relaciéja

A tovabbiakban [7] alapjan targyaljuk a problémét. Az intuitiven is lathato, hogy ¢-val valo szorzas az L? tér
strd részhalmazéan értelmezhetd, illetve ez a miivelet 6nadjungalt:

(g, 0f) = (eg, f) Vf,9 € D,.
Az L, operéatorra pedig az 6nadjungéltsag a kovetkezs feltételt adja:
2
| (027 = @eay' ) = =in(g* @m)p2m) — g O)FO) =0 S E DL, (3
Ez az L, operator értelmezési tartomanyara val6 megszoritast jelent:

Dp.={feH | ffeH Vv f(0)=f(2m)}.

Nem lényeges, de megjegyezziik, hogy (itt nem részletezett lépéseken keresztiil) a kommutéator értelmezési
tartomaéanya:

Di.g={feH | ffeH v f(0)=f(2r) =0}

Irjuk fel a hatarozatlansagi relacié altalanos alakjat, a kovetkezs jelolésekkel:

(A= (. A0) 5 (ByA) = (A~ (A1)l
ApA BB > L|{0,ilA, BIY) === li(Av, BY) — i(By, A)|. (1)
6nadjungaltsagbol



A hatarozatlansagi relacio mindkét oldalanak értelmezési tartoménya ilyen alakban D N Dp.
Legyen most A = L, , és B = ¢. Ekkor az értelmezési tartomany Dy, "D, = Dy,_. A hatérozatlansagi relacio,
a belsd szorzatok kifejtésével:

o~ oY

1 ) B o h 2T .
AyL: Dpp = SliLath, @) — (P, Lay)| = 2‘ /0 ~ 0 o — i P do| =
_w%
2T 2T A
5| [T~ |evu] | = G- 2mlvemp 6
0 0

Nem lepddhetiink meg azon, hogy a bizonytalansagok szorzata elvben tetsz6legesen kicsi lehet. Az impulzus-
momentum sajatallapotai esetén ez éppen nulla lesz.

Akkor hol a probléma?

A fenti naiv fazisoperator, bar matematikailag szabatosan vizsgalhaté, fizikai szamolasokhoz csak fenntarta-
sokkal hasznélhat6. Ez konnyen belathato, ha példaul a szog/fazis varhato értékét vagy szorasat szeretnénk
kiszamolni adott hullamfiiggvény esetén.

A varhaté érték példaul w, a szoras pedig nagy lehet, ha a hullamfiiggvény jol lokalizdlt a 0; 27 dtmenet
kérnyékén. Ezt formalisan ugy mondhatjuk, hogy ezek a mennyiségek nem transzformélédnak megfelelGen a
koordinatarendszer forgatasara.

Végss soron ez az oka annak, hogy a naiv "kanonikusan kvantalt szog"-t6l eltéré mennyiségeket hasznalnak.

1. 4bra. Azonos alaku, eltolt szogeloszléasok. Naiv szamolas szerint (¢1)={(pa2)=7 , A1 ~ 0.5 , Apy =~ 2.7.

A probléma eredete azonban nem kvantummechanikai, hiszen klasszikus faziseloszlasok esetén is fennallnak
ugyanezek a problémak a varhaté értékre és szordsra. A statisztikai eloszlasok megfelels kezeléséhez tjra kell
definialni a statisztikai momentumokat, figyelembe véve az értelmezési tartomany periodicitdsat. Ehhez két
megkozelitést foglalunk 6ssze réviden:

I. Vezessiik be a cos ¢, sin ¢ operatorokat. A részletek mell6zésével kozoljiik az alabbi hatarozatlansagi relaci-
okat:

i 2 o* B 2T B

ApL. Aysing > 2’/0 —sing gfdso] _ 2‘/0 cossow*wdso’ = Pl{cos )], (©)
i 2 * A 2m A

AyL, Aycosp > — / — Cos goaw ¢d¢ =— / — sin ey hdp| = =|(— sin @)|. (7)
2 0 8@ 2 0 2



A szdg varhato értékét ezen operatorokkal fejezhetjiik ki:

(9) = atan (s, cosi) ). )

Szorés jellegli mennyiség definialésara is tobbféle lehetéség van. Az egyik a cirkularis variancia:

Var(p) = 1 — +/(sin )2 + (cos ¢)2. (e [0,1]) (9)

Ha a fenti képen lathato két eloszlas esetében kifejezziik a szog-bizonytalansag mértéket, 2mVar(p) ~ 0.75 .
Egy maésik lehetdség a cirkularis standard eltérés:

S(p) = \/hl (1/((sin @)? + {cos ¢)?)). (€ [0,00]) (10)

Kiertékelve, a cirkularis standard eltérésre S(p) = 0.5 értéket kapunk, ami jo egyezést mutat A®Pq-el, de fiig-
getlen a koordinatarendszer megvalasztasatol. A fenti kifejezések tehét jol transzforméaldédnak.

I1. Egy masik megkozelités, melyben nem tamaszkodunk a trigonometrikus operdtorokra az, ha bevezetjilk
paraméterként a ¢g valtozot, és a négyzetes eltérést ehhez (mint paraméterhez) mérve fejezziik ki, majd ennek
minimumét keressiik meg.

A szog értelmezési tartomanyat [po — 7, ¢ + 7] intervallumra kell megszoritanunk. A szog varhato értéke
ebben az esetben azonos lesz a minimumhoz tartozé ¢ értékkel.

{thm=sn | (0= e0Pm=minito - ) } )

A szordst a A = ming, (¢ — ¢0)?) mennyiség jellemzi. Ezzel a definiciéval, —nem részletezve a lépéseket—
a kovetkez6 hatarozatlansigi relacié allithato fel:

h 3AYm
AL. App, > 5C(l -—). (12)

s

ahol C' valamilyen véges, valos szam. Ennek az egyik intuitiv aspektusa az, hogy az egyenletes eloszlasra is
értelmezhetd, akkor Ay, = 72/3, a hatdrozatlansagi relacié mindkeét oldala pedig nulla.

Hivatkozasok:

[1] Frederic P. Schuller: Lectures on Quantum Theory

[2] Stephen M. Barnett, John A. Vaccaro: The Quantum Phase Operator

[3] Pekka Lahti, Juha-Pekka Pellonpdd: The Pegg-Barnett formalism and covariant phase observables

[4] J. Pierre Gazeau, F. Hugon Szafrani: Three paths toward the quantum angle operator

[5] H.A. Kastrup: Quantization of the canonically conjugate pair angle and orbital angular momentum

[6] Varré Sandor: Regular phase operator and SU(1,1) coherent states of the harmonic oscillator

[7] Francois Gieres: Mathematical surprises and Dirac’s formalism in quantum mechanics

[8] Michael Martin Nieto: Quantum phase ans quantumn phase operators: Some Physics and Some History
[9] https://en.wikipedia.org/wiki/Directional_statistics


https://en.wikipedia.org/wiki/Directional_statistics

