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Preface 

Paul Erdos aimait parler du Grand Livre, dans lequel Dieu inscrit les preuves 
parfaites des theoremes mathematiques, suivant ainsi la remarque de Hardy : 
il n'y a pas de lieu permanent pour les mathematiques laides. Erdos disait 
aussi que l'on n'a pas besoin de croire en Dieu, mais qu'en tant que ma
thematicien, on doit croire au Grand Livre. 11 y a quelques annees, nous lui 
avions suggere d'ecrire une premiere (et tres modeste) ebauche du Grand 
Livre. L'idee l'enthousiasma et, comme a son habitude, il se mit immedia
tement au travail, remplissant des pages et des pages de suggestions. Notre 
livre devait paraitre en mars 1998 comme cadeau pour 1e 85€ anniversaire 
d'Erdos. Malheureusement, la mort de Paul durant l'ete 1996 n'a pas per
mis qu'il en soit l'un des co-auteurs. Ce livre est dedie a sa memoire. 

Nous n'avons pas de definition ni de caracterisation de ce qui constitue une 
preuve du Grand Livre : nous ne faisons qu' offrir 1es exemples que nous 
avons selectionnes, en esperant que nos 1ecteurs partageront notre enthou
siasme pour des idees brillantes, des points de vue ingenieux et de magni
fiques observations. Nous esperons aussi que nos lecteurs ne nous tiendront 
pas rigueur des imperfections de notre expose. La selection est essentielle
ment due a Paul Erdos lui-meme. 11 a suggere un grand nombre de sujets, 
plusieurs preuves lui reviennent directement, d'autres ont ete amorcees par 
la bonne question ou la bonne conjecture qu'il a su proposer. On peut donc 
considerer que, dans une grande mesure, cet ouvrage reflete le point de vue 
de Paul Erdos apropos de ce qui devrait etre considere comme une preuve 
du Grand Livre. 

Nous avons limite notre selection de sujets de sorte que le livre tout en
tier soit accessible aux lecteurs dont les connaissances mathematiques se 
restreignent a un premier cyc1e universitaire. Un peu d'algebre lineaire, 
quelques notions fondamentales d'analyse et de theorie des nombres, et 
une bonne maitrise des concepts elementaire de mathematiques discretes 
devraient suffire pour comprendre ce livre dans son integralite et en tirer 
profit. 

Nous sommes extremement reconnaissants envers certaines personnes qui 
nous ont aides et soutenus dans ce projet ; on compte notamment parmi e11es 
les etudiants d'un seminaire pendant lequel nous avons discute d'une ver
sion preliminaire de l'ouvrage. Merci a Benno Artmann, Stephan Brandt, 
Stefan Felsner, Eli Goodman, Torsten Heldmann et Hans Mielke. Nous re
mercions egalement Margrit Barrett, Christian Bressler, Ewgenij Gawrilow, 
Michael Joswig, Elke Pose et Jörg Rambau pour leur aide technique dans 
la composition de ce livre. Nous devons beaucoup aTom Trotter qui a lu le 
manuscrit de la premiere a la demiere page, a Karl H. Hofmann pour ses 
magnifiques illustrations, et surtout au grand Paul Erdos. 

Berlin, Mars 1998 Martin Aigner . Günter M. Ziegler 

Paul Erdos 

« Le Grand Livre ». 



Preface de la deuxieme edition 

La premiere edition de ce livre a ete tres bien accueillie. Nous avons re9u un 
nombre inhabituel de lettres contenant des commentaires et des corrections, 
quelques raccourcis, d'interessantes suggestions de preuves differentes et 
de nouveaux sujets a traiter. Bien que nous essayions de repertorier des 
preuves parfaites, notre expose ne l'est pas. 

La seconde edition nous donne l' occasion de presenter une nouvelle version 
de notre livre: il contient trois chapitres supplementaires, des modifications 
substantielles, de nouvelles preuves, ainsi que des ameliorations mineures 
suggerees par nos 1ecteurs. Le chapitre consacre au «probleme des treize 
spheres » a ete supprime. La demonstration reposait sur des details que nous 
ne pouvions pas rediger de maniere succincte et elegante. 

Merci a tous les lecteurs qui nous ont ecrit et aides ; parmi eux, Stephan 
Brandt, Christian Elsholtz, Jürgen Elstroth, Daniel Grieser, Roger Heath
Brown, Lee L. Keener, Christian Lebreuf, Hanfried Lenz, Nicolas Puech, 
John Scholes, BemulfWeißbach et beaucoup d'autres. Merci encore pour 
1eur aide et 1eur soutien a Ruth Al1ewelt et Karl-Friedrich Koch de Springer 
Heidelberg, a Christoph Eyrich et Torsten Heldmann de Berlin, et a Karl H. 
Hofmann pour les nouvelles superbes illustrations. 

Berlin, Septembre 2000 Martin Aigner . Günter M. Ziegler 

Preface de la troisieme edition 

Lors de la preparation de la premiere edition, nous n'aurions jamais ose 
rever d'un tel succes : le livre a ete traduit dans plusieurs langues et nous 
avons re9u de nombreux courriers de lecteurs enthousiastes avec des sug
gestions d'ameliorations et des propositions pour developper de nouveaux 
themes si nombreuses qu'elles pourraient nous occuper pendant plusieurs 
annees. 

Ainsi, cette troisieme edition comporte deux nouveaux chapitres (sur les 
partitions d' entiers d'Euler et sur 1es manieres de melanger un jeu de cartes) , 
le regroupement de trois demonstrations pour le calcul de la serie d'Euler 
au sein d'un chapitre apart entiere. 11 presente aussi de nombreuses ame
liorations comme le procede de Calkin-Wilf-Newman pour «enumerer les 
rationne1s ». 

Nous remercions tous ceux qui ont soutenu ce projet pendant les cinq der
nieres annees et dont les indications ont permis les ameliorations que l' on 
trouve dans cette nouvelle edition. Plus particulierement, merci a David Be
van, Anders Bjömer, Dietrich Braess, John Cosgrave, Hubert Kalf, Günter 
Pickert, Alistair Sinclair et Herb Wilf. 

Berlin, Juin 2003 Martin Aigner . Günter M. Ziegler 



Preface de la quatrieme edition 

Lorsque nous avons entrepris ce projet il y a pres de quinze ans, nous 
n'avions pas imagine l'accueil enthousiaste qu'il a re~u et qui s'est traduit 
par de nombreux courriers chaleureux, des commentaires interessants, de 
nouvelles editions et des traductions en treize langues differentes. 11 n'est 
pas exagere de dire que ce livre est devenu une partie de nos vies. 

Outre de nombreuses ameliorations, en partie suggerees par nos lecteurs, 
cette quatrieme edition comporte cinq nouveaux chapitres. Deux themes 
c1assiques sont abordes : la loi de reciprocite quadratique et le theoreme 
fondamental de l' algebre; deux chapitres traitent des pavages; enfin un 
chapitre s'interesse au nombre chromatique des graphes de Kneser. 

Nous remercions tous ceux qui nous ont aides et encourages tout au long 
de ces annees. Pour la deuxieme edition, nous sommes reconnaissants a 
Stephan Brandt, Christian Eisholtz, Jürgen Eistrodt, Daniei Grieser, Roger 
Heath-Brown, Lee L. Keener, Christian Lebceuf, Hanfried Lenz, Nicolas 
Puech, John Scholes, Bemulf Weißbach, et de nombreux autres encore. La 
troisieme edition beneficia des suggestions de David Bevan, Anders Björ
ner, Dietrich Braess, John Cosgrave, Hubert Kalf, Günter Pickert, Alistair 
Sinc1air, and Herb Wilf. Pour la presente edition, nous sommes particulie
rement reconnaissants pour les contributions de France Dacar, Oliver Dei
ser, Anton Dochtermann, Michael Harbeck, Stefan Hougardy, Hendrik W. 
Lenstra, Günter Rote, Moritz Schmitt, and Carsten Schultz. Nous remer
cions aussi Ruth Allewelt de Springer a Heidelberg ainsi que Christoph 
Eyrich, Torsten Heldmann et Elke Pose de Berlin pour leur aide et leur sou
tien tout au long de ce projet. Enfin, cet ouvrage n'aurait certainement pas 
la meme allure sans les conseils prodigues par Karl-Friedrich Koch pour la 
mise en page et sans les superbes illustrations realisees pour chaque edition 
par Karl H. Hofmann. 

Berlin, Juillet 2009 Martin Aigner . Günter M. Ziegler 



Preface de la troisieme edition 
fran~aise 

Compte tenu du succes rencontre par 1'ouvrage anglais, et afin de le mettre 
a la portee de tous, nous avons souhaite qu'il soit traduit en fran<;ais. Nous 
sommes heureux qu'une nouvelle edition rende accessible au lectorat fran
<;ais les ameliorations de la plus recente edition anglaise. 

Cette edition fran<;aise correspond a la quatrieme edition anglaise (et cor
rige meme certaines coquilles ou erreurs subsistant dans ce1le-ci). Ces mo
difications font de cet ouvrage la version la plus a jour de ce texte a la date 
de publication. 

Nous sommes tres reconnaissants aux traducteurs 1 pour le travail qu'ils ont 
effectue. Nous souhaitons remercier particulierement Nicolas Puech pour 
ses suggestions, pour la rigueur qu'il a apportee a la traduction de certains 
passages et pour le considerable travail de mise en page accompli afin que 
puisse etre realise l' ouvrage fran<;ais dans sa forme actuelle. 

Berlin, Juin 2012 Martin Aigner . Günter M. Ziegler 

1. Nicolas Puech remercie Laurent Decreusefond, Oivier Hudry, Mohamed Koubaa, 
Christian Lebreuf, Antoine Lobstein, Philippe Martins, Alain Maruani, Bruno Petazzoni, 
Hugues Randriambololona et Günter Ziegler pour leur aide dans la mise au point des editions 
successives de cet ouvrage. 
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Six preuves de l'infinite 
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Six preuves de I'infinite de 
I'ensemble des nombres premiers 

nest bien naturel de commencer ces notes avec la preuve probablement la 
plus ancienne du Grand Livre, habituellement attribuee a Euclide (Elements 
IX, 20). Elle montre que la suite des nombres premiers est infinie . 

• La preuve d'Euclide. Etant donne un ensemble fini {Pi, ... ,Pr} de 
nombres premiers, considerons le nombre n = PiP2 ... Pr + 1. Ce nombre 
na un diviseur premier p. Cependant P n'est pas l'un des Pi sinon P serait 
un diviseur de n, du produit PiP2 ... Pr, et donc aussi de la difference n -
PiP2 ... Pr = 1, ce qui est impossible. Ainsi, un ensemble fini {Pi, ... ,Pr} 
ne peut constituer la collection de tous les nombres premiers. D 

Avant de poursuivre, fixons quelques notations. N = {O, 1,2,3, ... } est 
l'ensemble des entiers natureIs, N* = N \ {O} l'ensemble des entiers natu-
reIs non nuls, Z = { ... , -2, -1, 0,1,2, ... } l'ensemble des entiers relatifs 
et lP' = {2, 3, 5, 7, ... } l'ensemble des nombres premiers. 

Dans ce qui suit, nous allons exposer quelques autres demonstrations (choi
sies parrni bien d'autres) de ce resultat; nous esperons que le lecteur les ap
preciera autant que nous. Bien qu' elles utilisent des points de vue differents, 
elles utilisent toutes les resultats suivants : les entiers natureIs croissent au
dela de toute borne et tout entier naturel n ? 2 admet un diviseur premier. 
Ensemble, ces deux faits contraignent lP' a etre infini. Les trois preuves sui
vantes viennent du folklore, la cinquieme a ete proposee par Harry Fürsten
berg et la derniere est attribuee a Paul Erdos. 

Les deuxieme et troisieme preuves utilisent des suites particulieres d' entiers 
bien connues . 

• Deuxieme preuve. Exarninons tout d'abord les nombres de Fermat 
Fn = 22n + 1 ou n = 0, 1,2, ... Nous allons montrer que deux nombres de 
Fermat (distincts) sont premiers entre eux ; en consequence, il doit y avoir 
un nombre infini de nombres premiers 1 . A cet effet, verifions la formule de 
recurrence : n-i rr Fk = Fn - 2 (n? 1) 

k=O 

a partir de laquelle on deduit immediatement notre assertion. En effet, si m 
est, par exemple, un diviseur de Fk et Fn (k < n) alors m divise 2 et, par 
consequent, m = 1 ou m = 2. Cependant, m = 2 est impossible puisque 
tous les nombres de Fermat sont impairs. 

1. N.d.T.: puisque chaque uombre de Fermat comporte daus sa decompositiou eu facteurs 
premiers au moins un facteur qu' on ne retrouve pas dans la decomposition des autres. 

Chapitre 1 

Fa 3 
H 5 
F2 17 
F3 257 
F4 65537 
F5 641 x 6700417 

Les premiers nombres de Fermat. 
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1 

Le theoreme de Lagrange 
Si Gest un graupe (multiplicatij) 
jini el U un sous-groupe de G, alors 

IUI divise IGI· 
• Preuve. Considerons la relation 
binaire : 

a""b:{==> ba-lEU 

On deduit des axiomes de groupe 
que "" es! une relation d'equiva
lence. La classe d'equivalence qui 
contient l' element a est exactement 
la c1asse : 

Ua = {xa: X E U} 

Puisque I'on a c1airement 
IUal = IUI, on en dedui! que 
G se decompo e en classes d'equi
valence ayant toutes le meme 
cardinal IUI et que, par consequent, 
IUI divise IGI. 0 

Dans le cas particulier ou U 
est un sous-groupe cyclique 
{a ,a2 , ... ,a""}, on !rouve que m 

(Je plus petit entier positif tel que 
a"" = 1, appele l'ordre de a) divise 
le cardinal IGI du groupe. 

Escalier au dessus de la fonction 
t t-+ !(t) = t. 

Pour montrer la formule, nous faisons un raisonnement par ft!currence sur 
n. Pour n = 1, nous avons Fo = 3 et F 1 - 2 = 3. Nous constatons ensuite 
que: 

n n-l rr Fk = ( rr Fk )Fn = (Fn - 2)Fn = 
k=O k=O 

= (2 2n _ 1)(22n + 1) = 22n+1 
- 1 = Fn+1 - 2 D 

• Troisieme preuve. Supposons que lP' soit fini et que P soit 1e plus grand 
nombre premier. Considerons le nombre de Mersenne 2P - 1 et montrons 
que tout facteur premier q de 2P - 1 est plus grand que P, ce qui implique 
la conc1usion desiree. Soit q un nombre premier qui divise 2P - 1. Nous 
avons donc 2P == 1 (mod q). Puisque pest un nombre premier, cela signifie 
que l' element 2 est d' ordre p dans 1e groupe multiplicatif 7l,q \ {O} du corps 
7l,q. Ce groupe a q - 1 elements. Grace au theoreme de Lagrange (voir 
encadre), nous savons que l'ordre de chaque element divise le cardinal du 
groupe, c'est-a-dire que pi q - 1, et par consequent p < q. D 

Penchons-nous maintenant sur une preuve qui utilise I'analyse. 

• Quatrieme preuve. Soit 7r(x) := Card{p ~ x : p E lP'} 1e cardinal de 
l' ensemble des nombres premiers qui sont inferieurs ou egaux au nombre 
reel x. Enumerons les nombres premiers lP' = {Pl,P2,P3,"'} dans I'ordre 
croissant. Considerons le logarithme naturellnx, defini par Inx = Jlx fdt. 
Comparons maintenant l' aire qui se trouve sous le graphe de f (t) = f avec 
une fonction en escalier qui se trouve au dessus (voir aussi I'appendice en 
page 11 apropos de cette methode). Si n ~ x < n + 1 nous avons : 

Inx ~ 
1 1 1 1 1+-+-+ ... +--+-
2 3 n-l n 

L~ 
m 

Oll la somme s'etend a tous les mE N* qui n'ont 
que des diviseurs premiers P ~ x. 

Puisque chaque m s'ecrit de maniere unique comme un produit de la forme 
rr pkp , nous voyons que la demiere somme est egale a : 

p<x 

rr (L lk ) 

pEIl' k?O P 
p<x 

~ap:=:~~::t ~ouve a I'interieur est une serie geometrique de raison ~ 

Inx ~ 
1 rr 1_1 

pEIl' p 
p<x 

7r(X) rr Pk 
Pk -1 

k=l 
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nest maintenant c1air que Pk ;;:, k + 1, done : 

et par suite : 

Pk 1 1 
-- = 1+-- :( 1+
~-1 ~-1 k 

7r(X) k + 1 
lnx :( rr -k- = 7f(x) + 1 

k=1 

k+1 

k 

Tout le monde sait que lnx n'est pas borne. On en eonc1ut que 7f(x) est 
egalement non borne et qu'il existe une infinite de nombres premiers. D 

• Cinquieme Preuve. Apres l'analyse, la topologie! Considerons la eu
rieuse topologie definie de la maniere suivante sur l' ensemble Z des entiers. 
Pour a, b E Z, b > 0, posons : 

Na,b = {a + nb : n E Z} 

Chaque ensemble Na,b est une progression arithmetique infinie des deux 
eötes. Nous disons qu'un ensemble 0 <;;; Z est ouvert si 0 est vide, ou si 
pour ehaque a E 0 il existe b > 0 tel que Na,b <;;; O. 11 est c1air qu'une 
reunion d'ensembles ouverts est eneore un ouvert. Si 0 10 O2 sont ouverts 
etquea E 01n02 verifieNa,b, <;;; 0 1 etNa,b2 <;;; O2, alors a E N a,b1 b2 <;;; 
0 1 n O2 . 11 en resulte que toute interseetion finie d'ensembles ouverts est 
eneore ouverte. Cette familIe d'ouverts induit done une veritable topologie 
sur Z. 

Notons les deux resultats suivants : 
(A) Tout ensemble ouvert non vide est infini. 
(B) Tout ensemble Na,b est ferme. 
Le premier resultat est une eonsequenee de la definition. Pour le deuxieme, 
on observe que : 

b-1 

Na,b = Z\ U Na+i,b 
i=1 

ce qui prouve que Na,b est le eomplementaire d'un ensemble ouvert et qu'il 
est done ferme. 

Jusqu'a present, les nombres premiers n'interviennent pas mais ils arrivent 
ici. Puisque tout nombre n i= 1, -1 a un diviseur premier P - et qu' il est 
done eontenu dans No,p - nous pouvons affirmer que : 

Z\{l, -I} = U No,p 
pEIE' 

Toutefois, si lP' etait fini, UPEIE' No ,p serait une reunion finie d' ensembles fer
mes (d'apres le resultat (B)) et serait done ferme. Par eonsequent, {I, -I} 
serait un ensemble ouvert, ce qui eontredit le resultat (A). D 

• Sixieme Preuve. Cette derniere preuve represente un pas en avant eonsi
derable ear elle demontre non seulement qu'il y a une infinite de nombres 

« Jeter des galets, indefiniment ». 
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premiers mais aussi que la serie LPEIP' ~ diverge. La premiere preuve de 
ce resultat important a ete enoncee par Euler (elle est interessante en elle
meme) mais la preuve donnee ici, inventee par Erdos, est d'une irresistible 
beaute. 

Soit Pl , P2, P3, ... la suite des nombres premiers ecrite dans l' ordre crois
sant. Supposons que LpEIP' ~ converge. 11 doit donc y avoir un entier naturel 

k tel que Li)k+ 1 -J;; < ~. Appelons Pl, ... , Pk les petits nombres premiers 
et Pk+l,Pk+2,' .. les grands nombres premiers. Si Nest un entier naturel 
arbitraire, nous avons donc : 

N N "'-<L p. 2 
i)k+l ' 

(1) 

Soit Nb le nombre d'entiers positifs n :( N divisibles par un grand nombre 
premier au moins et N s le nombre d'entiers positifs n :( N qui n'ont que 
des petits diviseurs premiers. Nous allons montrer que pour un N conve
nable: 

Nb+Ns < N 

ce qui aboutira a la contradiction souhaitee, puisque par definition Nb + N s 

devrait etre egal aN. 
Pour estimer Nb, notons que l fi': J denombre les entiers positifs n :( N qui 
sont des multiples de Pi. Par consequent, d'apres (1) on obtient : 

(2) 

Examinons maintenant N s . Ecrivons chaque n :( N n'ayant que des petits 
diviseurs premiers sous la forme n = anb;" Oll an est le facteur sans carre. 
Chaque an est ainsi un produit de petits nombres premiers differents. On en 
deduit qu'il y a exactement 2k facteurs sans carre differents. Par ailleurs, 
comme bn :( Vn :( y'N, il y a au plus y'N facteurs differents qui sont des 
carres . Ainsi : 

N s :( 2kVFi 
Puisque l'on a etabli l'inegalite (2) pour tout N, il reste a determiner un 
nombre N tel que 2k y'N :( lf, c'est-a-dire 2k +1 :( y'N. N = 22k+ 2 

convient. D 
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Le postu lat de Bertrand 

Nous avons vu que la suite des nombres premiers 2,3,5,7, ... est infi
nie. Pour nous convaincre que la distance separant deux nombres premiers 
consecutifs n'est pas bornee, considerons le produit N := 2.3.5.·· . . p de 
tous les nombres premiers inferieurs a k + 2. Remarquons qu'aucun des k 
nombres 

N + 2, N + 3, N + 4, ... , N + k, N + (k + 1) 

n'est premier, puisque pour 2 ~ i ~ k + 1 nous savons que i a un facteur 
premier plus petit que k + 2, que ce facteur divise egalement N, et donc 
aussi N +i. Par ce biais, nous trouvons, par exemple pour k = 10 qu'aucun 
des dix nombres : 

2312,2313,2314, ... ,2321 

n'est premier. 

La distance separant deux nombres premiers consecutifs peut egalement 
etre majoree. Il existe une borne celebre qui se definit comme suit : «1' ecart 
entre un nombre premier et le nombre premier suivant ne peut pas etre su
perieur au nombre duquel on est parti ». Ce principe est connu sous le nom 
du postulat de Bertrand, puisqu'il a ete suppose et verifie empiriquement 
pour n < 3000000 par Joseph Bertrand. Il a ete demontre pour la premiere 
fois pour tout n par Pafnuty Chebyshev en 1850. Une preuve plus simple 
a ete fournie par le genie indien Ramanujan. Notre Preuve du Grand Livre 
est due a Paul Erdos : elle est extraite du premier article publie par Erdos, 
paru en 1932 alors qu'il avait 19 ans. 

Le postulat de Bertrand 
Pour tout n ~ 1, il existe un nombre premier p tel que n < p ~ 2n. 

• Preuve. N ous allons estimer l' ordre de grandeur du coefficient binomial 
C:) de fa~on suffisamment precise pour nous assurer que, s'il n'admettait 
aucun facteur premier dans l' ensemble {n + 1, ... , 2n}, il serait « trop 
petit ». Notre argumentation se decompose en cinq etapes. 

(1) Nous montrons d'abord le postulat de Bertrand pour n < 4000. Pour 
cela, on n'a pas besoin de verifier 4000 cas. Il suffit (le procede est connu 
sous le nom d'« astuce de Landau ») de verifier que : 

2,3,5,7,13,23,43,83,163,317,631,1259,2503,4001 

Chapitre 2 

Joseph Bertrand 

BeweiS t.intS Sanes vOn Tsche:byschef 

\'l1li P_ Eu6r, 111 ~ 

für delll IIJi!rY \'on T~.ulY!loCHp be'''';~",l1('n $.ab.. laul 
denen t-I 1.wkd!t!rI t!lfltf n:nllr11d\tt1 %tlll lIod lh.rt'r lwt'lbtbcn 
"CU wtn.,t.1CIllI tln~ Pnmz.tli ,f1bt. llC1'cl'l ,n «r Lrt<:r1tur mehRre 
1'\e", ... lv 'II'fII'. lots ~Infad!ikn tdnn. InAn nllne 7..wrlfl'1 doI:n ~i, 
nll il RoUlA."rulA ... 1) ~/dduW'n 111 wln~l. Wnk \'otlBullßnl Uhr, 
Zufllmtlwllf' (Ldp111I:, 1 gn,). B.and I, S. M_& c'bI Heft' L..u.;1)A1) 
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dH IkwdlH lticht,. dd fJ ;tdtnf.lIl t~ikr ab 2 .II1M .. II! 
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dtn: Idran zu C'1~cm Bc!\W:11 dn obm C"fW"lhnl~ ~8'Y'CtIl:"'" 
Khm ~Ilft It="lJ~n Irnn. dtr .... I~ tIIIr Kltdnl 111 EIn
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L' artic1e publie par Erdos en 1932. 
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Notes manuscrites d'Erdos. 

Le theoreme de Legendre 
Le nombre n! contient le jacteur pre
mier p exaetement 

jois. 

• Preuve. n y a exactement l ~ J 
tennes parmi les facteurs de n! = 
1.2.3 .... . n qui sont divisibles par 
p et qui foumissent l; J p-facteurs. 
TI y a l? J termes parmi les fac
teurs de n! qui sont divisibles par p2 
et q ui fournissent les l ~ J facteurs 
premiers p suivants de n!, ete. 0 

est une suite de nombres premiers tels que chacun d'entre eux est plus petit 
que le double du precedent. Par consequent, chaque intervalle {y : n < 
y ~ 2n} tel que n ~ 4000, contient un de ces 14 nombres premiers. 

(2) Nous montrons ensuite que : 

pour tout reel x ~ 2 (1) 

ou notre notation - ici et dans ce qui suit - signifie que le produit s' etend 
a tous les nombres premiers p ~ x. Pour cela, nous utilisons une demons
tration par recurrence sur le cardinal de ces nombres premiers. Elle n'est 
pas tiree de l'article original d'Erdos, mais elle est encore due a Erdos (voir 
en marge). C'est reellement une Preuve du Grand Livre. Nous notons tout 
d'abord que si q est le plus grand nombre premier tel que q ~ x, alors : 

et 

11 suffit donc de verifier (1) lorsque x = q est un nombre premier. Pour 
q = 2 on obtient 2 ~ 4 et l'on continue ensuite avec les nombres premiers 
impairs q = 2m + 1. Pour ces nombres, on separe le produit en deux parties 
et calculons : 

rr p = rr p. rr p ~ 4mCmm+1) ~ 4m 22m = 42m 

p";;2m+l p";;m+l m+l<p";;2m+l 

Tous les elements de cette ligne de calcul sont faciles a verifier. En effet: 

se montre par recurrence. 

L' inegalite : 

rr p ~ Cm + 1) 
m+l<p";;2m+l m 

est une consequence du fait que er:+ 1) = ~~(:+: {;! est un entier et que les 
nombres premiers que nous considerons sont tous des facteurs du numera
teur (2m + 1)! mais pas du denominateur m!(m + 1)!. Enfin, on a: 

( 2mm+ 1) ~ 22m 

puisque: 

C mm+ 1) et c::n 
sont deux termes (egaux!) qui apparaissent dans la somme : 



(3) Nous deduisons du theoreme de Legendre (voir eneadre) que e:) 
(2~l,! eontient le faeteur premier p exaetement : n,n. 

fois. Ici, ehaque terme de la somme est au plus egal a 1, puisqu'il verifie : 

et qu'il est entier. En outre, les termes de la somme disparaissent des que 
pk > 2n. 
Ainsi, e:) eontient p exaetement : 

fois. Par eonsequent, la plus grande puissanee de p qui divise e:) n'est pas 

superieure a 2n. En partieulier, les nombres premiers p > ffn apparaissent 
au plus une fois dans la faetorisation de e:). 
En outre - et d'apres Erdos, e'est le point cle de sa preuve -les nombres 
premiers p qui verifient ~ n < p :( n ne divisent pas e:). En effet, 3p > 2n 
implique (pour n ~ 3, et par eonsequent p ~ 3) que p et 2p sont les seuls 

multiples de p qui apparaissent eomme faeteurs du numerateur de ~~i, 
alors qu'il y a deux p-faeteurs au denominateur. 

(4) Nous sommes desormais prets pour estimer (2:). Si n ~ 3, en utilisant 
une estimation de la page 12 pour la borne inferieure, nous obtenons : 

4n (2n) - :( :( II 2n 
2n n 

p~v'2n 

II p II p 
v'2n<p~jn n<p~2n 

Ainsi, puisqu'il n'y a pas plus de ffn nombres premiers p :( ffn, 

II p pour n ~ 3 (2) 

(5) Supposons maintenant qu'il n'y ait pas de nombre premier p tel que 
n < p :( 2n. Le deuxieme produit dans (2) vaut done 1. En substituant (1) 
dans (2), nous obtenons : 

ou: 

(3) 

Le postulat de Bertrand 9 

Des exemples comme : 

G~) = 23 .52 .7.17.19.23 

G~) = 23 .33 .52 .17.19.23 

G~) = 24 .32 .5.17.19.23.29 
illustrent le fait que de « tout petits » fac

teurs premiers p < ffn peuvent appa
rrutre avec des puissances elevees dans 
C:) , de « petits » nombres premiers tels 
que ffn < P ( ~n apparaissent au 
plus une fois, alors que des facteurs tels 
que ~n < p ( n n'apparaissent pas du 
tout. 
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ce qui est faux des que nest suffisamment grand! En fait, en utilisant la 
relation a + 1 < 2a (que l' on peut montrer par recurrence pour tout a ~ 2), 
nous obtenons : 

Ainsi, si n ~ 50 (et par consequent 18 < 2v'2ri\ on deduit de (3) et de (4) 
que: 

Cela implique (2n)1/3 < 20 et donc n < 4000. D 

On peut deduire bien plus de ce type d'estimations : avec les memes me
thodes , on peut deduire de (2) que : 

II p ~ 2:fo n si n ~ 4000 
n<p~2n 

et qu'il y a donc au moins : 

nombres premiers dans l'intervalle compris entre n et 2n. 

Cette estimation n'est pas si mauvaise : le «vrai» nombre d'entiers pre
miers contenus dans cetintervalle estgrosso modo n/ In n. C'est une conse
quence du « theoreme des nombres premiers », qui dit que la limite: 

I. Card{p ~ n : pest premier} 
1m 

n-+oo n/lnn 

existe et est egale a 1. Ce resultat celebre a ete prouve pour la premiere fois 
par Hadamard et de la Vallee-Poussin en 1896; Selberg et Erdos ont mis 
au point une preuve elementaire (ne faisant intervenir aucun outil d'analyse 
complexe, mais la demonstration demeure encore longue et compliquee) en 
1948. 

En ce qui conceme 1e theoreme des nombres premiers lui-meme, on peut 
encore esperer des progres : par exemple, une preuve de l'hypothese de 
Riemann (voir page 56), un des problemes ouverts majeurs en mathema
tiques, foumirait egalement une amelioration substantielle des estimations 
du theoreme des nombres premiers. En ce qui conceme le postulat de Ber
trand, on peut aussi attendre des ameliorations spectaculaires. En fait, 1e 
probleme suivant n'est toujours pas resolu [3, p. 19] : 

Y a-t-il toujours un nombre premier entre n2 et (n + 1)2 ? 



Appendice - Quelques estimations 

Comparaison a une integrale 

n existe une methode tres simple, mais effieaee, pour estimer eertaines 
sommes au moyen d'integrales (eomme eelle deja reneontree a la page 4). 
Pour estimer les nombres harmoniques : 

nous dessinons la figure qui se trouve dans la marge et deduisons de ee1le-
ci: n 1 in 1 

H n -1 = L - < - dt = Inn 
k=2 k 1 t 

en eomparant I'aire qui se trouve sous le graphe f(t) = t (1 ~ t ~ n) a 
ee11e des reetangles ombres, puis : 

1 n-l 1 in 1 
H n - - = ,,- > - dt = Inn 

n 6 k 1 t 

en eomparant a l' aire des grands reetangles (en inc1uant les parties legere
ment ombrees). Ces deux resultats impliquent que : 

1 
In n + - < H n < In n + 1. 

n 

En partieulier, lim H n ---+ 00, et l'ordre de eroissanee de H n est donne 
n--+oo 

par lim "-'-"-IH = 1. En fait, on eonnait de bien meilleures estimations (voir 
n--+CXJ n n 

[2]), eomme : 

1 1 1 (1) 
H n = In n + I + 2n - 12n2 + 120n4 + 0 n 6 

Oll I ~ 0.5772 est la constante d'Euler. 

Estimation des factorielles - Formule de Stirling 

La meme methode appliquee a : 

In(n!) = In2 + In3 + ... + Inn 

eonduit a: 

n 

LInk 
k=2 

In((n -I)!) < in Intdt < In(n!) 

Le postulat de Bertrand 11 

1 

n 

!ci 0 (~) designe une fonction j (n) 
telle que I'on ait j(n) :s; c~ ou c est 
une constante. 
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!ci f(n) ~ g(n) signifie que 

lim f(n) = 1. 
n-+oo g(n) 

1 
1 1 

121 
133 1 

1 464 1 
15101051 

1 6 15 20 15 6 1 
1 7 21 35 35 21 7 1 

Le triangle de Pascal. 

Oll l'integrale se calcule facilement : 

in lntdt = [tlnt - t[ nlnn-n+1 

Ainsi, nous obtenons un minorant de n! : 

n! > enlnn-n+l = e(_ne)n 

et aussi un majorant : 

n! = n (n - I)! < nenlnn-n+1 = en(~ r 
On aurait besoin d'une etude plus precise pour obtenir l'equivalent de n!, 
donne par laformule de Stirling : 

n! rv V27fn G) n 

Lll encore, il existe des resultats plus precis comme : 

n! = V27rn - 1 + - + -- - -- + 0 -( n)n( 1 1 139 (1)) 
e 12n 288n2 5140n3 n4 

Estimation des coefficients binomiaux 

En se fondant sur la definition des coefficients binomiaux selon laquelle 
(~) est le nombre de k-parties d'un n-ensemble, on sait que la suite (~), 
(~), ... , (~) de coefficients binomiaux 

• a pour somme t (~) = 2n et 
k=ü 

• est symetrique : (~) = (n:.':k)' 

A partir de l'equation fonctionnelle (~) = n-z+l (k:.':l)' il est facile de voir 
que, pour tout n, les coefficients binomiaux (~) forrnent une suite qui est 
symetrique : elle croit vers son milieu, de sorte que les coefficients bino
miaux du milieu sont 1es plus grands de la suite: 

La notation lx J (respectivement I xl) designe le nombre x arrondi a I' entier 
inferieur (respectivement superieur) 1e plus proche. 

A partir des developpements asymptotiques de n! mentionnes precedem
ment, on peut obtenir des estimations tres precises des coefficients bino
miaux. Cependant, dans la suite, nous n'aurons besoin que d'estimations 
assez modestes comme (~) :( 2n pour tout k, alors que pour n ;? 2, on a : 



l'egalite ayant lieu seulement si n = 2. En partieulier POUf n ~ 1, on a : 

( 2n) ~ 4n 

n 2n 

En effet, (Ln/2J)' eoefficient binornial median, est le plus grand element 

de la suite (~), (~), (~), (~), ... , (n:':l)' dont la somme est 2n et dont la 
moyenne est done 2: . 
Par ailleUfs, on peut majorer de maniere elementaire les eoefficients bino
rniaux en eerivant : 

- ~ -- ~ ---( n) n(n-1)···(n-k+1) nk nk 

k - k! '" k! '" 2k - 1 

ee qui est une estimation raisonnable POUf les «petits » eoefficients bino
rniaux aux extrernites de la suite, lorsque nest grand (par rapport a k). 
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Les coefficients binomiaux 
ne sont (presque) jamais 
des pu issances 

n existe un epilogue au postulat de Bertrand qui conduit a un beau resultat 
sur les coefficients binomiaux. En 1892, Sylvester a ameliore le postulat de 
Bertrand de la maniere suivante : 

Si n ;::: 2k, alors l'un au moins des nombres n, n-1, ... , n-k+ 1 
a un divise ur premier p plus grand que k. 

Notons que, pour n = 2k, nous obtenons precisement le postulat de Ber
trand. En 1934, Erdos a etabli une Preuve du Grand Livre courte et elemen
taire du resultat de Sylvester, en suivant les grandes lignes de sa demons
tration du postulat de Bertrand. Voici une maniere equivalente d' enoncer le 
theoreme de Sylvester: 

Le coefficient binomial 

( n) = n(n - 1) ... (n - k + 1) 
k k! 

(n;::: 2k) 

a toujours unfacteur premier p > k. 

Gardant cette observation a l' esprit, nous abordons un nouveau bijou d'Erdos. 
Quand (~) est-il egal a une puissance m f ? Il est facile de voir que 1'equa
tion (~) = m 2 admet une infinite de solutions. En effet, si (~) est un carre, 

alors ((2n~1)2) en est un egalement. Pour s'en convaincre, il suffit de poser 
n(n - 1) = 2m2 . Cela implique que : 

(2n - 1)2((2n - 1)2 - 1) = (2n - 1)24n(n - 1) = 2(2m(2n - 1))2 

et par consequent : 

En commens;ant avec (;) = 62 , nous obtenons une infinite de solutions ; 
la suivante est (2~9) = 2042. Cependant, cela ne donne pas toutes les so

lutions. Par exemple, (52°) = 352 est le debut d'une autre serie, ainsi que 

C6282 ) = 11892 • Si k = 3, on sait que (~) = m 2 a pour unique solution 
n = 50, m = 140. Nous sommes au bout du chemin. Pour k ;::: 4 et pour 
tout e ;::: 2, il n'existe aucune solution. C'est ce qu'Erd6s a prouve par un 
argument ingenieux. 

Chapitre 3 

C30) = 1402 est la seule solution 

pour k = 3, R = 2. 
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Theoreme. L'equation (~) = m t n 'a pas de solution entiere po ur 
p ~ 2 et 4 ::;; k ::;; n - 4 . 

• Preuve. Remarquons d'abord que l'on peut supposer n ~ 2k puisque 
(~) = (n:k). Supposons que le theoreme soit faux et que (~) = m P. La 
preuve, par l'absurde, se construit autour des quatre points suivants. 

(1) Selon le theoreme de Sylvester, il existe un facteur premier p de (~) 
plus grand que k. Par consequent, pP divise n (n - 1) ... (n - k + 1). 11 est 
clair qu'un seul des facteurs n - i peut etre multiple de p (puisque p > k). 
On en deduit que pP I n - i et donc que : 

n ~ pP > kP ~ k 2 • 

(2) Considerons un facteur quelconque n - j du numerateur et notons-le 
sous la forme n - j = ajm], Oll aj n'est divisible par aucune puissance P
ieme non triviale. Nous remarquons grace 11 (1) que aj n'a que des diviseurs 
premiers inferieurs ou egaux 11 k. Nous voulons montrer ensuite que ai =1= 

aj pour i =1= j. Supposons, au contraire, que ai = aj pour un certain i < j. 
Alors mi ~ mj + 1 et : 

k > (n - i) - (n - j) = aj(mf - m;) ~ aj((mj + 1)P - m;) 

> aj l!m;-l ~ l!(ajm3)1/2 ~ I!(n - k + 1)1/2 

~ I!(~ + 1)1/2 > n1/ 2 

ce qui contredit l'inegalite n > k2 etablie ci-dessus. 

(3) Nous prouvons ensuite que les ai sont les entiers 1,2, ... , k ecrits dans 
un certain ordre (ce qui constitue pour Erdos, le point crucial de la preuve). 
Puisque nous savons dej11 qu'ils sont tous distincts, il suffit de prouver que : 

aOa1 ... ak-1 divise k! 

En substituant n - j = ajm; dans l'equation G) = m P, on trouve : 

En simplifiant par les facteurs communs 11 mo ... mk-1 et m, on obtient : 

avec pgcd( u, v) = 1. 11 reste 11 montrer que v = 1. Si tel n' etait pas le cas, 
v contiendrait un diviseur premier p. Puisque pgcd( u, v) = 1, p doit etre 
un diviseur premier de aOa1 ... ak-1 et, par consequent, il est inferieur ou 
egal 11 k. D' apres le theoreme de Legendre (voir page 8) nous savons que k! 
contient p 11 la puissance I>>-l l -4 J . Estimons maintenant l' exposant de p 

o~ p 

dans n(n - 1) ... (n - k + 1). Soit i un entier positif et soient b1 < b2 < 
... < bs les multiples de pi qui se trouvent parmi n, n - 1, ... , n - k + 1. 
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Alors bs = b1 + (8 - l)pi et par consequent: 

(8 - l)pi = bs - b1 ,;;; n - (n - k + 1) k - 1 

ce qui implique : 

Ainsi, pour chaque i, le nombre de multiples de pi qui se trouvent parmi 
n, . .. , n-k+ 1, et par consequent parmi les aj, est borne par L~ J + 1. Cela 
implique que l'exposant de p dans aOal ... ak-l est au plus: 

i-1 

L(l~J +1) 
i=1 p 

gräce au raisonnement que nous avons utilise pour le theoreme de Legendre 
dans le chapitre 2. La seule difference est que, cette fois, la somme s'arrete 
ai = C - 1, puisque les aj ne contiennent pas de puissance C-ieme. 

En considerant ces deux resultats simultanement, nous concluons que l'ex
posant de p dans vi est au plus : 

et nous obtenons la contradiction souhaitee, puisque vi est une puissance 
C-ieme. 

Cela suffit deja a regler le cas g = 2. En effet, puisque k ;;:, 4, l'un des ai 

doit etre egal a 4, mais les ai ne contiennent pas de carre. Supposons donc 
maintenant que C ;;:, 3. 

(4) Puisque k ;;:, 4, nous devons avoir ai, = 1, ai2 = 2, ai3 = 4 pour 
certains i 1 , i 2 , i 3 , c'est-a-dire : 

n - i 1 = mi, n - i 2 = 2m~, n - i 3 = 4m~ 

Nous affirmons que (n-i 2 )2 #- (n-i 1 )(n -i3 ). Sinon, on pose b = n-i2 

et n - i1 = b - x, n - i3 = b + y, Oll 0< lxi, lyl < k. Par suite: 

b2 =(b-x)(b+y) ou (y-x)b=xy 

Oll x y est clairement impossible. Nous avons maintenant gräce a la 
partie (1) : 

Ixyl = blY - xl ;;:, b > n - k > (k - 1)2 ;;:, Ixyl 

ce qui est absurde. 

On constate que notre analyse est en ac

cord avec e30) = 1402 , puisque: 

50 = 2.52 

49 = 1.72 

48 = 3.42 

et 5.7.4 = 140. 
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Nous avons done m~ i= mlm3. Supposons que m~ > mlm3 (l'autre eas 
etant analogue) et eerivons nos dernieres ehaines d'inegalites. Nous obte
nons: 

2(k-l)n > n2 -(n-k+l)2 > (n-i2?-(n-i1 )(n-i3 ) 

4[m~' - (mlm3)'l ;;:, 4[(mlm3 + 1)' - (mlm3)'l 

;;:, 4emi-lm~-1 

Puisque e ;;:, 3 et n > k' ;;:, k3 > 6k, eela implique : 

2(k - 1)nmlm3 > 4emim~ = e(n - il)(n - i3) 

> e(n - k + I? > 3(n - ~)2 > 2n2 

Puisque mi :::; n l /' :::; n l / 3 , nous obtenons fina1ement: 

OU k3 > n. Avee eette eontradietion, la preuve est terminee. D 
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Representation des nombres 
comme somme de deux carres 

Quels sont les nombres qui peuvent s'ecrire comme somme de deux 
carres? 

Cette question est aussi vieille que la theorie des nombres et sa solution est 
un classique dans ce domaine. La partie difficile de la solution consiste a 
verifier que chaque nombre premier de la forme 4m + 1 est une somme de 
deux carres. G. H. Hardy ecrit que ce theoreme des deux carres de Fermat 
«est a juste titre considere comme l'un des plus fins de l'arithmetique ». 

Neanmoins, la demonstration developpee ci-dessous est relativement re
cente. 

Commen~ons par quelques echauffements. En premier lieu, il convient de 
distinguer trois classes de nombres : le nombre premier P = 2, les nombres 
premiers de la forme P = 4m + 1 et les nombres premiers de la forme 
P = 4m + 3. Chaque nombre premier appartient exactement a l'une de ces 
trois classes. Sur ce point, nous pouvons noter (en utilisant une methode 
«a la Euclide ») qu'il existe une infinite de nombres premiers de la forme 
4m + 3. En fait, s'il y en avait seulement un nombre fini, nous pourrions 
considerer Pk le plus grand nombre premier de ce type. En posant : 

N k := 22 .3.5 .... . Pk - 1 

(ou PI = 2, P2 = 3, P3 = 5, ... designe la suite de tous les nombres 
premiers), on trouverait alors que N k est congru a 3 (mod4). Il devrait 
donc avoir un facteur premier de la forme 4m + 3 et ce facteur premier 
serait plus grand que Pk ce qui contredit la definition de Pk. A la fin de 
ce chapitre, nous verrons egalement qu'il existe une infinite de nombres 
premiers du type P = 4m + 1. 

Notre premier lemme caracterise les nombres premiers pour lesquels -1 est 
un carre dans le corps Zp (dont les proprietes sont resumees dans l' encadre 
de la page suivante). Il va aussi nous fournir un moyen rapide de constater 
qu'il existe un nombre infini de nombres premiers de la forme 4m + 1. 

Lemme 1. Pourtoutnombre premierp = 4m+1. l'equation 8 2 == -1 (modp) 
admet deux solutions 8 E {I, 2, .. . ,p-1}, pour P = 2, l'equation admet 
une solution, et pour les nombres premiers de la forme P = 4m + 3, I' equa
tion n 'admet pas de solution . 

• Preuve. Pour P = 2, on prend 8 = 1. Pour P impair, nous construisons 
la relation d' equivalence sur {I, 2, ... ,p - I} qui est definie en associant 

Chapitre 4 

1 12 + 02 

2 12 + 12 

3 ?? 
4 22 + 02 

5 22 + 12 

6 ?? 
7 

8 
9 

10 

11 

Pierre de Fennat 
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Si p = 11, la partition est: {I, 10}, 
{2,9,6,5},{3,8,4,7}; 
si p = 13, c'est: {I, 12}, {2, 11,7, 6}, 
{3, 10, 9, 4}, {5, 8}, la paire {5, 8} 
fournissant les deux solutions de 
8 2 == -1 mod 13. 

+ 0 1 2 3 4 
0 0 1 2 3 4 
1 1 2 3 4 0 
2 2 3 4 0 1 
3 3 4 0 1 2 
4 4 0 1 2 3 

0 1 2 3 4 
0 0 0 0 0 0 
1 0 1 2 3 4 
2 0 2 4 1 3 
3 0 3 1 4 2 
4 0 4 3 2 1 

Addition et multiplication dans Z5 

chaque element a son symetrique pour l' addition et a son symetrique pour 
la multiplication dans Zp. Ainsi, les classes d'equivalence «generales» 
contiendront quatre elements : 

{x, -x, x, -x} 

puisqu'un ensemble a 4 elements de ce type contient les deux inverses de 
chacun de ses elements. Cependant, il existe des classes d'equivalence plus 
petites lorsque ces quatre nombres ne sont pas distincts : 
• x == -x est impossible si pest impair. 
• x == x est equivalent a x 2 == 1. Cette equation a deux solutions, respec

tivement x = 1 et x = p - 1, conduisant a une classe d'equivalence 
{1,p - I} de cardinal2. 

• x == -x est equivalent a x 2 == -1. Cette equation peut soit ne pas avoir 
de solution, soit avoir deux solutions distinctes : xo, p - Xo auquel cas la 
classe d'equivalence est {xo,p - xo}. 

L'ensemble {I, 2, ... ,p - I} contient p - 1 elements. Nous l'avons par
titionne en ensembles a 4 elements (que nous appellerons quadruplets) et 
en une ou deux paires. Pour p - 1 = 4m + 2, nous constatons qu'il n'y 
a que la paire {I, p - I}, le reste est compose de quadruplets et donc 
8 2 == -1 (mod p) n' a pas de solution. Si p - 1 = 4m, il doit y avoir 
une deuxieme paire, ce sont les deux solutions de 8 2 == -1 que nous cher
chions. D 

Le lemme 1 signifie que tout nombre premier impair qui divise un nombre 
de la forme M 2 + 1 doit etre de la forme 4m + 1. Cela implique qu'il y a 
une infinite de nombre premiers de cette forme. En effet, si tel n'etait pas 
le cas, designons par qk le plus grand nombre premier de la forme 4m + 1 
et considerons le nombre 2.3.5.·· . . qk)2 + 1. Le meme raisonnement que 
precedemment conduit a une contradiction. 

Corps premiers 
Si pest un nombre premier, l'ensemble Zp = {O, 1, .. . , p - 1} muni 
de l'addition et la multiplication « modulo p » e tun corps fini. Nous 
aurons besoin des proprietes simples suivantes : 
• Si x E Zp, x # 0, le symetrique pour I'addition (habituellement 

note - x ) estp - xE {1 , 2, .. . ,p - l}. Sip > 2, x et - x sont des 
elements distincts de Zp. 

• Tout x E Zp \ {O} a un inverse unique pour la multiplication note 
xE Zp\ {O} qui verifiedonc xx == 1 (mod p). 
La definition des nombres premiers implique en effet que I'appli-
cation Zp\ {O} ~ Zp\ {O} , z I-t xz est injective. Zp\{O} etant 
fini , elle est aussi sUljective ; donc pour chaque x # 0 il existe un 
unique x f: 0 tel que xx == 1 (modp). 

• Les carres 02 , 12 , 22 , • .. ,h2 definissent des elements distincts de 
Zp, pour h = LH 
En effet, x2 == y2, OU (x + y) (x - y) == 0, implique que x == y ou 
que x == -y. Les 1 + L ~ J elements 02 , 12 , ... , h2 sont appeles des 
camfs dans Zp. 
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A ce stade, notons que POUf tous 1es nombres premiers, l' equation x2 +y2 := 
-1 (mod p) ades solutions. En effet, il y a l ~ J + 1 carres distincts de la 
forme x2 dans Zp et l ~ J + 1 nombres distincts de la forme - (1 + y2). Ces 
deux ensembles de nombres sont trop grands POUf etre disjoints, puisque 
Zp n'a que p elements. Il doit donc exister x et y tels que x 2 := -(1 + 
y2) (modp). 

Lemme 2. Aucun nombre n = 4m + 3 n' est somme de deux carres . 

• Preuve. Le carre de tout nombre pair est (2k)2 = 4k2 := ° (mod4), 
tandis que les carres des nombres impairs sont de la forme (2k + 1)2 = 
4 (k2 + k) + 1 := 1 (mod 4). Ainsi, toute somme de deux carres est congrue 
11 0, 1 ou 2 (mod4). D 

Il est evident que les nombres premiers p = 4m + 3 sont« mauvais ». On 
pOUfsuit donc en esperant obtenir de « bonnes » proprietes POUf les nombres 
premiers de la forme p = 4m + 1. Voici le point c1e pour parvenir au 
theoreme principal. 

Proposition. Tout nombre premier de la forme p = 4m + 1 est somme de 
deux carrt~s, c' est-a-dire qu 'il peut s' ecrire sous la forme p = x2 + y2 avec 
x,y E N. 

Nous allons presenter ici deux preuves de ce resultat, aussi elegantes et 
surprenantes 1'une que 1'autre. La premiere preuve combine une applica
tion saisissante du «principe des tiroirs » (dej1l utilise avant le lemme 2 ; 
voir aussi le chapitre 25 POUf en savoir davantage Suf ce principe) et des 
congruences. L'idee est due au theoricien des nombres norvegien Axel 
Thue . 

• Preuve. On considere les couples d'entiers (x', y') qui verifient la pro
prieteO ~ x',y' ~ y'P,c'est-1I-diretelsquex',y' E {0,1, ... , ly'Pj}.Ily 
a (l y'PJ + 1)2 couples de ce type. En utilisant l' estimation lx J + 1 > x si 
x = y'P, on voit qu'il y a plus de p coup1es d'entiers de ce type. Ainsi, P0uf 
tout s E Z, il est impossible que toutes les valeUfs x' - sy' produites par 
les paires (x', y') soient distinctes modulo p. Donc P0uf chaque s, il existe 
deux couples distincts : 

(x',y'), (X",y") E {0,1, ... ,ly'PJ}2 

tels que : 
x' - sy' := x" - sy" (modp) 

On constate alors que x' - x" := s(y' - y") (modp). Ainsi, en posant : 

x := Ix' - x"I et y:= Iy' - y"l 

on obtient: 

(X,Y)E{0,1, ... ,ly'PJ}2 avec x:=±sy(modp) 

Pour p = 13, lv'PJ = 3; on est done 
amene a eonsiderer x', y' E {O, 1,2, 3}. 
Pour s = 5, la somme x' -sy' (mod 13) 
prend les valeurs suivantes : 

y' 0 2 3 x' 
0 0 8 3 11 

1 1 9 4 12 

2 2 10 5 0 

3 3 11 6 1 
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T 

U 

Nous savons aussi que x et y ne peuvent etre nuls tous les deux, parce que 
les paires (x', y') et (x", y") sont distinctes. 

Soit maintenant 8 une solution de 8 2 == -1 (mod p) (cette solution existe 
d'apres le lemme 1). Alors x 2 == 82y2 == _y2 (modp) ; nous avons donc 
mis en evidence un couple (x, y) E 'ff'} tel que 0 < x 2 + y2 < 2p et 
x 2 + y2 == 0 (modp). Mais pest le seul nombre qui se trouve entre 0 et 2p 
et qui est divisible par p. Ainsi, x 2 + y2 = P ce qui termine la demonstra
tion. D 

Notre deuxieme demonstration de la proposition - il est c1air que c'est 
aussi une preuve du Grand Livre - a ete decouverte par Roger Heath
Brown en 1971. Elle est parue en 1984. (Une version condensee en «une 
phrase» a ete donnee par Don Zagier). Elle est tellement elementaire que 
nous n'avons meme pas besoin d'utiliser le Lemme 1. 

L'argument de Heath-Brown est structure autour de trois involutions li
neaires : la premiere completement evidente, une deuxieme cachee et une 
troisieme triviale qui constitue une sorte de bouquet final. La deuxieme 
involution, inesperee, repose sur une structure cachee sur l' ensemble des 
solutions entieres de I'equation 4xy + z2 = p . 

• Preuve. Etudions l' ensemble : 

Cet ensemble est fini. En effet, x ): 1 et y ): 1 impliquent que y :( ~ et 
x :( ~. 11 n'y a donc qu'un nombre fini de valeurs possibles pour x et y. En 
outre, etant donnes x et y, il y a au plus deux valeurs possibles pour z. 

1. La premiere involution lineaire est definie par : 

f: S --+ S, (x,y,z) f---+ (y,x,-z) 

elle echange x et y, et change le signe de z. Elle envoie S sur lui-meme; 
c'est une involution: appliquee a deux reprises, elle donne I'identite. Re
marquons que f n'a pas de point fixe, puisque z = 0 implique p = 4xy, ce 
qui est impossible. D'autre part, f envoie les elements de 

T:= {(X,y,Z)ES:Z>O} 

sur les elements de S\T qui satisfont z < O. Enfin, f inverse les signes de 
x - y et de z et elle envoie donc les elements de 

U := {(x, y, z) ES: (x - y) + z > O} 

sur les solutions de S\ U. Pour nous en assurer, nous devons nous convaincre 
qu'il n'y a pas de solutions teIles que (x - y) + z = 0, ce qui est le cas 
puisque cela impliquerait : p = 4xy + z2 = 4xy + (x - Y? = (x + Y? 
Que peut-on conc1ure de I'etude de f? L'observation principale est la sui
vante : puisque f envoie les ensembles T et U sur leurs complementaires, 
elle echange aussi les elements de T\U avec ceux de U\T. C'est-a-dire 
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qu'il y ale meme nombre de solutions dans U qui ne sont pas dans T que 
de solutions dans T qui ne sont pas dans U. Done T et U ont le meme 
cardinal. 

2. La deuxieme involution que nous etudions est une applieation definie 
sur l' ensemble U : 

g: U ---+ U, (x, y, z) >---+ (x - y + z, y, 2y - z) 

Verifions d'abord que eette applieation est bien definie : si (x, y, z) E U, 
alors x - y+z > 0, Y > ° et 4(x - y+z)y+ (2y - Z)2 = 4xy+ Z2, done 
g(x, y, z) ES. Puisque (x - y+ z) - Y + (2y - z) = x > 0, on en eonc1ut 
queg(x,y,z) EU. 
Par ailleurs, gest bien une involution puisque g(x, y, z) = (x-y+z, y, 2y
z) est envoye par g sur ((x - y + z) - y + (2y - z), y, 2y - (2y - z)) = 
(x, y, z). 
Enfin g a exaetement un point fixe : 

(x,y,z) = g(x,y,z) = (x-y+z,y,2y-z) 

ne se produit que si y = z. Il s'ensuit que p = 4xy + y2 = (4x + y)y, ce 
qui n' est le eas que si y = 1 = z et x = ~. 
Comme gest une involution sur U eomportant exaetement un point fixe, le 
cardinal de U est impair. 

3. La troisieme involution (triviale) que nous devons etudier est l'appliea
tion definie sur T qui eehange x et y : 

h : T ---+ T, (x, y, z) >---+ (y, x, z) 

Il est c1air que eette applieation est bien definie et que e'est une involution. 
Combinons maintenant ce que nous savons des deux autres involutions : le 
eardinal de Test egal au eardinal de U, qui est impair. h etant une involution 
sur un ensemble fini de eardinal impair, elle a un point fixe. Il existe done 
un point (x, y, z) E T tel que x = y, e'est-a-dire une solution de: 

D 

Notons que eette demonstration eonduit a un resultat plus precis : le nombre 
de representations de p de la forme p = x2 + (2y)2 est impair pour tous 
les nombres premiers de la forme p = 4m + 1 (la representation est en 
realite unique, voir [4]). Notons aussi que les deux preuves ne sont pas 
effieaees : essayez de trouver x et y pour un nombre premier a dix ehiffres ! 
Des methodes effieaees pour trouver de teIles representations en sommes 
de deux earres sont deerites dans [1] et [8]. 

Le theoreme suivant repond eompletement a la question posee au debut du 
ehapitre. 

Sur un ensemble fini de cardinal impair, 

une involution admet au moins un point 
fixe. 
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Theoreme. Un entier naturel n peut etre represente comme une somme 
de deux carres si et seulement si chaque facteur premier de la forme p = 
4m + 3 apparaft avec un exposant pair dans la decomposition en facteurs 
premiers de n. 

• Preuve. On dit qu'un nombre nest representable s'il est la somme de 
deux carres, c'est-a-dire s'il existe x, yEN tels que n = x 2 + y2. Le 
theoreme est une consequence des cinq resultats suivants. 

(1) Les nombres 1 = 12 + 02 et 2 = 12 + 12 sont representables; tout 
nombre premier de la forme p = 4m + 1 est representable. 

(2) 1e produit de deux nombres representables que1conques nl = xi + yi 
et n2 = x~ + y~ est representab1e puisque nln2 = (XIX2 + YIY2)2 + 
(XIY2 - X2Yl)2. 

(3) Si nest representable, n = x 2 + y2, nz2 est aussi representab1e puisque 
nz2 = (xz)2 + (YZ)2. 

Les resultats (1), (2) et (3) permettent d'etablir l'implication directe du 
theoreme. 

(4) Si p = 4m + 3 est un nombre premier qui divise un nombre represen
table n = x 2 + y 2 , alors p divise x et y, et donc p2 divise n. En effet, 
si x i= 0 (modp), on pourrait trouver x tel que xx == 1 (modp) et, en 
multipliant l' equation x 2 + y2 == 0 par x2, on obtiendrait : 

ce qui est impossible pour p = 4m + 3 d'apres le lemme l. 

(5) Si nest representable et si p = 4m + 3 divise n, alors p2 divise n et 
n / p2 est representab1e. Cela se deduit de (4) et ainsi la demonstration est 
terrninee. D 

Pour terrniner, voici deux remarques : 

• Si a et b sont deux nombres natureIs premiers entre eux, alors il existe 
une infinite de nombres premiers de la forme am + b (m E N). C'est 
un theoreme celebre (et difficile) de Dirichlet. Plus precisement, on peut 
montrer que, pour de grandes valeurs de x, le nombre d'entiers premiers 
p ~ x de la forme p = am + best approche de maniere assez precise 
par 'P(a) h':'x Oll ip(a) designe le nombre d'entiers b, 1 ~ b < a, qui 
sont premiers avec a (ce resultat constitue un raffinement substantiel du 
theoreme sur les nombres premiers evoque en page 10). 

• Cela signifie que, pour a fixe, en faisant varier b les nombres premiers 
apparaissent a la meme frequence. Neanmoins, pour a = 4, une observa
tion attentive montre qu'il existe «bien plus» de nombres premiers de la 
forme 4m + 3 que de la forme 4m + 1. Cet effet est connu sous 1e nom 
de «biais de Chebyshev» (voir Granville et Martin [2], Riesel [5] ainsi 
que Rubinstein et Sarnak [6]). 
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La loi de reciprocite quadratique 

Quel est le theoreme qui admet le plus grand nombre de demonstrations 
differentes? Le theoreme de Pythagore ou le theoreme fondamental de l'al
gebre sont certainement de bons candidats mais le champion est sans aucun 
doute la loi de reciprocite quadratique en theorie des nombres. Dans une 
monographie admirable, Franz Lemmermeyer etablit a la date de l'an 2000 
une liste ne comportant pas moins de 196 demonstrations differentes de ce 
resultat. Bien sür, certaines d'entre elles ne sont que de legeres variantes 
mais la palette des idees mises en reuvre et la liste des contributeurs sont 
impressionnantes. 

Euler, Legendre et Gauss ont beaucoup travaille sur les residus quadratiques 
et ont etudie en particulier les relations possibles entre q residu quadratique 
modulo pet p residu quadratique modulo q, lorsque pet q sont des nombres 
premiers impairs. Euler et Legendre decouvrirent ainsi le theoreme remar
quable qui suit mais ne le demontrerent que pour des cas particuliers. Le 
8 avril 1796, Gauss redigea la premiere preuve complete de ce resultat dans 
son journal. Dn peu plus tard, Ferdinand Gotthold Eisenstein proposa cinq 
nouvelles preuves. La liste de ceux qui ont etabli des demonstrations ori
ginales de la loi de reciprocite quadratique ressemble a un Who's Who des 
mathematiques ! 

Face a tant de demonstrations differentes, la question de savoir laquelle doit 
figurer dans le Grand Livre est extremement delicate. Est-ce la plus courte ? 
Ou la plus inattendue? Faut-il privilegier la demonstration qui se prete le 
mieux ades generalisations pour aboutir a d'autres lois de reciprocite plus 
sophistiquees? Nous avons choisi deux demonstrations (qui reposent sur 
les troisieme et sixieme preuves de Gauss) ; la premiere peut etre consideree 
comme la plus simple et la plus satisfaisante tandis que l' autre constitue le 
point de depart d'une serie de resultats fondamentaux dans des structures 
plus generales. 

Comme dans le precedent chapitre, nous travaillons «modulo p », OU p 
est un nombre premier impair. Zp designe l' anneau des entiers modulo p 
- aussi appeles restes dans la suite - qui est dans ce cas un corps. On 
note generalement (mais pas toujours) 0,1, ... ,p - 1les elements de ce 
corps. On considere a '1= 0 (modp), c'est-a-dire p f a. On dit que a est 
un residu quadratique modulo p s'il existe b tel que a == b2 (modp). Dans 
le cas contraire, on dit que a est un non-residu quadratique. Les residus 
quadratiques modulo p sont donc 12 ,22 , ... , (P;1)2 si bien qu'il y a P;l 
residus quadratiques et p;l non-residus quadratiques modulo p. En effet, si 
i 2 == j2(modp) avec 1:( i,j :( p;l, alorspdivisei2 -j2 = (i-j)(i+j). 

Chapitre 5 

earl Friedrich Gauss 

Pour p = 13, !es residus quadratiques 
sont 12 == 1, 22 == 4, 32 == 9, 42 == 3, 
52 == 12 et 62 == 10; les non-residus 
sont 2, 5, 6, 7, 8,11. 
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Par exemple, pour p = 17 et a = 3, on 
obtient 38 = (34 )2 = 812 == (_4)2 == 
-1 (mod17), alors que pour a = 2 
on trouve 28 = (24 )2 == (_1)2 == 
1 (mod 17). Ainsi, 2 est un residu qua
dratique tandis que 3 est un non-residu. 

Comme 2 ~ i + j ~ p - 1, p divise i - j, e'est-a-dire i == j (modp). 

A ee stade, il est eommode d'introduire le symbole de Legendre. Pour a =t 0 
(modp), on pose: 

a {I (p):= -1 
si a est un residu quadratique modulo p, 
si a est un non-residu quadratique modulo p. 

L'histoire eommenee avee le «petit theoreme de Fermat ». Pour a =t 0 
(modp), 

aP - 1 == 1 (modp). (1) 

En fait, eomme Z; = Zp \ {O} est un groupe pour la multiplieation, on 
observe que {la, 2a, 3a, ... , (p - l)a} = Z; si bien que : 

(la)(2a) ... ((p - l)a) == 1·2· .. (p - 1) (modp), 

et en divisant par (p - I)! on obtient aP- 1 == 1 (modp). 

En d'autres termes, le polynome xp- 1 - 1 E Zp[x] a pour raeines tous les 
elements non nuls de Zp. On eonstate ensuite que : 

xp- 1 - 1 = (x 9 - 1)(x9 + 1). 

Supposons a == b2 (mod p) est un residu quadratique. Alors, selon le petit 

theoreme de Fermat, a9 == bP- 1 == 1 (modp). Ainsi, les residus quadra

tiques sont exaetement les raeines du premier faeteur, x9 - 1, et les p;1 
non-residus sont done les raeines du seeond faeteur x 9 + 1. En mettant 
ee resultat en eorrespondanee avee la definition du symbole de Legendre, 
on obtient le resultat important qui suit. 

eritere d 'Euler. Pour a =t 0 (mod p ), 

a ~ (- ) == a 2 (modp). 
p 

Le eritere d'Euler fournit immediatement la regle du produit suivante : 

(2) 

puisque le resultat se lit direetement dans le membre de droite du eritere 
d'Euler. Cette regle est tres utile lorsqu'on veut ealeuler pratiquement des 
valeurs du symbole de Legendre. Puisque tout entier est le produit de ± 1 et 
de no.mbr~ pre~ers, il suffit de eonnaitre ( -;,1 ), (~) et (~) pour les entiers 
prermers Imparrs q. 

Selon le eritere d'Euler, (-;,1) = 1 si p == 1 (mod 4) et (-;,1) = -1 si 

p == 3 (mod 4), resultats deja observes dans le ehapitre preeedent. La valeur 
de (~) resulte du lemme de Gauss que nous allons etablir un peu plus loin : 

(~) = 1 sip == ±1 (mod8) tandis que (~) = -1 sip == ±3 (mod8). 
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Gauss proceda a de nombreux ea1culs sur les residus quadratiques et, en 
particulier, essaya de voir quelle relation il pouvait y avoir entre 1e fait que 
q soit un residu quadratique modulo p et que p soit un residu quadratique 
modulo q, lorsque p et q sont des nombres premiers impairs. 11 proposa 
finalement la eonjeeture suivante qu'il parvint a demontrer. 

Loi de reciprocite quadratique. Soient p et q deux nombres pre
miers impairs distincts. Alors : 

Si p == 1 (mod4) ou q == 1 (mod4), alors p;l (respeetivement q;l) 

estpairetdone (-l)P;'Q;' = 1. Ainsi, (~) = (~).Lorsquep == q == 
3 (mod4), on observe que (~) = -(~). Pour des nombres premiers im-

pairs, on obtient done (~) = (~) saufsi p et q sont simultanement eongrus Exemple : (17) = ('l-) = (~) = -1, 

a 3 (mod4). ainsi 3 est un non-residu modulo 17. 

Premiere demonstration. La cle de notre premiere preuve (qui est au 
eentre de la troisieme preuve proposee par Gauss) eonsiste en une formule 
de denombrement qui fut rapidement eonnue sous 1e nom de Lemme de 
Gauss. 

Lemme de Gauss. On suppose a 't 0 (modp). On considere les 
nombres 1a, 2a, ... , ~a et on riduit chacun d'eux modulo p a 
son reprisentant le plus petit possible en valeur absolue, c'est-a
direau nombre ka == Tk (modp) avec -~ :-::; Tk ~ ~ pourtout 
k. Alors: 

a (- ) = (- 1)', ou S = Card{k: rk < O}. 
p 

• Preuve. Designons par Ul, ... ,us les representants inferieurs a 0 et 
par Vl," ., vy _s ceux superieurs a O. On remarque que les nombres 

-Ul," ., -U s sont tous eompris entre 1 et P;l et qu'ils sont tous distinets 
des Vj (voirnote enmarge). 11 s'ensuit que {-Ul, ... , -U., Vl,' .. 'V.!'.=.!_s} 

2 

= {I, 2, ... , ~}. On endeduit : 

II(-U') IIv. = E=..!I ~ J 2' , 

j 

ce qui implique : 

p;l! (modp). 

Si -U; = Vj, alors u;+Vj == 0 (modp). 
Par ailleurs, U; et Vj sont respective
ment de la forme Ui == ka et Vj == 
Ca (modp),cequiimpliquep I (k+C)a. 
Comme p et a sont premiers entre eux, 
p divise k + C, ce qui est impossible car 
k+C~p-1. 
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Souvenons-nous a present de la maniere dont ont ete definis les Ui et les Vj. 
Ce sont les representants de 1a, ... , p;l a. Ainsi : 

p;l! (-1)8II UiIIVj == (_1)8 P;1!azs.! (modp). 
j 

En simplifiant par p;l! et en utilisant le eritere d'Euler on trouve : 

a 1'=-! (-) == a 2 == (_1)8 (modp) , 
p 

et done (~) = (_1)8 ear pest impair. D 

A l'aide de ce resultat, on peut faeilement ealculer (~). Comme 1.2, 2.2, ... , 

p;l .2 sont tous eompris entre 1 et p - 1, on obtient : 

s = Card{i: p;l < 2i::::; p -I} = p;l - Card{i: 2i ~ p;l} = IP~ll 

On verifie que s est pair exaetement lorsque p = 8k ± 1. 

Le lemme de Gauss est le point eentral de nombreuses demonstrations de 
la loi de reciprocite quadratique. La plus elegante pourrait bien etre ee1le 
suggeree par Ferdinand Gotthold Eisenstein, qui avait appris la theorie des 
nombres en lisant le eelebre Disquisitiones Arithmeticae de Gauss et qui 
proposa d'importantes eontributions ades «theoremes de reciprocite plus 
profonds » avant sa disparition prematuree a l'age de 29 ans. Sa preuve se 
limite a eompter des points dans un reseau ! 

Soient p et q des entiers premiers impairs et eonsiderons (~). Supposons 
que kq est un multiple de q qui se reduit au representant negatif Tk < 0 
selon les notations adoptees preeedemment pour le lemme de Gauss. Cela 
signifie qu'il existe un entier unique j tel que - ~ < kq - jp < O. Remar
quons que 0< j < ~ ear 0< k < ~. En d'autres termes, (~) = (_1)8, Oll 
s est le nombre de points du reseau eonstitue des eouples (x, y) d'entiers 
tels que : 

p p q 
o < py - qx < "2' 0 < x < "2' 0 < Y < "2 . (3) 

De meme, (~) = (-1) t Oll test le nombre de points (x, y) du reseau defini 
par: 

q p q 
O<qx-py<- O<x<- O<y<-. 

2' 2' 2 
(4) 

Considerons a present le reetangle de longueur ~ et de largeur ~ et trar;ons 
les deux lignes, toutes deux paralleles a la diagonale d'equation py = qx, 
d'equations y = ~x + ~ ou py - qx = ~ d'une part, et y = ~(x - ~) ou 
qx - py = ~ d'autre part. 
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La figure suivante montre la situation pour les valeurs p = 17 et q = 11. 

~ .-------------------------------~~ 

---+--$ 

17 
"2 

On acheve rapidement la demonstration en tenant compte des trois remarques 
suivantes: 

1. 11 n'y a pas de points du reseau sur la diagonale ni sur les deux paral
leles evoquees. 11 en est ainsi car py = qx impliquerait p I x, ce qui est 
impossible. Pour ce qui concerne les paralleles, on observe que py - qx 
est entier alors que ~ et ~ ne le sont pas. 

2. Les points du reseau qui satisfont al'equation (3) sont preeisement 
ceux qui sont situes dans la bande superieure (la bande delimitee par la 
diagonale et la parallele evoquee precedemment situee juste au-dessus 
de cette diagonale) 0 < py - qx < ~ et ceux qui satisfont a (4) se 
trouvent dans la bande inferieure 0 < qx - py < ~. Ainsi, le nombre 
de points du reseau que l'on trouve dans les deux bandes est egal a 
s +t. 

3. Les deux parties exterieures R, definie par py - qx > ~,et 8, de
finie par qx - py > ~ (les deux triangles respectivement situes au
dessus de la sur-diagonale (R) et en dessous de la sous-diagonale (8)), 
contiennent le meme nombre de points. Pour s'en convaincre, il suffit 
de considerer l' application r.p : R --+ 8 qui envoie le couple (x, y) sur 
( Pt 1 - x, qt 1 - y) et de verifier que r.p est involutive. 

Comme le nombre total de points du reseau situes dans le rectangle consi
dere est ~ . q; 1, on en deduit que s + t et ~ . y sont de meme parite. 
11 en resulte que : 

D 

Seconde demonstration. Cette fois la preuve ne repose pas sur le lemme de 
Gauss. Au contraire, elle utilise ce que 1'0n appelle des sommes de Gauss 
dans les corps finis. Gauss les introduisit dans le cadre de l'etude de l'equa
tion x P - 1 = 0 et des proprietes arithmetiques de l' extension cyc1otomique 
Q(() de Q (appelee corps cyclotomique), ou ( designe une raeine n-ieme 

p=17, q=l1, 

s = 5, t = 3, 

(R) = (_1)5 = -1, 
p 

(E) = (_1)3 =-1. 
q 
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Exemple : on prend p = 3 et q = 5 ; on 
trouve G = ( - (2 et G5 = (5 _ (10 = 

(2 _ ( = _(( _ (2) = -G, ce qui 

conduita m = m =-1. 

de I'unite. Ces sommes sont le point de depart de raisonnements conduisant 
a l' obtention de lois de reciprocite plus generales. 
Rappeions d'abord quelques resultats importants concemant les corps finis. 

A. Soient p et q deux entiers premiers impairs distincts et considerons 
le corps fini F a qP-1 elements. Son corps premier est Zq, donc qa = 0 
pour tout a E F. Cela entraine que (a + b)q = a q + bq puisque tout 
coefficient binomial (;) est un multiple de q pour 0 < i < q et est donc nul 
dans F. Remarquons que le critere d'Euler s'ecrit sous la forme de l'egalite 
(~) = p q;1 dans le corps premier Zq. 

B. Le groupe multiplicatif F* = F \ {O} est cyc1ique de cardinal qP-1 - 1 
(voir I'encadre de la page suivante). Selon le petit theoreme de Fermat, p 
divise qP-1 -1 et donc il existe un element ( E F d'ordre p, c'est-a-dire tel 
que (P = 1. Cet element ( engendre le sous-groupe {(, (2, ... , (P = 1} de 
F*. Remarquons que n'importe quel (i (i i=- p) est lui aussi un generateur 
de ce sous-groupe. On obtient ainsi la factorisation : 

Muni de ces resultats, on peut se mettre au travail. Considerons la somme 
de Gauss suivante : 

p-1 . 

G := L ( ~ ) (i E F, 
i=l P 

OU (*) designe le symbole de Legendre. Pour les besoins de la demonstra
tion qui suit, on va ca1culer deux expressions differentes de Gq. 

Premiere expression. On constate que : 

p-1 . p-1 . p-1 . 

Gq = L(~)q(iq = L(~Kiq = (<I)L(~<IKiq = (<I)G. (5) 
i=l p i=l P P i=l P P 

La premiere egalite vient de (a + b)q = aq + bq. La deuxieme egalite 
utilise (~) q = (~) puisque q est impair. La troisieme egalite resulte de 

I'application de la regle des produits (2), qui conduit notamment a (~) = 

(~)( ;). Enfin, la demiere egalite s'obtient en constatant que iq, comme i, 
parcourt tout l'ensemble des entiers non nuls modulo p. 

Seconde expression. Admettons que l' on ait etabli l' egalite : 

2 p-I 
G = (-1)--Op. (6) 

On a alors presque termine. En effet: 

Gq=G(G2 )q;1 =G(_1f;1 Q;1 p q;1 =G(E)(_1f;1 Q;1. (7) 
q 

En comparant les expressions obtenues en (5) et en (7) puis en simplifiant 
E=..! .2.=..! par G, qui est non nul d'apres (6), on trouve (~) = (~) ( -1) 2 2 et donc 

finalement: 
(<I)(E) = (-1)Y~. 
p q 



Le graupe multiplicatif d'un corps fini est cy
clique 
Soit F * le groupe multiplicatif du corps F, avec W*' = n. On de
signe par ord(a) l'ordre de l'element a, c'est-a-dire le plus petit en
tier k tel que ak = 1. On veut trouver un element a E F * avec 
ord(a) = n. Si pour un element b de F* on observe ord(b) = d, 
alors, sei on le theoreme de Lagrange, d divise n (voir note de marge 
en page 4). En c1assant les elements de F* en fonction de leur ordre, 
on trouve: 

n = E '1j;(d) , ou 1/;(d) = Card{b E F* : ord(b) = d}. (8) 

dln 

Si ord(b) = d, alors tout element bi (i E {I, ... ,d}) verifie (bi)d = 1 
et constitue donc une racine du polynome x d - 1. Cependant, comme 
Fest un corps, xd - 1 possede au plu d racines, si bien que les ele
ments b, b2 , ... , bd = 1 soot exactement ces raeines. Eo partieulier, 
tout element d'ordre d est de la forme bio 
Par ailleurs, on verifie facilement que ord(bi ) = ~,ou (i,d) de

sigue le plus grand commun diviseur de i et d. Ainsi, ord(bi ) = d si 
et seulement si (i, d) = 1, c'est-a-dire si i et d sont premiers entre 
eux. En definissant lajonction d'Euler par: 

<p(d) = Card{i : 1 ~ i ~ d, (i,d) = I } , 

on obtient '1j;(d) = r,o(d) des que '1j;(d) > O. Tenant eompte de (8),00 
trouve: 

n = E 1/;(d) ~ E r,o(d) . 
dln dln 

Toutefois, nous allons voir que : 

n, (9) 

ce qui irnplique que '1j;(d) = <p(d) pour tout d. Eo particulier, 00 
eonstate que '1j;(n) = r,o(n) ~ 1 et done il existe au moins UD element 
d'ordren. 

La preuve de (9) qui suit se doit de figurer, elle aussi, dans le Grand 
Livre. Coosiderons les n fraetions : 

En reduisant ebacune d'elles a son representant irreductible sous la 
forme ~ = ~ avec 1 ~ i ~ d, (i, d) = 1 et d , n, on verifie que Je 
deoominateur d apparait exaetement <p(d) fois. 
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« Meme dans le chaos le plus total on 
peut campter sur le graupe cyclique ». 
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, I 
I 

- Que se passe-t-il ? 

- Je transporte 196 preuves de la 

loi de reciprocite quadratique ! 

Critere d'Euler: (~) = (-1) ~. 

Pour P = 3, q = 5, C 2 = ( _ (2)2 = 

(2 _ 2(3 + (4 = (2 _ 2 + ( = -3 = 

( -1) 3; 1 3, puisque 1 + ( + (2 = O. 

11 reste a montrer 1'egalite (6). Dans ce but, nous faisons les deux observa
tions simples suivantes : 

p p-1 p 

• L (i = 0 et done L (i = -1. En effet - L (i est le eoeffieient de 
i=l i=l i=l 

p 

xp - 1 dans xP - 1 = rr (x - (i) et vaut done O. 
i=l 

p-1 

• L( ~) = 0 (ear il y a autant de residus que de non-residus quadratiques) 
k=l p 

p-2 k -1 
etdone L(-) = -(-). 

k=l P P 

On eonstate que : 

p-1. p-1. 

G2 = (L (~-) (i) (L (~ ) (j) 
i=l P j=l P 

En eerivantj == ik (modp), on trouve: 

Pour k = p - 1 == -1 (modp), eela donne (-;1 )(p - 1), ear (Hk = 1. En 
eerivant le terme obtenu pour k = p - 1 separement, on obtient : 

p-2 p-1 

G2 = C1 )(p - 1) + L (~) L (CHk)i. 

P k=l P i=l 

Comme (Hk est un generateur du groupe pour tout k i= p - 1, la somme 
interieure est egale a 2:f~-; (i, pour tout k i= p - 1, et done a -1 d' apres la 
premiere observation. La somme exterieure devient - 2:~:i (~) = (-;1) 
en tenant eompte de la deuxieme observation. 11 s'ensuit que G2 = (-;l)p 

et done, a l' aide du eritere d'Euler, que G2 = (-1) ~ p, ce qui termine la 
demonstration. D 
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Taut corps fini est commutatif 

La structure d'anneau joue un röle important en algebre moderne. Si un 
anneau R a un element unite 1 pour la multiplication et si tout element 
non nul admet un inverse pour la multiplication, on dit que Rest un corps. 
L'exemple le plus connu de corps non commutatif est le corps des qua
ternions decouvert par Harnilton. Toutefois, comme l'affirme le titre du 
chapitre, un tel corps est necessairement infini. Si Rest fini, les axiomes 
forcent la multiplication a etre commutative. 

Ce resultat desormais c1assique a stimule l'imagination de nombreux ma
thematiciens. Comme l'ecrit Herstein : «Il est tres inattendu de mettre en 
relation deux objets apparemment sans rapport, le nombre d'elements d'un 
certain systeme algebrique et la loi de multiplication de ce systeme. » 

Theoreme. Tout corps fini est commutatif 

Ce beau theoreme, habituellement attribue a MacLagan Wedderburn, a ete 
demontre par de nombreux mathematiciens, en utilisant une grande va
riete d'idees. Wedderburn lui-meme en a donne trois preuves differentes 
en 1905; une autre preuve a ete proposee par Leonard E. Dickson la meme 
annee. D'autres encore ont ete donnees plus tard par Emil Artin, Hans Zas
senhaus, Nicolas Bourbaki et bien d'autres. L'une d'elles s'impose par sa 
simplicite et son elegance. Elle a ete trouvee par Ernst Witt en 1931 et 
combine deux idees elementaires qui menent a une conc1usion brillante . 

• Preuve. Notre premier ingredient est issu de l'algebre lineaire. Etant 
donne un element s E R arbitraire, soit Gs l'ensemble {x ER: xs = sx} 
des elements permutables avec s; Gs s'appelle le centralisateur de s. Il est 
c1air que Gs contient 0 et 1 ; c'est un sous-corps de R. Le centre Z de Rest 
l' ensemble des elements qui commutent avec tous les elements de R donc 
Z = nsER Gs . En particulier, tous les elements de Z sont permutables, 0 
et 1 appartiennent a Z. Z est donc un corpsjini. Posons IZI = q. 
On peut considerer R et Gs comme des espaces vectoriels sur le corps Z et 
en deduire que I RI = qn, OU nest la dimension de l' espace vectoriel R sur 
Z. De meme, IGs I = qns pour des entiers n s ~ 1 convenables. 

Supposons maintenant que R ne soit pas commutatif. Cela signifie que pour 
un certain s ERle centralisateur Gs n'est pas R tout entier, ou, ce qui 
revient au meme, que n s < n. 

Chapitre 6 

ErnstWitt 
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Sur l' ensemble R* : = R\ {O}, eonsiderons la relation: 

r' ~ r :~ r' = x-1rx pour un eertain xE R*. 

Il est faeile de verifier que ~ est une relation d'equivalenee. Soit : 

la classe d'equivalenee eontenant s. Remarquons que IAsl = 1, preeise
ment lorsque s appartient au centre Z. Par hypothese, il y a done des classes 
A s teIles que lAsi;:::' 2. Si s E R*, eonsiderons maintenant l'applieation, 
de R* sur A s , 1s : x f----t x-1 sx. On a : 

x-1 SX = y-1 sy ~ (yx- 1)s = s(yx-1) 

~ yx-1 EC; 

~ yEC;x 

Oll C;x = {zx : z E C;} a pour eardinal IC;I. Par eonsequent, tout 
element x-1sx est I'image d'exaetement IC;I = qn, - 1 elements de R* 
par l'applieation 1s; on en deduit que IR*I = IAsIIC;I. En partieulier, on 
remarque que : 

IR*I qn - 1 
-- - --- - IA lest un entier pour tout s. IC;I - qn s _ 1 - s 

On sait que les classes d' equivalenee eonstituent une partition de R*. Re
groupons maintenant tous les elements eentraux Z* et designons par Al, 
... , At les classes d'equivalenee qui eontiennent plus d'un element. Par 
hypothese, nous savons que t ;:::, 1. Puisque IR* I = IZ* I + 2:~=1 lAi I, nous 
obtenons le resultat suivant, eonnu sous le nom deformule des classes : 

'1 qn_1 N . ou < qni-1 E pour tout L 

t qn_1 
q-1+ "'-L...J qni -1 

i=l 

(1) 

L'egalite (1) nous fait passer de I'algebre abstraite a I'arithmetique. Nous 
allons maintenant montrer que si qni - 11 qn - 1 alors ni I n. En effet, 
eerivons n = ani +r avee 0 ~ r < ni. Alors qni -11 qani+T -1 implique: 

et done qni - 11 q(a-1)ni +T - 1, puisque qni et qni - 1 sont premiers entre 
eux. En poursuivant dans eette voie, nous trouvons que qni - 11 qT - 1 si 
o ~ r < ni, ce qui n'est possible que si r = 0, done ni I n. Finalement, on 
eonstate que : 

ni I n pour tout i (2) 

Le deuxieme ingredient intervient maintenant : l' ensemble des nombres 
eomplexes <C. Considerons le polynome x n - 1. Ses raeines dans C sont 



appelees les meines n-iemes de ['unite. Puisque >..n = 1, toutes ces ra
eines >.. verifient 1>"1 = 1 et appartiennent par consequent au cercle unite 
du plan complexe. En fait, ce sont preeisement les nombres >"k = e 2':.~' = 
cos(2k7r/n) + isin(2k1r/n), 0 ~ k ~ n - 1 (voir encadre). Certaines 
raeines >.. verifient >.. d = 1 avec d < n; par exemple, la raeine >.. = -1 
verifie >..2 = 1. Pour une raeine >.., soit d le plus petit exposant positif tel 
que >..d = 1. En d'autres termes, d est 1'ordre de >.. dans le groupe des 
racines de l'unite. Alors d I n, d'apres le theoreme de Lagrange (<< l'ordre 
de chaque element d'un graupe divise l' ordre du graupe»; voir encadre du 
chapitre 1). Notons aussi qu'il y ades raeines d' ordre n, comme >"1 = e 2;:' . 

Racines de I'unite 
Tout nombre complexe (non nuI) z = x + iy peut s'lXrire sous forme 
polaire 

z = rei'P = r(eosrp + isinrp) 

ou r = Iz i = "';x2 + y2 est la distance de z a l'origine et rp est 
l'angle mesure a partir de l'axe x. Les racines n -iemes de I'umte soot 
par consequent de la forme: 

>"k = e 2k:' = eos(2krr In) + i sin(2krr In) O~k~n-l 

puisque pour tout k : 

>../: = e2k-rri = eos(2krr) + i sin(2krr) = 1 

On obtient geometriquement ces racines en inscrivant un polygone 
regulier a n eötes sur le cercle unite. Notons que >"k = (k pour tout 
k, OU ( = e 2;:' . Ainsi, les raeines n-iemes de l'unire forment un 
groupe cyclique {(, (2 , ... ,(,,-1, (n = I} d'ordre n. 

Regroupons maintenant toutes les raeines d'ordre d et posons : 

rPd(X):= rr (x - >..) 
A d'ordre d 

Remarquons que la definition de rPd(X) est independante de n. Puisque 
chaque raeine a un certain ordre d, on peut affirmer que : 

(3) 

Voiei l' observation crueiale : les eoeffieients des polynomes rPn (x) sont en
tiers (e'est-a-dire que rPn(x) E Z[x] pour tout n) et, en outre, le eoeffieient 
eonstant de ees polynomes vaut 1 ou -1. 

Verifions soigneusement eette affirmation. Pour n = 1, 1'entier 1 est la 
seule raeine ; done rP1 (x) = x-I. Proeedons maintenant par reeurrence, en 
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x = reosrp 

-1 

Les raeines de l'unite lorsque n = 6. 
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supposant que cPd(X) E Z[x] pour tout d < n et que le coeffieient constant 
de cPd(X) est 1 ou -1. D'apres la relation (3) : 

(4) 

f n-f 

Ollp(X) = LPiXi, cPn(x) = L ajxj , avecpo = 1 oupo =-1. 
i=O j=O 

Puisque -1 = Po ao, nous voyons que ao E {1, -1 }. Supposons que nous 
sachions deja que ao, al,'" , ak-l E Z. En calculant le coeffieient de x k 

dans les deux membres de (4), nous trouvons : 

k k 

LPiak-i = LPiak-i + POak E Z 
i=O i=l 

Par hypothese, tous les ao, ... ,ak-l (et tous les Pi) appartiennent a Z. 
Ainsi, POak et par consequent ak doivent etre aussi des entiers, puisque 
Po est egal a 1 ou -1. 

Nous sommes prets a donner le coup de gri'ice 1. Soit ni In l'un des nombres 
apparaissant dans (1). Alors : 

rr 
dln d I n, dfni, d#n 

On a donc dans Z les relations de divisibilite suivantes : 

qn -1 
cPn(q) I ~1 q'-

et (5) 

Puisque (5) est verifiee pour tout i, nous deduisons de la formule des c1asses 
(I) que : 

mais c'est impossible. En effet, nous savons que cPn(xt= TI(x - A) Oll 
A parcourt toutes les raeines de x n - 1 d'ordre n. Soit A = a + ib l'une 
de ces raeines. Comme n > 1 (puisque R -1= Z), nous avons ~ -1= 1, ce 
qui implique que la partie reelle a est plus petite que 1. Maintenant 1~12 = 

a2 + b2 = 1, par consequent: 

Iq-a-ibI 2 = (q_a)2+b2 

q2 _ 2aq + a2 + b2 = q2 - 2aq + 1 

> q2 _ 2q + 1 (puisque a < 1) 

1. N.d.T.: en fran9ais dans le texte original. 



et donc on a I q - >: I > q - 1 pour toutes les raeines d' ordre n. Cela implique 
que: 

lq)n(q)1 = rr Iq - '\1 > q - 1 
>-

ce qui signifie que q)n ( q) ne peut pas etre un diviseur de q - 1. D 
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Quelques nombres irrationnels 

« 'Ir est irrationnel » 

C'est ce qu' Aristote a conjecture lorsqu'il a annonce que le diametre et la 
circonference d'un cercle ne sont pas commensurables. La premiere preuve 
de ce resultat fondamental a ete donnee par Johann Heinrich Lambert en 
1766. La Preuve de notre Grand Livre est due a Ivan Niven, en 1947 : une 
preuve en une page, extremement elegante, qui ne requiert que des calculs 
elementaires. Son idee est puissante et l'on peut en tirer bien davantage, 
comme l' ont montre I wamoto et Koksma : 

• 'lr2 est irrationnel ; 

• er est irrationnel pour tout rationnel r # O. 

Toutefois, Niven a eu des precurseurs. Sa methode trouve ses origines dans 
un article desormais classique de Charles Herrnite, datant de 1873 ; Herrnite 
est le premier a avoir etabli que e est transcendant, c'est-a-dire que e n'est 
pas raeine d'un polynome a coeffieients rationnels. 

Suivant ainsi I' ordre chronologique dans lequel ces resultats ont ete etablis, 
nous allons nous interesser au resultat le plus facile a etablir, a savoir que e 
et ses puissances entieres sont irrationnels, avant de traiter le cas de 7r. 

Pour commencer, on constate faeilement (comme le fit Fourier en 1815) 
que e = L:k;;'o fr est irrationnel. En effet, si I'on pouvait ecrire e = ~ avec 
a et b > 0 entiers, on serait conduit a : 

n! be = n!a 

pour taut n ~ O. Une teIle egalite ne peut etre vraie car on obtiendrait un 
entier pour le membre droit de I' egalite alors que si I' on ecrit : 

1e membre gauche de l' egalite se decompose en un premier terme entier : 

et un second terme : 

b ,( 1 1 1) n. 1 + I" + I" + ... + I" 1. 2. n. 

( 1 1 1 ) 
b n + 1 + (n + l)(n + 2) + (n + l)(n + 2)(n + 3) + ... 

Chapitre 7 

Charles Hermite 

e .- 1 + f + ~ + ~ + ~ + ... 
2.718281828 ... 
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Serles geometrlques 
Pour une s6rie g6om6trique se pre
sentant sous la forme: 

avee q > I, on trouve : 

qQ=I +~+~+ ... =I+Q 

et done : 

'''' 

Q =_I_ 
q-l 

R L'IRRATIQNNALITB DU OMBRE 

P .•• J. LIOUVlf.,l. ... 

On pl'OIJ"W"ed.anJ lu tllmtou. qUill Je. oolitobrttt;, bw! de& ktp.rithlTllH 
~ritN, 11'11 pu UM; 1"l1~r r.uioll.ur:Ilr:_OIl dr: ... ~t , OI!IIIoI:~bl er 

ajolil~ q1i~ b U'I~r: Ui!!:cbod~ PnJUore .uw '1._ e ne peut pu eire: u· 
d~ d'wle&tWltiondl1lK011d ~ 10 codlkielltJ nlicnnoeb, oen:f(ll't~ 

q_ I'on nepeut palll\.oiFlIl!+; _ 11:, a ~t.l.nl1Jn mtier positirct b. 4', 

Ik. mMn pmiti& (Ju ~;ati6_ f.n dt'd, Ii 1'00 rtlllPLK.: !bill «,Ir 

~lUtiolll ~ I!C;OII e·· pulw;tt~loppufll8lu.dM.Jiu;detl!Luidr:~. 
pli;" "(II'on multiplie Ia deux IIM'mbn:'ll pu 1. ".3. _ . 11, (Ion tl'(ll,ll'"tl':J 

.iRlllmt 

JA- etanluEi catier. On pctJI10l.ljoun bIn m toIU: 1'-" Ie rg~eur 

:!:.~, 
0it ~ti'; il Mlffirade'lIpf01<S'lI plil'Ji 11 at <0,",. irnP'lir~ b ($I 

>0, CD pren1llt de ph",1 IrU ~d. l"tqt.laltOll que 1:10\1, vtfIODi 
d'krite cooollin. des Ion" Ilne .bwnUWlj (':lr ltOtl p«micr III(mbrt 
eta/lI ftKntieliemtnl potitir eC h'tt pedt, ioeftI cOIIInpriJ, efl tre 0 tl I, 
et ne pourToll pu I:tn! 4" a UR tfll~ ",. Oonoc, eie. 

L' artic\e de Liouville. 

qui vaut Cl peu pres *, si bien que pour de grandes valeurs de n il ne peut 
pas etre entier. On peut en effet montrer que le tenne en question est plus 

grand que n! 1 et plus petit que * en posant : 

1 1 1 
On = n + 1 + (n + 1)(n + 2) + (n + 1)(n + 2)(n + 3) + ... 

et en effectuant une comparaison avec une serie geometrique : 
1 1 1 1 

n + 1 < On< n + 1 + (n + 1)2 + (n + 1)3 + ... = 
1 

D 
n 

On peut alors se demander si cette astuce consistant a multiplier par n! 
pennet aussi de montrer que e2 est irrationnel. Ce resultat est nettement 
plus fort que la simple irrationnalite de e : le nombre y'2 est irrationnel 
mais son carre ne l'est pas. 

John Cosgrave nous a indique deux astuces qui permettent chacune de prou
ver l'irrationnalite de e2 et dont la combinaison conduit a l'irrationnalite de 
e4 . La premiere astuce figure dans un article d'une page redige par J. Liou
ville en 1840. La seconde est presentee dans un «addendum» que Liouville 
fit paraitre sur les deux pages suivantes du meme journal. 

Pourquoi e2 est-il irrationnel? Que peut-on deduire de e2 = %? Selon 
Liouville, il faut considerer la question de la maniere suivante : 

be = ae- 1 , 

substituer a e et e-1 leurs developpements en serie: 

e 

et: 
1 1 1 1 1 

1--+---+---+ ... 
1 2 6 24 120 ' 

puis multiplier par n! pour un entier n pair suffisamment grand. On constate 
alors que n!be est presqu'un nombre entier puisque : 

est entier et que le reste: 

n!b(-( 1 )' +_( 1 )' + ... ) n+1. n+2. 

vaut a peu pres * car ce reste est plus grand que n! 1 et plus petit que *, 
comme nous l' avons vu precedemment. 

De meme, n!ae- 1 est lui aussi presqu'un nombre entier; nous obtenons un 
premier tenne entier et un reste: 

( )n+l, (1 1 1 ) 
-1 n.a -( --)' - -( --)' + -( --)' - ... , n+1. n+2. n+3. 



qui vaut a peu pres (-1) n+ 1 ~. Plus precisement, pour un entier n pair, le 
reste est plus grand que - ~ et plus petit que : 

( 1 1 1 ) a ( 1) 
-a n + 1 - (n + 1)2 - (n + 1)3 -... = - n + 1 1 -;;;, < o. 

C'est alors qu'apparalt une eontradiction puisque eela signifierait que pour 
de grands entiers n pairs, n!ae- 1 serait juste un peu plus petit qu'un en
tier tandis que n!be serait juste un peu plus grand qu'un entier si bien que 
l'egalite n!ae- 1 = n!be ne pourrait pas etre verifiee. D 

De maniere a montrer que e4 est irrationnel, nous raisonnons a nouveau par 
l' absurde, posant eourageusement e4 = % et eerivons eeci sous la forme: 

be2 = ae-2. 

Nous pourrions essayer a nouveau de multiplier par n! pour un grand entier 
n et regrouper les termes non entiers mais eela ne eonduirait arien d' exploi-

... ... 2 n +1 
table. En effet, le reste du membre gauehe vaudra a peu pres b-n - eontre 

1 2n +1 
(_I)n+ a-n- pour le reste du membre droit, ees deux termes demeurant 
grands lorsque n tend vers l'infini. 

TI eonvient done d'examiner la situation avee un peu plus de soin et d'ap
porter quelques ameliorations a la strategie mise en reuvre jusqu'alors. Au 
lieu de prendre un grand entier n quelconque, on va plutöt eonsiderer des 
puissanees de 2, e'est-a-dire des entiers de la forme n = 2m . Ensuite, au 
lieu de multiplier par n!, on va multiplier par 2:~1. On sera alors eonduit 
a utiliser un lemme elementaire, eas partieulier du theoreme de Legendre 
evoque dans eet ouvrage (voir page 8) : pour tout n ): 1, la deeomposition 
en faeteurs premiers de l'entier n! fait apparaltre le facteur 2 au plus n - 1 
fois - avee egalite si et seulement si nest une puissanee de 2. 

Ce lemme n' est pas diffieile a montrer. l ~ J des faeteurs de n! sont pairs, 
l % J d' entre eux sont multiples de 4 et fournissent done ehaeun un nouveau 
faeteur 2 et ainsi de suite. Si done 2k est la plus grande puissanee de 2 teIle 
que 2k ~ n, alors la deeomposition de n! eomporte 1e faeteur 2 exaetement : 

fois. Or: 

avee egalite dans les deux inegalites exaetement si n = 2k . 

Revenons a be2 = ae-2 • Observons maintenant: 

n! 2 n!_2 
b2n- 1 e = a 2n- 1 e 

et substituons a e2 et e-2 leurs developpements en serie: 

2 2 4 8 2T 

e =1+-+-+-+ ... +,+ ... 
1 2 6 r. 

(1) 
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et: 
-2 2 4 8 2T 

e =1- i +"2-6"+ ... +(-IY-:;:r+ ... 

Pour r ::::; n nous obtenons des termes generaux entiers dans chaque membre, 
a savoir: 

n! 2T 

b--- et 
2n - 1 r! 

Oll pour r > 0 le denominateur r! contient le facteur 2 au plus r - 1 fois 
tandis que n! le contient exactement n -1 fois. Ainsi, pour r > 0, les termes 
generaux sont pairs. 

Comme nest pair (on a suppose n = 2m ), les restes que l'on obtient pour 
r;:::'n+lsont: 

( 2 4 8 ) 
2b n + 1 + (n + 1)(n + 2) + (n + 1)(n + 2)(n + 3) + ... 

et: 

( 2 4 8 ) 
2a - n + 1 + (n + 1)(n + 2) - (n + 1)(n + 2)(n + 3) + ... . 

Pour un grand entier n, ces restes valent a peu pres * et -~, toujours 
en comparant a une serie geometrique. Pour un entier n = 2m , cela signi
fie que le membre gauche de (1) est un peu plus grand qu'un entier tandis 
que le membre droit de (1) est un peu plus petit qu'un entier : contradic
~! D 

Nous savons donc maintenant que e4 est irrationnel. Pour montrer que e3 , 

e5 , etc. sont aussi irrationnels, il faut recourir a un argumentaire plus ela
bore, c'est-a-dire se toumer vers le calcul differentiel et integral tout en 
s'appuyant sur une nouvelle idee - qui remonte pour l'essentiel aCharies 
Hermite et dont la c1e reside dans le simple lemme suivant. 

Lemme. Pour un entier n ;:::, l.fixe, on pose: 

Alors: 
(i) La jonction fest une jonction polynome qui peut s' ecrire : 

1 2n . 

f(x) = n! L Ci X ' 

~=n 

ou les coefficients Ci sont entiers. 
(ii) Pour 0< x < 1, on a 0< f(x) < -\. 
(iii) Les dirivees f{k) (0) et f{k) (1) son~·entieres pour tout k ;:::, O . 

• Preuve. Les resultats (i) et (ii) sont evidents. 
Pour (iii), notons que (i) implique que la k-ieme derivee f{k) s'annule en 
x = 0 sauf si n ::::; k ::::; 2n; dans ce cas f{k) (0) = Etck est un entier. De 
f(x) = f(1 - x) on tire que f{k) (x) = (-I)k f{k) 6"·- x) pour tout x, et 
par consequentque f{k)(I) = (-I)kf{k)(O) estunentier. D 



Theoreme 1. er est irrationnel pour tout r E Q\ {O} . 

• Preuve. Il suffit de montrer que eS ne peut etre rationnel pour aueun 

entier positif s (si eI etait rationnel, (eI) t = eS le serait aussi). Supposons 
que eS = %' ou a, b > 0 sont des entiers, et soit n suffisamment grand pour 
que n! > as2n+1. Posons: 

F(x) := s2nf(x)_s2n-1f'(x)+s2n-2f"(x)- ... + f C2n ) (x) 

OU f designe la fonetion definie au 1emme preeedent. F(x) peut aussi 
s' eerire sous la forme: 

F(x) s2nf(x)_s2n-1f'(x)+s2n-2f"(x)- ... 

puisque les derivees fCk) (x) d' ordres k > 2n sont nulles. On en deduit que 
1e polynome F(x) verifie l'identite : 

F'(x) = -sF(x)+s2n+1f(x) 

En derivant, on obtient : 

d 
- [eSXF(x)] 
dx 

seSX F(x) + eSx F'(x) 

et par eonsequent : 

N := b 11 s2n+1esx f(x)dx = b [e SX F(x)]~ = aF(l) - bF(O) 

Nest un entier puisque la partie (iii) du lemme implique que F(O) et F(l) 
sont des entiers. Cependant, la partie (ii) du lemme donne un eneadrement 
deN: 

11 1 as2n+1 
o < N = b s2n+l esxf(x)dx < bs2n+1es_ = --- < 1 

o n! n! 

qui montre que N ne peut pas etre un entier : il y a eontradiction. D 

Comme eette astuee a si bien fonetionne, nous allons l'utiliser eneore une 
fois. 

Theoreme 2. 11'2 est irrationnel. 

• Preuve. Supposons que 11'2 = % pour des entiers a, b > O. Introduisons 
maintenant le polynome : 

F(x) := bn(11'2nf(x)_11'2n-2fC2)(x)+11'2n-4fC4)(x)_ ... ) 

qui verifie F"(x) = _11'2 F(x) + bn11'2n+2 f(x). 

De la partie (iii) du lemme, on deduit que F(O) et F(l) sont des entiers. 
Les regles elementaires de derivation eonduisent a : 

d~ [F'(x) sin 11'X -11'F(x) COS11'x] (F" (x) + 11'2 F(x)) sin 11'X 

bn11'2n+2 f(x) sin 11'X 

11'2 an f(x) sin 11'X 
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La majoration n! > e(:;;)n fournit 
explicitement on n qui est « suffisam
ment grand ». 



46 Raisonnements divins 

7r n' est pas rationnel, mais il admet 
de «bonnes approximations» par des 
rationnels. Certaines d' entre elles sont 
connues depuis ]' antiquite : 

22 
'7 
355 
113 

104348 
33215 

7r 

3.142857142857 .. . 

3.141592920353 .. . 

3.141592653921... 

3.141592653589 ... 

l> 
1 

et l' on obtient ainsi : 

[~F'(X) sin 7rX - F(x) COS7rX]: 
F(O) + F(I) 

qui est un entier. En outre, Nest positif puisqu'il est defini comme I'inte
grale d'une fonction qui est positive (sauf aux bornes). Cependant, si nest 
choisi suffisamment grand pour que 1ra,n < 1, alors la partie (ii) du lemme n. 
permet d'ecrire : 

< 1 

ce qui contredit le resultat precedent. D 

Voici un dernier resultat sur les nombres irrationnels. 

Theoreme 3. Pour taut entier impair n ~ 3, le nombre 

A(n) := ~ arccos (Jn) 
est irrationnel. 

Nous aurons besoin de ce resultat pour traiter le troisieme probleme de 
Hilbert (voir chapitre 9) lorsque n = 3 et n = 9. Si n = 2 ou n = 4, 
nous avons A(2) = :l: et A(4) = ~, la restriction aux entiers impairs est 
donc essentielle. Ces resultats se voient sur la figure representee dans la 
marge. L' affirmation « ~ arccos (Jn) est irrationnel » se traduit par le fait 

que l'arc polygonal construit a partir de Jn et dont toutes les cordes ont la 
meme longueur, ne se referme jamais. 

Nous laissons comme exercice au lecteur le soin de montrer que A(n) est 
rationnel seulement si n E {I, 2, 4}. A cet effet, il convient de distinguer 
les cas Oll n = 2T de ceux Oll n n'est pas une puissance de 2 . 

• Preuve. On utilise la formule d'addition : 

cos a + cos ß = 2 cos a+ß cos a-ß 
2 2 

issue de la trigonometrie elementaire, qui donne pour a 
ß=(k-l)rp: 

(k + l)rp et 

cos (k + l)rp = 2 cos rp cos krp - cos (k - l)rp (2) 

Pour l' angle rpn = arccos (Jn) (defini par cos rpn = Jn et 0 ~ rpn ~ 7r), 
on obtient des representations de la forme : 



ou A k est un entier qui n'est divisible par n pour aueun k ;;:, O. En effet, 
on a de teIles representations pour k = 0,1 puisque A o = Al = 1 et, par 
reeurrenee sur k en utilisant (2), on obtient, si k ;;:, 1 : 

eos (k + l)CPn = 2 1 Ak A k - l 

Vii Viik - Viik - l 

Ainsi, A k+1 = 2Ak - nAk - l . Si n ;;:, 3 est impair et si A k n'est pas 
divisible par n, alors A k+1 ne peut pas non plus etre divisible par n. 

Supposons maintenant que : 

A(n) 
k 
e 

soit rationnel (k, e > 0 etant des entiers). Alors ecpn = k'lr implique que : 

Ai 
±1 = eos k'lr = 

Viii 

Done Viii = ±Ai est un entier, avee e ;;:, 2 et par eonsequent n I Viii. 
Comme Viii I Ai, n divise Ai, ce qui est eontradictoire. D 
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Trois methodes pour calculer 7r2 /6 

Nous savons que la serie 2::n?l ~ n'est pas convergente et nous avons vu 

au chapitre 1 que meme la serie 2::pEII' ~ diverge. 

Toutefois, la serie des inverses des carres converge (bien que tres lentement 
comme nous le verrons) vers une valeur interessante. 

Serie d'Euler. 

6 

Cette formule celebre, etablie par Leonhard Euler en 1734, a une conse
quence fondamentale : elle fournit la premiere valeur non triviale, ((2), de 
la fonction Zeta de Riemann (voir appendice en page 56). Cette valeur est 
irrationnelle, comme nous l' avons vu au chapitre 7. 

Ce resultat occupe une place particuliere dans 1'histoire des mathematiques ; 
il a ete demontre a plusieurs reprises et de differentes fac;ons. Certaines 
preuves particulierement elegantes ou astucieuses ont ete decouvertes et 
redecouvertes par plusieurs auteurs. Dans ce chapitre nous en presentons 
trois. 

• Preuve. La premiere demonstration apparait comme exercice dans l' ou
vrage de theorie des nombres que publia William J. LeVeque en 1956. 11 
dit cependant : «Je ne sais pas du tout d'ou vient cette idee mais je suis 
convaincu que je n'en suis pas 1'auteur ». 

La preuve consiste a evaluer de deux fac;ons differentes l' integrale double 1 : 

J~ 1 
I := --dxdy 

[0,11 x [0,11 1 - xy 

Pour la premiere, on developpe l~X en serie geometrique, avant de de
composer l'integrale double en produft d'integrales simples qui se calculent 

1. N.d.T. : il s'agit de I'integrale d'une fonction positive sur le domaine considere, son 
existence dans iR en resulte. 

Chapitre 8 

Timbre suisse de 1957 a I' effigie de 
Leonhard Euler. 

l+~ 
l+~+ 
l+~+ +-h 
l+~+ +-h+:ft 
l+~+ +-h+:ft+:k 
7[2/6 

1,000000 
1,250000 
1,361111 
1,423611 
1,463611 
1,491388 
1,644934 
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y u 

11t--____ --.JfI' 

V 

"" '" X 

--~'~'--------------~~~--1 , , 

1 
2 

V 

u 
1 

sans effort : 

[ = j'! I)xytdxdy = Lj"! xnyndxdy 
J[O,l]X[O,l] n:;'O n:;'O J[O ,l]X[O,l] 

1 1 L (n + 1)2 = L n2 = ((2) 
n;?O n;?:l 

1 1 

L n + 1n + 1 
n):O 

Ce calcul montre aussi que cette integrale double (d'une fonction positive 
ayant un pole en x = y = 1) est finie. Notons que le calcul est aussi facile et 
direct si nous le lisons a l' envers : l' evaluation de ((2) conduit a l' integrale 
double [. 

La deuxieme maniere d'evaluer [ repose sur le changement de variables 
suivant: 

y+x y-x 
u= -- et v=--

2 2 

Le nouveau domaine d'integration est un carre de cote !v'2, transforme 
de I'ancien domaine par la composee d'une rotation d'angle 45° et d'une 
homothetie de rapport ~. En substituant ces nouvelles coordonnees, on 
obtient: 

1 

l-xy 
1 

Pour transformer I'integrale, il convient de remplacer dx dy par 2 du dv afin 
de compenser le fait que le changement de variables reduit les aires dans un 
facteur constant 2 (qui est en fait la valeur absolue du determinant jacobien 
de la transformation; voir encadre). 

Le nouveau domaine d'integration et la fonction a integrer sont symetriques 
relativement a l'axe des u, il suffit donc simplement de doubler la valeur de 
l'integrale sur la moitie superieure du domaine, que nous divisons naturel
lement en deux parties (ce qui fait apparaitre un nouveau facteur 2) : 

J dx 1 (X) Sachant que --2---2 = - arctan - + C, on trouve: 
a +x a a 

1 

[ 4!2 ~arctan(~)du 
Jol-u2 l-u2 

+ h1 1 (1 u) 4 ~ arctan ~ du ! v 1 - u2 V 1 - u2 

Ces expressions peuvent etre simplifiees. En effet, les valeurs de la fonc
tion arctan qui apparaissent dans les integrales sont des angles () dans 
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l'intervalle 0 ~ e < 1[/2. Si u = sine, alors Vl- u 2 = eose done 
v'1~u2 = tan e. De meme, si u = cos e, alors 1- u = 1-cos e = 2 sin2 ~ 

. ~2 - • e - 2 e· e . . 1-u - t e N " . et V.L - u- - sm - cos 2 sm 2' amS1, v'1-u2 - an 2. ous laISOnS 
ainsi d'une pierre deux coups puisque les integrales a calculer se simplifient 
en: 

1 1 1 12 arcsin(u) h 2 arecos(u) 
1=4 ~du+4 ~du 

o v 1 - u2 ~ v 1 - u2 

et que l'on reconnait des integrales de la forme J f(u)f'(u)du qui s'in
tegrent donc en ~ f2 ( u) : 

1= [ ]
1/2 

4 ~ arcsin( u)2 0 2 [~ arccos( u )2] 1 
1/2 

6 
D 

Cette demonstration tire la valeur de la serie d'Euler d'une integrale a 
l'aide d'un changement de variables relativement simple. Une autre ver
sion ingenieuse de la demonstration fondee sur le meme principe mais 
reposaIlt eette fois sur un ehaIlgement de variables non trivial, a ete de
eouverte plus tard par Beukers, Calabi et Kolk. Le point de depart de leur 
preuve consiste a separer les termes pairs des termes impairs daIls la somme 
'" 1 M .,. 1 . 1 1 1 '" 1 L.m)l n2· aIlllestement, es termes paIrs 22+42+62+··· = L..k)l (2k)2 

contribuent au resultat a hauteur de ~((2), de sorte que les termes impairs 
1 1 1 '" 1 ·b . d J2 + 32 + 52 + ... = L..k)O (2k+l)2 eontn uent aux trOlS quarts e ce 

meme resultat. Ainsi, le theoreme preeedent est equivalent a : 

1 
L (2k + 1)2 
k)O 

Comme precedemment, on fait appel a une integrale double, en l'occur
rence: 

11 1 1 
J = dxdy = 

[O,l]x[O,l] 1 - x 2 y 2 ~ (2k + 1)2 
r 

On eherche done a caleuler eette integrale J. A eet effet, Beukers, Calabi 
et Kolk ont propose le ehaIlgement de variables suivaIlt : 

~-X2 
U := arccos 2 2 

I-x Y 
r;g;_y2 

V := arccos 2 2 
I-x Y 

Pour le calcul de cette integrale double, on peut negliger les bords du do
maine d'integration et considerer que x et y appartiennent a l'interieur du 
rectangle ouvert 0 < x < 1 et 0 < Y < 1. Par suite, u et v vont appartenir 

La formuJe du changement de 
variables 
Si S , T 0:;::: 1R2 SOnl des domaines 
plans, et si <l1 : T -t S est une ap
plication bijective, de classe Cl sur 
I' interieur de T et dont la reciproque 
est de dasse Cl sur ['interieur de S 
definie par: 

<l1 : T -t S 

(u, v) >------t (x(u, v), y(u, v)) 

al.ors pour calculer l'integrale : 

1= flsf(x,y)dxdY 

on peut effectuer le changement de 
variables defini par <l1 ; I'integrale I 
s'ecrit encore : 

f hf(X(U,V), y(u,v))~<I>(u,v) Idud't 

OU J<I>(u, v) designe le dÜemzinanl 
jacobien associe a la transformation 
<l1: 

[ 
8", 

JIfI(U,V) = : 
8" 

i1: [ 8v 
!bL . 
8v 



52 Raisonnements divins 

y 

1 

S 

X -1 

AV 
,.-
'2 

u 
----~------------~~~-

11" 

'2 

Pour m = 1,2,3, on trouve : 
cot2 ~, 

cot2 + cot2 ~ = 2, 

cot2 + cot2 '4f + cot2 ~ = 5. 

a l'interieur du triangle ouvert u > 0, v > 0, u + v < 'Ir /2. Ce changement 
de variables peut etre inverse explicitement et l' on trouve : 

sinu 
x = -

cosv 
and 

sin v 
Y = -

cosu 

On verifie facilement que ces formules definissent une transformation bi
jective (et continüment differentiable ainsi que sa reciproque) de I' interieur 
du carre unite S = {(x, Y) : 0 ~ x, Y ~ 1} sur I' interieur du triangle 
T= {(u,v): u,v ~ 0, u+v ~ 'Ir/2}. 

Il reste a calculer le determinant jacobien associe au changement de va
riables. Sa valeur se revele etre : 

( 
cosu 

det . cos~ 
Slnu Slnv 

cos2 u 

sinusinv ) 
cos2 v 
COSV 

cosu 

sin2 u sin2 v 
1- --;0---""--

cos2 ucos2 V 

L'integrale initiale se ramene donc finalement a : 

J = fl1dUdV 
qui n'est autre que l'aire ~(~? = ~2 du triangle T. D 

Splendide! Et ce d'autant plus que la meme methode se generalise au cal
cul de ((2k) comme integrale 2k-dimensionnelle pour tous les k ~ 1. Le 
lecteur peut se reporter a l'article original de Beuker, Calabi et Kolk [2] 
ainsi qu'au chapitre 23 Oll l'on etablira le meme resultat d'une autre ma
niere en ayant recours a l' astuce de Herglotz et a la methode initialement 
developpee par Euler. 

Apres ces deux demonstrations qui utilisent le changement de variables 
dans le calcul d'une integrale, nous ne pouvons resister a la tentation de 

presenter une preuve completement elementaire de 2:n?l ~ = ~2. Elle 
apparait dans une serie d'exercices du livre ecrit par les freres jumeaux 
Akiva et Isaak Yaglom dont l'edition originale russe parut en 1954. Des 
versions de cette preuve ont ete redecouvertes et presentees par F. Holme 
(1970),1. Papadimitriou (1973) et par Ransford (1982) qui l'attribua a John 
Scholes . 

• Preuve. La premiere etape consiste a etablir une relation remarquable 
entre (les carres de) certaines valeurs de la fonetion cotangente. Pour tout 
m ~ 1, on peut affirmer : 

cot2 (2:+1) + cot2 (2;'~1) + ... + cot2 (2:~1) = 2m(2;:-1) (1) 

Pour etablir ce resultat, on part de la relation e ix = cos X + i sin x. En 
elevant la relation precedente a la puissance n, on trouve einx = (eixt et 
on est conduit a : 

cos nx + i sin nx (cosx + i sinxt 
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On extrait la partie imaginaire de chaque membre : 

sinnx (~) sinxcosn- 1 x - (;) sin3 xcosn-3 X + ... (2) 

Posons maintenant n = 2m + 1 et faisons prendre a x les m valeurs dis
tinctes x = 2':~1' avec r = 1,2, ... , m. Pour chacune de ces valeurs, nous 
avons nx = r1f et donc sin nx = 0, alors que 0 < x < ~ implique que 
sin x prend m valeurs strictement positives distinctes. 

En particulier, nous pouvons diviser les deux membres de (2) par sinn x, ce 
qui donne: 

o (7) cotn- 1 x - (;) cotn - 3 x + ... 

soit encore : 

o Cml+ 1) cot2m X _ (2m3+ 1) cot2m- 2 x + ... 

pour chacune des m valeurs distinctes de x. Ainsi, le polynome de degre m 

p(t) Cm1+ l)tm - Cm3+ 1)tm-1 + ... + (-l)mG::~) 
possede les m raeines distinctes : 

ar cot2(2':~1) pour r=1,2, ... ,m 

Par consequent, le polynome coYneide avec : 

La comparaison entre les coeffieients de tm- 1 dans p(t) implique mainte
nant que la somme des raeines est : 

ce qui prouve (1). 

2m(2m-l) 
6 

Nous avons encore besoin d'une deuxieme identite du meme type: 

2 ( 7r) 2 ( 27r ) 2 ( m7r ) _ 2m(2m+2) csc 2m+l + csc 2m+l + ... + csc 2m+l - 6 

Oll la fonction cosecante est definie par csc x = si~ x. Comme : 

2 1 cos2 X + sin2 x 2 
CSC X = -.-2- = . 2 = cot x + 1 

sm x sm x 

(3) 

nous pouvons deduire (3) de (1) en ajoutant m aux deux membres de l'equa
tion. 

Comparaison de coefficients : 
Si p(t) = c(t - al)· .. (t - arn ), 

le coefficient de t rn - l est 

-c(al + ... + arn ). 
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O<a<b<c 
implique: 

1 
(= + 1)2 

O<~<~<~ 

t 

Tout est maintenant en place. Dans l'intervalle 0 < Y < ~ on observe que : 

0 < siny < y < tany, 

et donc: 

0 < coty < 
1 

< cscy 
y 

ce qui implique : 

cot2 y 
1 

csc2 Y < y2 < 

Appliquons cette inegalite a chacune des m valeurs distinctes de x et addi
tionnons membre a membre les inegalites obtenues. En utilisant (1) pour le 
membre gauche et (3) pour le membre droit, on trouve : 

c' est-a-dire : 

2m(2m+2) 
6 

,,22m 2m-l < 
62m+12m+l f, + -f,- + ... + ~2 < ,,22m 2m+2 

62m+12m+l 

2 
Majorant et minorant convergent vers ~ lorsque m ---+ 00 d'ou la conclu-
~~ D 

A quelle vitesse 2: ;'2 converge-t-elle vers 7r2 /6? Pour le savoir, il faut 
evaluer la difference : 

Cela est tres facile si l'on« compare a une integrale », comme nous l'avons 
fait dans l'appendice du chapitre 2 (page 11). On obtient de la sorte un 
majorant du reste: 

1 

m 

ainsi qu'un minorant : 

100 1 1 

> m+1 {idt = m + 1 

Si l' on veut etre un peu plus precis, on a meme : 

00 1 100 1 1 L n2 > 1 -t2 dt = 
n=m+l m+ 2 m + ~ 

en utilisant la convexite de la fonetion t >--+ -b. 
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Cela signifie que la serie ne converge pas tres vite. Si l' on calcule la somme 
partielle des mille premiers termes, on peut esperer une valeur approchee 
de la somme a 10-3 pres. De meme, si I'on calcule la somme partielle du 
premier million de termes, on peut esperer une valeur approchee a 10-6 

pres. C'est alors que se presente un phenomene tres surprenant : on peut 
obtenir pour le meme prix une precision a 10-45 pres. 

1,644934066848226436472415166646025189218949901 

1,644933066848726436305748499979391855885616544 

L'observation des deux valeurs approchees reproduites ci-dessus permet 
de constater que le sixieme chiffre apres la virgule de la somme partielle 
est errone (inferieur a la bonne valeur de 1 ) mais les six chiffres suivants 
sont corrects ! Puis a nouveau le chiffre suivant est errone (superieur a la 
bonne valeur de 5 ) puis de nouveau les cinq chiffres suivants sont corrects. 
Cette decouverte surprenante tres recente est due a Roy D. North de Colo
rado Springs en 1988. En 1982, Martin R. Powell, un professeur de lycee 
d' Amersham, Bucks, en Angleterre, passa a cote de cet effet remarquable 
faute de moyens informatiques suffisants a l' epoque. Ce phenomene est 
trop etrange pour n'etre qu'une coincidence ... L'observation de la valeur 
approchee du reste avec 45 chiffres significatifs : 

00 

L ~ = 0,000000999999500000166666666666633333333333357 
n 

n=106 +1 

fait c1airement apparaitre une forme reguliere. On peut encore ecrire ce 
nombre sous la forme: 

+ 10-6 - ~1O-12 + i lO- 18 - da lO- 3o + i2 1O- 42 + ... 

Oll les coefficients (1, - ~, i, 0, - da, 0, i2) des 1O-6i constituent le debut 
de la suite des nombres de Bernoulli que nous rencontrerons a nouveau 
au chapitre 23. Nous renvoyons le lecteur a l'artic1e de Borwein, Borwein 
& Dilcher [3] pour d'autres «coincidences» surprenantes - et pour les 
demonstrations qui leur sont associees. 
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Appendice - La fonction Zeta de Riemann 

La fonction zeta de Riemann( ( 8) est definie pour tout reel 8 > 1 par : 

1 
((8) := ,,-

L...J nS 
n):l 

Les estimations etablies pour H n (voir page 11) impliquent que la serie 
2:: ';8 diverge pour 8 = 1 et converge pour tout reel 8 > 1 ce qui entraine 

n):l 

l' existence de ((8) pour 8 > 1. La fonetion Zeta admet un prolongement 
canonique sur le plan complexe prive du point 8 = 1 (la fonetion presente 
un pole simple en ce point), qui peut etre construit en utilisant des deve
loppements en series entieres. La fonetion complexe qui en resulte est de la 
plus haute importance pour la theorie des nombres premiers. Mentionnons 
quatre resultats differents : 

(1) L'identite remarquable : 

1 
((8) = II 1 _ p-s' 

p 

etablie par Euler, contient le fait que chaque entier naturel admet une de
composition unique ( !) en facteurs premiers; en effet, a partir de la de
composition des entiers, le resultat d'Euler est une simple consequence du 
developpement en serie entiere : 

1 
1- p-s 

1 1 1 
1+-+-+-+··· pS p2s p3s 

(2) La methode merveilleuse suivante, due a Don Zagier, permet de calculer 
(( 4) a partir de ((2). Considerons la fonetion : 

212 
f(m, n) = -3- + ----yz + --3 

mn mn mn 

definie pour les entiers m, n ;;:, 1. On verifie facilement que pour tout m et 
pourtout n: 

f(m, n) - f(m + n, n) - f(m, m + n) 

Additionnons terme a terme cette egalite pour tous les m, n ;;:, 1. Pour 
i i= j, le couple (i,j) est soit de la forme (m + n,n), soit de la forme 
(m, m + n), avec m, n ;;:, 1. Ainsi, dans la somme des termes du membre 
de gauche, tous les termes de la forme f(i,j) avec i i= j s'eliminent et 
donc le membre de gauche se simplifie en : 

5((4) 
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Pour le membre de droite on trouve : 

si bien que l' on est conduit a l' egalite : 

Connaissant ((2) = ';,2 on trouve donc ((4) = ~~. 
Une demonstration de ce resultat, a l'aide des nombres de Bemoulli, est 
presentee au chapitre 23. 

(3) On sait depuis longtemps que, si s est un entier pair s ? 2, ((s) est un 
multiple rationnel de 1[8, et qu'il est par consequent irrationnel (voir cha
pitre 23). En revanche, l'irrationalite de ((3) n'a ete prouvee qu'en 1979 
par Roger Apery. En depit d'efforts considerables, les connaissances sur 
(( s) sont bien incomplt:tes pour les autres entiers impairs s = 2t + 1 ? 5. 
Tres recemment, Keith Ball et Tanguy Rivoal ont montre qu'une infinite de 
valeurs ((2t + 1) sont irrationnelles. Mieux, meme si l'on n'a pas reussi a 
etablir le caractere irrationnel d'un (( s) particulier pour s ? 5 impair, Wa
dirn Zudilin a reussi a montrer qu'au moins l'un des quatre nombres ((5), 
((7), ((9) ou ((11) est irrationnel. Nous renvoyons le lecteur au magnifique 
article de synthese redige par Fischler [4]. 

(4) La localisation des zeros complexes de la fonction Zeta fait l'objet de 
«l'hypothese de Riemann» : c'est l'une des conjectures non resolues parmi 
les plus celebres et les plus importantes de toutes les mathematiques. Elle 
affirme que les zeros non triviaux sEC de la fonction Zeta verifient : 

1 
Re(s) = "2 

(la fonction Zeta s' annule pour tous les entiers pairs negatifs, appeles zeros 
triviaux de la fonction zeta). 

Tres recemment, Jeff Lagarias a montre que I'hypothese de Riemann est 
curieusement equivalente a l' affirmation elementaire suivante : 

pour tout n ? 1, L d ::;; H n + exp(Hn ) In(Hn ) 

dln 

Oll H n designe toujours le n-ieme nombre harmonique, l'egalite n'ayant 
lieu que si n = 1. 
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Le troisieme probleme de Hilbert . 
la decomposition des polyedres 

Lors de sa eonferenee legendaire au eours du Congres international des 
mathematiciens a Paris en 1900, David Hilbert demanda - il s'agissait du 
troisieme de ses vingt-trois problemes - de determiner: 

«deux türaedres de bases egales et de hauteurs egales qui 
ne puissent d'aucune maniere etre decomposes en tetraedres 
congruents, et qui ne puissent pas etre combines avec des tetraedres 
congruents pour jonner deux polyedres qui seraient eux-memes de
composables en tetraedres congruents. » 

On trouve mention de ee probleme dans deux lettres de Carl Friedrieh 
Gauss datant de 1844 (publiees en 1900 dans le reeueil des reuvres de 
Gauss). Si des tetraMres de volume egal pouvaient etre deeomposes en 
parties eongruentes, eela fournirait une preuve « elementaire » du theoreme 
XII.5 d'Euelide selon lequel des pyrarnides de meme base et de meme hau
teur ont le meme volume. On obtiendrait ainsi une definition elementaire du 
volume des polyedres (ne reposant pas sur des arguments issus de l'analyse 
et, en particulier, d'arguments de eontinuite). 

. .. 

. .. 

TI existe un enonee similaire en geometrie plane: le theoreme de Bolyai
Gerwien [1, Seet. 2.7] affirme que les polygones plans sont a la fois equi-

Chapitre 9 

David Hilbert 

La croix est equicomplementaire a un 
carre de meme aire. En considerant 
quatre fois le meme triangle, on peut 
ob server la construction qui prouve que 
la croix et le carre sont equidecompo
sables. 

En fait, la croix et le carre sont meme 
equidecomposables. 
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A D 

Cette equidecomposition d'un carre 
et d'un triangle equilateral en quatre 
pieces a ete proposee par Henry Dude
ney (1902). 
Le petit segment au milieu du triangle 
equilateral est le support de l'intersec
tion des pieces A et C mais ce n' est 
l' arete d' aucune de ces deux pieces. 

decomposables (on peut les decouper en triangles congruents) et equicom
pIementaires (on peut voir qu'ils sont congruents en considerant des tri
angles congruents), si et seulement s'ils ont la meme aire. Hilbert, comme 
le montre sa formulation du probleme, s'attendait a ce qu'il n'y ait pas de 
theoreme analogue en dimension 3 et il avait raison. En fait, le probleme 
fut completement resolu par Max Dehn, un etudiant de Hilbert, dans deux 
publications : la premiere, exhibant des tetraedres non-equidecomposables 
de base et hauteur egales, parut des 1900, la seconde, traitant aussi le pro
bleme d'equicomplementarite, parut en 1902. Cependant, les publications 
de Dehn ne sont pas faciles a comprendre et il fallut beaucoup d'efforts 
pour s'assurer que Dehn n'etait pas tomM dans un piege subtil dans le
quel d'autres etaient tombes : des preuves tres elegantes mais fausses ont 
ete proposees par Bricard (en 1896 I), par Meschkowski (en 1960); on peut 
penser que d'autres encore ont essaye en vain. 

Neanmoins, la preuve de Dehn a ete amelioree et verifiee a plusieurs re
prises. Grace aux efforts conjugues de differents auteurs on en est arrive a 
la « preuve c1assique » telle qu' elle est redigee dans l' ouvrage de Boltians
kii apropos du troisieme probleme de Hilbert ou telle qu'elle figure dans 
une precedente edition du present ouvrage. 

Dans la suite, nous allons tirer profit d'une simplification decisive trouvee 
par V. F. Kagan d'Odessa des 1903. Sa demonstration repose sur ce que 
l'on presente ici sous le nom de «lemme du cone », qui lui-meme conduit 
au «lemme des perles» (dont l' enonce est presente ici sous une forme 
modeme due a Benko). A l'aide de ces elements, nous pouvons etablir une 
preuve correcte et complete au « critere de Bricard» (enonce par Bricard 
dans un artic1e de 1896). En appliquant ce critere a differents exemples nous 
obtiendrons facilement la solution au troisieme probleme de Hilbert. 

L' appendice qui c10t ce chapitre foumit quelques notions elementaires sur 
les polyedres. 

Comme precedemment, on dit que deux polyedres P et Q sont equidecom
posables s'ils peuvent etre respectivement decomposes en un nombre fini 
de polyedres P1 , .•. , Pn et Q1, ... , Qn tels que Pi et Qi soient congruents 
pour tout i (1 :( i :( n). Deux polyedres sont equicomplementaires s'il 
existe deux polyedres equidecomposables P = P{' U ... U P:: et Q = 

Q~ U . . . U Q~ qui admettent aussi des decompositions comportant P et Q 

de 1a forme P = Pu P{ U P~ U ... U P;" et Q = Q U Q~ U Q~ U ... U Q~, 
ou P~ est congruent a Q~ pour tout k. Un theoreme de Gerling de 1844 [1, 
§ 12] a pour consequence qu'il est indifferent de prendre en compte ou non 
les reflexions lorsqu'on considere les congruences. 

Pour des polygones du plan, on definit l' equidecomposabilite et l' equicom
plementarite de maniere analogue. 

11 est c1air que des polyedres equidecomposab1es sont equicomplementaires 
(c'est le cas m = 0) mais lareciproque est loin d'etre evidente. Nous allons 
utiliser le « critere de Bricard » pour trouver, comme l' a propose Hilbert, 
des tetraedres de meme volume qui ne sont pas equicomplementaires et 
donc pas equidecomposables. 
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Avant de travailler veritablement avec des polyedres tridimensionnels, com
mens;ons par etablir 1e « lemme des perles» qui est interessant aussi pour 
1es decompositions planaires. Ce 1emme utilise 1es segments d'une decom
position. Dans toute decomposition, les aretes d'une piece peuvent etre sub
divisees par des sommets ou des aretes d'autres pieces. Nous appelons seg
ments les intervalles d'une teIle subdivision. Ainsi, dans le cas de la dimen
sion 2, l' extremite de tout segment est delimitee par un sommet. En dimen
sion 3, l'extremite d'un segment peut aussi etre detinie par l'intersection de 
deux aretes. Neanmoins, dans tous 1es cas, tous 1es points interieurs a un 
segment appartiennent au meme ensemble d'aretes des pieces considerees. 

Q = Q U Q~ U . . . U Q~ 

p - p "U ··· U P" 
- 1 " 

Pi' P~' Q~ Q1 

Pa' P4' Q~ Qä 

Lemme des perl es. Si P et Q sont equidecomposabZes, aZors on peut dis
poser des perZes (c' est-a-dire affecter des nombres entiers positifs) sur tous 
Zes segments des decompositions P = Pi U· .. U Pn et Q = Qi U· .. U Qn 
de maniere a ce que chaque arete d'une piece Pk re{:oive Ze meme nombre 
de perZes que l'arete qui Zui correspond dans Qk. 

Les polygones Pet Q consideres dans la figure ci-dessus sont equidecom
posables. La figure presentee ci-contre en fait l'illustration et montre une 
repartition possible pour 1es perles . 

• Preuve. Affectons une variable Xi (respectivement Yi) a chaque segment 
apparaissant dans la decomposition de P (respectivement de Q). 11 nous 
faut trouver une valeur entiere positive pour les variables Xi et Yj de sorte 
que les variables Xi correspondant a des segments de n'importe quelle arete 
d'un que1conque Pk produise la meme somme que les variables Yj affectes 
aux segments de l'arete correspondante de Qk. Cela conduit ades condi
tions qui signifient que la somme de certains Xi donne 1e meme resultat que 

La figure ci -contre montre les quatre de
compositions qui interviennent dans la 
definition pour un parallelogramme P 
et un hexagone non convexe Q qui sont 
equicomplementaires. 
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XI = 1 

Exemple : ici C est defini par 
2xI - 3X2 = 0, Xi ;, 1. L' elimination 
de X2 conduit a XI ;, ~. La solution 
minimale au sens lexicographique du 
systeme est (~, 1). 

la somme de certains Yj, soit encore que : 

LXi L Yj o 
j:sj ~e' 

ou l'arete e C Pk se decompose en les segments Si, tandis que l'arete 
e' c Qk se decompose en les segments sj. Cette equation est lineaire et a 
coefficients entiers. 

Nous remarquons neanmoins que certaines valeurs positives reelles satis
font aces contraintes: ce sont les longueurs (reelles) des segments de la 
decomposition ! Le lemme qui suit permet de conclure. D 

Lemme du CODe. Si un systeme d'equations lineaires homogenes ii coef
jicients entiers admet une solution positive reelle alors il admet aussi une 
solution positive entiere . 

• Preuve. Le nom du lemme vient de ce que l'ensemble 

C := {x E lItN : Ax = 0, x> O} 

ou A E z,MxN est une matrice a coefficients entiers est un cone rationnel 
(ouvert). 11 faut montrer que si cet ensemble n'est pas vide alors il contient 
aussi des points entiers : C n NN i= 0. Si C n'est pas vide, alors il en 
va de meme pour 0 := {x E lItN : Ax = 0, x ;::;: I} car pour tout 
vecteur positif, un multiple bien choisi de ce vecteur aura toutes ses coor
donnees superieures ou egales a 1 (on note ici 1 le vecteur dont toutes les 
coordonnees sont egales a 1). 11 suffit de verifier que 0 ~ C contient au 
moins un point a coordonnees rationelles car en multipliant ce vecteur par 
un denominateur commun a ses coordonnees on obtiendra un point entier 
deO ~ C. 
11 Y a differente fa\=ons de prouver ce resultat. Nous allons suivre un sentier 
bien balise qui a ete emprunte pour la premiere fois par Fourier et Motz
kin [8, Conference 1]. En procMant a une elimination de Fourier-Motzkin, 
nous allons montrer que le systeme : 

Ax= 0, x;::;: 1 

admet une plus petite solution au sens lexicographique et que cette solution 
est rationnelle si la matrice A est entiere. 
L'equation lineaire aT x = 0 est equivalente aux deux inequations aT x ;::;: 
0, _aT x ;::;: 0 (on note a un vecteur colonne et aT son transpose). Ainsi, il 
suffit de montrer que tout systeme de la forme : 

Ax;::;: b, x;::;: 1 

(ou A et b sont a coefficients entiers) admet une plus petite solution (au 
sens lexicographique) qui est rationnelle pourvu que le systeme admette au 
moins une solution reelle. 
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Nous allons raisonner par recurrence sur N. Le cas N = 1 est evident. Pour 
N > 1, on considere les inegalites dans lesquelles apparait XN. Si le vec
teur x' = (XI, •.• , X N -1) est fixe, ces inegalites fournissent des minorants 
pour XN (parmi lesquels XN ~ 1) et eventuellement aussi des majorants. 
On forme alors un nouveau systeme A'x' ~ b, x' ~ 1 il N - 1 va
riables, comportant toutes les inegalites du systeme Ax ~ b dans lesquelles 
XN n'apparait pas, ainsi que toutes les inegalites obtenues en contraignant 
toutes les majorants de xN (s'il y en a) sont superieurs ou egaux il tous 
les minorants de XN (dont XN ~ 1). Ce systeme il N - 1 inconnues a 
une solution et par recurrence il admet une solution minimale au sens lexi
cographique x~ qui est rationnelle. On trouve facilement le plus petit x N 

compatible avec cette solution x~ ; il est determine par une equation ou une 
inequation il coefficients entiers. x Nest donc rationnellui aus si. 

D 

A present nous nous concentrons sur la decomposition des polyedres en 
dimension 3. Les angles diedres, c'est-il-dire les angles entre deux faces 
adjacentes, jouent un röle decisif dans le theoreme suivant. 

Theoreme. Critere de Bricard 
On se place en dimension 3. Si les polyedres P et Q d'angles diedres res
pectifs 001, ... ,ar et ßl, ... , ßs sont equidecomposables, alors il existe des 
entiers strictement positifs m1, ... ,mr et nl, ... ,ns et un entier k tels 
que: 

De manie re plus generale, la meme condition est verifiee si P et Q sont 
equicomplementaires. 

• Preuve. Supposons pour commencer que P et Q sont equidecompo
sables avec les decompositions P = PI U ... U Pn et Q = Ql U ... U Qn, 
ou Pi est congruent il Qi. On affecte un nombre (positif) de perles il chaque 
segment dans les deux decompositions, selon les termes du lemme des 
perles. 

Soit ~1 la somme de tous les angles diedres en chaque endroit ou se trouve 
une perle dans la decomposition de P. Si une arete d'une piece composant 
Pi est affectee de plusieurs perles alors l' angle diedres en cette arete est 
comptabilise plusieurs fois dans la somme ~1. 

Si une perle est contenue dans plusieurs pieces, alors plusieurs angles sont 
additionnes dans la somme pour cette perle mais ils sont tous mesures dans 
le plan passant par la perle orthogonal au segment auquel elle correspond. 
Si un segment est contenu dans une arete de P, l'addition comptabilise 
l'angle diedre interieur OOj en cette arete. L'addition comptabilise l'angle 
7r dans le cas ou le segment se trouve sur un bord de P mais pas sur une 
arete. Si la perlelle segment se trouve ill'interieur de P, alors la somme des 
angles diedre comptabilise 2/pi ou 7r (le demier cas se produit dans le cas 
ou la perle se trouve ill'interieur d'une face d'une piece Pi). 

Dans un cube, tous les angles diedres 
sont egaux a ~. 

Dans un prisme dont la base est un tri
angle equilateral, on trouve des angles 

diedres egaux a if et a ~. 



66 Raisonnements divins 

Ainsi, on obtient : 

pour des entiers strietement positifs mj (1 ~ j ~ r) et un entier positif 
ou nul kl . De meme, pour la somme ~2 de tous les angles pour toutes les 
perles de la decomposition de Q on trouve : 

pour des entiers strietement positifs nj (1 ~ j ~ s) et un entier strietement 
positif k2 . 

Toutefois, on peut aussi obtenir les sommes ~l et ~2 en eomptabilisant 
1es eontributions individuelles de ehaque piece Pi et Qi. Comme Pi et Qi 
sont eongruents, ils presentent les memes angles diMres sur 1es aretes qui 
se eorrespondent; le lemme des perles assure alors que l' on dispose du 
meme nombre de perles sur les aretes qui se eorrespondent dans ehacune 
des deeompositions eonsiderees de P et de Q. On obtient done ~l = ~2, 

ce qui eonstitue le eritere de Brieard (avee k = k2 - kl E Z) pour le eas de 
l' equideeomposabilite. 

Considerons a present le eas Olt P et Q sont equieomplementaires, e'est-a
dire supposons que nous disposons des deeompositions suivantes : 

P = PUP{U .. ·Up;" and Q = Q u Q~ u ... U Q;", 

Olt PI et Q; sont eongruents et Olt P et Q sont equideeomposables en : 

P = P{,U .. ·UP:: et Q = Q~U"'UQ~, 

Olt les Pt et les Q;' sont eongruents (comme montre sur la figure de la 
page 63). En appliquant de nouveau le lemme des perles, nous pla90ns 
des perles sur ehaeun des segments dans 1es quatre dee~mpositions et on 
imp~se une eondition supplementaire : ehaque arete de P (respeetivement 
de Q) re90it le meme nombre total de perles dans les deux deeompositions 
(la demonstration du lemme des perles fondee sur le lemme du eone nous 
autorise a requerir de teIles eonditions supplementaires). Nous ealculons 
aussi la somme des angles en les perles ~~ et ~~ eomme ~~ et ~~. 

Les sommes d'angles_~~ :! ~~ eorrespondent ades deeompositions de 
polyMres differents, P et Q, en le meme ensemble de pieces ; on trouve 
done ~~ = ~~ eomme preeedemment. 

Les sommes d' ang1es ~~ et_ ~~ eorrespondent ades deeompositions diffe
rentes du meme polyedre, P. Comme nous avons plaee le meme nombre 
de perles sur les aretes dans les deux decompositions, l' argument preeedent 
eonduit a: ~~ = ~~ + fi l 7r pour un entier fi l E Z. De maniere analogue, 
on trouve : ~~ = ~~ + fi27r pour un entier fi2 E Z. On en eonc1ut que : 

~~ = ~~ + fi7r for fi = fi2 - fi l E Z. 

Toutefois, ~~ et ~~ eorrespondent ades deeompositions de P et Q respee
tivement en les memes pieces, mais la premiere deeomposition utilise P 
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en tant que piece, alors que la deuxieme utilise Q. Ainsi en retranchant les 
contributions des PI et des Q; dans chaque membre on obtient la conc1u
sion desiree: les contributions de P et Q aux sommes d'angles respectives, 

(ou mj denombre les perles sur les aretes d'angle diedre aj dans Pet nj 
denombre les perles sur les aretes d'angle diedre ßj dans Q) different d'un 
multiple entier de 7r, en l'occurrence de C7r. D 

Le critere de Bricard nous permet de donner une solution complete au 
troisieme probleme de Hilbert : il suffit de calculer les angles diedres sur 
quelques exemples. 

Exemple 1. Etant donne un tetraedre regulier Ta de longueur d'arete C, 
nous calculons l'angle diedre a l'aide de la figure ci-contre. Le centre M 
du triangle de base divise la hauteur AE du triangle de base dans un rapport 
1 : 2 et, puisque IAEI = IDEI, nous trouvons cos a = l ; ainsi 

a = arccos l 

Ainsi, un tetraedre regulier et un cube ne peuvent pas etre equidecompo
sables ou equicomplementaires En effet, tous les angles diedres dans un 
cube sont egaux a ~ et la condition de Bricard impose que : 

pour certains entiers strictement positifs ml et nl et un entier k. Or ceci 
est impossible car on sait depuis le chapitre 7 (prendre n = 9 dans le theo
reme 3) que ~ arccos lest irrationnel. 

Exemple 2. Soit Tl un tetraedre engendre par trois aretes orthogonales 
AB, AC, AD de longueur u. Trois angles diedres de ce tetraedre sontdroits 
et trois autres sont egaux a un angle 'P, que nous calculons a l'aide de la 
figure ci-contre : 

IAEI ~V2u 1 
cos 'P 

IDEI ~J3 V2u J3 

et donc: 
1 

'P= arccos J3' 

Ainsi les seuls angles diedres que l'on puisse trouver dans Tl sont 7r, ~ B 
et arccos Js. Selon le eritere de Brieard, ee tetraedre et le eube de meme 
volume ne sont ni equidecomposables, ni equieomplementaires, eette fois 
paree que 

1 areeos-.L 
7r v'3 

est irrationnel eomme on l' a demontre au ehapitre 7 (prendre n = 3 dans le 
theoreme 3). 

D 

C 

B 

D 
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D 

c 

A 

Quelques polytopes familiers : 
tetraedre, cube et permutaedre. 

Exemple 3. Soit T2 un tetraedre ayant trois aretes consecutives AB, BC 
et CD mutuellement orthogonales et de meme longueur u (ce volume est 
appele un orthoscheme). 11 est facile de calculer les angles diedres d'un 
tel tetraedre (trois d'entre eux sont egaux a I' deux sont egaux a % et le 
demier est egal a i) en utilisant le fait que le cube de cote u peut etre de
compose en six tetraedres de ce type (trois copies congruentes et trois co
pies symetriques). Ainsi tous les angles diedres dans T2 sont des multiples 
rationnels de 'Ir et en raisonnant comme precedemment (en particulier en 
tenant compte des resultats d'irrationalite etablis au chapitre 7) le critere 
de Bricard implique que T2 et Ta (ou Tl) ne sont ni equidecomposables, ni 
equicomplementaires. 

Cela res out le troisieme probleme de Hilbert puisque Tl et T2 ont des bases 
congruentes et la meme hauteur. 

Appendice - Polytopes et polyedres 

Un polytope convexe de]R.d est l'enveloppe convexe d'un ensemble fini de 
points S = {SI, ... , Sn}, c'est-a-dire, l'ensemble : 

n n 

P = conv(S) := {LAiSi: Ai ~ 0, LAi = I} 
i=l i=l 

Les polytopes sont evidemment des objets farniliers : les premiers exemples 
sont les polygones convexes (polytopes convexes de dimension 2) et les 
polyedres convexes (polytopes convexes de dimension 3). 

11 Y a plusieurs types de polyedres qui generalisent naturellement ce concept 
en dimension plus grande. Par exemple, si l' ensemble S est affinement libre 
et de cardinal d + 1, alors conv(S) est un simplexe de dimension d (ou un 
d-simplexe). Si d = 2, c'est un triangle, si d = 3, un tetraedre. De meme, 
les carres et les cubes sont des cas particuliers de d-cubes, comme le d-cube 
unite defini par Cd = [0, l]d ~ ]R.d. 

Les polytopes generaux sont definis comme des reunions finies de poly
topes convexes. Dans ce livre, les polyedres non-convexes apparaitront dans 
le contexte du theoreme de rigidite de Cauchy au chapitre 13, les polygones 
non-convexes dans le contexte du theoreme de Pick au chapitre 12 et encore 
lorsque nous travaillerons sur le theoreme de la galerie d'art au chapitre 35. 

Les polytopes convexes peuvent etre definis de fa~on equivalente comme 
les ensembles de solutions bomees de systemes finis d'inegalites lineaires. 
Ainsi, tout polytope convexe P ~ ]R.d a une representation de la forme: 
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ou A E ~mxd est une matrice et b E ~m un vecteur. En d'autres termes, P 
est l' ensemble des solutions d'un systeme de m inegalites lineaires a; x ,;;; 
bi , ou a; est la i-ieme ligne de A. Reciproquement, un tel ensemble borne 
de solutions est toujours un polytope convexe et peut donc etre represente 
comme l'enveloppe convexe d'un ensemble fini de points. 

Pour les polygones et les polyedres, on ales concepts farniliers de sommets, 
aretes et 2-faces. En ce qui concerne les polytopes convexes de plus grande 
dimension, on peut definir leurs faces comme suit : une face de Pest un 
sous-ensemble F S;; P de la forme pn {x E ~d : a T x = b}, ou a T x';;; b 
est une inegalite lineaire realisee en tout point x E P. 

Toutes les faces d'un polytope sont eIles-memes des polytopes. L'ensemble 
V des sommets (faces de dimension 0) d'un polytope convexe est aussi l' en
semble minimal pour l'inc1usion satisfaisant conv(V) = P. Si l'on suppose 
que P S;; ~d est un polytope convexe de dimension d, lesfacettes (les faces 
de dimension (d-l)) determinent un ensemble minimal d'hyperplans, donc 
de demi-espaces contenant P, dont l'intersection est P. En particulier, cela 
implique le fait suivant, dont nous aurons besoin plus tard : soit F une fa
cette de P; notons Hp I'hyperplan qu'elle determine, Hf; et HF les deux 
demi-espaces bornes par Hp. Alors l'un de ces deux demi-espaces contient 
P (et l'autre non). 

Le graphe G(P) d'un polytope convexe Pest constitue de l'ensemble V 
des sommets et de l'ensemble E des aretes (les faces de dimension 1). Si la 
dimension de Pest 3, alors ce graphe est planaire et donne naissance 11 la 
fameuse « formule d'Euler des polyedres» (voir chapitre 12). 

Deux polytopes P, pi S;; ~d sont congruents s'il existe une application af
fine preservant les longueurs, qui envoie P sur Pi. Une teIle application 
peut inverser l'orientation de l'espace, comme le fait une reflexion rela
tivement 11 un hyperplan, qui envoie P sur un symitrique de P. Ils sont 
combinatoirement equivalents s'il existe une bijection qui envoie les faces 
de P sur les faces de pi et qui conserve la dimension et les inc1usions 
entre les faces. Cette notion d'equivalence combinatoire est beaucoup plus 
faible que la congruence : par exemple, notre figure montre un cube unite 
et un cube deforme qui sont combinatoirement equivalents (nous pourrions 
appeler l'un ou l'autre « un cube ») mais certainement pas congruents. 

On dit qu'un polytope (ou un sous-ensemble plus general de ~d) a une Polytopes combinatoirement equiva-
symitrie centrale s'il existe un point Xo E ~d tel que : lents 

Xo + x E P ~ Xo - x E P 

Dans ce cas, Xo s'appelle le centre de P. 
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Droites du plan et 
decompositions de graphes 

Peut-etre le plus connu des problemes sur les configurations de droites fut
il souleve par Sylvester, en 1893, dans un recueil de problemes mathema
tiques: 

QUESTIONS FOR SOLUTION. 
11851. (Professor SYLYESTEIt.)-Provo that it is not possiblc to 

arrange any finite numbor of real points BO that a right line. th,rough 
every two of them shall pass through a third, unless thcy all he 1Il the 
same right line. 

Montrer qu'il n' est pas possible de disposer un ensemble fini de points du 
plan de sorte que les droites definies par les differents couples de points 
passent aussi par un troisieme point sans que tous les points de cet en
semble soient alignes. 

On ne sait pas si Sylvester lui-meme avait etabli une preuve. Une demons
tration correcte fut donnee par Tibor Gallai [GfÜnwald] quelques quarante 
annees plus tard. C'est pourquoi on attribue communement le theoreme sui
vant a Sylvester et Gallai. A la suite de la preuve de Gallai, plusieurs autres 
demonstrations apparurent mais on peut considerer que l' argument suivant, 
du a L. M. Kelly, est tout simplement le meilleur. 

Theoreme 1. Pour toute configuration de n points non alignes du plan, il 
existe une droite qui contient exactement deux de ces points . 

• Preuve. Soit P l'ensemb1e des points. Considerons l'ensemble L de 
toutes 1es droites qui passent par deux points au moins de P. Parmi toutes 
les paires (P,.c) E LX P telles que P ne soit pas sur .c, choisissons une paire 
(Po, .co) telle que Po soit le point le plus proehe de .co ; soit Q la projection 
orthogonale de Po sur .co. 

Proposition. Cette droite .co repond a la question ! 

Sinon.co contiendrait au moins trois points de P ; deux d' entre eux, appelons-
1es PI et P2 , seraient du meme cöte de Q. Supposons que PI se trouve entre 
Q et P2 , (PI coincidant eventuellement avec Q). La figure de droite montre 
cette configuration. Alors la distance de PI a la droite .c 1 deterrninee par Po 
et P2 est inferieure a la distance de Po a .co, ce qui contredit notre choix de 
~ct~. D 

Dans la preuve, nous avons utilise des axiomes metriques (plus petite dis
tance) et des axiomes d'ordre (PI se trouve entre Q et P2 ) du plan reel. 
Avons-nous reellement besoin de ces proprietes en plus des axiomes habi
tuels d'incidence de points et droites ? En fait, une condition supplemen
taire est requise, comme le montre 1e celebre plan de Fano represente dans 1 

Chapitre 10 

James J. Sylvester 

3 

6 2 
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la marge. Ici, P = {I, 2, ... ,7} et 12 se eompose de 7 droites eonstituees 
de trois points eomme le montre la figure, la « droite» {4, 5, 6} eomprise. 
Tout eouple de points determine une unique droit done les axiomes d'in
eidenee sont satisfaits. Cependant il n'y a pas de droite engendree par 2 
points. Ainsi, le theoreme de Sylvester-Gallai montre que la configuration 
de Fano ne peut etre plongee dans le plan reel de sorte que les sept triplets 
de droites eolineaires appartiennent ades droites reelles: il doit toujours y 
avoir une droite « tordue ». 

Cependant, Coxeter a montre que les axiomes d' ordre suffisent a demontrer 
le theoreme de Sylvester-Gallai. On peut done imaginer une preuve qui 
n'utilise aucune propriete metrique (voir aussi la preuve utilisant la formule 
d'Euler donnee au ehapitre 12). 

Le theoreme de Sylvester-Gallai implique direetement un autre resultat ee
lebre sur les points et droites du plan, du a Paul Erdos et Nieolaas G. de 
Bruijn. On a en fait un resultat plus general avee des systemes arbitraires 
de points-droites, eomme l'avaient deja observe Erdos et de Bruijn. Nous 
allons etudier ce resultat plus general ulterieurement. 

Theoreme 2. Soit P un ensemble de n ;;:, 3 points non alignes du plan. 
Alors l'ensemble 12 des droites passant au moins par deux points contient 
au moins n droites . 

• Preuve. Si n = 3, il n'y arien a montrer. Nous allons maintenant pro
eeder par reeurrenee sur n. Soit IPI = n + 1. En utilisant le theoreme 
preeedent, il existe une droite Co E 12 contenant exaetement deux points P 
et Q de P. Considerons l'ensemble pi = P\Q et l'ensemble LI des droites 
determinees par Pi. Si les points de pi ne sont pas alignes, alors un raison
nement par reeurrenee montre que 112'1 ;;:, n et done 1121 ;;:, n + 1 a eause 
de la droite suppIementaire Co de L. Si, d'autre part, les points de pi sont 
alignes, alors nous obtenons le faiseeau qui se eompose d' exaetement n + 1 
droites. D 

Voici, eomme promis, le resultat qui s'applique ades «geometries d'inci
dence» beaucoup plus generales. 

Theoreme 3. Soit X un ensemble de n ;;:, 3 elements et soient Al, ... , Am 
des sous-ensembles propres de X tels que chaque pa ire d'elements de X 
soit contenue dans un ensemble Ai exactement. Alors m ;;:, n. 

• Preuve. La preuve suivante, attribuee selon les eas a Motzkin ou a 
Conway, est tout a fait admirable et tient presque en une ligne. Si x EX, 
soit r x le nombre de sous-ensembles Ai eontenant x. (Notons que 2 :( r x < 
m par hypothese.) Si x rt Ai, alors r x ;;:, lAi I paree que les ensembles lAi I 
contenant x et un element de Ai doivent etre distinets. Si m < n, alors 
mlAil < nrx done m(n -IAil) > n(m - rx ) si x tJ- Ai; par suite: 

1- '" 1- '" '" _1_>", '" 1 -"'l-l - L..J n - L..J L..J n(m-rx ) L..J L..J m(n IAil) - L..J m -
xEX xEX Ai:x\i!Ai Ai x:x\i!Ai Ai 

ce qui est absurde. D 
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TI existe une autre preuve tres courte de ce theoreme qui utilise 1'algebre 
lineaire. Soit B la matrice d'incidence de (X; Al, ... , Am), en d'autres 
termes les lignes de B sont indexees par les elements de X, les colonnes 
par Al, . .. , Am, avec : 

si xE A 
SI xli A 

Considerons le produit BBT . Si X =1= X' nous avons : (BBT)xx' 1, 
puisque X et X' sont contenus dans un seul ensemble Ai. Ainsi : 

o 

) + (: : 1 ;) o 
o 

Oll Tx est defini comme indique ci-dessus. Puisque la premiere matrice est 
definie positive (elle admet des valeurs propres toutes strictement positives) 
et la deuxieme matrice est semi-definie positive (elle admet les valeurs 
propres n et 0), B B T est definie positive et donc en particulier inversible ce 
qui implique que rang(BBT ) = n. On en deduit que le rang de la (n x m)
matrice Best au moins n et on en conclut que n ::::; m, puisque le rang ne 
peut pas exceder le nombre de colonnes. 

Allons un peu plus loin et toumons-nous vers la theorie des graphes (nous 
renvoyons a 1'appendice de ce chapitre pour un rappel des notions elemen
taires sur les graphes). Dn moment de reflexion montre que l' enonce suivant 
est en fait identique au theoreme 3 : 

Si Z'on decompose un graphe compZet K n en m cliques 1 distinctes 
de K n , teiles que chaque arete appartienne a une unique clique, 
aZors m:;;' n. 

En effet, si nous faisons correspondre a X 1'ensemble des sommets de K n 

et aux ensembles Ai les ensembles des sommets des cliques, alors les enon
ces sont identiques. Notre tache suivante est de decomposer K n en graphes 
bipartis complets tels qu' a nouveau, chaque arete se trouve exactement dans 
un de ces graphes. 11 y a une fa90n simple de s'y prendre. Numerotons les 
sommets {I, 2, ... ,n}. Prenons d'abord le graphe biparti completjoignant 
1 a tous les autres sommets. Nous obtenons ainsi le graphe K1,n-l appele 
etoile. Ensuite, joignons 2 a 3, ... ,n, ce qui donne une etoile K I ,n-2. En 
continuant, nous decomposons K n en etoiles KI,n-l, K 1,n-2, ... ,KI,I. 
Cette decomposition utilise n - 1 graphes bipartis complets. Peut-on faire 
mieux, c'est-a-dire utiliser moins de graphes? Non, comme 1'affirme le re
sultat de Ron Graham et Henry O. Pollak : 

Theoreme 4. Si K n se decompose en sous-graphes bipartis compZets Hl, 
H 2 , ... , H m , aZors m :;;, n - 1. 

1. N.D.T.: se reporter 11 l'appendice en fin de chapitre pour une definition de ce tenne. 

• 

• 
• 

• 

\ • 
• 

Une decomposition de K 5 en 4 sous
graphes bipartis complets. 
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Contrairement au theoreme d'Erdos-de Bruijn, aucune preuve combinatoire 
de ce resultat n'est connue! Toutes les demonstrations utilisent 1'algebre li
neaire d'une maniere ou d'une autre. Parmi diverses idees plus ou moins 
equivalentes, examinons la preuve de Tverberg, qui semble etre la plus 
transparente . 

• Preuve. Soit {I, ... , n} I' ensemble des sommets de K n et soit L j , R j 

les ensembles de sommets du graphe biparti complet H j , j = 1, ... , m. 
A chaque sommet i nous associons une variable Xi. Puisque HI, ... , Hm 

decompose K n , nous avons : 

m 

(1) 

Supposons maintenant le theoreme faux, c'est-a-dire que m < n-l. Alors, 
1e systeme d'equations lineaires : 

Xl + ... + X n 0 

o (k=l, ... ,m) 

a moins d'equations que de variables et admet une solution non triviale 
CI, ... , Cn . De (1) on deduit : 

Mais cela implique : 
n 

LCT +2LCiCj 

i=l i<j 

ce qui est contradictoire. D 

Appendice - Notions elementaires sur les graphes 

Les graphes font partie des structures mathematiques les plus fondamen
tales. TI en existe plusieurs versions, representations et incaruations diffe
rentes. De fa~on abstraite, un graphe est un couple G = (V, E), Oll V 
est l'ensemble des sammets, E est 1'ensemble des aretes, chaque arete 
e E E «reliant» deux sommets v, W E V. Nous considerons seulement 
les graphes finis, ceux pour 1esquels V et E sont finis. 

Habituellement, nous travaillons avec des graphes simples : nous excluons 
donc les baucles, c'est-a-dire les aretes dont 1es deux extremites coYncident, 

Un graphe G avec 7 sonunets et et les aretes multiples qui partagent les memes extremites. Les sommets 
11 aretes. Il possede une boucle, une d'un graphe sont dits adjacents ou vaisins si ce sont les extremites d'une 
arete double et une arete tripIe. arete. Dn sommet et une arete sont dits incidents si l' arete admet le sommet 

en question pour extremite. 
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Voici une petite galerie de graphes (simples) importants : 

K~ K~ 

P,> 

Deux graphes G = (V, E) et G' = (V', E') sont isomorphes s'il existe 
des bijections V --+ V' et E --+ E' qui conservent les incidences entre les 
aretes et leurs extremites. Un probleme majeur non resolu consiste a savoir 
s'il existe un test efficace qui permette de decider si deux graphes donnes 
sont isomorphes. Cette notion d'isomorphisme nous permet de parler du 
graphe complet K 5 a 5 sommets, etc. 

G' = (V', E') est un sous-graphe de G = (V, E) si V' <:;; V, E' <:;; E 
et si chaque arete e E E' ales memes extremites dans G' et dans G. G' 
est un sous-graphe induit si, en outre, toutes les aretes de G qui relient les 
sommets de G' sont aussi des aretes de G'. 
De nombreuses notions sur les graphes sont tout a fait intuitives: par exem
pIe, un graphe Gest connexe si tout couple de sommets est reHe par une 
chai'ne de G (c'est-a-dire une suite finie d'aretes consecutives) ou, de fa
\ion equivalente, si G ne peut pas se decomposer en deux sous-graphes 
non-vides dont les ensembles de sommets sont disjoints. Tout graphe est la 
reunion disjointe de ses composantes connexes. 

Nous terminons ce survol des notions elementaires sur les graphes par 
quelques autres elements de terminologie. Une clique dans Gest un sous-

Les graphes complets K n an sommets 

et G) aretes. 

Les graphe bipartis complets Km,n a 
m + n sommets et mn aretes. 

Les chemins Pn an sommets. 

Les cycles Cn a n sommets. 

est un sous-graphe de : 
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graphe complet. Un ensemble independant dans Gest un sous-graphe in
duit sans aretes, c'est-a-dire un sous-ensemble de l'ensemble des sommets 
tel qu'aucun coup1e de sommets ne soit relie par une arete de G. Un graphe 
est une foret s'il ne contient aucun cyc1e. Un arbre est une foret connexe. 
Finalement, un graphe G = (V, E) est un graphe biparti s'il est isomorphe 
a un sous-graphe d'un graphe biparti complet, c'est-a-dire si I' ensemble des 
sommets peut etre decrit comme la reunion V = V1 U V2 de deux ensembles 
independants. 

Bibliographie 

[1] N. G. DE BRUIJN & P. ERDOS: On a combinatorial problem, Proc. Kon. Ned. 
Akad. Wetensch. 51 (1948), 1277-1279. 

[2] H. S. M. COXETER : A problem 0/ collinear points, Amer. Math. Monthly 55 
(1948),26-28 (contient la preuve de Kelly). 

[3] P. ERDOS: Problem 4065 - Three point collinearity, Amer. Math. Monthly 51 
(1944), 169-171 (contient la preuve de Gallai). 

[4] R. L. GRAHAM & H. O. POLLAK : On the addressing problem/or loop swit
ching, Bell System Tech. J. 50 (1971), 2495-2519. 

[5] J. J. SYLVESTER: Mathematical Question 11851, The Educational Times 46 
(1893), 156. 

[6] H. TVERBERG : On the decomposition 0/ K n into complete bipartite graphs, 
J. Graph Theory 6 (1982), 493-494. 



Le probleme des pentes 

Nous suggerons au leeteur, avant de poursuivre la leeture de ce ehapitre, 
d' essayer de eonstruire des configurations de points du plan qui determinent 
« relativement peu » de pentes. A eet effet, on suppose bien sm que les 
n ? 3 points ne sont pas alignes. RappeIons le theoreme d'Erdos et de 
Bruijn, (voir ehapitre 10) : les n points vont determiner au moins n droites 
differentes. Cependant, beaucoup de ces droites peuvent etre paralleles et 
determinent done la meme pente. 

b. ~ ~ ~ ~ 
n = 3 n = 4 n = 5 n = 6 n = 7 
3 pentes 4 pentes 4 pentes 6 pentes 6 pentes 

ou 

n = 3 n =4 n = 5 n = 6 n = 7 
3 pentes 4 pentes 4 pentes 6 pentes 6 pentes 

Apres quelques essais pour trouver des configurations ayant un nombre de 
pentes plus faible, on peut eonjeeturer, eomme Seott en 1970, le theoreme 
suivant: 

Th~or~me. Si n ? 3 points du plan ne sont pas alignes, alors i/s de
terminent au moins n - 1 pentes differentes, l'egalire etant realisee 
seulement dans le cas OU nest impair et n ? 5. 

Les figures ci-dessus representent quelques-unes des premieres configu
rations appartenant a deux suites infinies d' exemples et montrent que eet 
enonee est le meilleur possible : pour tout entier impair n ? 5 il existe 

Chapitre 11 

Une rapide experimentation pour une 
petite valeur de n conduira probable

ment Je lecteur a une suite semblable 
aux deux suites representees ici. 
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• • • • • 
• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

• 
• • • • • • • • • • • • 

Trois jolis exemples sporadiques du ca-
talogue de Jamison-Hill. 

1 

Cette configuration de n = 6 points 
determine t = 6 pentes differentes. 

• 
2 
• 

3 
• 

• 
4 5 

• 
6 
• 

--0----0----0--

1 2 3 4 5 6 

!ci, une direction de depart verticale 
conduit a 1TO = 123456. 

une configuration de n points qui determine exactement n - 1 pentes dif
ferentes, et pour tout autre entier n ;;:, 3, il existe une configuration ayant 
exactement n pentes. 
Cependant, les configurations representees ci-dessus sont loin d'etre les 
seules. Par exemple, Jamison et Hill ont decrit quatre familles infinies de 
configurations, chacune d' entre elles etant constituee de configurations ayant 
un nombre n impair de points qui ne determinent que n - 1 pentes (<< confi
gurations critiques de pentes »). En outre, ils ont enumere 102 exemples 
« sporadiques » qui ne semblent pas s' inscrire dans une familIe infinie, la 
plupart d'entre eux ayant ete decouverts apres de longues recherches sur 
ordinateur. 
Le bon sens conduit a penser que les problemes extremaux sont d'autant 
plus difficiles que les configurations extremes sont diverses et irregulieres. 
11 y a en effet beaucoup a dire sur la structure des configurations de pentes 
critiques (voir [2]) mais une c1assification semble completement hors de 
portee. Cependant, le theoreme precedent admet une preuve simple qui re
pose sur deux ingredients principaux : une reduction du probleme a un mo
dele combinatoire efficace, due a Eli Goodman et Ricky Pollack, et un bel 
argument apropos de ce modele gräce auquel Peter Ungar a pu etablir la 
preuve en 1982. 

• Preuve. (1) Remarquons d'abord qu'il suffit de montrer que chaque en
semble de points du plan de cardinal pair n = 2m (m ;;:, 2) determine au 
moins n pentes. En effet, le cas n = 3 est trivial et pour tout ensemble de 
n = 2m+ 1 ;;:, 5 points (non tous alignes) on peut trouver un sous-ensemble 
de n - 1 = 2m points, non tous alignes, qui determinent deja n - 1 pentes. 

Ainsi, dans la suite, nous considerons une configuration de n = 2m points 
du plan qui determinent t ;;:, 2 pentes differentes. 

(2) Le modele combinatoire est obtenu en construisant une suite periodique 
de permutations. Pour cela, on commence avec une direction du plan qui 
n'est pas l'une des pentes de la configuration et l'on numerote les points 
1, ... ,n selon l'ordre dans lequel ils apparaissent lorsqu'on les projette 
sur une droite paralIelement acette direction. Ainsi, la permutation 71"0 = 
123 ... n represente l'ordre des points relatif a la direction de depart . 

Ensuite, on fait tourner la direction de projection en sens inverse des ai
guilles d'une montre et l'on observe comment change l'ordre des projetes. 
Les changements dans I' ordre des points projetes se produisent exactement 
au moment Oll la direction correspond a l'une des pentes de la configura
tion. 

Ces changements sont loin d'etre aleatoires ou arbitraires : en effectuant 
une rotation de 1800 de la direction, nous obtenons une suite de permuta
tions: 

71"0 --+ 71"1 --+ 71"2 --+ ... --+ 71"t-1 --+ 71"t 

dont on peut enoncer quelques proprietes remarquables. 

• La suite commence avec 71"0 = 123 ... n et finit avec 71"t = n ... 321. 
• La longueur t de la suite correspond au nombre de pentes de la configu-



ration de points. 
• Au cours de la suite, chaque paire i < j est inversee une fois exactement. 

Cela signifie qu'entre 1fo = 123 ... n et 1ft = n ... 321, seules des sous
chaines croissantes sont inversees . 

• Tout mouvement est constitue de l'inversion d'une ou plusieurs sous
chaines croissantes disjointes (correspondant a une ou plusieurs droites 
paralleles a la direction donnee). 

1f6 = 654321 

1l"5 = 652341 

1l"4 = 625314 

1 1l"3 = 265314 

1l"2 = 213564 

11"1 = 213546 

1fo = 123456 

En poursuivant ce mouvement circulaire autour de la configuration, on peut 
considerer la suite comme une partie d'une suite periodique infinie des deux 
cotes: 

... -+ 11"-1 -+ 1fo -+ ... -+ 1ft -+ 1I"t+l -+ ... -+ 1I"2t -+ ... 

Oll 1fi+t est l'inverse de 1I"i pour tout i donc 1fH2t = 1fi pour tout i E Z. 

Nous allons montrer que chaque suite possedant les proprietes ci-dessus (et 
t ~ 2) doit avoir une longueur t ~ n. 

(3) La cle de la preuve consiste a scinder chaque permutation en une «moi
tie gauche» et une « moitie droite » de meme longueur m = ~ puis a comp
ter les numeros qui traversent la barriere imaginaire delimitant la moitie 
gauche de la moitie droite. 

1fi -+ 1fHI est appele un mouvement traversant si l'une des sous-chaines 
qu'elle inverse met en cause des numeros qui se trouvent des deux cotes de 
la barriere. Le mouvement traversant a un ordre d s'il deplace 2d numeros 
a travers la barriere, c'est-a-dire si la chaine traversante comporte exacte
ment d numeros d'un cote et au moins d numeros de l'autre. Ainsi, dans 
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Voici la suite des permutations rencon
trees dans I' exemple etudie. 
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265314 
~ 

--..... 
213564 

Un mouvement traversant. 

Un mouvement touchant. 

1 6 
::::--..... 

'" 213564 
213546 

Un mouvement ordinaire. 

1'exemple: 
7r2 = 213:564 --+ 265:314 = 7r3 

est un mouvement traversant d'ordre d = 2 car il deplace 1,3,5,6 a travers 
la barriere (qui est representee par « : ») et : 

652:341 --+ 654:321 

est un mouvement traversant d' ordre d2 = 1, tandis que, par exemple : 

625:314 --+ 652:341 

n'est pas un mouvement traversant. 

Au cours de la suite 7ro --+ 7rl --+ ... --+ 7rt, chacun des numeros 1,2, ... ,n 
doit traverser la barriere au moins une fois. Si d1 , ... ,de designent les 
ordres des c mouvements traversant, cela implique : 

e 

L 2di = #{ numeros qui traversent la barriere} ~ n 
i=l 

Cela implique egalement que l'on a au moins deux mouvements traver
sants, puisque l'on a un mouvement traversant tel que 2di = n seulement 
si tous les points sont sur une meme droite, c'est-a-dire pour t = 1. Geo
metriquement, un mouvement traversant correspond a la pente d'une droite 
de la configuration qui a moins de m points de chaque cote. 

(4) Un mouvement touchant est un mouvement qui inverse une chaine ad
jacente a la barriere centrale mais qui ne la traverse pas. Par exemple : 

7r4 = 625:314 --+ 652:341 = 7r5 

est un mouvement touchant. Geometriquement, un mouvement touchant 
correspond a la pente d'une droite de la configuration qui possede exac
tement m points d'un cote et donc au plus m - 2 points de 1'autre cote. 

Des mouvements qui ne sont ni des mouvements touchants ni des mouve
ments traversants seront appeles des mouvements ordinaires. En voici un 
exemple: 

7rl = 213:546 --+ 213:564 = 7r2 

Ainsi, tout mouvement est soit un mouvement traversant, soit un mouve

ment touchant, soit un mouvement ordinaire. Utilisons les lettres T (tou
chant), C (traversant) et ° (ordinaire) pour designer chaque type de mou
vement. C(d) designera un mouvement traversant d'ordre d. Ainsi, pour 
l' exemple etudie : 

T 0 C(2) 0 T C(1) 
7r 0 --+ 7r 1 --+ 7r 2 --'--t 7r 3 --+ 7r 4 --+ 7r5 --'--t 7r 6 

On peut meme designer cette suite plus brievement par T, 0, C(2), 0, T, 
C(1). 



(5) Pour etablir la preuve, nous avons besoin des resultats qui suivent. 

Entre deux mouvements traversants, il y a au moins un mouvement 
touchant; 

Entre tout mouvement traversant d'ordre d et le mouvement tou
chant suivant, il y a au moins d - 1 mouvements ordinaires. 

En effet, apres un mouvement traversant d'ordre d, la barriere est conte
nue dans une sous-chaine symetrique decroissante de longueur 2d, avec d 
numeros de chaque cote de la barriere. Avant le mouvement traversant sui
vant, la barriere centrale doit etre placee dans une sous-chaine croissante de 
longueur 2 au moins. Toutefois, seul un mouvement touchant affecte le fait 
que la barriere se trouve dans une sous-chaine croissante. Cela implique 
le premier resultat. Quant au second, remarquons qu'a chaque mouvement 
ordinaire, renversant une sous-chaine croissante, la 2d-chaine decroissante 
ne peut etre raccourcie que d'un numero seulement de chaque cote. Tant 
que la chaine decroissante comporte au moins 4 numeros, un mouvement 
touchant est impossible. Cela implique le second resultat. 

Si nous construisons la suite de permutations en commenc;;ant par la meme 
projection initiale mais en utilisant la rotation dans le sens des aiguilles 
d'une montre, nous obtenons alors la suite inversee des permutations. Ainsi, 
la suite enregistree doit aussi posseder la propriete reciproque du second 
resultat, a savoir : 

Entre un mouvement touchant et le mouvement traversant suivant 
d' ordre d, il y a au moins d - 1 mouvements ordinaires. 

(6) Le modele T-O-C de la suite infinie de permutations, deduit de (2), 
est obtenu en repetant indefiniment le modele T -O-C de longueur t de la 
suite 1fo --+ ... --+ 1ft. Ainsi, en utilisant les resultats etablis en (5), on 
trouve que dans la suite infinie de mouvements, chaque mouvement traver
sant d'ordre d se trouve dans un modele T-O-C de type: 

T,O,O, ... ,0,C(d),0,0, ... ,0 
'-v-' '-v-' 

;) d-1 ;) d-1 

de longueur 1 + (d - 1) + 1 + (d - 1) = 2d. 

Dans la suite infinie, nous pouvons considerer un segment fini de longueur 
t qui commence avec un mouvement touchant. Ce segment est constitue de 
sous-chaines de type (*), dans lesquelles peuvent etre inseres des T supple
mentaITes. Cela implique que sa longueur t verifie : 

c 

t ;;;, L2di ;;;, n 
i=l 

ce qui termine la preuve. D 
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Trois applications 
de la formule d'Euler 

On dit qu'un graphe est planaire si on peut le representer dans le plan ]R2 

(ou, ce qui est equivalent, sur la sphere 8 2 de dimension 2) sans que ses 
aretes ne se coupent. On dit qu'un graphe est plan si l'on dispose deja 
d'une teIle representation. Une representation de ce type decompose le plan 
ou la sphere en un nombre fini de regions connexes, en induant la region 
exterieure non bomee, qui sont appeleestaces. La formule d'Euler met en 
evidence une belle relation entre les nombres de sommets, d'aretes et de 
faces, valide pour tout graphe plan. Euler a mentionne ce resultat pour la 
premiere fois dans une lettre a son arni Goldbach en 1750 mais il n' en avait 
pas de preuve compl(:te a l'epoque. Parmi les nombreuses demonstrations 
de la formule d'Euler, nous en presentons une particulierement elegante et 
auto-duale, qui ne fait pas appel a un raisonnement par recurrence. On peut 
la trouver des 1847 dans le livre de von Staudt intitule Geometrie der Lage. 

Formule d'Euler. Si Gest un graphe plan connexe Ci n sommets, e 
aretes et ! taces, alors 

n-e+! = 2 

• Preuve. Soit T <:;; E l'ensemble des aretes d'un arbre recouvrant de G, 
c'est a dire d'un sous-graphe minimal qui relie tous les sommets de G. Ce 
graphe ne contient pas de cyde a cause de la condition de rninimalite. 

Nous avons besoin du graphe dual G* de G : pour le construire, on place 
un sommet a l'interieur de chaque face de G et 1'0n relie deux sommets 
de G* par une arete lorsqu'ils appartiennent ades faces qui ont une arete 
bordante commune. S'il y a plusieurs aretes bordantes communes, alors on 
dessine plusieurs aretes de liaison dans le graphe dual. Ainsi, G* peut avoir 
des aretes multiples meme si le graphe original Gest simple. 

Considerons la collection T* <:;; E* des aretes du graphe dual correspon
dant aux aretes de E\T. Les aretes de T* relient toutes les faces puisque 
T n'a pas de cyde. T* aussi ne comporte pas de cyde, sinon il separerait 
certains sommets de G a l'interieur du cyde de sommets a l'exterieur (ce 
qui est impossible puisque Test un sous-graphe generateur et que les aretes 
de T et de T* ne se coupent pas). Ainsi, T* est un arbre recouvrant de G*. 

Pour un arbre, le nombre de sommets est egal au nombre d' aretes plus 1. 
Pour s'en convaincre, on choisit un sommet comme raeine et 1'0n dirige 
toutes les aretes vers l' exterieur de la raeine. Cela definit une bijection entre 

Chapitre 12 

Leonhard Euler 

Dn graphe plan C : n 
1=6. 

6, e 10, 

Arbres recouvrants duaux dans C et 
dans C*. 
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Les cinq solides platoniciens. 

2 

D0\s 
2-- 2 

Le degre est precise a c6te de chaque 
sommet. En comptant les sommets d'un 
degre donne, on obtient : n2 = 3, n3 = 

les sommets autres que la raeine et les aretes qui assoeie a chaque arete le 
sommet vers lequel elle pointe. En appliquant ce resultat a l' arbre T on 
trouve n = eT + 1, tandis que pour 1'arbre T* on trouve f = eT* + l. 
En additionnant les deux equations, nous obtenons : n + f = (eT + 1) + 
(er- + 1) = e + 2. D 

La formule d'Euler conduit ainsi a une conc1usion numerique forte a par
tir d'une situation geomhrique et topologique : les nombres de sommets, 
aretes et faces d'un graphe fini G satisfont n - e + f = 2 chaque fois 
que le graphe est ou peut etre represente dans le plan ou sur la sphere. 
De nombreuses consequences c1assiques et bien connues se deduisent de 
la formule d'Euler. Parmi elles figure la c1assification des polyedres regu
liers convexes (les solides platonieiens), le fait que K 5 et K 3 ,3 ne sont pas 
planaires (voir ei-dessous) et le theoreme des einq couleurs qui affirme que 
toute carte plane peut etre coloriee avec einq couleurs au plus de sorte que 
deux regions adjacentes ne soient pas de la meme couleur. Cependant, pour 
ce demier resultat il existe une preuve bien meilleure, qui n'utilise meme 
pas la formule d'Euler (voir chapitre 34). 

Ce chapitre rassemble trois autres belles preuves qui reposent sur la for
mule d'Euler. Les deux premieres - une preuve du theoreme de Sylvester
Gallai et un theoreme sur les configurations de points 2-colories - utilisent 
la formule d'Euler astueieusement combinee a d'autres relations arithme
tiques qui font intervenir certains parametres fondamentaux de la theorie 
des graphes. Exarninons d'abord ces parametres. 

Le degre d'un sommet est le nombre d'aretes qui ont ce sommet pour ex
tremite, les arcs qui definissent une bouc1e comptant double. Notons ni le 
nombre de sommets de degre i dans G. En denombrant les sommets en 
fonction de leur degre, on obtient : 

(1) 

0, n4 = 1, n5 = 2 et ni = 0 pour les D' autre part, chaque arete a deux extremites; elle contribue donc deux fois 
autres valeurs de i. a la somme de tous les degres et ainsi : 

9~ ~4 --
Le nombre de c6tes est precise dans 
chaque region. Le decompte des faces 
ayant un nombre donne de c6tes conduit 
a : /1 = 1, h = 3, f4 = 1, f9 = 1 et 
fi = 0 pour les autres valeurs de i. 

(2) 

On peut interpreter cette identite comme le denombrement des extremites 
des aretes, c'est-a-dire les ineidences arete-sommet, effectue de deux fa
yons differentes. 

Le degre moyen d des sommets est donc : 

- 2e 
d = -

n 

Comptons ensuite les faces d'un graphe plan en fonction de leur nombre 
de cötes : une k-face est une face qui est bordee par k aretes (une arete qui 
borde une meme region des deux cötes doit etre comptee deux fois I). Soit 
!k le nombre de k-faces. 
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En comptant toutes les faces, on trouve : 

(3) 

En comptant les aretes en fonction des faces qu'elles bordent, on obtient : 

2e = ft+2h+3h+4/4+ ... (4) 

Comme precedemment, cette relation peut etre interpretee comme deux 
manieres de denombrer les incidences arete-face. Remarquons que le nombre 
moyen de cötes par face est : 

1 
2e 

1 
On peut en deduire rapidement a I' aide de la formule d'Euler que le graphe 
complet K 5 et le graphe complet biparti K 3 ,3 ne sont pas planaires. Relati
vement a une hypothetique representation planaire de K 5 on aurait n = 5, 
e = (~) = 10, donc 1 = e + 2 - n = 7 et I = 7- = ~ < 3. Toutefois si le 
nombre moyen de cötes etait plus petit que 3, le plongement comporterait 
une face ayant au plus deux cötes, ce qui est impossible. 

De meme, pour K 3 ,3 on trouve : n = 6, e = 9 et 1 = e + 2 - n = 5, donc 
I = 7- = ~ < 4, ce qui est impossible puisque K 3,3 est simple et biparti, 
donc tous les cycles ont une longueur au moins egale a 4. 

Bien entendu, la ressemblance entre les equations (3) et (4) relatives aux 
li et les equations (1) et (2) relatives aux ni n'est pas fortuite. Elles sont 
transformees les unes des autres par la relation de dualite G -+ G* prece
demment evoquee. 

A partir des identites precedentes, on obtient les enonces suivants. Ce sont 
des consequences «locales» importantes de la formule d'Euler. 

Proposition. Soit G un graphe plan simple non vide a n sommets. Alors 
(A) G a au plus 3n - 6 aretes. 

(B) Ga un sommet de degre au plus 5. 

(C) Si les aretes de G sont 2-coloriees, alors il existe un sommet de G qui 
presente au plus deux changements de couleurs relativement a l'ordre 
cyclique des aretes defini autour de ce sommet . 

• Preuve. Pour chacune de ces affirmations, on peut supposer que Gest 
connexe. 

(A) Chaque face a au moins 3 cötes puisque Gest simple. Par suite, (3) et 
(4) entrainent : 

1 h + 14 + 15 + ... 
et: 

2e 3h + 4/4 + 5/5 + ... 
et donc : 2e - 31 ? O. La formule d'Euler conduit alors a: 

3n - 6 = 3e - 31 ? e. 

K 5 represente avec une interseetion. 

K 3 ,3 represente avec une intersection. 
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Les fleches pointent vers les coins pre
sentant un changement de couleurs. 

(B) D'apres le resultat (A), le degre moyen d verifie : 

-d 2e 6n -12 
= - ~ --- < 6. 

n n 

11 doit donc y avoir un sommet de degre au plus 5. 

(C) Soit c le nombre de coins Oll se produisent des changements de cou
leurs. Supposons que l'affirmation soit fausse. Alors nous avons c ~ 4n 
changements de couleurs, puisqu'a chaque sommet se produit un nombre 
pair de changements. Comme chaque face ayant 2k ou 2k+ 1 cötes presente 
au plus 2k coins de ce type: 

4n ~ c ~ 213 + 414 + 415 + 616 + 617 + 818 + ... 
~ 213 + 414 + 615 + 816 + 1017 + .. . 

2(313 + 414 + 515 + 616 + 717 + ... ) 
-4(13 + 14 + 15 + 16 + 17 + ... ) 
4e-41 

en utilisant encore (3) et (4). Ainsi, nous avons e ~ n + 1, contredisant 
encore une fois la formule d'Euler. D 

1. Le theoreme de Sylvester-Gallai revisite 

Norman Steenrod a, semble-t-il, remarque le premier que la partie (A) de 
la proposition fournit une preuve remarquablement simple du theoreme de 
Sylvester-Gallai (voir chapitre 10). 

Le theoreme de Sylvester-Gallai. Etant donne un ensemble de 
n ~ 3 points quelconques non alignes du plan, il existe toujours 
une droite qui en contient exactement deux . 

• Preuve. (Sylvester-Gallai via Euler) 
Plongeons le plan ]R2 dans ]R3 «pres» de la sphere unite 8 2 comme le 
montre la figure. Alors chaque point de]R2 correspond a un couple de points 
antipodaux sur 8 2 et les droites de ]R2 correspondent a des grands cercles 
de 8 2 . Ainsi, le theoreme de Sylvester-Gallai est equivalent au resultat sui
vant: 

Etant donne un ensemble quelconque de n ~ 3 couples de points 
antipodaux sur la sphere, qui ne sont pas tous sur un grand cercle, 
il existe toujours un grand cercle qui contient exactement deux 
couples de points antipodaux. 

Maintenant on passe au probleme dual en remplac;ant chaque paire de points 
antipodaux par le grand cercle correspondant sur la sphere. C'est-a-dire 
qu'au lieu de considerer les points ±v E 8 2 on considere les cercles or
thogonaux definis par Cv := {x E 82 : (x, vI = O}. Ce cercle Cv est 
l' equateur si on considere v comme le pöle nord de la sphere. 
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Le probleme de Sylvester-Gallai revient alors a montrer : 

Etant donnee une collection quelconque de n ?: 3 grands cercles 
sur 8 2, ne passant pas tous par un meme point, il existe toujours 
un point qui se trouve exactement sur deux de ces grands cercles. 

La configuration de ces cercles induit un graphe plan simple sur 8 2, dont 
les sommets sont les points d'intersection de deux des grands cercles qui 
divisent les grands cercles en aretes. Par construction, tüus les degres des 
sommets sont pairs et au moins egaux a 4. La partie (A) de la proposition 
precedente implique 1'existence d'un sommet de degre 4. Le theoreme est 
demontre! D 

2. Droites monochromatiques 

Le resultat suivant, analogue «colore» du theoreme de Sylvester-Gallai, 
est du a Don Chakerian. 

Theoreme. Etant donnee une configuration de points noirs et blancs non 
alignes du plan, il existe toujours une droite «monochromatique », c'est
a-dire une droite qui contient au moins deux points d'une meme couleur et 
aucun point de I' autre . 

• Preuve. Comme pour le probleme de Sylvester-Gallai, on transporte le 
probleme sur la sphere unite et l' on passe au probleme dual. Il faut donc 
montrer: 

Etant donnee une collection finie de grand cercles noirs et blancs 
sur la sphere unite, ne passant pas tous par un meme point, il existe 
toujours un point d'intersection qui se trouve uniquement sur des 
grands cercles blancs ou uniquement sur des grands cercles noirs. 

Ce resultat est une simple consequence de la partie (C) de la proposition 
precedente puisqu' en chaque sommet intersection de grands cercles de cou
leurs differentes, se trouvent toujours au moins 4 coins presentant des chan
gements de signe. D 

3. Le theoreme de Pick 

Le theoreme de Pick, etabli en 1899, est un tres beau resultat, en soi sur
prenant, mais c'est aussi une consequence classique de 1a formu1e d'Eu1er. 
Dans ce qui suit, on dit qu'un polygone reseau convexe P <;;; ]R2 est eIemen
taire si ses sommets ont des coordonnees entieres et s'il ne contient aucun 
autre point du reseau. 

Lemme. Tout triangle elementaire ~ = conv{PO,Pl,P2} <;;; ]R2 a une aire 
A(~) = !. 
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Pt+ P2 - PO 

Po 

• • • • • • 

Bases d'un reseau 
Une base de Z2 est un couple de vecteurs lineairement independants 
(eI, e2) tels que : 

Soient el = (:) et e2 = (~). L'aire du parallelogramme engenclre 

par et et ez verifie A(el, e2) = 1 det(et, e2) 1 = 1 det (:~) I· 
Si J 1 = (:) et J 2 = (!) forment une autre base, alors il existe une 
Z-matrice inversible Q telle que G!) = (: ~)Q. Puisque QQ-t = 
(~ ~) et puisque les determinants sont entiers, on trouve 1 det Q 1 = 1 
et 1 det(Jl' fz) 1 = 1 det(et, e2)1· Ainsi, tous les parallelogrammes 
formant une base ont une meme aire egale a 1, puisque A ( @, m) = 
1. 

• Preuve. Le parallelogramme P de coins Po, Pt , P2' Pt + P2 - Po et Je 
reseau Z2 sont invariants par l' application : 

(Y: x >------+ Pt + P2 - x 

qui est la symetrie dont Je centre est Je milieu du segment reliant Pt a P2' 
Ainsi, Je parallelograntme P = ß U (Y(ß) est egalement elementaire et ses 
translates entiers reeouvrent le plan. {Pt - Po, P2 - Po} est done une base 
du reseau Z2 qui admet ±1 pour determinant. L'aire de Pest done 1 et 
eelle de ß est ~ (poor des explieations apropos de ces ealculs, se reporter 
a l'eneadre). D 

Theoreme. L'aire de tout polygone Q <:;; ]R2 (non necessairement convexe) 
de sommets entiers verifie : 

A(Q) 

• • OU nint (respectivement nbd) designe le nombre de points entiers Cl l'in
terieur (respectivement sur le bord) de Q . 

• 
• 

• • • • • • 
nint = 11 et nbd = 8 done A = 14. 

• Preuve. Un tel polygone peut toujours etre triangule en utilisant tous les 
nint points du reseau qui se trouvent arinterieur et tous les nbd points du 
reseau qui se trouvent sor Je bord de Q. Cette propriete n'est pas eomplete
ment evidente, en particulier si 1'0n n'impose pas a Q d'etre eonvexe, mais 
l'argument donne au ehapitre 35 sur le probleme de la surveillanee d'un 
musee le montre. 

A present, interpretons la triangulation eomme un graphe plan qui partage 
le plan en une face non bornee et f - 1 triangles d'aire ~. Alors : 

1 
A(Q) = 2(f - 1) 
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Chaque triangle a trois eötes; ehaeune des eint aretes interieures borde 
deux triangles, tandis que les ebd aretes du bord apparaissent ehaeune dans 
un unique triangle. Par suite, 3(f - 1) = 2eint + ebd et il s'ensuit que 
f = 2(e - j) - ebd + 3. En outre, il y a autant d'aretes que de sommets 
sur le bord, ebd = nbd. Ces deux affirmations eombinees avee la formule 
d'Euler eonduisent a : 

f 

et done: 

2(e - j) - ebd + 3 

2(n - 2) - nbd + 3 

A(Q) ~(f-1) 
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Le theoreme de rigidite de Cauchy 

Dn resultat celebre, consequence de la formule d'Euler (precisement de 
la partie (C) de la proposition du chapitre precedent) est le theoreme de 
rigidite de Cauchy pour les polyedres de dimension 3. 

En ce qui conceme les notions de congruence et d'equivalence combina
toire utilisees dans la suite, nous nous referons a l' appendice sur les po
lytopes et les polyedres du chapitre concemant le troisieme probleme de 
Hilbert (page 68). 

Theoreme. Si deux polyedres eonvexes de dimension 3 appeles P 
et pi sont eombinatoirement equivalents et si les Jaeettes de P et 
pi qui se eorrespondent sont eongruentes, alors les angles entre les 
paires eorrespondantes de Jaeettes adjaeentes sont egaux (et done 
Pest eongru a Pi). 

L'illustration figurant en marge montre deux polyedres de dimension 3 qui 
sont combinatoirement equivalents et dont les faces correspondantes sont 
congruentes. Ils ne sont toutefois pas congruents, un seul des deux poly
edres etant convexe. L'hypothese de convexite est donc essentielle pour le 
theoreme de Cauchy ! 

• Preuve. Pour l'essentiel, ce qui suit reprend la preuve originale de Cau
chy. Soient deux polyedres convexes P et pi dont les faces sont congruentes. 
Colorions les aretes de P comme suit : une arete est noire (ou « positive») 
si I'angle interieur des deux facettes adjacentes est plus grand dans pi que 
dans P ; elle est blanche (ou « negative ») si I' angle correspondant est plus 
petit dans pi que dans P. 

Les aretes noires et blanches de P forment ensemble un graphe plan a deux 
couleurs sur la surface de P, qui peut etre envoye sur la sphere unite par 
projection radiale en supposant que 0 est a I'interieur de P. Si P et pi 
ont des angles-facettes correspondants differents, alors le graphe est non 
video En utilisant la partie (C) de la proposition du chapitre precedent, on 
constate qu'il existe un sommet p adjacent a une arete noire ou blanche 
au moins, tel qu'il y ait au plus deux changements entre aretes noires et 
blanches (relativement a I'ordre cyclique). 

Coupons maintenant P avec une petite sphere Se de rayon c et de centre le 
sommet p. Coupons pi avec une sphere S; de meme rayon c et de centre 
pi (le sommet correspondant a p dans Pi). Dans Se et S; nous obtenons 

Chapitre 13 

Augustin Cauchy 
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Q: 

des polygones eonvexes spMriques Q et Q' dont les ares eorrespondants 
ont meme longueur, puisque les faeettes de P et P' sont eongruentes et que 
nous avons ehoisi le meme rayon E. 

Marquons d'un + les angles de Q pour lesquels rangle eorrespondant 
dans Q' est plus grand et par - eeux pour lesquels l' angle eorrespondant 
dans Q' est plus petit. En d'autres termes, lorsqu'on va de Q vers Q' les 
angles + s'ouvrent, les angles - se ferment, tandis que les longueurs des 
eDtes et les angles non marques restent eonstants. 

Le ehoix de p implique qu'un certain nombre de signes + ou - appa
raissent et que relativement a l'ordre eyclique il y a au plus deux ehan
gements +/-. Si un seul type de signes apparait, alors le lemme qui suit 
implique direetement une contradiction, une arete devant changer de lon
gueur. Si les deux types de signes se produisent, alors (puisqu'il n'y a que 
deux changements de signe) il y a une « ligne de separation » qui relie les 
milieux de deux aretes et separe tous les signes + de tous les signes -. 
A nouveau, nous obtenons une contradiction graee au lemme ci-dessous, 
puisque la ligne de separation ne peut pas etre a la fois plus grande et plus 
petite dans Q' que dans Q. D 

Le lemme du bras de Cauchy. 
Soient Q et Q' des n-gones 1 convexes (planaires ou spheriques), numerotes 
comme indique sur la figure suivante : 

Q~' qn-l 
(l3 

q2 (ln-

(l2 -
ql qn 

tels que les longueurs des aretes correspondantes verifient I' egalite qiqi+ 1 = 
q;q;+l pour 1 :::; i :::; n - 1, et que les mesures des angles correspondants 
verifient l'inegalite Cli :::; Cl; pour 2 :::; i :::; n - 1. Alors la longueur de 
I' arete manquante verifie : 

avec egalite si et seulement si Cli = Cl; pour tout i. 

Il est interessant de savoir que la preuve originale du lemme de Cauehy 
etait fausse : un mouvement eontinu qui ouvre les angles et lais se fixe la 
longueur des eDteS peut rendre la eonvexite eaduque (voir figure ). Le lemme 
ainsi que la preuve donnee ici sont issus d'une lettre de I. J. Sehoenberg a 
S. K. Zaremba. Ils sont valides aussi bien pour les polygones planaires que 
pour les polygones spMriques . 

• Preuve. On raisonne par reeurrenee sur n. Le eas n = 3 est faeile : si 
dans un triangle, on augmente l' angle 'Y entre deux eDteS de longueurs fixes 

1. N.d.T.: on designe par n-gone un polygone ayant n eötes. 
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a et b, alors la longueur c du eote oppose augmente aussi. Analytiquement, 
eela resulte de la relation: 

dans le eas planaire, et de son analogue : 

cos c = eos a cos b + sin a sin b cos 'Y 

en trigonometrie spMrique. !ci, les longueurs a, b, c sont mesurees sur la 
sphere de rayon 1; elles prennent done leurs valeurs dans l'intervalle [0, 'Ir]. 
Supposons maintenant n ? 4. Si, pour un eertain i E {2, ... , n - I}, 
nous avons OOi = 00;, alors le sommet eorrespondant peut etre supprime en 
introduisant la diagonale de qi-1 a qi+1 (respeetivement de q;-1 a q;+1)' 

avee qi-1 qi+1 = q;-1 q;+1. Ainsi le resultat est demontre par reeurrenee. 
Nous pouvons done supposer OOi < 00; pour 2 ~ i ~ n - 1. 

On definit a present un nouveau polygone Q* a partir de Q en rempla«;ant 
OOn-1 par le plus grand angle OO~_l ~ OO~_l possible tout en laissant Q* 
eonvexe. A eet effet, qn est remplaee par q~, les autres qi etant eonserves 
eomme les longueurs d'aretes et les angles de Q. Bien entendu, si I'on peut 
ehoisir OO~_1 = OO~_1 en laissant Q* eonvexe, alors : q1 qn < q1 q~ ~ 

q~ q~, en utilisant le eas n = 3 dans un premier temps, puis une reeurrenee 
analogue a la preeedente dans un deuxieme temps. 

Sinon, un mouvement non trivial eonduit a : 

(1) 

et nous nous retrouvons dans la situation Oll q2' q1 et q~ sont eolineaires et 
tels que : 

q2q1 + q1 q~ = q2q~ 

En eomparant maintenant Q* et Q', on trouve : 

(2) 

(3) 

par reeurrenee sur n (en ignorant les sommets q1 et qi). On trouve finale
ment: 

(*) (3) 
? q~q~ - q~q~ ? q2q~ - q1q2 

(2) (1) 
> 

Oll (*) resulte simplement de l'inegalite triangulaire, toutes les autres rela
tions ayant deja ete demontrees. D 

Nous avons vu un exemple montrant que le theoreme de Cauehy n'est pas 
vrai pour les polyedres non convexes. La partieularite de eet exemple vient 
de ce qu'il resulte de l'applieation d'une deformation non eontinue qui en
voie un polyedre sur l' autre en eonservant les faeettes eongruentes tandis 
que les angles diedres font des «sauts ». On peut demander mieux : 

Q*n 
. Q~-l 

-----------

q2 q1 q~ 
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Un bel exemple de surfaee flexible 
eonstruite par Klaus Steffen. Les droites 
en pointilles representent les aretes 
qui eorrespondent aux diedres rentrants 
dans ee modele en papier. Il faut plier les 
lignes pleines eomme des eretes et les 
lignes en pointilles eomme des vallees. 
Les aretes du modele ont des longueurs 
egales 11 5, 10, 11, 12 et 17 unites. 

Peut-il exister, pour un polyedre non convexe, une difonnation 
continue qui laisse les facenes plares et congruentes ? 

11 avait ete conjecture qu'aucune surface triangulee, convexe ou non, ne 
pouvait admettre un tel mouvement. Ce fut donc une surprise lorsqu'en 
1977, plus de cent-soixante ans apres le travail de Cauchy, Robert Connelly 
presenta des contre-exemples : des spheres triangulees (fermees sans bord) 
plongees dans R 3 (sans auto-intersections) qui sont flexibles, avec un mou
vement continu qui conserve les longueurs des aretes constantes et qui 
conserve les faces triangulaires congruentes. 

La theorie de la rigidite des surfaces nous reserve bien d' autres surprises : 
tres recemment, Sabitov a reussi 11 montrer que lorsqu'une teIle surface 
flexible bouge, le volume qu'elle enferme doit etre constant. Sa demonstra
tion est tres belle notamment dans son recours 11 une machinerie algebrique 
qui depasse le cadre de cet ouvrage. 
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Simplexes contigus 

Combien de simplexes de dimension d peut-on positionner dans IRd 

de sorte qu'ils soient deux a deux contigus, c'est-a-dire que leurs 
intersections deux il deux soient de dimension (d - 1) ? 

C'est un vieux probleme tres naturel. Appelons f(d) la reponse a ce pro
bleme et notons que, trivialement, f(1) = 2. Si d = 2 la configuration de 
quatre triangles representee ci-contre montre que f(2) ~ 4. n n'y a pas 
de configuration similaire avec cinq triangles, parce que la construction du 
graphe dual, qui dans notre exemple de quatre triangles conduit a une re
presentation planaire de K 4 , impliquerait un plongement planaire de K 5 , 

ce qui est impossible (voir page 85). Ainsi : 

f(2) = 4 

En dimension trois, on voit facilement que f(3) ~ 8. A cet effet, on utilise 
la configuration de huit triangles representee ci-contre. On relie 1es quatre 
triang1es gris a un point x qui se trouve au dessous du plan de la figure, 
ce qui induit quatre tetraedres qui touchent le plan par dessous. De meme, 
on relie les quatre triangles blancs a un point y qui se trouve au dessus du 
plan du dessin. On obtient ainsi une configuration de huit tetraedres de ]R3, 

c'est-a-dire, f(3) ~ 8. 
En 1965, Baston a ecrit un livre dans lequel il a montre que f(3) :( 9 et, en 
1991, il fallut a Zaks un autre livre pour etablir que : 

f(3) = 8 

Comme f(1) = 2, f(2) = 4 et f(3) = 8, il ne faut pas beaucoup d'inspira
tion pour formuler la conjecture suivante, enoncee en premier par Bagemihl 
en 1956. 

Conjecture. Le nombre maximal de d-simplexes deux a deux contigus dans 
une configuration de ]R d est : 

f(d) = 2d 

La borne inferieure f(d) ~ 2d est facile a verifier, si l'on s'y prend bien. 
Cela demande un usage lourd de transformations de coordonnees affines et 
une recurrence sur la dimension. On obtient le resultat plus fort suivant, du 
aZaks [4]. 

Chapitre 14 

/(2) ;;. 4. 

/(3) ;;. 8. 

« Simple;r,es contigus ». 
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(- 1,1) ~. ~2 . 
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Theoreme 1. Pour tout entier d :;:, 2, il existe une famille de 2d d-simplexes 
de jRd deux a deux contigus, ainsi qu'une droite transverse qui rencontre 
l'interieur de chacun d'entre eux. 

• Preuve. Si d = 2 la famille de quatre triangles que nous venons de 
considerer est bien traversee par une telle droite. Considerons maintenant 
une configuration en dimension d de simplexes contigus et qui possede une 
droite transverse fI.. Toute droite parallele voisine fI.' est aussi une droite 
transverse. Si nous choisissons fI.' et fI. paralleles et suffisamment proches, 
alors chacun des simplexes contient un intervalle orthogonal (de longueur 
minimale) reliant les deux droites. Seule une partie bornee des droites fI. et 
fI.' est contenue dans les simplexes de la configuration. Nous pouvons donc 
ajouter deux segments de liaison en dehors de la configuration, tels que 
le rectangle engendre par les deux droites de liaisons exterieures (c'est-a
dire, leur enveloppe convexe) contienne tous les autres segments de liaison. 
Ainsi, nous avons place une echelle telle que chacun des simplexes de la 
configuration contienne un des barreaux de I' echelle en son interieur, tandis 
que les quatre bouts de l' echelle sont en dehors de la configuration. 

La principale etape consiste a effectuer un changement de coordonnees (af
fines) qui envoie jR d sur jRd et transforme le rectangle engendre par l' echelle 
en un rectangle (derni-carre) defini, comme le montre la figure ci-contre, 
par: 

R l = {(Xl,X2,0, ... ,O):-1~Xl~O;-1~X2~1} 

Ainsi, la configuration des simplexes contigus ~l dans jRd ainsi obtenus 
possede l'axe Xl comme droite transversale et elle est positionnee de fa~on 
telle que chacun des simplexes contient un segment 

en son interieur (avec a tel que -1 < a < 0), tandis que I' origine 0 est en 
dehors de tous les simplexes. 

Fabriquons maintenant une deuxieme copie de cette configuration en pre
nant la symetrique de la premiere relativement a l'hyperplan defini par 
Xl = X2. Cette deuxieme configuration ~2 possede 1'axe X2 comme droite 
transverse et chaque simplexe contient un segment 

en son interieur, tel que -1 < ß < O. Cependant, chaque segment 51 (a) 
coupe chaque segment S2(ß), si bien que 1'interieur de chaque simplexe de 
~l coupe chaque simplexe de ~2 en son interieur. Ainsi, si nous ajoutons 
une nouvelle (d + 1)-ieme coordonnee Xd+l et si nous definissons ~ par: 

nous obtenons une configuration de (d + 1)-simplexes contigus dans jRd+l. 



En outre, l' antidiagonale : 

A = {(x, -x, 0, ... ,0) : x E JR} <;;; JRd 

coupe tous les segments 8 1 (0:) et 8 2 (ß). Nous pouvons «l'incliner» un 
peu et obtenir une droite : 

L e = {(X,-X,O,oo.,O,EX):XEJR} <;;;JRd+1 

qui, pour tout E > 0 suffisamment petit, coupe tous les simplexes de ~. 
Cela acheve la recurrence. D 

A l'inverse de cette borne inferieure exponentielle, il est plus difficile d' ob
tenir des bornes superieures fines. Un raisonnement par recurrence müf 
(considerant separement toutes 1es facettes hyperplanes d'une configura
tion contigue) implique seu1ement que : 

f(d) ,,::; ~(d + I)! 

ce qui est bien loin de la borne inferieure du theoreme 1. Cependant, Micha 
Perles a trouve la demonstration magique suivante, qui fournit une borne 
bien meilleure. 

Theoreme 2. Pour taut d :;, 1, on a f (d) < 2d+ 1 . 

• Preuve. Etant donnee une configuration de r d-simplexes contigus PI, 
P2 , ... , Pr dans JRd, commen~ons par denombrer les differents hyperplans 
HI, H 2 , ••• , H s engendres par 1es facettes de Pi. Pour chacune d'entre 
e11es, choisissons arbitrairement un cöte positif Ht et appelons l' autre cöte 
H i-· 

Par exemp1e, pour la configuration de dimension 2 de r = 4 triang1es 
dessinee a droite, nous trouvons s = 6 hyperplans (qui sont des droites 
si d = 2). 

A partir de ces donnees, construisons la B-matrice comme suit : c'est une 
matrice de r x s coefficients dans { + 1, -1, O}, definie par : 

si Pi a une facette dans H j , et Pi <;;; Hj 
si Pi a une facette dans H j , et Pi <;;; H j-

si Pi n'a pas de facette dans H j 

Par exemple, la configuration de dimension 2 de la figure conduit a la ma-
trice: ( -~ 0 1 0 1 n -1 1 0 0 B= 

-1 1 0 1 0 
0 -1 -1 0 0 

Voici trois proprietes importantes de ce type de matrices. Prernierement, 
puisque chaque d-simp1exe comporte d + 1 faces, chaque ligne de B a 
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H 1 , 
'Hs 

La premiere ligne de la C -matriee re
presente le triangle ombre, tandis que 
la deuxieme ligne correspond a une 
intersection vide de demi-espaces. Le 
point :v induit le vecteur : 

(1-111-11) 

qui n' apparait pas dans la C -matrice. 

exaetement d + 1 eoefficients non nuls et exaetement s - (d + 1) eoeffi
cients nuls. Deuxiemement, nous travaillons avee une configuration de sim
plexes deux a deux eontigus, done pour ehaque paire de lignes, il existe une 
eolonne dans laquelle une ligne a un coefficient egal a + 1, alors que le eo
efficient eorrespondant dans l' autre ligne est egal a -1. En d' autres termes, 
les lignes sont differentes meme si I' on ne tient pas compte des coefficients 
nuls. Troisiemement, les lignes de B «representent» les simplexes Pi selon 
la formule: 

Pi = n n 
j:Bij=-l 

H-:
J 

A present, eonstruisons a partir de B une nouvelle matriee C, Oll ehaque 
ligne de Best remplaeee par tous les veeteurs lignes que l' on peut generer 
a partir d' elle en rempla9ant tous les 0 soit par + 1 soit par -1. Puisque 
ehaque ligne de B a s - d - 1 eoefficients nuls et puisque Bar lignes, la 
matriee C a 28 - d - 1r lignes. 

Dans notre exemple, la matriee C est une matriee de 32 x 6 eoefficients qui 
debute eomme suit : 

1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 -1 
1 1 1 -1 1 1 
1 1 1 -1 1 -1 
1 -1 1 1 1 1 

C= 1 -1 1 1 1 -1 
1 -1 1 -1 1 1 
1 -1 1 -1 1 -1 

-1 -1 1 1 1 1 
-1 -1 1 1 1 -1 

les huit premieres lignes de C etant deduites de la premiere ligne de B, les 
huit lignes suivantes provenant de la seeonde ligne de B, ete. 

nest important de eonstater que toutes les lignes de C sont distinetes : si 
deux lignes sont deduites de la meme ligne de B, alors elles sont differentes 
puisque leurs zeros ont ete remplaees de fa90ns differentes; si elles sont 
deduites de deux lignes differentes de B, elles sont differentes quelque soit 
la fa90n dont les zeros ont ete remplaees. Mais les lignes de C sont des 
veeteurs de eomposantes (±1) et de longueur s. ny en a seulement 28 

differents. Ainsi, puisque les lignes de C sont distinetes, C a au plus 28 

lignes et done : 

Cependant, tous les (±l)-veeteurs possibles n'apparaissent pas dans C, ce 
qui implique une inegalite striete 28 - d - 1r < 28 done r < 2d+1. Pour 
s'en eonvainere, notons que ehaque ligne de C represente une interseetion 
de demi-espaees, exaetement eomme les lignes de B dans la formule (*). 
L'interseetion est un sous-ensemble du simplexe Pi deterrnine par la ligne 



de B eorrespondante. Prenons un point x E ]Rd qui ne se trouve dans au
eun des hyperplans H j et dans aueun des simplexes Pi. Avee eet x, nous 
eonstruisons un (±l)-veeteur qui enregistre pour ehaque j si x E Hf ou 
si x E Hj. Ce (±l)-veeteur n'apparait pas dans C, paree que son demi
espaee interseetion selon (*) eontient x et n'est done eontenu dans aueun 
simplexe Pi. D 
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Taut grand ensemble de points 
determine un angle obtus 

Autour des annees 1950, Paul Erdos a conjecture que tout ensemble de plus 
de 2d points de]Rd determine au moins un angle obtus, c'est-a-dire un angle 
strictement superieur a ~. En d'autres termes, tout ensemble de points de 
]Rd qui ne font que des angles aigus (incluant les angles droits) a un cardinal 
au plus egal a 2d . Ce probleme, pose comme question primee par la Societe 
MatMmatique Neerlandaise, ne recueillit de solutions que pour d = 2 et 
d=3. 

Pour d = 2, le probleme est facile : les cinq points peuvent determiner 
un pentagone convexe, qui a toujours un angle obtus (en fait, au moins 
un angle d'au moins 108°). Sinon, un point est contenu dans 1'enveloppe 
convexe de trois autres, qui forment un triangle. Ce point voit les trois aretes 
du triangle sous trois angles dont la somme est 360° ; 1'un des angles vaut 
donc au moins 120° (le deuxieme cas concerne aussi les situations dans 
lesquelles trois points sont alignes et Oll figure donc un angle de 180°). 

Independamment, Victor Klee a demande quelques annees plus tard - ques
tion etendue par Erdos - quelle pouvait etre la taille d'un ensemble de 
points de ]Rd possedant la propriete d' « antipodalite» suivante : pour tout 
couple de points de 1'ensemble, il existe une bande (bornee par deux hy
perplans paralleles) contenant l'ensemble des points et telle que les deux 
points choisis se trouvent sur deux cotes distincts du bord. 

Puis, en 1962, Ludwig Danzer et Branko Grünbaum ont resolu les deux 
problemes a la fois : ils ont intercale les deux cardinaux etudies dans une 
chai'ne d'inegalites, qui commence et finit par 2d . Ainsi, la reponse 2d est 
commune au probleme d'Erdos et a celui de Klee. 

Dans la suite, nous considerons des ensembles (finis) S <:;; ]Rd de points, 
leurs enveloppes convexes conv(S) et des polytopes convexes generaux 
Q <:;; ]Rd (voir encadre sur les polytopes, page 68 pour un rappel des notions 
elementaires). Nous supposons que la dimension de ces ensembles est ef
fectivement d, c'est-a-dire qu'ils ne sont inclus dans aucun hyperplan. De 
tels ensembles sont contigus s'ils ont au moins un point de leur bord en 
commun, alors que leurs interieurs ne se coupent pas. Pour tout ensemble 
Q <:;; ]Rd et tout vecteur s E ]Rd, on note Q + s l'image de Q par la trans
lation qui envoie 0 sur s. De fa~on sirnilaire, Q - s est le translate obtenu 
par l' application qui envoie s sur l' origine. 

Que le lecteur ne soit pas intirnide : ce chapitre propose une excursion 
en geometrie de dimension d. Toutefois, les arguments qui suivent ne de
mandent pas d' « intuition en grande dimension» puisqu'ils peuvent tous 
etre suivis, visualises et donc compris en dimension trois ou meme dans le 
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plan. Ainsi, des figures vont illustrer la demonstration lorsque d = 2 (un 
« hyperplan » est ici simplement une droite) ; le lecteur pourra imaginer les 
figures pour d = 3 (un «hyperplan » est alors un plan). 

Theoreme 1. Pour tout d, on a la chafne d'egalites et d'inegalites sui
vante: 

d (1) { d 7r } 
2 ~ max #8 I 8 ~ ~ , <1(Si, Sj, Sk) ~ "2 pour tout {Si, Sj, Sk} ~ 8 

{ 
8 ~ ~ d tel que pour tout couple de points { Si, S j} ~} 

~ #8 8, il existe une bande S( i, j) qui contient 8, teile que 
" max Si et Sj se trouventdans les hyper plans parallelesfor-

mant le bord de S(i,j) 

(3) { I 8 ~ ~d tel que les translates P-si de P := conv(8) } 
= max #8 ~:;oupent en un meme point et sont seulement conti-

(4) { 
~ max #8 

(5) { = max #8 

(6) d 
~ 2 

8 ~ ~d tel que les translates Q + Si d'un certain } 
polytope convexe de dimension d, Q ~ ~d, sont deux 
ii deux contigus 

8 ~ ~d tel que les translates Q* + Si d'un certain } 
polytope convexe ii symitrie centrale Q* ~ ~d sont 
deux ii deux contigus 

• Preuve. Nous devons verifier six affirmations (egalites ou inegalites). 
Allons-y. 

(1) Considerons 8 := {O, l}d l'ensemble des sommets du cube unite stan
dard de ~d et choisissons Si, Sj, Sk E 8. Par symetrie, nous pouvons sup
poser que : S j = 0 est le vecteur nuI. Ainsi, I' angle peut etre calcule a partir 
de: 

( ) (Si, Sk) 
cos<1 Si,Sj,Sk = ISillSkl 

qui est evidemment positif. Ainsi 8 est un ensemble tel que 181 = 2d et qui 
n'a pas d'angles obtus. 

(2) Si 8 ne contient pas d'angles obtus, alors pour tout Si, Sj E 8 nous 
pouvons definir les hyperplans paralleles Hij + Si (respectivement Hij + 
Sj) passant par Si (respectivement Sj) orthogonaux a l'arete [Si, Sj]. Ici, 
Hij = {x E ~d : (x, Si-Sj) = O} est l'hyperplanpassant parl'origine et 
orthogonal a la droite passant par Si et S j, Hij + S j = {x + S j : x E Hij } 

est le translate de Hij qui passe par Sj' etc. Ainsi, la bande qui se trouve 
entre Hij + Si et Hij + Sj est exactement constituee, en plus de Si et Sj, 

de tous les points x E ~d tels que les angles <1(Si, Sj, x) et <1(Sj, Si, x) 
soient non-obtus. Par consequent, la bande contient tout 8. 

(3) Pest contenu dans le derni-espace de H ij + Sj qui contient Si si et 
seulement si P - Sj est contenu dans le demi-espace de H ij qui contient 
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Si - Sj : une propriete du type« un objet est contenu dans un demi-espace» 
n'est pas detruite si l'on translate a la fois l'objet et le demi-espace de la 
meme quantite (ici par -Sj). De la meme fa~on, Pest contenu dans le 
demi-espace de H ij + Si qui contient Sj si et seulement si P - Si est 
contenu dans le demi-espace de Hij qui contient Sj - Si. 

En reunissant ces deux assertions, on conclut que le polytope Pest contenu 
dans la bande qui se trouve entre H ij + Si et H ij + Sj si et seulement si P
Si et P - Sj appartiennent a differents demi-espaces relatifs a I'hyperplan 
Hij . 

Cette correspondance est illustree par la figure qui se trouve dans la marge. 

En utilisant, en outre, le fait que Si E P = conv(8), on constate que 
l'origine 0 est contenue dans tous les translates P - Si (Si E 8). Ainsi, les 
ensembles P - Si se coupent tous en 0 mais sont seulement contigus : leurs 
interieurs sont disjoints deux a deux puisqu'ils se trouvent sur les cotes 
opposes des hyperplans Hij correspondants. 

(4) On obtient gratuitement le resultat suivant : la condition «les translates 
sont deux a deux contigus » est plus faible que la condition « ils se coupent 
en un point commun mais en etant contigus ». De la meme fa~on, on peut 
affaiblir les conditions en supposant que Pest un d-polytope convexe arbi
traire de lE.d . On peut aussi remplacer 8 par -8. 

(5) La partie? de l'egalite est triviale mais ne constitue pas le sens de 
l'egalite qui importe pour clore la demonstration. On doit commencer avec 
une configuration 8 <:;; lE.d et un d-polytope Q <:;; lE.d arbitraire dont les 
translates Q + Si (Si E 8) sont deux a deux contigus. Dans cette situation, 
on peut utiliser : 

Q* := g(x - y) E lE.d : x,y E Q} 

a la place de Q. Il n'est pas difficile de s'en convaincre : Q* est de dimen
sion d, il est convexe et a symetrie centrale. On peut verifier que Q* est 
un polytope (ses sommets sont de la forme ~ ( q i - q j ), ou q i, q j sont des 
sommets de Q) mais ce n'est pas important pour nous. 

Nous allons montrer maintenant que Q + Si et Q + Sj sont contigus si et 
seulement si Q* + Si et Q* + Sj sont contigus. A cet effet, on remarque, 
comme l' a suggere Minkowski que : 

(Q*+Si) n (Q* + Sj) f= 0 
:J / " / " Q 1 (''') 1 (' ") ~ qi' qi ,qj' qj E : '2 qi - qi + Si = '2 qj - qj + Sj 

~ :J q;, q;', qj, q'j E Q : ~(q; + q'j) + Si = ~(qj + q:') + Sj 

~ :J qi' qj E Q : qi + Si = qj + Sj 

~ (Q + Si) n (Q + Sj) f= 0 

ou la troisieme equivalence (cruciale) repose sur le fait que chaque q E Q 
peut s' ecrire comme q = ~ (q + q) pour obtenir l' implication reciproque 
et que Q est convexe, donc que ~ (q; + q'j), ~ (qj + q;') E Q pour obtenir 
I' implication directe. 
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Facteur de normalisation ~, 

vol(Pj ) = ~vol(P). 

Ainsi, le passage de Q a Q* (eonnu sous le nom de symitrisation de Min
kowski) eonserve la propriete que deux translates Q + Bi et Q + Bj se 
eoupent. En d'autres termes, nous avons montre que pour tout eonvexe Q, 
deux translates Q + Bi et Q + Bj se eoupent si et seulement si les translates 
Q* + Bi et Q* + Bj se eoupent. 

La earaeterisation suivante montre que la symetrisation de Minkowski eon
serve la eontiguYte : 

Q + Bi et Q + Bj sont contigus si et seuZement s'ils se coupent, 
aZors que Q + Bi et Q + B j + f ( B j - Bi) ne se coupent pour aucun 
f > O. 

(6) Supposons que Q* + Bi et Q* + Bj soient eontigus. Pour tout point 
d'interseetion : 

nous avons: 
x - Bi E Q* and x - Bj E Q* 

done, puisque Q* est a symetrie eentra1e : 

et done, puisque Q* est eonvexe : 

~(Bi + Bj) est done eontenu dans Q* + Bj pour tout i. En eonsequenee, 
pour P := eonv(S), nous obtenons : 

P j := ~(P + Bj) = eonv B(Bi + Bj) : Bi ES} <;;; Q* + Bj 

ee qui implique que les ensembles Pj = ~ (P + B j) peuvent seulement etre 
eontigus. 

Enfin, les ensembles Pj sont eontenus dans P, paree que tous les points Bi, 

B j et ~ (Bi + B j) sont dans P ear Pest eonvexe. Cependant, les Pj sont 
seulement plus petits, normalises, translates de P et eontenus dans P. Le 
faeteur de normalisation est ~, ee qui implique que : 

1 
vol(Pj ) = 2dvol (P) 

puisque nous travaillons avee des ensembles de dimension d. Cela signifie 
qu'au plus 2d ensembles Pj s'ajustent dans P et done que ISI ::;; 2d • 

La ehaine des inegalites est eomplete et la preuve est terminee. D 

L'histoire n' est pas eneore terminee ! Danzer et Grünbaum ont pose la ques
tion naturelle suivante : 

Que se passe-t-il si l' on demande que tous Zes angZes soient aigus 
au lieu d' etre simpZement non-obtus, c' est-a-dire si Z' on interdit Zes 
angZes droits ? 
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ns ont construit des configurations de 2d - 1 points de ]Rd ne formant que 
des angles aigus, conjecturant que cela devait etre la meilleure possibilite. 
Grünbaum a montre que c'est vrai pour d :::;; 3. Cependant, vingt et un 
an apres, en 1983, Paul Erd6s et Zoltan Füredi ont montre que la conjec
ture est fausse, de maniere considerable si la dimension est grande! Leur 
demonstration constitue une excellente illustration de la puissance des ar
guments probabilistes (se reporter au chapitre 40 pour une introduction aux 
methodes probabilistes). La version de la demonstration que nous propo
sons tient compte d'une amelioration a la preuve de Erd6s et FÜfedi propo
see par David Bevan, un de nos lecteurs. 

Theoreme 2. Pour tout d ~ 2, il existe un ensemble S <:;; {O,l}d de 

2l '{f (~)dJ points de ]Rd (sommets du cube unite de dimension d) qui 
ne determinent que des angles aigus. 

En particulier, en dimension d = 34, il existe un ensemble de 72 > 2 . 34-1 
points ne formant que des angles aigus . 

• Preuve. Posons m := l '{f (~) d J et prenons 3m vecteurs 

x(1),x(2), ... ,x(3m) E {O,l}d 

en choisissant toutes leurs coordonnees independamment et aleatoirement, 
de fa~on a ce qu'elles soient egales a 0 ou 1, avec une probabilite ~ pour 
chaque alternative. On peut lancer une piece parfaite 3md fois a cet effet; 
cependant, si d est grand, cela devient rapidement lassant. 

Nous avons vu precedemment que les angles definis par des vecteurs de 
coordonnees 0 ou 1 sont necessairement aigus. Rappeions que trois vecteurs 
x (i), x (j), x (k) determinent un angle droit de sommet x (j) si et seulement 
si le produit scalaire : 

(x(i) - x(j), x(k) - x(j) ) 

s'annule, c'est-a-dire, dans le cas present, si : 

x(i)e - x(j)e = 0 ou x(k)e - x(j)e = 0 

pour chaque coordonnee R. Nous appelons (i, j, k) un mauvais triplet si cela 
se produit (si x(i) = x(j) ou x(j) = x(k), alors l'angle n'est pas defini 
mais le triplet (i, j, k) est certainement mauvais). 

La probabilite qu'un triplet particulier soit mauvais est exactement (~)d. 
En effet, il sera bon si et seulement si l'une des d coordonnees R verifie : 

soit 
soit 

x(i)e = x(k)e = 0, 
x(i)e = x(k)e = 1, 

x(j)e = 1, 
x(j)e = O. 

On se retrouve donc avec six mauvaises options parmi huit equiprobables. 
Dn triplet sera mauvais si et seulement si l'une des mauvaises options (de 
probabilite ~) se produit pour chacune des d coordonnees. 
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Le nombre de triplets que nous devons considerer est 3C;;,) puisqu'il y a 
C;;,) ensemble de trois vecteurs et que, pour chacun d'entre eux, il y a trois 
choix pour chaque sommet. Bien sm, les evenements definissant des situa
tions dans lesquelles differents triplets sont mauvais ne sont pas indepen
dants mais la linearite de l' esperance (valeur obtenue en faisant la moyenne 
sur l' ensemble de toutes les selections possibles ; voir appendice) implique 

que le nombre attendu de mauvais triplets est exactement 3 C;;,) (~) d. Cela 
signifie - c'est Ja que les methodes probabilistes montrent leur puissance 
- qu'il existe un certain choix des 3m vecteurs tel qu'il y ait au plus 

3C;;,) (~)d mauvais triplets, avec: 

3( 9 )2 (3)d m v!ß 4 :::;; m, 

par le choix de m. 
Toutefois s'il n'y a pas plus de m mauvais triplets, alors nous pouvons 
retirer m des 3m vecteurs x(i) de teIle sorte que les 2m vecteurs restants 
ne contiennent pas de mauvais triplets, c'est-a-dire qu'ils ne determinent 
que des angles aigus. D 

La construction «probabiliste » d'un grand ensemble de points de coor
donnees 0 ou 1 sans angle droits peut etre facilement implementee a l' aide 
d'un generateur de nombres aleatoires pour «laneer la piece ». David Be
van a ainsi construit un ensemble de 31 points determinant des angles aigus 
en dimension d = 15. 

Appendice - Trois outils issus des probabilites 

Nous rassemblons ici trois outils fondamentaux issus de la theorie des pro
babilites discretes qui apparaitront plusieurs fois : les variables aleatoires, 
la linearite de I'esperance et I'inegalite de Markov. 

Soit (O,p) un espace probabilise fini, c'est-a-dire que 0 est un ensemble 
fini et p = Prob est une application de 0 dans I'intervalle [0,1] teIle que 
LWEnP(w) = 1. Une variable aleatoire X sur 0 est une application X : 
o ----+ R 11 est d'usage de noter (X = x) I'evenement X- 1 ({x}) et 
on a donc un espace probabilise sur I'ensemble image X(O) en posant 
p(X = x) := LX(wl=xP(w). Un de non truque constitue un exemple 
simple pour lequel tous les p( w) valent ~ et pour lequel X = «le nombre 
figurant sur la face superieure du de lorsqu'il a ete lance ». 

L' esperance E(X) de X est la moyenne attendue, c'est-a-dire : 

E(X) = L p(w)X(w) 
wEn 

Supposons a present que X et Y soient deux variables aleatoires sur O. 
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Leur somme X + Y est encore une variable aleatoire et : 

E(X + Y) LP(w)(X(w) + Y(w)) 
w 

w w 

E(X) + E(Y) 

TI est c1air que cela peut s'etendre a une combinaison lineaire finie de va
riables aleatoires. Cette propriete s'appelle la linearite de l'esperance. No
tons que nous n'avons pas besoin d'hypothese sur «l'independance» des 
variables aleatoires, en quelque sens que ce soit ! 

Notre troisieme outil conceme les variables aleatoires X qui prennent des 
valeurs non negatives, simplement notees X ? O. Soit : 

Prob(X? a) = L p(w) 
w:X(w);'a 

la probabilite que X soit superieure ou egale a un certain a > o. Alors : 

E(X) L p(w)X(w) + L p(w)X(w) ? a L p(w) 
w:X(w);'a w:X(w)<a 

et nous avons ainsi prouve l'inegalite de Markov : 
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La conjecture de Borsuk 

L'article de Karol Borsuk intitule «Trois theoremes sur la sphere eucli
dienne de dimension n» de 1933 est celebre parce qu'il contient un resultat 
important, conjecture par Stanislaw Ulam, connu maintenant sous le nom 
de theoreme de Borsuk-Ulam: 

Toute application continue f : Sd ---+ jRd envoie deux points anti
podaux de la sphere Sd sur un meme point de jRd. 

Nous pourrons apprecier la puissance de ce resultat dans une application a 
la theorie des graphes au chapitre 38. Le meme article est egalement celebre 
parce qu'a la fin y figure un probleme desormais connu sous le nom de 
conjecture de Borsuk : 

Tout ensemble S <;;; jRd de diametre borne diam(S) > 0 peut-il etre 
partitionne en au plus d + 1 ensembles de diametre plus petit? 

La borne d + 1 est la meilleure possible : si S est un simplexe regulier 
de dimension d, ou simplement l' ensemble de ses d + 1 sommets, alors 
aucune partie d'une partition reduisant le diametre ne peut contenir plus 
d'un des sommets du simplexe. Si f(d) designe le nombre minimal tel que 
tout ensemble borne S <;;; jR d ait une partition reduisant le diametre en f ( d) 
parties, alors l'exemple d'un simplexe regulier donne f(d) ;;:, d + 1. 

La conjecture de Borsuk a ete demontree par Borsuk lui-meme lorsque S 
est une sphere ainsi que pour les corps lisses en ayant recours au theoreme 
de Borsuk-Ulam pour d ~ 3 mais la conjecture generale restait ouverte. La 
meilleure borne superieure pour f (d) a ete etablie par Oded Schramm, qui 
a montre que : 

f(d) ~ (1.23)d 

pour tout d suffisamment grand. 

Cette borne semble bien faible comparee a la conjecture f (d) = d + 1 
mais elle a subitement semble raisonnable quand Jeff Kahn et Gil Kalai 
ont mis en echec de fa90n spectaculaire la conjecture de Borsuk en 1993. 
Soixante ans apres l'article de Borsuk, Kahn et Kalai ont montre que : 
f(d) ;;:, (1.2)Vd pour d suffisamment grand. 

La version de la preuve de Kahn-Kalai pour le Grand Livre a ete fournie par 
A. Nilli : courte et sans references externes, elle donne un contre-exemple 
explicite a la conjecture de Borsuk en dimension d = 946. Nous presentons 

Chapitre 16 

Karai Borsuk 

Taut d-simplexe peut etre decompose en 

d+ 1 parties, chacune d' entre elles ayant 

un diametre plus petit. 
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A. Nilli 

x U) ===? 

x T ( 1 -1 -1 1 -1) 

( -~ -1 -1 1 -:) 1 1 -1 
xxT = -1 1 1 -1 

1 -1 -1 1 -1 
-1 1 1 -1 1 

ici une version modifiee de cette preuve, due a Andrei M. Raigorodskii et a 
BemulfWeißbach, qui reduit la dimension a d = 561, et meme a d = 560. 
De nouveaux « records » ont ete etablis par Aicke Hinrichs a d = 323 
durant l'ete 2000, puis par Aicke Hinrichs et Christian Richter a d = 298 
en 2003. 

Theoreme. Soit q = pm, p etant un entier premier, n := 4q - 2, et d := 

(;) = (2q - 1)(4q - 3). Alors il existe un ensemble S <:;; {+1, -1}d de 
2n - 2 points de ]Rd tel que : toute partition de S dont les parties ont un 
diametre plus petit que celui de S, se compose d'au moins : 

2n - 2 

q-2 
~ (n~l) 
i=O 

parties. Pour q = 9, cela implique que la conjecture de Borsuk est fausse 
en dimension d = 561. En outre, f(d) > (1.2)Vd pour d assez grand . 

• Preuve. L'ensemb1e S se construit en quatre etapes. 

(1) Soit q un entier premier, soit n = 4q - 2 et soit : 

Q := {x E {+1, _1}n : Xl = 1, Card{i : Xi = -I} estpair} 

Cet ensemble Q se compose de 2n - 2 vecteurs de ]Rn. Nous allons voir 
que 1'0n a (x, y) == 2 (mod4) pour tous vecteurs x, y E Q. Nous dirons 
que x, y sont presque orthogonaux si I (x, y) I = 2. Nous allons montrer : 
que tout sous-ensemble Q' <:;; Q qui ne contient pas de vecteurs presque 
orthogonaux doit etre « petit » : I Q'I ~ ~i~g (n~ I). 

Vecteurs, matrices et produits scalaires 
Avec les notations retenues, les vecteurs x , y , . . . sont des vecteurs 
eolonnes ; les vecteurs transposes xT , y T , ... sont done des veeteurs 
lignes. Le produit de matrices xxT est une matriee de rang 1 et 
( XXT)i j = XiXj. 

Si X , Y sont des veeteurs colonnes, leur produit scalaire est defini 
par : 

Nous aurons egalement besoin de produits sealaires de matrices 
X , Y E Rnxn qui peuvent etre interpretees eOmme des veeteurs de 
dimension n2 . Leur produit sealaire est defini par : 

(X, Y ) := E X ijYi j 

i,j 



(2) A partir de Q, on construit l' ensemble : 

R := {x;17: x E Q} 

des 2n - 2 matrices symetriques (n x n) de rang l.Nous les interpretons 
comme des vecteurs a n 2 composantes, R c:;; jRn2

• Nous allons montrer 
que ces vecteurs ne forment que des angles aigus : leurs produits scalaires 
sont positifs et au moins egaux a 4. En outre, si R' c:;; R ne contient aucun 
couple de vecteurs dont le produit scalaire est minimal et egal a 4, alors 
IR'I est«petit»: IR'I ::;; L.;~g (n~l). 

(3) A partir de R, on construit un ensemble de points de jR(~) dont les 
coordonnees sont les coefficients qui se trouvent sous les diagonales des 
matrices correspondantes : 

A nouveau, 8 est un ensemble de 2n - 2 points. La distance maximale entre 
ces points est precisement obtenue avec les vecteurs presque orthogonaux 
x, y E Q. Ainsi, un sous-ensemble 8' c:;; 8 de diametre plus petit que celui 
de 8 doitetre «petit»: 18'1 ::;; L.;~g (n~l). 
(4) Estimations : on d€duit de (3) qu'il faut au moins : 

24q- 4 

g(q) := ",q-2 (4q:-3) 
L...,.'l.=O 'l. 

parties dans chaque partition de 8 r€duisant le diametre. Ainsi : 

f(d) ~ max{g(q),d+ I} pour d = (2q - 1)(4q - 3). 

Par consequent, chaque fois que g(q) > (2q-l)(4q-3)+ 1, on a un contre
exemple de la conjecture de Borsuk en dimension d = (2q - 1)(4q - 3). 

Nous allons montrer plus loin que g(9) > 562, ce qui donne un contre
exemple de dimension d = 561, et que : 

e (27)q 
g(q) > 64 q2 16 

ce qui conduit a la borne asymptotique f(d) > (1.2)vd pour d suffisam
mentgrand. 

Details de (1) : commen({ons avec quelques considerations inoffensives de 
divisibilite. 

Lemme. Lafonction P(z) := (~=;) est polynomiale de degre q - 2. Elle 
prend des valeurs entieres pour tous les entiers z. L' entier P( z) est divisible 
par p si et seulement si zn' est pas congru a 0 ou 1 modulo q. 
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Proposition. Si a == b t= 0 (modq), 
aZors a et b ont Ze meme nombre de p
facteurs. 

• Preuve. On a a = b + spm, oll b 
n'est pas divisible par pm = q. Ainsi, 
ehaque puissanee pk qui divise b ve
rifie k < m; elle divise done egaie
ment a. L' enonee est symetrique en a 
ct~ D 

• Preuve. Eerivons le eoeffieient binomial eomme suit : 

P(z) = = ( z - 2) (z - 2)(z - 3) ..... (z - q + 1) 

q-2 (q-2)(q-3)· ...... ·2·1 

et eomparons le nombre de p-faeteurs au denominateur et au numerateur. Le 
denominateur a autant de p-faeteurs que (q - 2)! ou que (q - I)!, puisque 
q - 1 n'est pas divisible par p. En effet, d'apres la proposition figurant 
dans la marge, on obtient un entier ayant le meme nombre de p-faeteurs 
en prenant n'importe quel produit de q - 1 entiers, un dans ehaque classe 
residuelle non nulle modulo q . 

Si z == 0 ou 1 (modq), alors le numerateur est aussi de ee type: tous 
les faeteurs du produit proviennent de differentes classes residuelles; les 
seules classes qui n'apparaissent pas sont la classe nulle (les multiples de 
q) et soit la classe de -1, soit la classe de + 1. Cependant, ni + 1 ni -1 ne 
sont divisibles par p. Done le denominateur et le numerateur ont le meme 
nombre de p-faeteurs, le quotient n'est done pas divisible par p. 

D' autre part, si z =!c 0, 1 (mod q), alors le numerateur de (*) eontient un 
faeteur qui est divisible par q = pm. En meme temps, le produit n'a pas de 
faeteurs provenant de deux classes residuelles adjaeentes non nulles: l'une 
d'elles represente des nombres qui n'ont pas de p-faeteurs du tout, l'autre 
a moins de p-faeteurs que q = pm. Ainsi, il y a davantage de p-faeteurs au 
numerateur qu'au denominateur done le quotient est divisible par p. D 

Considerons maintenant un sous-ensemble arbitraire Q' S;;; Q qui ne eontient 
pas de veeteurs presque orthogonaux. Nous voulons etablir que Q' doit etre 
«petit ». 

Proposition 1. Si x et y sont des vecteurs distincts de Q, alors 
i( (x, y) + 2) est un entier verifiant l'encadrement.' 

-(q-2) ~ i((x,y) +2) ~ q-l 

x et y ont tous deux un nombre pair de eomposantes egales a ( -1 ), done 
le nombre de eomposantes ou x et y different est egalement pair. Ainsi, 

(x, y) = (4q - 2) - 2#{i : Xi7' Yi} == -2 (mod4) 

pour tout x, Y E Q, e'est-a-dire que : i ((x, y) + 2) est un entier. 

Commex,y E {+1,-1}4q-2nousvoyonsque: -(4q-2) ~ (x,y) ~ 
4q - 2, e'est-a-dire que : - (q-l) ~ i ((x, y) + 2) ~ q. La borne inferieure 
n'est jamais atteinte, puisque : Xl = YI = 1 implique que x f=. -y. La 
borne superieure est atteinte seulement si x = y. 

Proposition 2. Pour tout y E Q', le polynome Ci n variables 
Xl, ... , X n de degre q - 2 defini par .' 

Fy(x) := p(i((x,y)+2)) = (i((X,y)+2)-2) 
q-2 

est tel que Fy ( x) est divisible par p pour tout x E Q'\ {y} mais 
ne l' est pas pour x = y. 



L'eeriture utilisant un eoefficient binomial montre que Fy(x) est un poly
nome a valeurs entieres. Si x = y, on obtient la valeur Fy(Y) = 1. Si 
x =1= Y, le lemme implique que Fy(x) n'est pas divisible par psi et seule
ment si ~ ( (x, y) + 2) est eongru a 0 ou 1 (mod q). En utilisant le resultat 1, 
on voit que eela a lieu seulement si ~((x, y) + 2) est egal a 0 ou 1, e'est-a
dire si (x, y) E {-2, +2}. x et y doivent done etre presque orthogonaux, 
ee qui eontredit la definition de Q'. 

Proposition 3. Le meme resultat est vrai pour les polynomes F y (x) 
Ct n - 1 variables X2, ... ,Xn obtenus comme suit : on decom
pose Fy (x) en monomes, on retire la variable Xl, enfin on reduit 
toutes les puissances plus elevees des autres variables en substi
tuant Xl = 1 et x; = 1 si i > 1. Les polynomes F y (x) ont un 
degre au plus egal Ct q - 2. 

Les veeteurs x E Q <:;; {+ 1, -1 } n satisfont tous Xl = 1 et x; = 1. 
Ainsi, les substitutions ne modifient pas les valeurs des polynomes sur l'en
semble Q. En outre, elles n' augmentent pas le degre done F y (x) a un degre 
au plus egal a q - 2. 

Proposition 4. Il n 'y a pas de relation lineaire (ii coefficients 
rationnels) entre les polynomes F y (x), c' est-Ct-dire que les poly
nomes F y(x), Y E Q', sont lineairement independants sur Q. En 
particulier, ils sont distincts. 

Supposons qu'il existe une relation de la forme LYEQ' ayF y(x) = 0 telle 
que les eoefficients a y ne soient pas tous nuls. Apres multiplieation par un 
sealaire eonvenable, nous pouvons supposer que tous les eoefficients sont 
entiers mais que tous ne sont pas divisibles par p. Dans ee eas, pour tout 
y E Q' 1'evaluation en x := y implique que ayF y(y) est divisible par p, 
done a y l' est puisque F y (y) ne l' est pas. 

Proposition 5. IQ'I est borne par le nombre de monomes sans 
carres de degre au plus q - 2 en n - 1 variables, c' est-Ct-dire par 
",q-2 (n-:-l). 
L....".~=o ~ 

Par eonstruetion, les polynomes F y sont sans earre : aueun de leur monome 
ne eontient de variable de degre superieur a 1. Ainsi, ehaque F y (x) est une 
eombinaison lineaire de monomes sans earre de degre au plus egal a q - 2 
en n - 1 variables X2, ... , X n . Puisque les polynomes F y(x) sont lineaire
ment independants, leur nombre (qui est IQ'I) ne peut pas etre superieur au 
nombre de monomes en question. 

Details de (2) : la premiere eolonne de xxT est x. Ainsi, pour des x E Q 
distinets, nous obtenons des matriees distinetes M(x) := xxT . Interpre
tons ees matrices eomme des veeteurs de longueurs n 2 de eomposantes 
XiXj' 
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M(a:) ~ ~1 

Un calcul simple: 

n n 

(M(x),M(y)) 
i=l j=l 

montre que le produit scalaire de M(x) et M(y) est minimal si et seule
ment si x, y E Q sont presque orthogonaux. 

Details de (3) : notons U ( x) E {+ 1, -1} d le vecteur compose de tous les 
coefficients qui se trouvent sous la diagonale de M (x). Puisque M (x) = 
xxT est symetrique et puisque les termes de sa diagonale sont + 1, on voit 
que: M(x) =1= M(y) implique: U(x) =1= U(y). En outre: 

4 ~ (M(x), M(y)) = 2(U(x), U(y)) + n 

c'est-a-dire: 
n 

(U(x), U(y)) ~ -"2 + 2 

l'egalite ayant lieu si et seulement si x et y sont presque orthogonaux. 
Puisque tous les vecteurs U ( x) E S ont meme longueur vi (U (x), U ( x )) = 

jff), cela signifie que la distance maximale entre les points U(x), U(y) E 

S est atteinte exactement lorsque x et y sont presque orthogonaux. 

Details de (4) : Pour q = 9 on a g(9) ~ 758.31 qui est plus grand que 
d + 1 = e24) + 1 = 562. 

Pour obtenir une borne generale pour de grandes valeurs de d, nous utilisons 
la monotonie des coefficients binomiaux, ainsi que les estimations n! > 
e( ~)n et n! < en( ~)n (se reporter a l'appendice du chapitre 2) et on trouve 
que: 

~ (4q - 3) (4q) _ (4q)! e4q (~)4q _ 4q2 (256)q L..J <q -q--<q -- -
_ i q q!(3q)! e ('1)q e (~)3q e 27 
~-o e e 

Ainsi: 
f(d) ~ g(q) = 

A partir de ce resultat, avec : 

d = (2q - 1)(4q - 3) = 5q2 + (q - 3)(3q - 1) ~ 5q2 pour q ~ 3, 

q=~+V~+b,>!i 
et: 

(H)v1 > 1.2032, 



on obtient: 
f(d) > 1;d(1.2032)Vd > (1.2)Vd 

pour tout d suffisamment grand. D 

On peut obtenir un contre-exemple de dimension 560 en remarquant que 
pour q = 9le quotient g(q) ~ 758 est beaucoup plus grand que la dimen
sion d(q) = 561. Gräce acela, on obtient encore un contre-exemple de 
dimension 560 en prenant uniquement les «trois quarts» de l'ensemble S, 
definis par les points de Q qui satisfont (Xl, X2, X3) -# (1,1,1). 

On sait que la conjecture de Borsuk est vraie pour d :( 3 mais elle n'a 
pas ete verifiee pour des dimensions plus grandes. En revanche, elle est 
vraie jusqu'a d = 8 si l'on se restreint aux sous-ensembles S <;;; {I, _l}d 
construits comme ci-dessus (voir [8]). 11 est fort possible que l'on puisse 
trouver des contre-exemples dans des dimensions raisonnablement petites. 
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Ensembles, fonctions 
et hypothese du continu 

La theorie des ensembles, elaboree par Georg Cantor dans la seconde moi
tie du 1ge siecle, a profondement transforme les mathematiques. Les ma
thematiques modemes sont inconcevables sans le concept d' ensemble et, 
comme l' a affirme David Hilbert : « Personne ne nous chassera du paradis 
(de la theorie des ensembles) que Cantor a cree pour nous ». 

L'un des concepts fondamentaux introduits par Cantor est la notion de taille 
ou de cardinal d'un ensemble M, note IMI. Pourles ensembles finis, la no
tion ne presente pas de difficuIte : on compte simplement le nombre d'ele
ments et l'on dit que M est un n-ensemble ou qu'il a n pour cardinal si M 
contient precisement n elements. Deux ensembles finis M et N ont donc le 
meme cardinallMI = INI s'ils contiennent le meme nombre d'elements. 
Pour etendre cette notion d' egalite de taille aux ensembles infinis, recou
rons a l' experience pratique suivante pour les ensembles finis : supposons 
qu'un certain nombre de personnes montent dans un bus. Quand peut-on 
dire que le nombre de personnes est le meme que le nombre de sieges 
libres? Une fa~on simple de proceder consiste a laisser tout le monde s'as
seoir. Si chacun trouve un siege et si aucun siege ne reste libre, alors le 
nombre d' elements de l' ensemble des personnes est le meme que le nombre 
d'elements de l'ensemble des sieges. En d'autres termes, les deux ensembles 
ont le meme cardinal s'il existe une bijection de l'un des ensembles sur 
l'autre. 

Nous prendrons donc cette definition: deux ensembles arbitraires M et N 
(finis ou infinis) ont meme taille (ou cardinal) si et seulement s' il existe une 
bijection de M sur N. Il est clair que cette notion d'egalite de taille definit 
une (sorte de) relation d'equivalence sur les ensembles et l'on peut ainsi 
associer un nombre, appele nombre cardinal, a chaque classe d'ensembles 
de meme cardinal. Pour les ensembles finis, par exemple, on obtient les 
nombres cardinaux 0, 1, 2, ... ,n, ... ; l'entier k est le cardinal de la classe 
des k-ensembles et, en particulier, 0 est celui de I' ensemble vide 0. En 
outre, on observe le fait evident qu'un sous-ensemble propre d'un ensemble 
fini M a toujours un cardinal plus petit que celui de M. 
La theorie devient tres interessante et nettement moins intuitive lorsqu' on 
se toume vers les ensembles infinis. Considerons a cet effet l' ensemble 
N* = {1,2, 3, ... } des nombres entiers non nuls. Un ensemble M est dit 
denombrable s'il peut etre mis en bijection 1 avec N*. En d'autres termes, 

1. N.d.T.: nous conservons les definitions du texte original. d'ou la mise en bijeetion ayee 
N* et non Neomme le yeut l'usage fran9ais. L'usage anglo-saxon yeut en effet que N soit 
defini eomme {I, 2, 3, ... } et non eomme {O, 1, 2, 3, ... }. Nous ayons ehoisi de garder la 
notation fran9aise N = {O, 1,2,3, ... } par respeet pour les habitudes du leeteur. Il en resulte 
quelques oeeurrenees de N* qui peuyent sembier superflues au premier abord ... 

Chapitre 17 
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M est denombrable si l' on peut numeroter la liste des elements de M de la 
maniere suivante : m1, m2, m3, ... Toutefois un etrange phenomene se pro
duit alors. Supposons qu'on ajoute a N* un nouvel element x: 1'ensemble 
N* U {x} est toujours denombrable et son cardinal est donc encore egal a 
celui de N* ! 

Ce resultat est agreablement illustre par 1'« hotel de Hilbert ». Supposons 
qu'un hotel dispose d'un ensemble infini denombrable de chambres nume
rotees 1,2,3, ... et que chaque chambre i est occupee par un hote 9i si bien 
que 1'hotel est complet. A son arrivee, un nouvel hote x qui demande une 
chambre se voit repondre : «desole, toutes les chambres sont reservees ». 
«Pas de probleme », dit le nouvel arrivant, «deplacez simplement l'hote 
91 dans la chambre 2, 1'höte 92 dans la chambre 3 et ainsi de suite, puis 
je prendrai la chambre 1 ». A la surprise du gerant (il n'est pas matMmati
cien), ce systeme fonctionne : il parvient a loger tous ses hotes ainsi que le 
nouvel arrivant x ! 

11 est maintenant c1air qu'il peut encore loger un nouvel arrivant y, puis 
encore un autre z, etc. Ainsi, contrairement au cas fini, il peut tres bien 
arriver qu'un sous-ensemble propre d'un ensemble infini M ait le meme 
cardinal que M. En fait, comme nous allons le voir, c'est une caracterisation 
de 1'infinite : un ensemble est infini si et seulement s'il a le meme cardinal 
que 1'un de ses sous-ensembles propres. 

Laissons la 1'hotel de Hilbert et examinons les ensembles de nombres usuels. 
L'ensemble Z des entiers est encore denombrable puisqu'on peut enumerer 
Z de la maniere suivante Z = {O, 1, -1,2, -2,3, -3, ... }. 11 est peut-etre 
plus surprenant que l'ensemble Q des nombres rationne1s soit aussi denom
brable. 

Theoreme 1. L' ensemble Q des nombres rationnels est denombrable . 

• Preuve. 

En listant 1'ensemble Q+ des rationne1s positifs comme indique sur la fi
gure ci-contre, tout en elilninant les nombres deja rencontres, on observe 
que Q+ est denombrable; Q 1'est donc aussi puisqu'il suffit d'en faire la 
liste en commen~ant par 0 et en pla~ant - ~ juste apres ~. Avec ce procede 
d'enumeration: 

Q = {0,1,-1,2,-2,~,-~,~,-~,3,-3,4,-4,~,-~, ... } 

On peut aussi interpreter la figure autrement et dire que : 

Une reunion denombrable d' ensembles denombrables Mn est de
nombrable. 

En effet, il suffit de poser Mn = {anl' an2, an3, . .. } et de lister: 

00 

U Mn = {all, a21, a12, a13, a22, a31, a41, a32, a23, a14, ... } 
n=1 

exactement comme precedemment. 

D 
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Observons l' enumeration des rationne1s positifs selon le schema de Cantor 
un peu plus attentivement. En considerant la figure, nous avions obtenu la 
suite: 

121123432112345 
I' I' 2' 3' 2' I' I' 2' 3' 4' 5' 4' 3' 2' I' ... 

de laquelle il convenait de retirer les doublons comme ~ = t ou ~ = ~. 
En fait il existe une maniere encore plus elegante et systematique de lister 
les elements en question qui evite les doublons. Elle a ete proposee tres 
recemment par Neil Calkin et Herbert Wilf. Leur liste commence par : 

1 1 ~ 1 ~ ~ ~ 1 ~ ~ Q ~ Q ~ ~ 
l' 2' l' 3' 2' 3' l' 4' 3' 5' 2' 5' 3' 4' l' .... 

Le denominateur du n-ieme rationne1 de la suite est egal au numerateur 
du (n + 1)-ieme. En d'autres termes, la n-ieme fraction est de la forme 
b( n) /b( n + 1) ou (b( n)) n~O est une suite qui commence par : 

(1, 1, 2, 1, 3, 2, 3, 1, 4, 3, 5, 2, 5, 3, 4, 1, 5, ... ). 

Dans un artic1e de 1858, le mathematieien allemand Moritz Abrallam Stern 
est le premier a s' etre interesse acette suite, desormais connue sous le nom 
de suite diatomique de Stern. 

Comment obtenir les elements de cette suite et ainsi une maniere efficace de 
lister les rationne1s positifs ? Considerons I' arbre binaire infini represente 
dans la marge. 11 est facile de constater la nature recursive de sa construc
tion: 
- t figure a la raeine de l'arbre; 

- chaque nreud y a deux fils: le fils gauche est i!j et le fils droit est ijj . 

On verifie faeilement les proprietes suivantes : 

(1) Toutes les fractions qui apparaissent dans l'arbre sont reduites, c'est-a
dire que lorsqu'une fraction ~ apparait dans 1'arbre, r et s sont premiers 
entre eux. 

La propriete est vraie pour la racine de 1'arbre t et l'on va proceder par 
recurrence vers le bas de 1'arbre. Si r et s sont premiers entre eux, alors il 
en va de meme pour r et r + s, comme pour s et r + s. 

(2) Toute fraction reduite ~ > 0 apparait dans 1'arbre. 

On procede par recurrence sur la somme r + s. La plus petite valeur possible 
pour cette somme est r + s = 2, correspondant a ~ = t, valeur qui apparait 
a la raeine de 1'arbre. Si r > s, alors, d'apres 1'hypothese de recurrence, 
r-;;s apparait deja dans l'arbre et l'on obtient ~ comme son fils droit. De 
maniere analogue, si r < s, s:r apparait deja dans l'arbre et ~ apparait 
comme son fils gauche. 

(3) Toute fraction reduite apparait exactement une fois. 

Si ~ apparaissait plus d'une fois dans l'arbre, alors r =1= s puisque toutnreud 

de 1'arbre, a l'exception de la raeine, est de la forme i!j < 10u 7 > 1. 
Comme r > s ou s > r, on procede par recurrence, comme on l' a fait dans 
le point precedent. 

1 
"5 
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r-s r' 
s S'-T' 

\ I 
!: r' 
s s' 

Par exemple, h(6) = 3, avec les repre
sentations hyperbinaires possibles sui
vantes: 
6=4+2 
6=4+1+1 
6=2+2+1+1. 

Tout rationnel positif apparait donc exactement une fois dans l' arbre et on 
peut ecrire la suite de ces nombres de gauche a droite, niveau par niveau, 
en descendant dans l' arbre 2. On obtient ainsi les premiers termes listes 
precedemment. 

(4) Le denominateur de la n-ieme fraction de la suite est egal au numera-
teur de la (n + l)-ieme. 

Le resultat est evident pour n = 0 ou lorsque la n-ieme fraction est un 
fils gauche. On raisonne par recurrence. Supposons, que la n-ieme fraction 
~ est un fils droit. Si ~ est l'element le plus a droite d'un niveau, alors 
s = 1 si bien que la fraction qui lui succMe se trouve la plus a gauche 
dans le niveau suivant et presente un numerateur qui est 1. Si, en revanche, 
~ n'est pas au bord de son niveau et, si ~ designe la fraction qui la suit 

immediatement, alors ~ est le fils droit de T:;S et ~ est le fils gauche de 

---,i-, et alors, d'apres I'hypotbese de recurrence, le denominateur de T-S 
S -T S 

est le numerateur de ---,i-, si bien que s = r ' . S -T 

Tout cela est tres bien mais il y a encore mieux. Deux questions se pre
sentent de maniere naturelle : 

- Est-ce que la suite (b( n)) n;;'O a une «signification» ? En d'autres termes, 

est-ce que b(n) denombre quelque chose de simple? 

- Etant donne ~, dispose-t-on d'un moyen simple pour calculer son suc-
cesseur dans la suite? 

Pour repondre a la premiere question, nous allons montrer que le nreud 
b(n)/b(n + 1) admet les fils b(2n + 1)/b(2n + 2) et b(2n + 2)/b(2n + 3). 
La procede de construction de l' arbre conduit a la recurrence : 

b(2n + 1) = b(n) et b(2n + 2) = b(n) + b(n + 1). (1) 

Posant b(O) = 1, la suite (b( n) )n;;,O est parfaitement definie par les rela
tions (1). 

Ainsi la question devient : y a-t-il une «jolie» suite «connue» satisfaisant 
a ces relations de recurrence? La reponse est affirmative. Nous savons que 
tout nombre n peut etre ecrit de maniere unique comme la somme de puis
sances de 2 distinctes : c'est I'habituelle representation binaire de n. Une 
representation hyperbinaire de nest une decomposition de n en somme de 
puissances de 2 dans laquelle chaque puissance peut apparaitre au plus deux 
jois. Soit h( n) le nombre de representations hyperbinaires possibles pour n. 
Le lecteur est invite a constater que la suite de terme general h(n) satisfait 
aux relations de recurrence (1), ce qui suffit a prouver que b(n) = h(n) 
pourtout n. 

Incidemment nous avons prouve un resultat surprenant : soit ~ une fraction 
reduite, il existe un unique entier n tel que r = h(n) et s = h(n + 1). 

2. N.d.T.: l'infonnaticien dirait : «en effectuant un parcours en largeur» de l'arbre. 
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Tournons nous a present vers la deuxieme question. Dans l' arbre figure : 

:': 
s 

/ ~ soit encore, avec x := ~ : 

...I....- r+s 
r+s s 

x 

x+1 

Nous utilisons ce schema pour generer un arbre infini encore plus grand 
(sans raeine) comme suit : 

o 
~I 

1 
5 

0 
I 
~ 
~ 1 

I 

1/~2 
"2 I 

1\ 1\ 

Dans cet arbre, toutes les lignes sont identiques et e1Ies fournissent toutes 
le procede de denombrement des rationne1s positifs de Calkin-Wilf (en par
tant de ~). 
Comment fait-on alors pour passer d'un rationne1 a son successeur? Pour 
repondre acette question, remarquons d'abord que pour tout rationne1 x, 
son fils droit est x + 1, son petit-fils droit est x + 2 et son descendant droit 
d'ordre k est x+k. De maniere analogue, le fils gauche de x est l~x dont le 
propre fils gauche est 1;2x et ainsi de suite. Le descendant gauche d'ordre 
k de x est l;kx. 

A present, pour trouver comment on passe de ~ = x a son successeur f (x) 
dans la liste, il nous faut analyser la situation representee dans la marge. 
En fait, si l'on considere un rationne1 x strictement positif quelconque dans 
1'arbre binaire infini, alors on voit que c'est le descendant droit d'ordre k 
du fils gauche d'un certain rationne1 y ? 0 (pour un certain k ? 0) tandis 
que f(x) s'obtient comme Ie descendant gauche d'ordre k du fils droit de 

0 ~ 
I 

~ 
1 1 

1/~2 
"2 I 

1\ 1\ 1 3 2 3 
:3 "2 :3 I 

r~ r~ r~ r~ 
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l+k(y+1) 

ce meme y. Ainsi, a partir de la formule donnant la valeur des descendants 
d'ordre k on trouve: 

x = -y-+k 
1 +y , 

comme indique sur la figure ci-contre. Ici, k = lx J est la partie entiere de x 
tandis que I!y = {x} est sa partie fractionnaire. On en deduit : 

y+l 
f(x) = l+k(y+l) 

1 

y~I + k 

1 1 

k + 1- y!I lxJ+l-{x}' 

Nous avons donc obtenu une magnifique formule pour le successeur f(x) 
de x, recemment etablie par Moshe Newman: 

La jonction : 

1 
x ~ f(x) = lxJ + 1- {x} 

engendre La suite de Calkin- Wiif. 

1 1-7 1 1-7 ~ 1-7 1 1-7 ;! 1-7 ~ 1-7 .i! 1-7 1 1-7 i 1-7 
1213231 43 

dans laquelle jigure exactement une jois tout rationnel positif. 

Le procede d'enumeration de Calkin-Wilf-Newman presente d'autres pro
prietes remarquables. Par exemple, on peut se demander si I'on dispose 
d'un moyen rapide de calculer la n-ieme fraction de la suite, disons, par 
exemple, pour n = 106 . Le voici : 

Pour trouver la n-ieme fraction de la suite de Calkin-Wilf, il faut expri
mer n sous sa forme binaire n = (bkbk- I .. . bI bo h et suivre dans l' arbre 
de Calkin-Wilf le chemin defini par 1es chiffres bi , en partant de % = ~. 
L'egalite bi = 1 signifie «choisir le fils droit », c'est-a-dire «ajouter le 

1 denominateur au numerateur », tandis que bi = 0 signifie « choisir le fils 

/ 
1 '0. gauche », c'est-a-dire« ajouter le numerateur au denominateur ». 

1 
"2 

1\ 

, '" La figure representee ci-contre dans la marge montre le chemin pour n = 

f 25 = (llOOlh· Ainsi 1e 25-ieme terme de la suite de Calkin-Wilf est t. 
0./ \. Le 1ecteur pourra aisement etablir un procede qui calcu1e la (representation 
, ~ binaire de la) position n d'une fraction donnee % dans la suite. 

2 Q :3 1 SignaIons, pour en finir avec Q, une autre fa~on, tres elegante, de montrer 
o 1 ~, .L~, que Q+ est denombrab1e : elle consiste a ob server que l'application de Q+ 
r "1 f "1 a valeurs dans N qui a p / q irreductible associe 2P3Q est injective. 

1 1 Q ~ ~ ~ 3 4 
4 3 5 2 5 3 4 I Qu'en est-il de l'ensemb1e des nombres reels lR? Est-illui-aussi denom-

.L ~, r }. .L ~, r }. .L 11 r }. .L ~, r )JJrable? 11 n'en est rien. La methode employee pour le demontrer - la 
/ "1 "1 f "1 "1 f ~ "1 f "1 'inhhode diagonale de Cantor - n'a pas seulement une importance capi-
"5 "5 tale pour la theorie des ensembles toute entiere, elle appartient aussi a coup 

sill au Grand Livre pour le trait de genie qu'elle constitue. 
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Theoreme 2. L'ensemble lR des nombres reels n'est pas denombrable . 

• Preuve. Tout sous-ensemble N d'un ensemble denombrable M = {mI, 
m2, m3, ... } est au plus denombrable (e' est-a-dire fini ou denombrab1e). 
En effet, il suffit de lister simplement 1es elements de N tels qu'ils appa
raissent dans M. Si done on peut trouver un sous-ensemble de lR qui n'est 
pas denombrable, alors a fortiori lR ne peut pas etre denombrable. Le sous
ensemble M de lR que nous allons examiner est I' intervalle] 0, 1] de tüus les 
nombres reels T tels que ° < T ~ 1. Supposons, au eontraire, que M soit 
denombrab1e et soit M = {TI, T2, T3, ... } une enumeration des elements 
de M. On eerit T n sous la forme de son unique developpement decimal 
infini (sans suite infinie de zeros a la fin 3) : 

Oll ani E {O, 1, ... , 9} pour tout n et pour tout i. Par exemple, 0.7 
0.6999 ... Considerons maintenant le tableau doub1ement infini : 

Tl 0.a11a12a13··· 

T2 0.a2Ia22a23··· 

Pour tout n, soit bn le plus petit element de {I, 2} different de anno Alors 
b = 0.bl b2 b3 ... bn ... est un nombre reel appartenant a l'ensemble M qui 
doit done etre indexe sous la forme b = Tk. Cela est impossible puisque bk 

est different de akk. D 

Attardons-nous un moment sur 1es nombres reels et remarquons que 1es 
quatre types d' intervalles ] 0, 1 [, ] 0, 1], [0, 1 [ et [0, 1] ont le meme eardinal. 
Nous pouvons notarnment verifier que ]0,1] et ]0, 1[ ont meme eardinal. 
L'applieation f definie par f :]0,1] ---+]0,1[, x f---+ y par: 

~-x 
y:= j s-x 

{ 

~-x si 

si 

si 

~ < x ~ 1, 

~ < x ~~, 
~ < x ~~, 

eonvient. En effet, eette applieation est bijeetive, puisque y deerit l'inter
valle ~ ~ y < 1 a la premiere ligne, ~ ~ y < ~ a la deuxieme ligne, 
~ ~ y < ~ a la troisieme ligne et ainsi de suite. 

3. N.d.T. : c'est-a-dire en faisant le choix Gustifie par le raisonnement qui suit) de repre
senter, par exemple, 3/10 par le developpement 0, 29999 ... plutöt que par le developpement 
0,30000 ... 

° 1 

f: ]0,1] ---+]0, I[ 
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s 

~ 
R 

Nous constatons ensuite que tous les intervalles (de longueur finie stricte
ment positive) ont meme cardinal en considerant la prajection centra1e re
presentee sur la figure. 11 y a meme mieux : chaque intervalle (de longueur 
strictement positive) a le meme cardinal que la droite reelle Rentiere. Pour 
s'en convaincre, il suffit de regarder 1'intervalle ouvert plie ]0, 1[ et de le 
projeter sur Ra partir du centre S. 
En conc1usion, tous les intervalles ouverts, semi-ouverts, fermes (finis ou 
infinis) de longueur strictement positive ont le meme cardinal. On note c 
ce cardinal, c pour continu. On dit que ces ensembles de nombres ont la 
puissance du continu. 

Le fait que des intervalles finis ou infinis aient le meme cardinal peut ap
paraitre comme intuitif apres reflexion; voici neanmoins un resultat qui va 
completement a 1'encontre de 1'intuition. 

Theoreme 3. L'ensemble R2 de tous les couples de nombres reels, (c'est
ii-dire le plan reel) a le meme cardinal que R. 

Cantor praposa cet enonce en 1878 avec 1'idee de fusionner le developpe
ment decimal de deux reels pour en faire un seul. La variante de la methode 
de Cantor presentee ici releve du Grand Livre. Abraham Fraenkel attribue 
a Julius König 1'astuce qui fournit directement la bijection adequate . 

• Preuve. 11 suffit de montrer que 1'ensemble de tous 1es coup1es (x, y), ° < x, Y :( 1, peut etre envoye de fa90n bijective sur ]0, 1]. Ici encore, la 
demonstration merite de figurer dans le Grand Livre. Considerons le couple 
(x, y) et ecrivons 1'unique developpement decimal infini de x et y comme 
dans l' exemple suivant : 

x 0.3 01 2 007 08 
y 0.009 2 05 1 0008 

Nous avons separe 1es chiffres de x et y en groupes qui s'arretent des qu'un 
chiffre non nul apparait dans le developpement. Nous associons ensuite a 
(x, y) le nombre Z E]O,I] en ecrivant le premier graupe de chiffres appa
raissant dans l'ecriture de x, puis le premier graupe issu de y, ensuite le 
deuxieme graupe issu de x et ainsi de suite. Ainsi, avec l' exemp1e prece
dent, on obtient : 

Z = 0.3 009 01 2 2 05 007 1 08 0008 ... 

Comme ni x ni y ne sont composes que de zeros a partir d'un certain rang, 
l' expression de Z est un developpement decimal infini. Recipraquement, a 
partir du developpement de z, nous pouvons immediatement reconstituer 
son image reciproque (x, y), 1'application est donc bijective. D 

Comme (x, y) >------+ x + iy est une bijection de R2 sur l'ensemble des 
nombres complexes C, on obtient : ICI = IRI = c. Pourquoi le resultat 
IR2 1 = IRI est-il aussi inattendu? Parce qu'il va a 1'encontre de 1'intuition 
qu'on peut avoir de la notion de dimension. Le resultat precedent dit que 
1e plan R2 de dimension 2 (et plus generalement, par recurrence, 1'espace 
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lRn de dimension n) peut etre envoye bijectivement sur la droite lR qui est 
de dimension 1. Ainsi, la dimension n' est pas conservee en general par les 
applications bijectives. Cependant, si nous demandons a l'application et a 
son inverse d' etre continues, alors la dimension est conservee, propriete que 
Luitzen Brouwer fut le premier a montrer. 
Allons un peu plus loin. Jusqu'a present, nous avons la notion d'egalite de 
cardinal. Quand pourra-t-on dire que M est au plus aussi grand que N? Ce 
sont encore 1es applications qui apportent la cle. Nous dirons que 1e nombre 
cardinal m est inferieur ou egal a n si, etant donnes des ensembles M et 
N tels que IMI = m et INI = n, il existe une injection de M dans N. 
TI est clair que la relation m :( nest independante des representants M et 
N choisis. Si les ensembles sont finis, cela correspond encore a l'intuition. 
Un m-ensemble est au plus aussi grand qu'un n-ensemble si et seu1ement 
si m:( n. 

On est maintenant confronte a un probleme fondamental. Il serait evidem
ment souhaitable que 1es lois usuelles concernant les inegalites soient ega-
1ement verifiees pour 1es nombres cardinaux (notamment infinis). En parti
culier, est-il vrai que m :( n et n :( m implique : m = n? 

La reponse affirmative est foumie par le celebretheoreme de Cantor -Bernstein 
que Cantor enon~a en 1883. La premiere demonstration complete de ce 
resultat fut etablie par Felix Bernstein bien des annees plus tard dans le 
seminaire de Cantor. De nouvelles preuves ont ete etablies par Richard 
Dedekind, Ernst Zermelo et bien d'autres. La demonstration que nous en 
donnons ici est due a Julius König (1906). 

Theoreme 4. Si chacun des deux ensembles M et N s'injecte dans l'autre, 
aZors il existe une bijection de M sur N, c'est-a-dire IMI = INI. 

• Preuve. Nous pouvons supposer que M et N sont disjoints - si tel 
n'est pas le cas, on remplace N par une copie de N. 

Soit f et 9 1es applications qui transportent respectivement 1es elements 
de M vers N et ceux de N vers M. Une maniere d'eclaircir la situation 
consiste a aligner les elements de M u N en une chaine. On va prendre un 
element arbitraire mo de M ; on forme une chaine a partir de cet element en 
lui appliquant f, puis en appliquant 9 a son image, puis a nouveau f et ainsi 
de suite. La chaine peut se refermer (cas 1) si l' on retombe sur mo au cours 
de 1'iteration de ce procede ou, au contraire, etre constituee d'une suite 
intinie d'elements distincts (le premier element qui se repeterait dans la 
chaine ne pourrait etre que mo par injectivite des applications considerees). 

Si la chaine est infinie, alors on va essayer de la parcourir en marche ar
riere, en passant de mo a g-l(mo) si mo appartient a l'image de g, puis a 
f-1(g-1(mo)) si g-l (mo) appartient a 1'image de f et ainsi de suite. Trois 
nouveaux cas peuvent alors se presenter. Soit le parcours retrograde de la 
chaine est infini (cas 2), soit le parcours s'interrompt en un element de M 
ne figurant pas dans 1'image de 9 (cas 3), soit 1e parcours s'interrompt en 
un element de N ne figurant pas dans l'image de f (cas 4). 

N 

N 
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«Cantor et Bernstein en train de 
peindre». 

Ainsi, quatre cas peuvent se presenter pour 1es chaines de M U N et nous 
allons voir que dans chaque cas il est possible d'indexer les elements de la 
chaine de telle sorte que F : mi >------+ ni soit une bijection. 

Cas 1 : cycle fini constitue de 2k + 2 elements distincts (k ~ 0). 

f 
mk~nk 

~ 
Cas 2 : chaine infinie des deux cötes constituee d'elements distincts. 

Cas 3 : chaine infinie constituee d'elements distincts commen~ant en 
mo E M\g(N). 

f 9 f 9 f 

Cas 4 : chaine infinie constituee d' elements distincts commen~ant en 
no E N\f(M). 

9 f 9 f 

D 

Qu'en est-il des autres relations gouvernant les inegalites? Comme d'ha
bitude, nous posons m < n si m :::; n et m 1= n. Nous venons de voir 
qu'etant donnes deux cardinaux m et n l'une au plus des trois possibilites : 

m<n, m=n, m>n 

peut se produire. TI decou1e de la theorie des cardinaux qu'en fait, une rela
tion exactement est vraie (se reporter a l'appendice de ce chapitre, proposi
tion 2). 

En outre, le theoreme de Schroeder-Bemstein nous dit que la relation< est 
transitive, c'est-a-dire que m < n et n < p impliquent m < p. Ainsi, 
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les cardinaux sont places dans un ordre lineaire qui commence avec les 
cardinaux finis 0,1,2,3, ... En faisant appel au systeme axiomatique de 
Zermelo-Fraenkel (notamment a 1'axiome du choix), on etablit facilement 
qu'un ensemble infini M contient un sous-ensemble denombrable. En ef
fet, M contient un element, soit ml. L'ensemble M \ {mI} n'est pas vide 
(puisque M est infini) et il contient donc un element m2. De la meme fa
~on, M \ {mI, m2} contient un element m3 et ainsi de suite. Ainsi, le 
cardinal d'un ensemble infini denombrable est le plus petit cardinal infini 
habituellement note ~o (prononcer « aleph zero » ). 

Comme ~o ::::; m pour tout cardinal infini m, on obtient immediatement le 
resultat de l' « hotel de Hilbert » pour tout nombre cardinal infini m, c' est
a-dire qu'on alM U {x}1 = IMI pour tout ensemble infini M. En effet, M 
contient un sous-ensemble N = {mI, m2, m3, ... }. Maintenant, envoyons 
x sur mb ml sur m2 et ainsi de suite, en laissant fixes les elements de 
M\N. Ce procede fournit la bijection souhaitee. 

On a montre par la meme occasion un resultat annonce un peu plus tot : 
Taut ensemble infini a le meme cardinal que l'un de ses sous-ensembles 
propres. 

Une autre application du theoreme de Cantor-Bemstein consiste a prouver 
que l'ensemble P(N) de tous les sous-ensembles de Nest de cardinal c. 
Comme on 1'a dit precedemment, il suffit de montrer que IP(N)\{0}1 = 
1]0,1]1. L'application f et g suivantes sont injectives et suffisent a prouver 
cette egalite : 

f: P(N) \ {0} ---+ ]0,1], 

A >------+ LlO-i, 
iEA 

g: ]0, 1] ---+ P(N) \ {0}, 

0.b I b2 b3 °o· >------+ {bilOi : i E N} 

Jusqu'a present, nous avons rencontre les cardinaux 0,1,2, ... ,~o ; nous 
savons aussi que le cardinal c de lR est plus grand que ~o. Le passage de 
Q de cardinal ~o a lR de cardinal c suggere immediatement la question 
suivante: 

Le cardinal infini c = IlRl est-il celui qui suit immediatement ~o ? 

A present nous sommes confrontes a la question de savoir s'il existe un 
nombre cardinal plus grand suivant ~o ou, en d'autres termes, s'il est perti
nent d'introduire un nouveau cardinal ~I' On peut repondre par 1'affirma
tive et la preuve est esquissee dans l' appendice de ce chapitre. 

L' enonce c = ~ lest connu sous le nom d' hypothese du continu. La ques
tion de savoir si 1'hypothese du continu est vraie a constitue pendant plu
sieurs decennies 1'un des plus grands defis de toutes les mathematiques. La 
reponse, finalement donnee par Kurt Gödel et Paul Cohen, nous mene aux « Le plus petit cardinal infini ». 
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limites de la pensee logique. Ils ont montre que 1'enonce c = N1 est inde
pendant du systeme d'axiomes de Zennelo-Fraenkel, tout comme 1'axiome 
de l'unique parallele est independant des autres axiomes de la geometrie 
euclidienne. Il y ades modeles pour lesquels c = N1 et d'autres modeles 
de la theorie des ensembles pour lesquels c =I=- N1 . 

A la lumiere de ces remarques, il est interessant de se demander s'il existe 
d'autres conditions (provenant par exemple de 1'analyse) qui sont equiva
lentes a 1'hypothese du continu. Dans ce qui suit, nous voulons presenter un 
exemple de ce type ainsi que sa solution, tres elegante et tres simple, due a 
Paul Erdos. En 1962, Wetzel a pose la question suivante : 

Soit {f,,} une familie de fonctions analytiques sur C, deux a deux 
distinctes, telles que pour tout z E tC l'ensemble des valeurs 
{f,,(z)} soit denombrable; appelons (Po) cette propriete. 
Peut-on en deduire que cette famille est elle-meme denombrable ? 

Tres peu de temps apres, Erdos a montre de fac;on surprenante que la re
ponse depend de 1'hypothese du continu. 

TheoremeS. Si c > N1, alors toutefamille {fa} verifiant (Po) estdenom
brable. Si, en revanche, c = N1, alors il existe unefamille {Ja} de cardinal 
c verifiant la propriete (Po). 

La demonstration de ce theoreme fait appel a certains resultats elementaires 
sur les nombres cardinaux et ordinaux. Le lecteur qui ne serait pas familier 
avec ces notions est invite a se reporter a l' appendice ou se trouvent reunis 
les resultats requis . 

• Preuve du theoreme 5. Supposons d'abord c > N1 . Nous allons mon
trer que pour toute famille {Ja} de fonctions analytiques de cardinal N1 , il 
existe un nombre complexe Zo tel que toutes les N1 valeurs fa(zo) soient 
distinctes. Par consequent, si une famille de fonctions satisfait (Po), alors 
elle doit etre au plus denombrable. 

Pour s'en convaincre, il faut faire appel aux nombres ordinaux. On com
mence par bien ordonner la famille {Ja} relativement au nombre ordinal 
initial Wl de N1 . Cela signifie, d'apres la proposition 1 de 1'appendice, 
que l' ensemble des indices parcourt tous les nombres ordinaux a qui sont 
plus petits que Wl. Ensuite, on montre que 1'ensemble des paires (a,ß), 
a < ß < Wl, a N1 pour cardinal. Puisque tout ß < Wl est un ordinal de
nombrable, l'ensemble des paires (a, ß), a < ß ,est au plus denombrable 
pour tout ß fixe. En prenant la reunion sur tous les ß (au nombre de N1), 

on deduit de la proposition 6 de l' appendice que l' ensemble de toutes les 
paires (a, ß), a < ß, a pour cardinal N1 . 

A present, pour toute paire a < ß, considerons 1'ensemble : 

S(a,ß) = {z E tC: fa(z) = fß(z)} 
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Nous affirmons que ehaque ensemble S(a,ß) est au plus denombrable. 
Pour le verifier, eonsiderons les disques Ck de rayon k = 1,2,3, ... au
tour de l'origine du plan eomplexe. Si fa et fß coi'ncident en une infinite 
de points sur un eertain Cb alors fa et fß sont identiques selon un re
sultat bien eonnu sur les fonetions analytiques. Ainsi, fa et fß eoi'ncident 
seulement sur un nombre fini de points sur ehaque Ck , done au plus sur un 
nombre denombrable de points. Maintenant on pose S = Ua<ß S(a, ß). 
Eneore une fois, gräee a la proposition 6, on etablit que S a pour eardinal 
~1 puisque ehaque ensemble S(a, ß) est au plus denombrable. Le point cle 
apparait iei : eomme nous le savons, le eardinal de C est c et c est plus grand 
que ~1 par hypothese. 11 existe done un nombre eomplexe Zo qui n'appar
tient pas a S; pour un tel Zo toutes les ~1 valeurs fa (zo) sont distinetes. 

Supposons maintenant que c = ~1 et eonsiderons 1'ensemble D ~ C 
des nombres eomplexes p + iq de parties reelle et imaginaire rationnelles. 
Puisque pour tout p 1'ensemble {p + iq : q E 1Ql} est denombrable, D est 
denombrable. En outre, D est un ensemble dense dans C done tout disque 
ouvert du plan eomplexe eontient un point de D. Soit {za : 0 ::::; a < W1} 
un bon ordre sur C. Nous allons eonstruire une famille {fß : 0 ::::; ß < wd 
de ~1 fonetions analytiques telles que : 

(1) 

Une telle familIe verifie la eondition (Po). En effet, ehaque point Z E C 
a un indiee, disons Z = Za. Pour tout ß > a, les valeurs {Jß(za)} ap
partiennent a l' ensemble denombrable D. Puisque a est un nombre ordinal 
denombrable, les fonctions f ß telles que ß ::::; a vont ajouter une quantite au 
plus denombrable de valeurs supplementaires f ß (za). Ainsi, l' ensemble de 
toutes les valeurs {J ß (z)} est eneore au plus denombrable. Done, si nous 
pouvons eonstruire une familIe {J ß} satisfaisant (1), alors la seeonde partie 
du theoreme est demontree. 

La eonstruetion de {Jß} utilise une reeurrenee transfinie. Pour fo, nous 
pouvons prendre n'importe quelle fonetion analytique, par exemple une 
fonetion eonstante. Supposons que fß ait deja ete construite pour tout ß < 
"(. Puisque "( est un ordinal denombrable, nous pouvons reordonner {fß : 
o ::::; ß < "(} en une suite 91, 92, 93, . .. Le meme ordonnaneement de 
{za : 0 ::::; a < "(} donne une suite W1, W2, W3, ... Nous allons mainte
nant eonstruire une fonetion I y satisfaisant pour tout n les eonditions : 

et (2) 

La deuxieme eondition va permettre de s'assurer que toutes les fonetions 
I y (0 ::::; "( < W1) sont distinetes ; la premiere eondition est simplement 
la eondition (1), ce qui implique (Po) gräee a notre argument preeedent. 
Notons que la eondition f,( wn ) i= 9n( wn ) est une fois de plus un argument 
diagonal. 

Pour eonstruire f" on eerit : 

f,(z) co + c1(Z - W1) + c2(Z - Wl)(Z - W2) 

+ c3(Z - Wl)(Z - W2)(Z - W3) + .... 
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« Une legende raconte que saint Au
gustin, marchant le long de la plage et 
contemplant l'infini, vit un enfant qui 
essayait de vider l' ocean avec un petit 
coquillage . .. » 

Si ,est un ordinal fini, alors f'Y est un polynome; elle est done analytique 
et nous pouvons eertainement ehoisir des nombres Ci tels que (2) soit satis
faite. Supposons maintenant que I soit un ordinal denombrable ; alors : 

= 
f'Y(Z) = co + L>k(Z - Wl)'" (z - Wk) (3) 

k=l 

Remarquons que les valeurs de Crn (m ~ n) n'ont pas d'influenee sur la 
valeur f'Y( wn ). Nous pouvons done ehoisirles Cn pas a pas. Si la suite (cn) 
eonverge vers 0 suffisanIIDent rapidement, alors (3) definit une fonetion 
analytique. En definitive, puisque D est un ensemble dense, nous pouvons 
ehoisir eette suite (cn) de sorte que f'Y satisfasse (2), ee qui termine la 
demonstration. D 

Appendice - Apropos des nombres cardinaux et or
dinaux 

Interrogeons-nous, tout d'abord, sur la question de l'existenee d'un nombre 
eardinal superieur a un nombre eardinal donne. Pour eommeneer, nous 
montrons que pour tout nombre eardinal m, il existe toujours un nombre 
eardinal n plus grand que m. Pour ee faire, nous utilisons eneore une fois 
une version de la methode diagonale de Cantor. 

Soit M un ensemble. Nous affirmons que l'ensemble P(M) de tous les 
sous-ensembles de M a un eardinal plus grand que M. En associant a mE 

M le sous-ensemble {m} E P(M), on voit que M peut etre envoye bijee
tivement sur un sous-ensemble de P(M), ee qui implique IMI :( IP(M)I 
par definition. TI reste a montrer que P(M) ne peut pas etre envoye bijeeti
vement sur un sous-ensemble de M. Supposons qu'au eontraire 

<.p : N --+ P(M) 

soit une bijeetion de N ~ M sur P(M). Considerons le sous-ensemble 
U ~ Neonstitue des elements de N qui ne sont pas eontenus dans leur 
image par <.p, e'est-a-dire que U = {m E N : m rt <.p(m)}. Puisque <.p est 
une bijeetion, il existe u E N tel que <.p( u) = U. On a done soit u EU, 
soit u rt U, mais les deux sont impossibles! En effet, si u EU, alors 
u rt <.p(u) = U par definition de U, et si u rt U = <.p(u), alors u EU, ee 
qui est eontradictoire. 

Le leeteur eonnait probablement deja eet argument. C' est le vieux paradoxe 
du barbier : «un barbier est un homme qui rase les personnes qui ne se 
rasent pas elles-memes. Est-ee que le barbier se rase lui-meme?» 

Pour poursuivre eette theorie, nous introduisons un autre eoneept important 
du a Cantor : les ensembles ordonnes et les nombres ordinaux. Un ensemble 
M est ordonne par < si la relation < est transitive et si, pour tout eouple 
d'elements distinets a et b de M, on a soit a < b soit b < a. On peut, par 
exemple, ordonner 1'1* de maniere naturelle 1'1* = {I, 2, 3, 4, ... }. On peut 
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aussi evidemment l' ordonner a l' envers N = { ... ,4, 3, 2, I}, ou eneore en 
enumerant d'abord les nombres impairs, ensuite les nombres pairs N* = 
{I, 3, 5, ... ,2,4,6, ... }. 

Voici maintenant le eoneept fondamental. Un ensemble ordonne M est dit 
bien ordonne si ehaque sous-ensemble non vide de M a un premier element 
(ou plus petit element). Ainsi, le premier et le troisieme ordres associes a N* 
ei-dessus sont de bons ordres mais ce n'est pas le eas du deuxieme. Le theo
remefondamental du bon ordre, deduit des axiomes, (inc1uant l'axiome du 
ehoix), affirme que tout ensemble M admet un bon ordre. A partir de main
tenant, nous ne eonsidererons que des ensembles munis d'un bon ordre. 

On dit que deux ensembles bien ordonnes Met N sont similaires (ou iso
morphes, ou eneore de meme type d'ordre) s'il existe une bijeetion r.p de 
M sur N qui respeete 1'ordre, e'est-a-dire telle que m <M n implique 
r.p(m) <N r.p(n). Remarquons que tout ensemble ordonne similaire a un 
ensemble bien ordonne est lui-meme bien ordonne. 

nest c1air que la similarite est une relation d'equivalenee. Nous pouvons 
done parler d'un nombre ordinal 00 appartenant a une c1asse d'ensembles 
similaires. En ce qui eoneeme les ensembles finis, deux ensembles ordon
nes que1conques ont des bons ordres similaires ; nous utilisons a nouveau 
le nombre ordinal n pour designer la c1asse des n-ensembles. Remarquons 
que, par definition, deux ensembles similaires ont le meme eardinal. Ainsi, 
on peut donner un sens au cardinal 1001 d'un nombre ordinal a. Notons 
eneore que tout sous-ensemble d'un ensemble bien ordonne est aussi bien 
ordonne par l'ordre induit. 

Comme nous 1'avons fait pour les nombres eardinaux, nous pouvons eom
parer deux nombres ordinaux. Soit M un ensemble bien ordonne, m E M, 
alors Mm = {x E M : x < m} est appele le segment (initial) de M 
determine par m; Nest un segment de M si N = M m pour un eertain m. 
Ainsi, en particulier, M m est l'ensemble vide lorsque m est le premier ele
ment de M. Soient, maintenant, J1 et 1/ les nombres ordinaux des ensembles 
bien ordonnes M et N. Nous disons que J1 est plus petit que 1/, J1 < 1/, si 
M est similaire a un segment de N. Cette relation est a nouveau transitive, 
e'est-a-dire que J1 < 1/, 1/ < 7r impliquent J1 < 7r, puisqu'une applieation 
de similarite envoie un segment sur un segment. 

Pour les ensembles finis, m < n ale sens habituel. Notons w le nombre 
ordinal de N* = {I, 2, 3, 4, ... } naturellement ordonne. En eonsiderant le 
segment Nn +1 , on trouve que n < w pour tout n fini. Ensuite, on voit que 
w :::; 00 pour tout nombre ordinal infini a. Bien sur, si 1'ensemble infini 
et bien ordonne M a pour nombre ordinal 00, alors M eontient un pre
mier element ml, 1'ensemble M\{md eontient un premier element m2, 
M\ {ml, m2} eontient un premier element m3. En eontinuant de eette fa
~on, on eonstruit une suite ml < m2 < m3 < ... de M. Si M = 
{ml, m2, m3, ... }, alors M est similaire a N*, et ainsi 00 = w. D' autre 
part, si M\ {ml, m2, ... } est non vide, alors il eontient un premier element 
m done N* est semblable au segment M m , e'est-a-dire W < 00 par defini
tion. 

Les ensembles bien ordonnes : 

N*={1,2,3,oo.} 

et: 

f::[* = {1,3,5, ... ,2,4,6, ... } 

ne sont pas similaires : Je premier ordre 
n'a qu'un element sans predecesseur 
immediat, tandis que le second en a 
deux. 

Le nombre ordinal de {I, 2, 3, ... } est 
plus petit que le nombre ordinal de 
{I, 3, 5, ... ,2,4,6, ... }. 
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Nous enon\ions maintenant (sans developper les demonstrations qui ne pre
sentent pas de difficulte) trois resultats fondamentaux sur les nombres or
dinaux. Le premier affirme que tout nombre ordinal f.-t a un ensemble bien 
ordonne « standard» W/L qui le represente. 

Proposition 1. Soit f.-t un nombre ordinal. Notons W/L l' ensemble des nombres 
ordinaux plus petits que f.-t. Alors 
(i) les elements de W/L sont deux a deux comparables. 
(ii) si l'on ordonne W/L naturellement, alors W/L est bien ordonne et a pour 

nombre ordinal f.-t. 

Proposition 2. Deux nombres ordinaux f.-t et v verifient exactement l'une 
des relations suivantes : f.-t < v, f.-t = v ou f.-t > v. 

Proposition 3. Tout ensemble de nombres ordinaux (naturellement ordon
nes) est bien ordonne. 

Apres cette presentation des nombres ordinaux, revenons aux nombres car
dinaux. Soit m un nombre cardinal. Notons Dm I'ensemble de tous les 
nombres ordinaux f.-t tels que If.-tl = m. En utilisant la proposition 3, nous 
savons qu'il existe un plus petit nombre ordinal Wm dans Dm, qu' on ap
pelle le nombre ordinal initial de Dm. Par exemple, west le nombre ordinal 
initial de ~o. 

Apres ces preliminaires, nous pouvons demontrer un resultat fondamental 
de ce chapitre. 

Proposition 4. Tout nombre cardinal m a un successeur. 

• Preuve. Nous savons deja qu'il existe au moins un nombre cardinal n 
superieur a m. Considerons maintenant l' ensemble K de tous les nombres 
cardinaux plus grands que m et inferieurs ou egaux a n. Associons a chaque 
l' E K son nombre ordinal initial wp. Parmi ces nombres initiaux, il en 
existe un plus petit (proposition 3); le nombre cardinal correspondant est 
alors le plus petit element de K. C'est donc le nombre cardinal successeur 
de m que l' on cherchait. D 

Proposition 5. Soit M un ensemble infini de cardinal m. Supposons M 
bien ordonne relativement au nombre ordinal initial Wm. Alors M n'a pas 
de demier element. 

• Preuve. En effet, si M avait un demier element m, alors le segment 
M m aurait un nombre ordinal f.-t < Wm tel que If.-tl = m, contredisant la 
~~oo~~. D 

Nous avons besoin d'une amelioration considerable du resultat qui affirme 
que la reunion d'une familIe denombrable d'ensembles denombrables est 
encore denombrable. Dans le resultat suivant, nous considerons des familles 
arbitraires d'ensembles denombrables. 

Proposition 6. Supposons que {Ac,,} soit une famille de cardinal m d' en
sembles au plus denombrables Am oi! m est un cardinal infini. Alors la 
reunion U Ac, a un cardinal au plus egale a m. 

Cl< 
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• Preuve. On peut supposer que les ensembles Al! sont deux a deux dis
joints et denombrables, puisque cette hypothese ne peut qu'augmenter la 
taille de la reunion. Soit M tel que IMI = m soit l'ensemble des indices, 
bien ordonne selon le nombre ordinal initial Wm. Rempla~ons chaque 0< E 

M par un ensemble au plus denombrable B cx ~{bcx1 =~, bcx2 , bcx3 , •. • }, 

ordonne par w, et appelons le nouvel ensemble M. Alors M est encore bien 
ordonne en posant bcxi < b ßj si 0< < ß et bcxi < bcxj pour i 2 j. Soit {i le 
nombre ordinal de M. Puisque M est un sous-ensemble de M, on a Jl ~ {i 
p~n argument precedemment developpe. Si Jl = {i, alors M est similaire 
a M, et si Jl < {i, alors M est similaire a un segment de M. Maintenant, 
puisque l'ordre Wm sur M n'a pas de demier element (proposition 5), on 
voit que, dans les deux cas, M est similaire a la reunion d'ensembles de
nombrables B ß donc de meme cardinalite. 

Le reste est facile. Soit i.p : U B ß ---+ M une bijection. Supposons que 
i.p(Bß) = {0<1' 0<2, 0<3, .•. }. Rempla~ons chaque O<i par Acx; et considerons 
la reunion U A cx;. Puisque U A cx; est la reunion denombrable d'une famille 
d'ensembles denombrables (il est donc denombrable), on voit que Bß ale 
meme cardinal que U A cx;. En d' autres termes, il existe une bijection de 
B ß sur U Acxi pour tout ß donc une bijection 'IjJ de U B ß sur U A cx . Par 
consequent, 'IjJ 0 i.p-1 foumit la bijection desiree de M sur U A cx . Ainsi, 
IUAcxl =m. D 
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« lnfiniment plus de cardinaux ». 



A la gloire des inegalites 

L'analyse fourmille d'inegalites, comme en temoigne, par exemple, le ce
lebre ouvrage Inequalities de Hardy, Littlewood et P61ya. Voici deux inega
lites parmi les plus fondamentales, deux applications pour chacune d'elles, 
et les demonstrations retenues par George P61ya, lui-meme champion du 
Grand Livre. 

Notre premiere inegalite est suivant les cas attribuee 11 Cauchy, 11 Schwarz 
et/ou 11 Buniakowski : 

Theoreme I. (Inegalite de Cauchy-Schwarz) 
Soit (a, b) un produit scalaire sur l'espace vectoriel reel V muni de la 
norme lal 2 := (a, a). Alors : 

(a, b? :( lal 2 1W 
pour tous vecteurs a, b E V, l'egalite ayant lieu si et seulement si a et b 
sont lineairement dependants . 

• Preuve. La demonstration suivante est probablement la plus courte. Consi
derons la fonction quadratique : 

Ixa + W = x21al2 + 2x(a, b) + IW 
de la variable x. Nous pouvons supposer a #- O. Si b = Aa, il est clair que : 
(a, b)2 = lal 2 lbl 2 . D'autre part, si a et b sont lineairement independants, 
alors Ixa + bl 2 > 0, pour tout x, et le discriminant (a, b)2 - lal 2 1bl 2 est 
inferieur 11 O. D 

Notre second exemple presente une relation entre les moyennes harmo
nique, geometrique et arithmetique : 

Theoreme 11. (Moyennes harmonique, geometrique et arithmetique) 
Soient al, ... , an des nombres reels positifs, alors : 

n al + ... + an 
1 1 :( '\Iala2 ... an :( 
a;-+"'+an n 

l'egalite ayant lieu, dans chaque cas, si et seulement si tous les ai sont 
egaux . 

• Preuve. La belle demonstration qui suit repose sur un raisonnement par 
recurrence tres original, attribue 11 Cauchy (voir [7]). Soit P(n) l'enonce 
concemant la deuxieme inegalite, ecrite sous la forme : 

( al + ... + an)n 
ala2··· an :( n 

Chapitre 18 
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Pourn = 2, ilfautetablirque ala2 :( (a ,!a2 )2 c'est-a-dire (al-a2)2 ): 0, 
ce qui est vrai. Nous allons maintenant proceder en deux etapes : 
(A) P(n) ===} P(n - 1) 
(B) P(n) et P(2) ===} P(2n) 
qui manifestement impliquent Ie resultat pour tout n. 

n-l 

Pour montrer (A), posons A:= 2:= n~l. Alors : 
k=l 

n-l 

P(n) 
:( 

et donc: II ak :( An - 1 

k=l 

Pour (B), on voit que : 

= (:~: ak ) n-l 

n-1 

P(n) 
:( 

n 2n 

(L~r( L ~r 
k=l k=n+l 

P);' (E~~r ~ ('~:'f 
La condition d'egalite s'en deduit facilement. L'inegalite de gauche, entre 
Ia moyenne harmonique et geometrique, se deduit de Ia precedente en consi
derant .l., ... ,...!... D 

al an 

• Une autre Preuve. Parmi bien d'autres preuves de l'inegalite entre 1es 
moyennes arithmetique et geometrique (la monographie [2] en denombre 
plus de 50), on peut en retenir une recente, particulierement etonnante et 
due aAlzer. En fait, cette preuve conduit a l'inegalite plus forte : 

pour tous nombres positifs ab ... , an, Pb ... ,Pn tels que : 2:=~=1 Pi = 1. 
Notons G l'expression de gauche et A celle de droite. On peut supposer 
que: al :( ... :( an. 11 est c1air que : al :( G :( an. 11 doit donc exister un 
k tel que : ak :( G :( ak+1. Par suite: 

): 0 (1) 

puisque tous Ies integrandes sont positifs. En reecrivant (1), on obtient : 



ou l' expression de gauche est egale a : 

A 
- -1 
G 

tandis que eelle de droite est egale a : 
n n 

LPi(lnai -lnG) = In rr afi -lnG = 0 
i=l i=l 

On en eonclut que : ~ - 1 ~ 0, done que A ~ G. Dans le eas d'egalite, 
toutes les integrales de (1) doivent etre egales a 0, ce qui implique : al 
... =an =G. D 

Notre premiere applieation est un beau resultat de Laguerre (voir [7]) eoneer
nant la loealisation des raeines des polynomes. 

Theoreme 1. Supposons que toutes les raeines du polynome xn+an_l xn- 1 + 
... + ao sont reelles. Alors elles sont eontenues dans l'intervalle d'extre-
mites: 

• Preuve. Soit Y rune des raeines et soient Yl, ... , Yn-l les autres. Alors 
1e polynome s'eerit (x - y)(x - Yl)" . (x - Yn-l). Ainsi : 

et done: 

Y + Yl + ... + Yn-l, 

Y(Yl + ... + Yn-l) + LYiYj 
i<j 

n-l 
a~_l - 2an-2 - y2 = LY; 

i=l 

L'inegalite de Cauehy-Sehwarz appliquee a (Yl, ... , Yn-l) et (1, ... ,1) 
implique: 

n-l 
~ (n - 1) LY; = (n - 1)(a~_l - 2an-2 - y 2 ) 

i=l 

soit eneore : 

2 2an-l 2(n-l) n-2 2 
Y + --Y + an -2 - --an -l ~ 0 

n n n 

Ainsi, Y (et done tous les Yi) se trouve entre les deux raeines du trinome du 
seeond degre. Ces raeines sont les bornes rechereMes. D 

Pour notre deuxieme applieation, nous eommenlions par une propriete ele
mentaire bien eonnue de la parabole. Considerons l' are de parabole deerit 
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(0, 2) 

(- 1,0) o (1 , 0) 

(xo, Yo) 

1 

Mathematical Reviews 

EHIISI, P. ULd GtIlow.t.ld, T . Oill. pclJllC'lmlall 'lrith oDlJ' n&I 
roof&. Anll_ 01 Math. "0, s.n-~Ui (19J.9). [MF 93] 
E.!i fIIij j{:z} rin Polynom mi, nur rt'Cllt:fI Wurz~n. 

f(-l)-j( l )-O, o <J{:z):ij().) l!ll" - 1 <~<1 • 

...-obd - 1 <~ <: I , 10 dBM 11 dit: StltUCl da M~imWl'l. ~'Oft 
/(z) im IruH'Y2ll (-I, 1) bedtukl. Oil.lIIl] ilt. 

I 'f(I)I(-I) " 1 ,",lOs.::iiI"f(jo), 
f(I)-f(-') ~ 

par fex) = 1 - x 2 entre x = -1 et x = 1. Nous assoeions a fex) le tri
angle tangent et le rectangle tangent eomme indique sur la figure ei-eontre. 
Nous eonstatons que 1'aire ombree A = J~l (1 - x2)dx est egale a ~ ; les 

aires T et R du triangle eomme du reetangle sont egales a 2. Ainsi ~ = ~ 
et:!,f = ~. 
Dans un bel artic1e, Paul Erdos et Tibor Gallai se sont demande ee qui arrive 
lorsque f (x) est un polynome reel arbitraire de degre n tel que f (x) > 0 si 
-1< x < 1, et f( -1) = f(l) = O. L'aire A est done egale a J~l f(x)dx. 
Supposons que fex) atteigne son maximum sur 1 - 1, 1[ en b. Alors R = 

2 f (b ). En ealeulant les tangentes en -1 et en 1, il est faeile de se eonvainere 
(voir eneadre) que : 

T = 2f'(1)f'(-1) 
f'(1) - f'(-l) 

et T = 0 si 1'(1) = 1'(-1) = O. 

Le triangle tangent 

(2) 

L'aire T du triangle tangent est pr6cisement Yo, ou (xo , Yo ) est le 
point d' interseetion des deux tangentes. Les equations de ees tan
gentes ont Y = f'( -1)(x + 1) et y = f'(I )(x - 1), par suite : 

Ainsi: 

Yo 

1'(1) + 1'( - 1) 
Xo = 1'(1) - 1'(-1 ) 

1'(1) (f'(I ) + f'( -1) _ 1) 
1'(1) - 1'( - 1) 

2 f'( I )I' ( - 1) 
1'(1) - 1'(- 1) 

En general, il n'y a pas de bornes non triviales de ~ et :!,f. Pour s'en 
eonvainere, prenons fex) = 1 - x2n . Alors T = 2n, A = 2~~1 et done 
~ > n. De meme, R = 2 done :!,f = 2~~ 1 , qui tend vers 1 lorsque n tend 
vers l' infini. 

Cependant, eomme Erdos et Gallai 1'ont montre, les polynomes qui n'ont 
que des raeines reelles, admettent effeetivement de telles bornes. 

Theoreme 2. Soit f (x) un polynome reel de degre n ~ 2 qui n' a que des 
raeines reelles, tel que: fex) > 0 si -1 < x < 1 et f( -1) = f(l) = O. 
Alors: 

2 2 ?? ~ A ~ 3R, 
l'egalite n'ayant lieu, dans chaque cas, que si n = 2. 

Erdos et Gallai ont demontre ee resultat a 1'aide d'une reeurrenee eompli
quee. Dans la eritique de 1eur artic1e, qui fut publiee en premiere page du 



premier volume du Mathematical Reviews en 1940, George P6lya expliqua 
eomment la premiere inegalite peut aussi etre demontree a l'aide de l'in
egalite entre les moyennes arithmetique et geometrique : eela eonstitue a 
la fois un bel exemple de eritique eonseieneieuse et une Preuve du Grand 
Livre . 

• Preuve de ~T:( A. Puisque f(x) n'a que des raeines reelles et qu'au
eune d'elles n'est dans l'intervalle ouvert 1 - 1,1[, elle peut s'eerire (a un 
faeteur eonstant positif pres qui disparait a la fin) sous la forme: 

f(x) = (l-x2 )II(ai- x )II(ßj+x) 
j 

avee ai ~ 1, ßj ~ 1. Ainsi : 

A = .{y -x 2 ) II (ai - x) II (ßj + x)dx 
, J 

En faisant la substitution x >------+ -x, on trouve egalement que : 

A = {ll(l-x2 )II(ai +x)II(ßj-X)dX 
, J 

(3) 

et done, d'apres l'inegalite entre les moyennes geometrique et arithmetique 
(remarquons que tous les facteurs sont positifs) : 

A = {11 H (l-x2 )II(ai- x )II(ßj+x) + 
, J 

(1 - x 2 ) II (ai + x) II (ßj - x) ] dx 
i j 

11 ( )1/2 ~ -1 (1 - x2) II (00; - x2) II (ß; - x2) dx 
, J 

11 ( 1/2 
~ _1(I-x2 ) II(a;-1)II(ß;-I)) dx 

, J 

~ (II(a; -1) II(ß; -1)f/2 
i j 

Ca1culons f'(I) et f'(-I) (on peut supposer f'(-I),f'(I) i= 0, sinon 
T = 0 et l'inegalite ~T :( A devient triviale). De (3) on deduit: 

f'(I) -2II(ai- 1)II(ßj+l) 
j 

et de la meme fac;on : 

f'(-I) 2 II(ai + 1) II(ßj - 1). 
j 
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Ainsi: 

A ;;, ~(-f'(1)f'(-1))1/2 

En appliquant maintenant l'inegalite des moyennes harmonique et geome
trique a - f' (1) et f' (1), puis en utilisant (2) on arrive a 1a conc1usion : 

2 2 
A ;;, - 1 1 

3 -1'(1) + f'( -1) 

4 f'(l)f'(-l) 
"3 f'(1) - f'( -1) 

~T 
3 

ce qu'il fallait demontrer. En analysant le cas d'egalite dans toutes les 
inegalites, le lecteur peut facilement deduire la demiere partie du theo
~~ D 

Le lecteur est invite a chercher une preuve aussi inspiree de la seconde 
inegalite du Theoreme 2. 

Apres tout, l' analyse peut se resumer ades inegalites ! Voici maintenant un 
exemple issu de la theorie des graphes OU l' on utilise des inegalites de falion 
inattendue. Au chapitre 36 nous parlerons du theoreme de Turm. Dans le 
cas le plus simple, il prend la forme suivante : 

Theoreme 3. Soit G un graphe a n sommets sans triangles. Alors G a au 
2 

plus ~ aretes, l' egalite ayant lieu seulement si nest pair et si Gest le 
graphe complet biparti K n/2,n/2' 

• Premiere preuve. Cette preuve, qui repose sur l'inegalite de Cauchy
Schwarz, est due a Mantel. Soit V = {I, ... , n} l' ensemble des sommets 
et E l'ensemble des aretes de G. Nous notons di le degre de i, donc : 
2:iEV di = 21EI (voir page 188 du chapitre 25 sur le double denombre
ment). Soit ij une arete. Comme G n'a pas de triangles, on a di + dj ::::; n 
puisqu'aucun sommet n'est voisin a la fois de i et de j. 

Par suite: 
2)di + dj ) ::::; nlEI 
ijEE 

Comme di apparait exactement di fois dans la somme, on obtient : 

ijEE iEV 

et donc, en appliquant l'inegalite de Cauchy-Schwarz aux vecteurs (d1 , •.. , 

dn )et(l, ... ,l): 

nlEI ;;, '" d2 ;;, (2: di )2 41EI 2 

L..J' n n 
iEV 

on trouve immediatement le resultat. En cas d'egalite, nous trouvons di = 

dj pour tous les i, j, et, en outre, di = ~ (puisque di + dj = n). Comme G 
est sans triangle, on en conc1ut immediatement que G = K n/2,n/2' D 



• Deuxieme preuve. La preuve suivante du theoreme 3, qui utilise l'in
egalite des moyennes arithmetique et geometrique, est une preuve folklo
rique du Grand Livre. Soit a la taille d'un ensemble independant maximal 
A; posons ß = n - a. Puisque G n'a pas de triangle, les voisins d'un 
sommet i forment un ensemble independant, et donc di ~ a pour tout i. 

L' ensemble B = V\ A de taille ß rencontre chaque arete de G. En comptant 
les aretes de G selon leurs extremites dans B, on trouve : lEI ~ I:iEB di . 

L'inegalite des moyennes arithmetique et geometrique implique alors : 

Le cas d' egalite se traite, encore une fois, sans difficulte. D 
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Le theoreme fondamental 
de I'algebre 

Tout polynome a coefficients complexes non constant admet au 
moins une racine dansie corps des complexes. 

Gauss, qui proposa quatre demonstrations differentes de ce resultat, donna a 
ce theoreme le nom de« theoreme fondamental des equations algebriques ». 

Ce resultat constitue sans aucun doute une etape importante de l'histoire des 
mathematiques. Comme le suggere Reinhold Remmert dans son pertinent 
article : «Plus que toute autre chose, c' est la possibilite d' etablir ce resultat 
dans le corps des complexes qui a ouvert la voie a une reconnaissance des 
nombres complexes. » 

Les plus grands noms ont contribue a la question : Gauss, Cauchy, Liou
ville, Laplace ... Un article de Netto et Le Vavasseur donne une liste d'une 
centaine de preuves differentes. La demonstration que nous presentons ici 
est l'une des plus elegantes et c'est certainement la plus courte. Elle s'ap
puie sur une idee originale de d' Alembert et Argand; elle ne fait appel 
qu'a des proprietes elementaires des polynomes et des nombres complexes. 
Nous devons a France Dacar une version amelioree de cette demonstration. 
La meme idee fondamentale apparait aussi dans les articles de Redheffer 
[4] et de Wolfenstein [6] ; il est probable qu'elle figure dans d'autres de
monstrations encore. 

Nous utiliserons les trois resultats suivants, qui relevent d'un cours d'ana
lyse elementaire. 

(A) Les fonctions polynomiales sont des fonctions continues. 
(B) Tout nombre complexe admet une raeine m-ieme pour tout m ? 1. 
(C) Le prineipe du minimum de Cauchy : toute fonction numerique conti-

nue sur un compact atteint son minimum sur ce compact. 

Considerons le polynome p a coeffieients complexes de degre n ? 1 de
fini par p(z) = L~=o CkZk • La premiere etape - deeisive - consiste a 
prouver le resultat suivant, connu sous le nom de lemme de d' Alembert ou 
d'inegalite d' Argand. 

Lemme. Si p( a) i= 0, aZors tout disque ouvert D centre en a contient un 
point b teZ que Ip(b) 1 < Ip( a) I· 

• Preuve. Soit R le rayon du disque D. Alors les points de D sont de la 
forme a + w avec 1 w 1 < R. Al' aide d' une manipulation algebrique simple, 

Chapitre 19 

Jean le Rand dit d' Alembert 
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nous allons commencer par montrer que : 

p(a + w) = p(a) + cwm (1 + r(w)), (1) 

ou C est un nombre complexe non nul, ou 1 ~ m ~ n et ou r(w) est une 
expression polynomiale de degre n - m telle que r(O) = O. 

En effet, on constate que : 

n 

p(a+w) = LCk(a+w)k 
k=O 

~Ck ~ G)ak-iwi = ~ (t G)Ckak-i)Wi 

p(a) + t (t G)Ckak-i)wi = p(a) + t diWi . 

Designons par m ~ 1 le plus petit indice i pour lequel di est non nul, 
posons C = dm et factorisons cwm pour obtenir : 

p(a + w) = p(a) + cwm (1 + r(w)). 

A present, nous voulons majorer Icwml et Ir(w)l. Si Iwl est inferieur a 
PI := v'lp(a)/cl, alors Icwml < Ip(a)l. En outre, comme rest une fonc
tion continue et que r(O) = 0, il existe un reel strictement positif P2 tel que 
Ir(w)1 < 1 pour Iwl < P2. Ainsi, pour Iwl inferieur a p:= min(pl, P2) on 
obtient: 

et Ir(w)1 < 1. (2) 

On en vient a utiliser le deuxieme ingredient, les raeines m-iemes de I' unite. 

Soit ( une raeine m-ieme de -,~i~lj~" qui est un nombre complexe de 
module 1. Soit E un nombre reel verifiant 0 < E < min(p, R). Posant 
Wo = E(, on va montrer que le point b = a + Wo est un point de D tel que 
Ip(b)1 < Ip(a)l· Tout d'abord, b appartient a D puisque Iwol = E < R et 
que d'apres (1) : 

Ip(b)1 = Ip(a + wo)1 = Ip(a) + cw~(1 + r(wo))l. (3) 

On definit a present 1e facteur 6 par : 

-6p(a). 

D'apres (2), 6 verifie : 

J: m Ici 
o < u = E Ip(a)1 < 1. 

En appliquant l'inegalite triangulaire au membre de droite de l'egalite (3), 
on obtient: 

Ip(a) + cw~(l + r(wo)) I Ip(a) - 6p(a)(1 + r(wo))1 
1(1- 6)p(a) - 6p(a)r(wo) I 

~ (1- 6)lp(a)1 + 6Ip(a)llr(wo)1 

< (1- 6)lp(a)1 + 6Ip(a)1 = Ip(a)l, 
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La suite est facile. 11 est manifeste que p(z)z-n tend vers 1e coefficient 
dominant Cn de p(z) lorsque Izl tend vers l'infini. Donc Ip(z)1 tend vers 
l'infini lorsque Izl -+ 00.11 existe donc R1 > 0 tel que Ip(z)1 > Ip(O)1 
pour tous les z situes sur le cercle {z / I z I = R d. On utilise a present le 
resultat (C). La fonction numerique z >--+ Ip( z) lest continue sur 1e compact 
D 1 = {z/Izl ~ Rd si bien qu'elle atteint son minimum sur D 1 en un 
certain point zoo Comme Ip(z)1 > Ip(O)1 pour les z situes sur le bord de 
D 1, Zo se trouve necessairement a l'interieur de D 1• D'apres le lemme de 
d' Alembert, Ip( zo) lest necessairement egal a 0, ce qui termine la preuve. 
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- Que se passe-t-il cette Jois ? 

- Eh bien, je transporte 100 
demonstrations du theoreme 
Jondamental de l'algebre! 

- Preuves divines : 
une preuve pour le theoreme Jondamental, 
une pour la loi de reciprocite quadratique ! 



Un carre 
et un nombre impair de triangles 

Supposons que l' on souhaite decouper un carre en n triangles d' aires egales. 
Lorsque nest pair, un tel decoupage est facile a realiser. Par exemple, on 
peut diviser les cötes horizontaux du carre en ~ segments de longueurs 
egales et tracer une diagonale dans chacun des ~ rectangles ainsi delirni
tes: 

Considerons maintenant le cas Oll nest impair. Meme pour n = 3, cela 
pose probleme. Apres quelques tentatives, on peut penser qu'il n'y a pas de 
solution. Nous posons donc le probleme general suivant : 

Est-il possible de decouper un carre en un nombre n impair de tri
angles d 'aires egales? 

Ainsi pose, ce probleme semble constituer une question classique de geo
metrie euclidienne et l' on pourrait penser que la reponse est connue depuis 
longtemps, peut-etre meme depuis l' Antiquite. Alors qu'ils vulgarisaient le 
sujet dans les annees 1960, Fred Richman et John Thomas ont eu la sur
prise de constater que personne ne connaissait la reponse et qu'il n'y avait 
aucune reference bibliographique sur le sujet. 

La reponse est en fait negative, non seulement pour n = 3 mais aussi pour 
tout entier n impair. 

Comment peut-on demontrer un tel resultat? Par homothetie, on se ramene 
a l'etude du carre unite de sommets (0,0), (1,0), (0, 1), (1, 1). Toute de
monstration doit utiliser le fait que l'aire des triangles d'un tel decoupage 
serait ~ Oll nest impair. La preuve qui suit, due a Paul Monsky ainsi qu'a 
des travaux preliminaires de John Thomas, constitue un trait de genie tres 
surprenant. Elle utilise un outil algebrique, les valeurs absolues, pour com
poser une etonnante coloration du plan et conclure a l'aide d'un raison
nement combinatoire etonnamment simple. Qui plus est, aucune autre de
monstration de ce resultat n'a ete proposee a ce jour. 

Chapitre 20 

11 existe des decoupages d'un carre en 
un nombre de triangles d' aires a peu 

pres egales. 
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Exemple: 1~12 = 4, 1 12 = 1212 = ~ et 
1~+~12=1~12=1 ·~12=4 
= max{I~12, 1~12}. 

Avant d'etablir le theoreme, preparons le terrain en presentant rapidement 
les valeurs absolues. 

Tout le monde connait la fonction valeur absolue x >-+ lxi detinie sur l'en
semble des nombres rationne1s Q (ou sur l'ensemble des nombres reels lR). 
Elle envoie Q sur l'ensemble des reels positifs de sorte que pour tout x et 
tout Y : 

(i) lxi = 0 si et seulement si x = 0, 

(ii) IxYI = Ixllyl et 
(iii) Ix + Yl :s; lxi + lyl (inegalite triangulaire). 

L'inegalite triangulaire fait de lR un espace metrique et permet d'introduire 
la notion de convergence. Dans les annees 1900, une grande decouverte 
a ete de constater qu'au-dela de la valeur absolue usuelle, il y a d'autres 
« valeurs absolues » sur Q satisfaisant aux conditions (i) a (iii). 

Soit p un nombre premier. Tout nombre rationnel r i= 0 s' ecrit de maniere 
unique sous la forme : 

k a 
r = p b' k E Z, (1) 

ou a et b > 0 sont premiers avec p. On definit la valeur absolue p-adique 

Irlp de r par : 

(2) 

Les conditions (i) et (ii) sont manifestement satisfaites. Quant a la condition 
(iii), on obtient l'inegalite encore plus forte suivante : 

(iii') Ix + Ylp :s; max{lxlp, IYlp} (inegalite ultrametrique). 

En effet, soit r = pk% et s = pRil, sous l'hypothese k )'! C, c'est-a-dire 
Irlp = p-k :s; p-R = Islp. On trouve alors : 

Ir+slp Ipk'!.+pR~1 = IpR(pk-R'!.+~)1 
b d p b d p 

I 
pk-Rad + bc I 

p-R bd p :s; p-R = max{lrlp,lslp}, 

puisque le denominateur bd est premier avec p. Le raisonnement qui pre
cede conduit aussi a : 

mais nous allons montrer plus loin que cette propriete est la consequence 
de (iii'). 

Toute fonction v : K --+ lR+ definie sur un corps K verifiant : 

(i) v(x) = 0 si et seulement si x = 0, 
(ii) v(xy) = v(x)v(y) et 

(iii') v(x + y) :s; maxi v(x), v(y)} (inegalite ultrametrique) 

pour tout x, Y E K est appelee une valeur absolue ultramitrique (ou non 
archimidienne) sur K. 
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Pour toute valeur absolue v ainsi definie, on observe que v(l) = v(l)v(l), 
done que v(l) = 1. Puis 1 = v(l) = v((-l)(-l)) = [v(-1)]2, done 
v( -1) = 1. En utilisant, (ii) on obtient ainsi v( -x) = v(x) pour tout x et 
v(x-1) = V(X)-l pour x i= O. 

Tout eorps est muni d'une valeur absolue triviale qui envoie tout element 
non nul sur 1. Par ailleurs, si v est une valeur absolue, alors vt en est une 
aussi pour tout nombre reel positif t. Pour Q, on dispose done de la valeur 
absolue usuelle (arehimedienne) et des valeurs absolues p-adiques (ultra
metriques), ainsi que de leurs puissanees. Dn eelebre theoreme du a Os
trowski etablit que toutes les valeurs absolues non triviales de Q sont de 
eette fonne. 

Comme promis, montrons que la propriete essentielle suivante : 

(iv) v(x + y) = max{ v(x), v(y)} si v(x) i= v(y) 

est verifiee par toute valeur absolue ultrametrique. Pour fixer les idees, sup
posons que v(x) < v(y). Alors : 

v(y) = v((x+y)-x) ~ max{v(x+y),v(x)} = v(x+y) 

~ max{v(x),v(y)} = v(y). 

Les inegalites resultent toutes de l' applieation de (iii'). La premiere egalite 
est evidente. Les deux autres egalites sont la eonsequenee de 1'hypothese 
v(x) < v(y). Ainsi v(x + y) = v(y) = max{v(x), v(y)}. 

La belle idee de Monsky pour traiter la question du deeoupage d'un earre 
en triangles utilise le pralongement de la valeur absolue 2-adique Ixl2 en 
une valeur absolue v sur lR, ou « prolongement » signifie que l' on requiert 
que v(x) = Ixl2 pour tout x de Q. Dn tel prolongement ultrametrique existe 
mais eela ne releve pas du domaine de l' algebre usuelle. Dans la suite, nous 
presentons la demonstration de Monsky dans une version redigee par Hen
drik Lenstra qui utilise des arguments nettement moins puissants. La de
monstration ne requiert qu'une valeur absolue v a valeurs dans un « graupe 
ordonne » arbitraire - et non pas neeessairement dans (lR+, " <) - et telle 
que v(~) > 1. La definition et 1'existenee d'une telle valeur absolue sont 
etablies dans l' appendice present a la fin de ee ehapitre. 

!ci nous nous bornons a eonstater que toute valeur absolue satisfaisant a la 
relation v( ~) > 1 satisfait a v( ~) = 1 pour les entiers n impairs. En effet, 
v( ~) > 1 signifie que v(2) < 1 et done que v(2k) < 1 en appliquant (iii') 
et en raisonnant par reeurrenee sur k. 11 s'ensuit que v(2k + 1) = 1 d'apres 
(iv) et done eneore que v( 2k~1) = 1 d'apres (ii). 

Theoreme de Monsky. Il n'est pas possible de dtcouper un carre 
en un nombre impair de triangles d 'aires egales. 

La propriete (iv) conjuguee avec 

v(-x) = v(x) implique aussi que 
v(a ± b1 ± b2 ± ... ± be) = v(a) si 
v(a) > v(bi ) pour tout i. 
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(0, 12 (1 , 1) 

(0, ~) 

(0, 0) ( ~ , 0) (1 ,0) 

• Preuve. Dans 1a suite, on construit une 3-coloration particuliere du plan 
qui presente des proprietes etonnantes. L'une de ces proprietes est que 1'aire 
de tout triangle dont les sommets sont affectes de trois couleurs distinctes 
- appele triangle tricolore dans la suite - presente une valeur absolue 
(seion v) plus grande que 1, si bien que son aire ne peut etre ~ pour n 
impair. On verifie ensuite que tout decoupage du carre en triangles doit 
comporter au moins un tel triangle tricolore. 

On affecte une couleur aux points (x, y) du plan affine reel en en conside
rant la coordonnee du triplet (x, y, 1) qui a la plus grande valeur absolue 
selon v. Ce maximum peut se produire pour une seule coordonnee, pour 
deux coordonnees ou meme pour les trois coordonnees. Les couleurs (bleu, 
vert ou rouge) vont etre significatives de la coordonnee des trip lets (x, y, 1) 
pour laquelle le maximum de v se produit en premier: 

{
bleu 

(x, y) est colorie en vert 

rouge 

si v(x) :;" v(y), v(x) :;" v(1), 
si v(x) < v(y), v(y) :;" v(1), 
si v(x) < v(1), v(y) < v(1). 

On affecte ainsi une couleur unique a chaque point du plan. La figure re
presentee dans la marge montre la couleur de chaque point du carre unite 
dont les coordonnees sont des fractions de la forme -1&. 

Le resultat suivant constitue la premiere etape de la demonstration. 

Lemmel. Pour toutpoint bleu Pb = (Xb,Yb), toutpointvertpg = (xg,Yg) 
et tout point rouge Pr = (xr , Yr), la valeur absolue (seion v) du derermi-
nant 

Xb Yb 1 
x g Yg 1 
Xr Yr 1 

est superieure ou egale a 1. 

• Preuve. Le determinant considere est une somme de six termes. Parmi 
eux figure XbYg 1 qui est le produit des elements diagonaux. Par definition 
de la regle de coloriage appliquee, chacun des termes diagonaux est l' ele
ment de valeur absolue maximale de la ligne a laquelle il appartient. Ainsi 
en comparant au dernier element de chaque ligne (qui est 1), on obtient : 

Chacun des cinq autre termes du determinant est un produit de trois ele
ments de la matrice, un element de chaque ligne, affecte d'un signe qui ne 
joue pas de röle pour la valeur absolue. Chacun de ces termes comporte au 
moins un terme situe en dessous de la diagonale dont la valeur absolue est 
inferieure a la valeur absolue de l' element diagonal situe sur la meme ligne. 
Ainsi chacun des cinq autres termes du determinant a une valeur absolue 
qui est strictement inferieure au terme obtenu comme produit des elements 
diagonaux. D'apres la propriete (iv) des valeurs absolues ultrametriques, 
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on trouve que la valeur absolue du determinant s'obtient comme la valeur 
absolue du terme issu de la diagonale principale : 

Xb Yb 1 
v( xg Yg 1 

X r Yr 1 D 

Corollaire. Toute droite du plan contient des points d'au plus deux cou
leurs differentes. 
L' aire d'un triangle tricolore ne peut etre 0 et ne peut etre ~ pour n entier 
impair. 

• Preuve. L'aire d'un triangle dont les sommets sont respectivement un 
point bleu Pb, un point vert Pg et un point rouge Pr est la valeur absolue de : 

qui, au signe pres, est la moitie du determinant du lemme 1. 

Les trois sommets ne peuvent etre alignes car le determinant ne peut pas 
etre nul puisque v(O) = O. L'aire du triangle considere ne peut etre ~ 
puisque, si tel etait le cas, on obtiendrait ±~ pour le determinant et donc : 

11 cause de v( ~) > 1 et v( ~) = 1, ce qui contredirait le lemme 1. D 

Pourquoi avoir propose une telle coloration du plan? Parce que nous allons 
11 present montrer que dans tout decoupage du carre unite S = [0,1]2 en 
triangles (de meme aire ou non!) doit necessairement figurer un triangle 
tricolore, lequel, selon le corollaire precMent, ne peut etre d'aire ~ pour n 
impair. C'est pourquoi le lemme suivant permet de terminer la demonstra
tion du theoreme de Monsky. 

Lemme 2. Tout decoupage du carre unite S = [0, 1 F en un nombre fini 
de triangles comporte un nombre impair de triangles tricolores - et donc 
comporte au moins un triangle tricolore . 

• Preuve. Le calcul de denombrement qui suit est vraiment brillant. L'idee 
est due 11 Emanuel Spemer et va apparaitre 11 nouveau 11 l' occasion du 
«lemme de Spemer» au chapitre 25. 

Dn decoupage etant donne, considerons les segments joignant des sommets 
voisins. Dn segment est dit segment rouge-bleu si l'une de ses extrernites 
est rouge et que l' autre est bleue. Dans l' exemple de la figure representee 
ci-dessous, les segments rouge-bleu ont ete dessines en violet. 

Nous faisons maintenant les deux observations suivantes, en utilisant de 
maniere repetee le corollaire qui indique que l'on trouve au plus deux cou
leurs sur une droite. 

••••• 
• • • •• • • •• • • • • • • •••• • • • • • • • 
• • ••• • • • • • • • ••••• • 

• • • • • • • • • • 
• • • • • • • • • 

• • • • • • • • • 
• • • • • • • • • • 
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(A) Le cDte inferieur (la base) du carre contient un nombre impair de seg
ments rouge-bleu puisque (0,0) est rouge et que (1,0) est bleu et que tous 
les sommets situes entre eux sont soit rouges, soit bleus. Ainsi, sur le trajet 
entre l'extremite rouge et 1'extremite bleue de la base du carre, il doit se 
produire un nombre impair de changements entre rouge et bleu. Les autres 
cDtes du carre ne contiennent aucun segment rouge-bleu. 

(B) Si un triangle T presente au plus deux couleurs parmi ses sommets, 
alors il contient un nombre pair de segments rouge-bleu sur son perimetre. 
Toutefois, tout triangle tricolore presente un nombre impair de segments 
rouge-bleu sur son perimetre. 

En effet, il y a un nombre impair de segments rouge-bleu entre un sommet 
rouge et un sommet bleu d'un triangle mais, le cas ecMant, un nombre pair 
de segments rouge-bleu entre des sommets presentant une autre combinai
son de couleurs. Ainsi, un triangle tricolore presente un nombre impair de 
segments rouge-bleu dans son perimetre alors qu'un triangle non tricolore 
presente un nombre pair (2 ou 0) de couples de sommets dont la combinai
son de couleur associe le rouge et le bleu. 

A present, considerons tous les triangles du decoupage et pour chacun 
d'eux comptons le nombre de cDtes rouge-bleu qu'il presente et addition
nons ces nombres sur l' ensemble des triangles presents dans le decoupage. 
Comme tout segment rouge-bleu situe a !'interieur du carre est compte deux 
fois et qu'il y a un nombre impair de segments bleu-rouge sur le perimetre 
du carre, le nombre total de ces segments rouge-bleu est impair. On deduit 
alors de (B) qu'il doit y avoir un nombre impair de triangles tricolores dans 
le decoupage. 0 
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Appendice - Prolongements d'une valeur absolue 

TI n'est pas du tout evident de voir que le prolongement d'une valeur abso
lue ultrametrique (ou non archimedienne) d'un corps a une extension de ce 
corps est toujours possible. Tel est pourtant le cas. En outre, ce type de pra
longement peut etre fait non seulement de Q a lR mais plus generalement 
d'un corps K que1conque a un corps L contenant K. Ce resultat est connu 
sous le nom de« theoreme de Chevalley» (voir, par exemple, 1'ouvrage de 
Jacobson [1] sur la question). 

Dans la suite, nous demontrons un resultat plus faible - mais suffisant pour 
1'application qui nous interesse au cas des decoupages du carre en triangles. 

En effet, dans la preuve du theoreme de Monsky praposee ici, nous n'avons 
pas utilise l' addition pour v : lR --+ lR+ mais seulement la multiplication et 
l' ordre dans lR+. 
Ainsi, pour notre prapos il est suffisant que les images non nulles de v soient 
elements d'un graupe abelien ordonne (note multiplicativement) (G, " <) 
tel que cet ordre soit total et compatible avec la loi produit (c'est-a-dire que 
a < b implique dans G que ac < bc pour tous a, b, c E G). Ayant adopte 
une notation multiplicative, l' element neutre de Gest naturellement note 1. 
Pour definir une valeur absolue, nous considerons un element particulier, 
note 0, tel que 0 tJ- G et que Oa = 0 ainsi que 0 < a est verifie pour tout 
a E G. Bien sill, l'exemple le plus naturel de graupe abelien totalement 
ordonne est (lR+,',::::;) muni de l'ordre usuel, et l'exemple le plus simple 
pour {O} U Gest (lR+, .). 

Definition. Soit K un corps. Une valeur absolue ultrametrique (ou valeur 
absolue non archimedienne) v a valeurs dans un groupe abelien totalement 
ordonne Gest une application v : K --+ {O} U G telle que : 

(i) v(x) = 0 ~ x = 0, 

(ii) v(xy) = v(x)v(y), 
(iii') v(x + y) ::::; max{ v(x), v(y)} et 

(iv) v(x + y) = max{ v(x), v(y)} si v(x) =I- v(y) 
pour tout x, y E K. 

La quatrieme condition dans cette enumeration se deduit, comme prece
demment, des trois premieres. Par ailleurs, parmi les consequences im
mediates de cette definition, retenons que si v(x) < 1 et x =I- 0, alors 
v(x-1) = v(x)-l > 1. 

Nous pouvons desormais etablir le resultat suivant. 

Theoreme. Il existe au moins une valeur absolue ultramitrique definie sur 
le corps des nombres reels lR ii valeurs dans un groupe abelien totalement 
ordonne G donne 

v : lR --+ {O} U G 

teile que v(!) > 1. 
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Z c JE. est un tel sous-anneau verifiant 
~ rf- Z mais il n'est pas maximal. 

• Preuve. Nous commen\(ons par mettre en relation une valeur absolue 
quelconque sur un corps avec un sous-anneau de ce corps (tous les sous
anneaux consideres ici contiennent l'element neutre 1). 

Soit v : K -+ {O} u Gest une valeur absolue et soient les ensembles : 

R := {xEK:v(x):(l}, U := {xEK:v(x)=l}. 

Rest manifestement un sous-anneau de K, appele anneau de valuation 
associe 1I v. En outre, v(xx- 1 ) = v(l) = 1 implique que v(x) = 1 si 
et seulement si v(x-1 ) = 1. Ainsi U est-ill'ensemble des elements inver
sibles de R. En particulier, U est un sous-groupe de K X ou K X := K\ {O} 
est le groupe multiplicatif de K. En posant R-1 := {x-1 : x E R*}, 
on trouve K = RU R-1 . En effet, si x rf. R alors v(x) > 1 et donc 
v(x- 1 ) < 1, si bien que x- 1 E R. La condition K = RU R- 1 suffit 1I 
caracteriser tous 1es anneaux de valuation d'un corps K donne. D 

Lemme. Un sous-anneau propre R <:;; K est un anneau de valuation at
tache a une valeur absolue v a valeurs dans un groupe ordonne G, si et 
seulement si K = Ru R-1 • 

• Preuve. On vient de voir la preuve de l'implication directe. Afin de 
montrer l'implication reciproque, supposons 1I present que K = RU R-1 . 

Comment construire le groupe G ? Si v : K -+ {O} U G designe une valeur 
absolue correspondant 1I R, alors v(x) < v(y) est verifie si et seulement 
si v(xy-l) < 1, c'est-lI-dire si et seu1ement si xy-l E R \ U. De meme, 
v(x) = v(y) si et seu1ement si xy-l E U, soit encore si xU = yU en tant 
que classes (elements) du groupe quotient K X IU. 
Voici donc que se dessine devant nous 1e ehernin naturel pour la demons
tration. Considerons le groupe quotient G := K X IU et la relation d'ordre 
definie sur G par : 

xU < yU :~ xy-l E R \ U. 

N ous laissons au 1ecteur l' exercice interessant qui consiste 1I verifier que 
cette relation fait bien de G un groupe ordonne. 

L' application v : K -+ {O} U G se definit alors naturellement par : 

v(O) = 0, et v(x):= xU pour x i= O. 

On montre facilement que v satisfait aux axiomes (i) 1I (iii') et que Rest 
l'anneau de valuation associe 1I v. D 

Afin de demontrer 1e theoreme, il est desormais suffisant de trouver un an
neau de valuation B c lR tel que ~ tJ. B. 

Proposition. Tout sous-anneau B c lR maximal (au sens de l'inclusion) 
verifiant ~ tJ. Best un anneau de valuation. 

Commen\(ons par constater qu'il existe bien au moins un sous-anneau maxi
mal B c lR verifiant ~ tJ. B. Ce resultat n' est pas vraiment evident; cela 
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resulte d'une applieation c1assique du Lemme de Zorn (voir l'eneadre qui 
suit). En effet, si 1'on dispose d'une ehaine eroissante de sous-anneaux 
Bi C lR qui ne eontiennent pas !, alors eette ehaine admet une borne supe
rieure qui n'est autre que runion de tous les sous-anneaux Bi. Cette borne 
superieure est elle-meme un sous-anneau qui ne eontient pas !. 

Le lemme de Zorn 
Le lemme de Zorn est de premiere importance en algebre et dans 
d'autres domaines des matMmatiques lorsqu'on eherehe a eonstruire 
des structures maximales. Il joue aussi un role essentiel pour les fon
dements logiques des mathematiques. 

Lemme. Soit (P, ::;;) un ensemble non vide partiellement ordonne 
tel que toute ehalne croissante (ai) presente une borne superieure 
b (e'est-ii-dire que b verifie ai ::;; b pour tout i). Alors P admet un 
element maximal M (e'est-ii-dire tel qu'il n'existe pas de cE P tel 
que M < c). 

Afin de demontrer la proposition, supposons que B C lR est un sous-anneau 
maximal ne eontenant pas !. Si B n'est pas un anneau de valuation, alors 
il existe au moins un element a dans lR\(B U B-1 ). Designons par B[a] 
le sous-anneau engendre par B U {a}, e' est -a-dire l' ensemble de tous les 
nombres reels pouvant etre eerits eomme des polynomes en a a eoefficients 
dans B. Soit 2B ~ B l' ensemble des elements de la forme 2b, bEB. L' en
semble 2B est inc1us dans B, done 2B[a] ~ B[a] et 2B[a-1 ] ~ B[a-1 ]. 

Comme 1 E B, si 1'on avait 2B[a] i= B[a] ou 2B[a-1 ] i= B[a- 1], alors 
eela entrainerait que ! tJ. B [a] ou respeetivement que ! tJ. B [a -1], eontre
disant la maximalite de B C lR eomme sous-anneau ne eontenant pas !. 
On se retrouve done avee 2B[a] = B[a] et 2B[a-1 ] = B[a-1 ]. Cela 
implique que 1 E B peut s'eerire sous la forme: 

1 2uo + 2u1a + ... + 2um a m avee Ui E B, (1) 

et aussi sous la forme: 

1 2vo + 2v1a-1 + ... + 2vna-n avee Vi E B, (2) 

et apres multiplieation par an et soustraetion de 2voan aux deux membres 
de eette derniere egalite, eela nous eonduit a : 

(1 - 2vo)an 2vlan-1 + ... + 2vn-la + 2vn. (3) 

Supposons que ees representations soient ehoisies de sorte que m et n 
soient aussi petits que possibles. et que m ): n (sinon, on eehange a avee 
a- 1 et (1) avee (2)). 

A present multiplions (1) par 1- 2vo et ajoutons 2vo aux deux membres de 
l'egalite; on trouve : 
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Si dans cette demiere egalite on remplace (1 - 2vo)am par I'expression 
obtenue en multipliant les deux membres de (3) par a m - n , alors on trouve 
une egalite qui donne I'expression de 1 E B comme un polynome de 2B[a] 
de degre inferieur ou egal a m - 1. Ceci contredit la minimalite de m et 
termine la demonstration de l' assertion. D 
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Un theoreme de P61ya 
sur les polynomes 

Parmi les nombreuses eontributions de P6lya a l'analyse, le resultat suivant 
a toujours ete eelui que preferait Erdos, a la fois pour son eontenu surpre
nant et pour la beaute de sa preuve. Soit : 

j(z) = zn + bn_1zn- 1 + ... + bo 

un polynome eomplexe de degre n ~ 1 et de eoefficient dominant 1. Asso
cions a j (z) l' ensemble: 

C := {z E IC: Ij(z)1 :( 2} 

e'est-a-dire que C est l'ensemble des points qui sont envoyes par j dans 
le disque de rayon 2 et de centre l'origine du plan eomplexe. Si n = 1, le 
domaine C est tout simplement un disque de diametre 4. 
Par un argument etonnamment simple, P6lya a deeouvert que eet ensemble 
C possede la belle propriete suivante : 

Prenons une droite quelconque L du plan complexe et considerons 
la projection orthogonale CL de I' ensemble C sur L. Alors, la lon
gueur totale d'une telle projection n'excedejamais 4. 

Que signifie le fait que la longueur totale de la projeetion CL est au plus 4? 
Nous allons voir que CL est une reunionfinie d'intervalles dis joints h, ... , 
It ; la eondition signifie done que e (h) + ... + e (It ) :( 4 , ou e (Ij ) est la 
longueur habituelle d'un intervalle. 

Quitte a faire une rotation du plan, il suffit de eonsiderer le eas ou Lest 
l'axe reel du plan eomplexe. Avee ces remarques a l'esprit, enon«;ons le 
resultat de P6lya. 

Theoreme 1. Soit j(z) un polynome complexe de degre au moins egal a 
1 et de coefficient dominant 1. Soit C = {z E IC : I j (z ) I :( 2} et R la 
projection orthogonale de C sur l'axe reel. Alors, il existe des intervalles 
h, ... , I t de la droite reelle dont la reunion recouvre R et verifiant : 

nest clair que la borne 4 du theoreme est atteinte pour n = 1. Pour mieux 
nous impregner du probleme, exarninons le polynome j (z) = z2 - 2, qui 
atteint lui aussi la borne 4. Si z = x + iy est un nombre eomplexe, alors x 
est sa projeetion orthogonale sur la droite reelle. Ainsi : 

R = {x E lR: x + iy E C pourun eertain y} 

Chapitre 21 

George P61ya 
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jY C 

0<9-; 
f(z) = Z2 - 2. 

z = x +iy 

Y .. ~ - " ~ a, + ib, 

bk "'~ 
x 

Timbre sovietique de 1946 a l'effigie de 

Pavnuty Chebyshev. 

Le leeteur peut facilement montrer que si j (z) = z2 - 2, on a : x + iy E C 
si et seulement si : 

(x2 + y2)2 :::;; 4(x2 _ y2) 

Par suite, x4 :::;; (x2 + y2)2 :::;; 4x2 done : x2 :::;; 4, e'est-a-dire lxi :::;; 2. 
D'autre part, tout z = x E R tel que lxi:::;; 2 verifie Iz2 - 21 :::;; 2. On voit 
que Rest precisement !'intervalle [-2,2] de longueur 4. 

Une premiere etape vers la preuve eonsiste a eerire j(z) sous la forme 
j(z) = (z - Cl)'" (z - Cn ), avee Ck = ak + ibk, et a eonsiderer le 
polynome reel p(x) = (x - al)" . (x - an). Soit z = x + iy E C. Alors 
1e theoreme de Pythagore implique que : 

et done Ix - akl :::;; Iz - ckl pour tout k, e'est-a-dire: 

Ainsi, Rest eontenu dans l'ensemble P = {x ER: Ip(x)1 :::;; 2}. Si nous 
pouvons montrer que ee dernier ensemble est reeouvert par des intervalles 
de longueur totale au plus egale a 4, nous aurons termine. Notre principal 
theoreme 1 sera done une eonsequenee du resultat suivant. 

Theoreme 2. Soit p( x) un polynome reel de degre n ~ 1 et de coefficient 
dominant 1, dont toutes les raeines sont reelles. 

Alors l' ensemble P = {x ER: Ip( x) I :::;; 2} peut etre recouvert par des 
intervalles de longueur totale au plus egale a 4. 

Comme P6lya le montre dans son article [2], le theoreme 2 est a son tour 
une eonsequenee du eelebre resultat suivant du a Chebyshev. Pour que ee 
ehapitre soit autonome, nous en proposons une preuve en appendice (en 
nous inspirant du bel expose de P6lya et Szegö). 

Theoreme de Chebyshev. 
Soit p(x) un polynome reel de degre n ~ 1 et de coeffieient dominant 1. 
Alors,' 1 

max Ip(x)1 ~ 2n - 1 
-l~x~l 

Notons tout d'abord la eonsequenee immediate suivante : 

Corollaire. Soit p(x) un polynome reel de degre n ~ 1 et de coefficient 
dominant 1. Supposons que Ip(x)1 :::;; 2 pour tout x de l'intervalle [a, b]. 
Alors " b - a :::;; 4 . 

• Preuve. Considerons la transformation y = b~a (x - a) - 1. Elle envoie 
l'intervalle [a, b] de l'axe des x sur l'intervalle [-1,1] de l'axe des y. Le 
polynome correspondant : 

q(y) = p( b;a (y + 1) + a) 
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a pour eoeffieient dominant (b;a)n et verifie : 

max: Iq(y)1 = max Ip(x)1 
-l~y~l a~x~b 

Le theoreme de Chebyshev implique : 

2 ? max: Ip(x)1 ? (b;a)n 2}-1 
a~x~b 

et done : b - a :'( 4, eomme nous le souhaitions. D 

Ce eorollaire nous rapproehe beaucoup de l'enonee du theoreme 2. Si l'en
semble P = {x : Ip( x) I :'( 2} est un intervalle, alors la longueur de Pest 
au plus 4. Cependant, l' ensemble P peut ne pas etre un intervalle, eomme 
dans l' exemple represente sur la figure ei-eontre, Oll Pest eonstitue de deux 
intervalles. 

Que pouvons nous dire sur P? Puisque p(x) est une fonetion eontinue, 
nous savons en tout eas que Pest la reunion d'intervalles fennes disjoints 
h, h, . .. et que p(x) prend la valeur 2 ou -2 a ehaque extremite de l'inter
valle I j . Cela implique qu'il n'y a qu'un nombre fini d'intervalles h, ... ,It 

puisque p( x) ne peut prendre la meme valeur qu'un nombre fini de fois. 

L'idee prodigieuse de P6lya a ete de eonstruire un autre polynome p(x) de 

degre n, dont le eoeffieient dominant est 1, tel que P = {x : Ip( x) I :'( 2} 
soit un intervalle de longueur au moins egale a E(h) + ... + E(It ). Le 

corollaire implique alors que E(h) + ... + E(It) :'( E(P) :'( 4 et l'on a 
termine . 

• Preuve du theoreme 2. Considerons p(x) = (x - al) ... (x - an) et 
P = {x E JE. : Ip( x ) I :'( 2} = h U ... U ft. N ous avons range les intervalles 
I j de sorte que h soit l'intervalle qui se trouve le plus a gauche et I t eelui 
qui se trouve le plus a droite. Nous affinnons d'abord que tout intervalle 
I j eontient une raeine de p(x). En effet, nous savons que p(x) prend les 
valeurs 2 ou - 2 aux extremites de I j . Si une valeur est 2 et l' autre - 2, alors 
il existe eertainement une raeine dans I j . Supposons done que p(x) = 2 
aux deux extremites a la fois (le eas -2 etant analogue). Supposons que 
b E I j soit un point tel que p(x) atteigne son minimum dans I j . Alors 
p'(b) = 0 et p"(b) ? O. Si p"(b) = 0, alors best une raeine multiple de 
p'(x) done une raeine de p(x) d'apres le resultat 1 de l'eneadre. D'autre 
part, si p"(b) > 0, alors p(b) :'( 0 d'apres le resultat 2 du meme eneadre. 
Ainsi, lorsque p(b) = 0, nous avons notre raeine et, lorsque p(b) < 0, nous 
obtenons une raeine dans l'intervalle qui s'etend de b a l'une des extremites 
de I j . 

Voiei l'idee finale de la preuve : Soit h, .. . , I t les intervalles preeedents. 
Supposons que l'intervalle qui se trouve le plus a droite I t eontienne m ra
eines de p( x), eomptees avee leur multiplieite. Si m = n, alors I t est le seul 
intervalle (d'apres ce que nous venons de montrer) et la demonstration est 
terminee. Supposons done m < n; soit d la distanee entre I t - l et I t eomme 
l'indique la figure. Soit bl , ... , bm les raeines de p(x) qui appartiennent a 
It et Cl, ... Cn - m les raeines restantes. Eerivons p(x) = q(x)r(x), avee 

1-\1'3 1 1 +\1'3 ~3.20 

Pour le polynome: 

nous obtenons : 

p = [1 - v3, 1] U [1 + v3, ~ 3.2]. 

d 
,....-"-.. 
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q(x) = (x - bl ) ... (x - bm ), r(x) = (x - Cl) ... (x - cn - m ), et po
sons Pl(X) = q(x + d)r(x). Le polynome Pl(X) est 1I nouveau de de
gre n et de eoeffieient dominant 1. Pour x E h U ... U I t - l , nous avons 
Ix + d - bil < Ix - bi I pour tout i done Iq(x + d) I < Iq(x) I. Par suite: 

si x E h U ... U I t - l 

D'autre part, si xE 1t, on voit qu'alors Ir(x - d)1 ::( Ir(x)1 et done: 

IPl(X - d)1 = Iq(x)llr(x - d)1 ::( Ip(x)1 ::( 2 

ce qui signifie que I t - d <;;; PI = {x : IPl(X)1 ::( 2}. 

En resume, nous voyons que PI eontient h U ... U It - l U (It - d) et 
que sa longueur totale est done superieure ou egale 1I eeIle de P. Remar
quons maintenant qu'avee le passage de p(x) 1I PI (x) les intervalles I t - l et 
I t - d se eonfondent en un seul intervalle. Ainsi, les intervalles J l , ... , J s 

de PI (x) formant PI ont une longueur totale superieure ou egale 1I f(h) + 
... + f(It) et l'interval1e le plus 1I droite J s eontient plus de m raeines de 
PI (x). En repetant eette procedure au plus t - 1 fois, nous obtenons fina
lement un polynome p( x) ou P = {x : Ip( x) I ::( 2} est un intervalle de 
longueur f(P) ;;:, f(h) + ... + f(It ). La preuve est terminee. D 

Deux resultats sur les polynömes araeines 
reelles 

Soit p(x) un polynome non eonstant n'ayant que des raeines reelles. 

Proposition 1. Si best une raeine multiple de pi (x), alors best aussi 
une raeine de p(x) . 

• Preuve. Soient b1 < ... < br les raeines de p(x) de multiplieites 
SI, . . . ,sr. 2::;=1 Sj = n. Dep(x) = (x - bj)Sih(x) on deduit que 
bj est une raeine de p'(x) si Sj ;;:, 2 et que la multiplicit6 de bj dans 
p'(x) est Sj - 1. En outre, il y a une raeine de p'(X) entre b1 et b2, 
une autre raeine entre b2 et ba, ... , et une entre br - 1 et br . Toutes ees 
raeines doiventetre des raeines simples, puisque 2::;=1 (Sj - 1)+ (r -
1) atteint deja le degre n - 1 de p'(x) . En eonsequeoee, les raeines 
multiples de p'(x) ne peuveot se trouver que parmi les raeines de 
p(x). D 
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Proposition 2. On a p'(x)Z ;;:, p(x)pl/(x) pour taut xE R . 

• Preuve. Si x est une raeine ak de p, alors le resultat est evident. 
Supposons que x ne soit pas une raeine de p. p elan! de la fonne 

n 
p(x) = TI (x - ak), la formule de d~rivatioo d'uo produit cooduit 

k=l a: 
p'(x) _ ~_1_ 
p(x) - L.J x - ak 

k= l 

et, en d~rivaot a oouveau, 00 obtient : 

p"(x)p(x) - p'(X)2 n 1 
p(X)2 = - E (x _ ak)2 ~ 0 D 

k= l 

Appendice - Le theoreme de Chebyshev 

Theoreme. Soit p(x) un polynome reel de degre n ;;:, 1 de coefficient 
dominant 1. Alors, 

1 
max Ip(x) I ;;:, -

-l~x~l 2n - 1 

Avant de commencer, examinons quelques exemp1es pour 1esquels il y a 
egalite. Dans la marge sont representes les graphes de polynomes de degres 
1, 2 et 3 pour lesquels l'egalite est realisee. En fait, nous allons voir que 
pour chaque degre il existe exactement un polynome realisant l' egalite du 
theoreme de Chebyshev . 

• Preuve. Considerons unpolynome reelp(x) = xn +an_lxn- 1 + ... + 
ao de coeffieient dominant 1. Puisque nous nous interessons a I'intervalle 
-1 ~ x ~ 1, posons x = cos 19 et notons g( 19) := p( cos 19) le polynome 
resultant en cos 19, 

g(19) = (cos19t + an-l (cos 19t-1 + ... + ao (1) 

La preuve se derou1e en deux etapes, chacune d' e1les constituant un resultat 
c1assique et interessant en lui-meme. 

(A) Nous exprimons g( 19) comme un polynome trigonomitrique en cosinus, 
c'est-a-dire un polynome de la forme: 

g(19) = bn cosn19 + bn - 1 cos(n - 1)19 + ... + b1 cos19 + bo (2) 

avec bk E lR, et nous montrons que son coeffieient dominant est bn = 2}-1' 

Les polynomes: 

Pl(X) = x, 

P2(X)=x2_~ et 

P3(X) = x3 - ~x 
realisent I' egalite dans le theoreme de 

Chebyshev. 
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(B) Etant donne un polynome trigonometrique en cosinus h( {}) d' ordre n 
(ce qui signifie que le coefficient An de cos n{) est non nul) : 

h({}) = An cosn{} + An-l cos(n - 1){} + ... + Ao (3) 

nous montrons que IAnl :( max Ih({})I, ce qui, applique a g( {}), demontrera 
alors le theoreme. 

Preuve de (A). 

Pour passer de (1) a la representation (2), nous devons exprimer toutes les 
puissances (cos {})k comme des polynomes trigonometriques en cosinus. 
Par exemple, la formule d'addition des eosinus donne: 

cos 2{} = cos2 {} - sin2 {} = 2 cos2 {} - 1 

et done cos2 {} = ~ cos 2{} + ~. Dans le eas d'une puissance arbitraire 
(cos {})n, on utilise 1es nombres eomplexes et la formule d'Euler: 

1 '_0 ·_0 

cos{} = _(e'V + e-'V) 
2 

A l'aide de la formu1e du binome de Newton on trouve : 

1 ·_0 ·_0 _(e'V + e-,v)n 
2n 

21n t G)ei(n-k)iJe-ikiJ 
k=O 

et en regroupant les termes deux par deux en partant de ehaque extremite de 
l'expression precedente et en remarquant que G) = (n:':k) on est conduit 
a: 

Ainsi, (cos {})n peut s'eerire comme un polynome trigonometrique en eo
sinus d'ordre n de eoefficient dominant bn = 2n1_ 1 ' 

Preuve de (B). 

Soit h( {}) un polynome trigonometrique en eosinus d'ordre n s'ecrivant 
eomme dans (3). Supposons, sans perte de generalite, que An > O. Posant 
m( {}) := An cos n{}, nous sommes eonduits a : 

pour k = 0, 1, ... , n. 

Supposons, par l'absurde, que max Ih( {}) I < An. Alors : 

m(~7r) - h(~7r) = (-1)k An - h(~7r) 
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est positif pour k pair et negatif pour k impair pour 0 ~ k ~ n. On en 
eonclut que m( 1J) - h( 1J) s'annule au moins n fois dans !'intervalle [0,11"]. 
Cela ne peut pas se produire puisque m( 1J) - h( 1J) est un polynome tri
gonometrique en eosinus d'ordre n - 1 et que le polynome associe a eette 
expression trigonometrique ne peut s'annuler plus de n - 1 fois. 

La preuve de (B) est aehevee. Nous avons done termine la demonstration 
du theoreme de Chebyshev. D 

Le leeteur peut facilement eompleter eette analyse en montrant que gn (1J) = 
2}-1 cosn1J est le seul polynome trigonometrique en eosinus d'ordre n et 
de eoefficient dominant 1 qui realise l'egalite max Ig(1J) I = 2}-1' 
Les polynomes Tn(x) = cosn1J, x = cos1J sont appeles polynomes de 
Chebyshev (de premiere espeee); ainsi, 2}-1 Tn(x) est l'unique polynome 
unitaire de degre n tel que l'egalite ait lieu dans le theoreme de Chebyshev. 

Bibliographie 

[1] P. L. CEB YCEV : (Euvres, Vol. I, Acad. Imperiale des Sciences, St. Peters
burg 1899, pp. 387-469. 

[2] G. PÖLYA : Beitrag zur Verallgemeinerung des Verzerrungssatzes auf mehrfach 
zusammenhängenden Gebieten, Sitzungsber. Preuss. Akad. Wiss. Berlin (1928), 
228-232; Collected Papers Vol. I, MIT Press 1974,347-351. 

[3] G. PÖLYA & G. SZEGO : Problems and Theorems in Analysis, Val. 1I, Springer
Verlag, Berlin Heidelberg New York 1976; Reprint 1998. 



Sur un lemme 
de Littlewood et Offord 

Dans leur travail sur la distribution des raeines des equations algebriques, 
Littlewood et Offord ont montre en 1943 le resultat suivant : 

Soit aI, a2, ... ,an des nombres complexes tels que pour tout i, 
lail ~ 1. Considerons les 2n combinaisons lineaires L~=l Ciai Oll 

Ci E {I, -I}. Alors le nombre de sommes L~=l Ciai qui appar
tiennent a l'interieur d'un disque de rayon 1 n'est pas superieur 
a: 

2n 
c Vn In n Oll c est une constante strictement positive. 

Quelques annees plus tard, Paul Erdos a ameliore cette borne en eliminant 
le terme In n. Toutefois, ce qui est plus interessant, c'est qu'il a montre 
que c'est en fait une simple consequence du theoreme de Sperner (voir 
page 201). 

Pour avoir une intuition de la preuve, examinons le cas Oll tous les ai sont 
reels. Nous pouvons supposer que tous les ai sont positifs (en changeant 
ai en -ai et Ci en -ci chaque fois que ai est negatif). Considerons un en
semble de combinaisons L Ciai qui appartiennent toutes a l'interieur d'un 
intervalle de longueur 2. Soit N = {I, 2, ... ,n} l'ensemble des indices. 
Pour chaque L Ciai, nous posons ] := {i E N : Ci = I}. Si ] ~ ]' sont 
deux tels ensembles, nous pouvons conclure que : 

L>~ai - L Ciai = 2 L ai ~ 2 
iEI'\I 

ce qui est contradictoire. Ainsi, les ensembles ] forment une antichaine 
et nous concluons, en utilisant le theoreme de Sperner, qu'il y a au plus 
(Ln/2J) combinaisons de ce type. La formule de Stirling (voir page 11) 
implique: 

pour un certain c > 0 

Si nest pair et si tous les ai valent 1, nous obtenons (n/2) combinaisons 

L~=l Ciai dont la somme est O. En examinant l'intervalle]- 1,1[, on voit 
que le coeffieient binomial foumit la borne exacte. 

Dans le meme article, Erdos a conjecture que (Ln/2J) est aussi la bonne 
borne pour les nombres complexes (il a seulement pu montrer la formule 

Chapitre 22 

John E. Littlewood 

Theoreme de Sperner. La taille de 

toute antichafne de sous-ensembles d'un 

ensemble de cardinal nest au plus 

(Ln/2J)· 
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avec c 2n n-1/ 2 pour un certain c) et que la meme borne est en fait valide 
pour des vecteurs al, ... ,an tels que I ai I ;? 1 dans un espace de Hilbert 
ree1, en rempla9ant 1e cercle de rayon 1 par 1a boule ouverte de rayon 1. 

Erdos avait raison, mais il a fallu attendre vingt ans avant que Gyula Ka
tona et Daniel Kleitman presentent independanlIDent une preuve pour les 
nombres complexes (ou, ce qui est equivalent, pour le plan ~2). Leurs 
preuves utilisaient explicitement le fait que le plan a pour dimension 2 : 
on ne voyait absolument pas comment elles pouvaient etre etendues aux 
espaces vectoriels reels de dimension finie. 

En 1970 Kleitman a montre la conjecture complete sur les espaces de Hil
bert avec un argument d'une etonnante simplicite. En fait, il a meme prouve 
mieux. Son argument est un excellent exemp1e de ce qu'on peut faire lors
qu'on trouve 1a bonne hypothese de recurrence. 

Un mot de reconfort pour tous 1es lecteurs qui ne sont pas farniliers avec 
la notion d'espace de Hilbert: nous n'avons pas veritablement besoin d'es
paces de Hilbert generaux. Puisque nous travaillons uniquement avec un 
nombre fini de vecteurs ai, il est suffisant de considerer respace reel ~d 
avec 1e produit scalaire habituel. Voici 1e resultat de Kleitman. 

Theoreme. Soit al , ... , an des vecteurs de ]Rd de longueur supe
rieure ou egale a 1 et soit R1, ... ,Rk k regions ouvertes de ]Rd, Oll 
Ix - Yl < 2 pour tout x, y appanenant illa mime region R;,. 
Alors le nombre de combinaisons lineaires L~=l ciai, Ci E 

{l, -1}, qui peuvent appartenir illa reunion Ui ~ de ces regions 
es! au plus egal a La somme des k plus grands coefficients bino
miaux (j). 
En particulier; si k = 1, on obtient La borne (Lni2J)' 

Avant de passer a la demonstration, il faut noter que la borne est exacte 
pour : 

al = ... = an = a = (1,0, ... ,0) 

En effet, pour n pair, on obtient (ni2) sommes egales a 0, (n/~-l) sommes 

egales a (-2)a, (n/~+l) sommes egales a 2a et ainsi de suite. En choisis
sant des boules de rayon 1 autour de : 

-2i k;lla, (-2)a, 0, 2a, 2l k;lJa 
on obtient: 

sommes appartenant aces k boules; cela constitue l' expression promise, 
puisque les plus grands coefficients binomiaux se repartissent vers le milieu 
(voir page 12). Un raisonnement similaire fonctionne aussi lorsque nest 
impair. 
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• Preuve. Nous pouvons supposer, sans perte de generalite, que les re
gions Ri sont disjointes; c'est ce que nous ferons desormais. La cle de la 
preuve est la recurrence sur les coefficients binomiaux qui nous dit com
ment sont relies les plus grands coefficients binomiaux de n et n - 1. Si 
l'on pose T = l n-~+1 J, s = l n+~-l J, alors (~), (r~l)' ... ,(:) sont 
les k plus grands coefficients binomiaux relatifs an. La recurrence (7) 
(n~l) + (7=;) implique: 

~ (n ~ 1) + i~l (n ~ 1) 

2~~1 C~ 1) + ~ (n~ 1) 

(1) 

et un calcul facile montre que la premiere somrne additionne les k + 1 plus 
grands coefficients binomiaux (n~l) tandis que la seconde additionne les 
k - 1 plus grands. 

La preuve de Kleitman consiste en une recurrence sur n, le cas n = 1 etant 
trivial. A la lumiere de (1) nous avons seulement besoin de montrer pour les 
besoins de la recurrence que les combinaisons lineaires de al, ... , an qui 
appartiennent a k regions disjointes peuvent etre envoyees bijectivement 
sur des combinaisons de ab ... ,an-l qui appartiennent a k + 1 ou k - 1 
regions. 

Proposition. L'une des regions translatees Rj - an au moins est 
disjointe de toutes les regions translatees R 1 + an, ... ,Rk + an. 

Pour montrer ce resultat, considerons l'hyperplan H = {x : (an, x) = c} 
orthogonal a an, qui contient tous les translates R i + an du cöte defini par 
(an, x) ~ c, et qui touche l'adherence d'une region, appelons la Rj + an. 
Dn tel hyperplan existe puisque les regions sont bomees. On a Ix - Yl < 2 
pour tout x E R j et Y dans I' adherence de R j , puisque R j est ouvert. N ous 
voulons montrer que Rj - an se trouve de l'autre cöte de H. Supposons 
au contraire que (an, x - an) ~ c pour un certain x E Rj , c'est-a-dire, 
(an, x) ~ lan l2 + c. 

Soit Y + an un point Oll H touche R j + an, alors y est dans l'adherence 
de R j donc (an, Y + an) = c, c'est-a-dire, (an, -y) = lan l2 - c. Ainsi : 

(an, x - y) ~ 21an l2 

et l'on deduit de l'inegalite de Cauchy-Schwarz : 

21an l2 ~ (an, x - y) ~ lanllx - Yl 
Donc (avec lanl ~ 1) on trouve 2 ~ 21an l ~ Ix - yl, ce qui est 
contradictoire. 
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Le reste est facile. Nous classons les combinaisons 2:: Ciai qui appartiennent 
a R1 u .. . URk comme suit. Dans Ia classe 1 nous mettons tous les 2::~=1 Ciai 

tels que Cn = -1 et tous Ies 2::~=1 Ciai tels que Cn = 1 appartenant a 
Rj . Dans la classe 2 nous mettons les combinaisons restantes 2::~=1 Ciai 

teIles que Cn = 1, qui ne sont pas dans Rj . Cela implique que les com
binaisons 2:::':11 ciai correspondant a la classe 1 appartiennent a k + 1 
regions disjointes R1 + an,"" Rk + an et Rj - an, et que les combi
naisons 2::~:11 Ciai correspondant a la classe 2 appartiennent aux k - 1 
regions disjointes R1 - an, ... ,Rk - an sans Rj - an. Par recurrence, la 
classe 1 contient au plus 2:::=r-1 (n~l) combinaisons, tandis que la classe 

2 contient au plus 2::::; (n~ 1) combinaisons; en utilisant (1) cela termine 
completement la preuve, directement issue du Grand Livre. D 
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La fonction cotangente et 
I'astuce de Herglotz 

Parmi les formules qui contiennent des fonctions elementaires, quelle est 
la plus interessante? Dans un bel article [2], dont nous suivons de pres 
l'expose, JÜTgen Elstrodt met a la premiere place le developpement en serie 
de la fonction cotangente : 

1 00 1 1 
7rcot7rX = - + L (-- + --) 

x x+n x-n 
n=l 

(x E IR.\Z) 

Cette elegante formule a ete demontree par Euler au § 178 de son Introduc
tio in Analysin Infinitorum. Elle compte a coup sür parmi ses plus beaux 
resultats. On peut aussi l'ecrire encore plus eleganIment de la maniere sui
vante: 

71'cot71'X 
N 

lim L 
N-+= X + n 

n=-N 

1 
(1) 

mais il faut remarquer que l'evaluation de la somme 2:nEZ x~n est un peu 
dangereuse puisque la serie n' est pas absolument convergente ; sa valeur est 
donc subordonnee a un choix judicieux de l' ordre de sommation. 

Nous allons deduire l'identite (1) d'un argument d'une etonnante simplicite 
connu sous le nom d'« astuce de Herglotz ». Pour commencer, posons : 

f(x) := 71'cot71'X 
N 1 

g(x) := lim L --
N-+= X + n 

n=-N 

et essayons d' etablir suffisanIment de proprietes communes aces fonctions 
pour finalement se convaincre qu'elles doivent coi'ncider ... 

(A) Les fonetions f et 9 sont definies et continues en toute valeur non 
entiere. 

C' est clair pour la fonction cotangente donc pour f (x) = 71' cot 71'X = 
71'~~~;~ (voir figure). Pour g, nous utilisons d'abord l'identite x~n + x~n = 
- nt!:x2 pour ecrire la formule d'Euler de la maniere suivante : 

1 = 2x 
;; - L n 2 -x2' 

n=l 

71' cot7rX (2) 

Chapitre 23 

Gustav Herglotz 

f(x) 

x 

La fonction f(x) = 71' cot 7l'X. 
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Formules d'addition : 
sin(x + y) = sinx eosy + eos x sin y 
eos(x + y) = eos x eosy - sinx sin y 

===? sin(x + ~) = eosx 
eos(x+~) = -sinx 
sinx=2sin~eos~ 

eosx = eos2 ~ - sin2~. 

Ainsi, pour etablir (A) nous devons montrer que pour chaque x tJ- Z la 
serie: 

00 1 

L n 2 -x2 
n=l 

converge uniformement dans un voisinage de x. 
Le terme d'indice n = 1 ainsi que les termes d'indice n tel que 2n - 1 :s; 
x 2 ne posent pas probleme puisqu'ils sont en nombre fini. D'autre part, si 
n ~ 2 et 2n - 1> x 2, c'est-a-dire si n 2 - x 2 > (n - 1)2 > 0, les termes 
sont majores par : 

o < 
(n - 1)2 

1 
< 

et cette borne est non seulement valable pour la valeur x elle-meme, mais 
aussi pour des valeurs qui se trouvent dans un voisinages de x. Enfin, le 
fait que z= (n~l)2 converge (vers ~2 , voir page 49) assure la convergence 
uniforme requise. 

(B) Les fonctions f et 9 sont toutes les deux periodiques de periode 1, 
c'est-a-dire que l'on a f(x + 1) = f(x) et g(x + 1) = g(x) pour tout 
x E ~\Z. 

Comme la fonetion cotangente a 'Ir pour periode, f a 1 pour periode (voir 
figure). Pour 9 nous raisonnons comme suit. Soit : 

alors: 

N 1 

L x+n 
n=-N 

N 1 

L x+l+n 
n=-N 

N+1 1 

L x+n 
n=-N+l 

1 1 
gN-l (x) + X + N + x + N + 1 

Ainsi, g(x + 1) = lim gN(x + 1) = lim gN-l (x) = g(x). 
N-+oo N-+oo 

(C) Les fonetions f et 9 sont toutes les deux impaires, c'est-a-dire que 
f(-x) = -f(x) etg(-x) = -g(x) pourtoutx E ~\Z. 

La fonetion f verifie evidemment cette propriete, quant agil suffit d' ob
server que: gN( -x) = -gN(x). 

Les deux derniers resultats constituent l' astuce de Herglotz : d' abord, on 
montre que f et 9 verifient la meme equation fonctionnelle, ensuite que 
h := f - 9 peut etre prolongee continüment atout R 
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(D) Les deux fonctions f et 9 verifient la meme equation fonctionnelle : 
f(~) + f(x!l) = 2f(x) et g(~) + g(x!l) = 2g(x). 

Pour f cela resulte des formules d'addition des fonctions sinus et eosinus : 

f(~) + f(X!l) 
7f [COS 7r2X _ sin 7r2X ] 

sin 7r2X cos 7r2X 

cos(7rX + 7rX) 
27f 2 2 = 2f(x) 

sin (7r2X + 7r2X) 

L'equation fonctionnelle satisfaite par 9 vient de l'egalite : 

qui, a son tour, resulte de l'egalite : 

1 1 
--+-----;--,------
~ +n x!l +n 

2(_1_+_1_) 
x + 2n x + 2n+ 1 

Exarninons a present : 

1 = 2 
h(x) = f(x) - g(x) = 7fcot7rx - (- - L~) (3) 

x n -x 
n=l 

Nous savons que h est une fonction continue sur R\Z qui verifie les pro
prietes (B), (C), (D). Que se passe-t-il pour les valeurs entieres ? En utilisant 
1es developpements en serie du sinus et du cosinus ou en appliquant deux 
fois la regle de l'Hospital, on voit que : 

lim cotx - - = lim ( 1) xcosx - sinx 
x-+o x x-+o x sin x 

o 

donc que: 

lim (7f cot 7fX _.!.) = 0 
x-+o X 

Puisque la derniere somme I:~=1 n 2'2:JJx 2 dans (3) converge vers 0 lorsque 
x ---+ 0, on a en fait lim h( x) = 0 done en utilisant la periodieite 

x-+o 

lim h(x) = 0 
x-+n 

pour tout n E Z 

En resume, on vient de montrer que : 

(E) En posant h(x) := 0 si x E Z, h est une fonction continue sur R 
(tout entier) et verifie 1es proprietes enoncees en (B), (C) et (D). 

x 2 x 4 x 6 
COSX = 1 - 2T + 4f - 6T ± ... 

. x 3 x 5 x 7 ± smx = x - 3f + 5T - 7f ... 
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Nous sommes prets pour le coup de grace 1. Comme h est une fonction 
periodique eontinue, elle admet un maximum m. Soit Xo un point de [0,1] 
tel que h(xo) = m. On deduit de (D) que : 

h(T) + h( x0:i1 ) = 2m 

et done que : h( T) = m. Par reeurrenee on obtient h( ;~) = m pour tout n, 
ainsi h(O) = m par eontinuite. Or h(O) = 0 done m = 0, e'est-a-dire que 
h(x) :( 0 pour tout x E R Comme h est une fonetion impaire, h(x) < 0 
est impossible done h(x) = 0 pour tout x E JE.. Le theoreme d'Euler est 
demontre. D 

On peut deduire de la relation (1) un grand nombre de eorollaires. Le plus 
eelebre eoneerne les valeurs de la fonetion Zeta de Riemann aux points 
entiers pairs (se reporter a l'appendiee du ehapitre 8) : 

00 1 
((2k) = L 2k 

n 
n=1 

(k E 1'1*) (4) 

Pour terminer notre histoire, voyons eomment Euler quelques annees plus 
tard, en 1755, a traite la serie (4). Considerons d'abord la forrnu1e (2). En 
multipliant (2) par x et en posant y = 7rX nous trouvons, si lyl < 7r : 

yeoty = 

00 2 
1-2"'-y- 1 
~ 7r2n 2 1 _ (..1L)2 
n-l 7rn 

Le dernier faeteur est la somme d'une serie geometrique, done : 

00 00 2k 

ycoty = 1-2LL(:n) 
n=lk=l 

Nous avons ainsi etabli le resultat remarquab1e suivant : 

Pour tout k E 1'1*, le coefficient de y2k dans le developpement en serie 
entiere de y cot y est egal a ." 

2 00 1 
- 7r2k L n2k 

n=l 

1. N.d.T.: en fran9ais dans le texte original. 

2 
--((2k) 

7r2k 
(5) 
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TI y a un autre chemin, peut-etre bien plus «eanonique », pour obtenir un 
developpement en serie entiere de y eot y. Nous savons par l'analyse que 
e iy = eos y + i sin y done que : 

eosy 

ee qui implique : 

yeoty 

2 

. e iy + e-iy 

t y eiy _ e-iy 

Posant z = 2iy, on obtient : 

z eZ + 1 
yeoty = ---

2 eZ -1 

siny 
2i 

. e 2iy + 1 
ty e2iy _ 1 

z z 
"2 + eZ -1 

(6) 

Ainsi, nous avons seulement besoin du developpement en serie entiere de 
la fonetion e Z '=-1 . Remarquons que eette fonetion est definie et eontinue snr 
tout lR (ponr z = 0 on utilise 1e developpement en serie entiere de la fone
tion exponentielle, ou eneore la regle de l'Hospital qui donne la valenr 1). 
Nous eerivons : 

(7) 

Les eoefficients B n sont eonnus sous 1e nom de nombres de Bernoulli. Le 
membre gauche de (6) est une fonetion paire (e'est-a-dire que j(z) = 
j ( - z ), done B n = 0 ponr n ): 3 impair; BI = - ~ eorrespond done 
au terme en z de (6). 

A partir de: 

nous obtenons, en eomparant 1es eoefficients de zn : 

n-I Bk { 1 t; k!(n - k)! = 0 
si n = 1 
si n # 1 

z 

(8) 

On peut ealeuler les nombres de Bemoulli par reeurrenee a partir de (8). La 
valenr n = 1 donne BQ = 1, n = 2 eonduit a ~ + BI = 0, e'est-a-dire 
BI = - ~ et ainsi de suite. 

On a presque termine. La eombinaison de (6) et (7) implique : 

et permet d'obtenir, avee (5), la formu1e d'Euler de ((2k) : 

00 1 
L n 2k 
n=l 

(_1)k- 122k - 1 B 2k 2k 

(2k)! 1[" 
(k E N*) (9) 

n012345678 

B n 1 - ~ ~ 0 - fo 0 -i2 0 - fo 
Les premiers nombres de Bemoulli. 
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IN DIF1Nll.JfD. SUNNU .u~u .... JNrlJ,,". Jl1 

km. Q.oo :llltcm valor Iu.r\lM (wnmarum etmul pcrrplcia . 
.. , plur(':5 hlljufmodi SeoC1Um {ummu cOn'lUloJiori modo 
""dIß hk ..t~d''''. 

J +~ + +- + 'ir + fo+&t:·:= 1.2~~· : wo' 

I +f. + -}. + 7 + 7+&c. = J.a~·'''f' +.,4 
1+';' + + + 7 + ? +&c.= ,.;;._.7' +.-
I +tl + {. + 7 + ~. +&~. == 1,;I~:"" 9' -} .. , 

I+? + In + io. + ~+t«.= I'J.]~~, .l1 · + ... ,. 
I+i~i + f. +.1 + ~+&('.= I.J'l~-:.~IJ· *i ,..'0 

I+~ + f. +;f.. + ~+&(.= 1.2'J~~.~lr· 1f-.,," 
1+ ~ + ~ + ~ + ,,' +&c.= r:a'3~~':f1 ' J~; .. t l 

1+;:', +- i~ 1 + i: ' + ~+&c.== 1 .a.l~.~~19 · ~:rll 
J+;h + ir- + .!. + p.+&C·= 1,2~~~, . :u' .'2",1l"""" 
t-~ +,' + ~ + ?rt-&.c.= r .:a.~:1 J" 8~;fl) T" 

+;t + i~4 + f . + ~+&c.= I . 3. J .• ~~", ••. , s( 

~ .. ". 
'" It~ + i:. + ~t + ~+&c.=:=o I. 2.1 .. '1.': .... ,207' 

~"". 
HucW"quc ill:Ol pot:~n;1rum iplilll '" öJ!cnemcl arrificio illibi 
a:ponccdo COruu.LWC: Ikuil, <J"'od ideo tue :ldjllßlli J quod 

R. a. Sc:t:jci 

Page 131 de l' Introductio in Analysin 
Infinitorum publiee par Euler en 1748. 

En examinant 1a tab1e des nombres de Bernoulli, on retrouve 1a valeur de 1a 
somme z= rb- = ';,2 etablie au chapitre 8. En outre: 

00 1 6917[12 

L n 12 = 638512875' 
n=1 

Le nombre de Bernoulli B lO = 16 qui conduit a ((10) semb1e assez inof
fensif mais 1a valeur suivante, B 12 = - 26i310' utile pour 1e calcu1 de ((12), 
contient 1e grand facteur premier 691 au numerateur. Eu1er avait d'abord 
ca1cu1e que1ques valeurs (( 2k) sans avoir remarque le lien avec 1es nombres 
de Bernoulli. Seule l' apparition de l' etrange nombre premier 6911' amis sur 
1a bonne piste. 

Incidemment, puisque ((2k) converge vers 110rsque k ---+ 00, l'equation 
(9) nous indique que 1es nombres IB2k I croissent tres vite, ce qui n'est pas 
c1air a partir des premieres valeurs. 

En revanche, on connait tres peu de choses sur les valeurs de 1a fonction 
Zeta de Riemann aux valeurs entieres impaires k ? 3 (voir page 57). 
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Le probleme de I'aiguille 
de Buffon 

En 1777, un noble fran~ais, Georges Louis Ledere, Comte de Buffon, posa 
le probleme suivant : 

Supposons que {'on {aisse tomber une pente aiguille sur unefeuille 
de papier regtee. Quelle est La probabilire que L'aiguille tombe dans 
une position relle qu'elle traverse l'une des droites? 

La probabilite depend de la distance dentre les droites de la feuille de 
papier reglee et de la longueur f de l' aiguille que l' on laisse tomber. Elle 
depend en fait du quotient ~. Nous dirons qu'une aiguille est petite si elle 
est de longueur f ~ d. En d'autres termes, une petite aiguille ne peut pas 
couper deux droites a la fois : elle parvient a toucher deux droites a la fois 
avec une probabilite nulle. La reponse au probleme de Buffon peut paraitre 
surprenante : elle fait intervenir le nombre 7r. 

Theoreme (<< Le probleme de l'aiguille de Buffon ») 
Si une petite aiguille de longueur fest envoyee sur du papier regle dont les 
droites sont regulierement espacees d'une distance d ~ f, alors la proba
bilite que l'aiguille se place dans une position telle qu'elle coupe l'une des 
droites est exactement : 

p = 7rd 

Ce resultat signifie que I'on peut obtenir des valeurs approchees de 7r par 
l' experience : si on lais se tomber une aiguille N fois et si on obtient une 
reponse positive (une interseetion) dans P cas, alors -fJ doit etre approxima
tivement egal a ~~, c'est-a-dire que I'on peut approcher 7r par 21;;. Le test 
le plus extensif (et exhaustif) a du etre fait par Lazzarini en 1901. 11 preten
dit meme avoir construit une machine dans le but de faire tomber un bäton 
3408 fois (avec ~ = ~). 11 trouva que le bäton coupa une des droites 1808 
fois, ce qui conduit a I'approximation 7r ~ 2 . ~ i~g~ = 3,1415929 ... , re
sultat correct jusqu' au sixieme chiffre de 7r et beau coup trop beau pour etre 
vrai ! Les valeurs que Lazzarini a choisies conduisent directement a l' ap
proximation bien connue 7r ~ i~~ (voir page 46). Cela explique le choix 
plus que suspect de 3408 et ~, nombres tels que ~ 3408 soit un multiple 
de 355 (voir [5] pour une evocation de la mystification de Lazzarini). 

On peut resoudre le probleme de I'aiguille en evaluant une integrale. Nous 
allons le faire plus loin, et avec cette methode nous allons aussi resoudre le 

Chapitre 24 

Timbre franc;ais a I' effigie du Comte de 

Buffon. 
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probleme pour une aiguille longue. Cependant la Preuve meritant de figu
rer dans le Grand Livre, presentee par E. Barbier en 1860, n'a pas besoin 
de reeourir a une integrale. Elle eonsiste simplement a laisser tomber une 
aiguille differente ... 

Si on laisse tomber une aiguille quelconque, petite ou grande, alors le 
nombre attendu d'interseetions est : 

E = Pl + 2P2 + 3P3 + ... 
ou Pl est la probabilite que I'aiguille se positionne avee une unique inter
seetion, P2 est la probabilite d' obtenir deux interseetions exaetement, P3 est 
la probabilite de trois interseetions ete. La probabilite d'obtenir au moins 
une interseetion, ee qui est demande dans le probleme de Buffon, est done : 

Les evenements tels que l'aiguille se positionne exaetement sur une droite, 
ou a touehe par son extrernite une des droites, ont une probabilite nulle. Ils 
peuvent done etre ignores dans notre propos. 

D'autre part, si I'aiguille est petite alors la probabilite d'obtenir plus d'une 
interseetion est nulle, P2 = P3 = . . . = 0 done E = P : la probabilite que 
nous eherehons est simplement le nombre d'interseetions attendu. Cette 
reformulation est extremement utile, paree que nous pouvons maintenant 
utiliser la linearite de I'esperanee (voir page 107). En effet, notons E(e) 
I'esperanee du nombre d'interseetions obtenues en laissant tomber une ai
guille droite de longueur e. Si eette longueur est e = x+y et si on eonsidere 
la «partie avant» de longueur x et la «partie arriere » de longueur y de l' ai
guille separement, alors on obtient : 

E(x + y) = E(x) + E(y) 

puisque le nombre total d'interseetions est egal au nombre de ee11es pro
duites par la partie avant et par la partie arriere. 

Par reeurrenee sur n, eette « equation fonetionnelle » implique que E ( nx) = 

nE (x) pour tout n E 1'1" done que mE(~x) = E(m~x) = E(nx) = 

nE(x). Ainsi, nous avons E(rx) = rE (x) pour tout rationnel rE Q. En 
outre, il est c1air que E(x) est monotone en x ;;:: 0, d'ou I'on deduit que 
E(x) = cx pour tout x;;:: 0, ou C = E(I) est une eonstante. 

Quelle est eette eonstante ? 

Pour repondre a eette question, nous utilisons des aiguilles de differentes 
formes. En effet, laissons tomber une aiguille « polygonale » de longueur 
e, qui est eonstituee de moreeaux de droites. Alors, le nombre d'intersee
tions obtenu est, avee probabilite 1, la somme des nombres d'interseetions 
produites par ees moreeaux de droites. Ainsi, l'esperanee du nombre d'in
terseetions est a nouveau : 

E = ce 
par linearite de l' esperanee (il importe peu que les moreeaux de droites 
soient relies entre eux de maniere rigide ou flexible I). 
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La cle de la solution de Barbier au probleme de 1'aiguille de Buffon est de 
considerer une aiguille qui soit un cercle parfait C de diametre d, donc de 
longueur x = d7r. Si on laisse tomber une telle aiguille sur une feuille de 
papier reglee, elle produit toujours exactement deux interseetions ! 

On peut approcher le cercle par des polygones. Imaginons simplement qu' avel 
1'aiguille circulaire C, nous laissions tomber un polygone inscrit Pn et un 
polygone circonscrit pn. Toute droite qui coupe Pn coupe aussi C. Par 
ailleurs, si une droite coupe C, alors elle touche aussi pn. Ainsi, l' espe
rance du nombre d'intersections satisfait : 

Toutefois, Pn et pn sont tous les deux des polygones, donc le nombre 
d'intersections espere est egal au produit de c par la longueur pour chacun 
d'eux, alors que ce nombre vaut 2 pour C, ainsi : 

(1) 

Comme Pn et pn approchent tous les deux C lorsque n ---+ 00, on a en 
particulier : 

lim R(Pn) = d7r = lim R(pn) 
n~oo n~oo 

et donc lorsque n ---+ 00 on deduit de (1) que : 

ce qui conduit a c = ~~. D 

n etait possible d' obtenir ce resultat par le ca1cul ! L' astuce pour se ramener 
a une integrale «faeile a calculer» est de considerer d'abord la pente de 
l' aiguille. Disons qu' elle tombe avec un angle a par rapport a 1'horizontale, 
Oll a verifie 0 ~ a ~ ~. On ignore le cas Oll l' aiguille se positionne avec 
une pente negative, puisque le cas est symetrique a celui de la pente positive 
et conduit a la meme probabilite. Une aiguille qui se positionne avec un 
angle a a une hauteur R sin a, et la probabilite pour qu'une telle aiguille 
traverse une des lignes horizontales espacees d'une distance d est R s: a . 

Ainsi, on obtient la probabilite en calculant la moyenne sur tous les angles 
a possibles : 

~ r~ Rsina da 2R ~ 2R 
p = 7r Ja d = :;;:d[ -cosal a = :;;:d 

Pour une aiguille longue, on obtient la meme probabilite R s: a tant que 
Rsina ~ d, c'est-a-dire dans 1'intervalle 0 ~ a ~ arcsin~. Cependant, 
pour des angles a plus grands l' aiguille doit traverser une ligne donc la 
probabilite est 1. Ainsi : 

p 
2 (larcsin(~). 1~ ) 
- Rsma + 1 dx 

d d 
7r a arcsin( l) 

Q 
pn 
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o 
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« Un probleme? » 

2 (e [ ] arcsin(~) (7r d)) :;;: d -cosa 0 +"2 -arcsin C 

2(e( ~) . d) 1+:;;: d 1-y1-(i -arcsmy 

sie ): d. 

La reponse n' est done pas aussi belle pour une aiguille plus longue mais elle 
fournit un bel exerciee : montrer (simplement par securite) que la formule 
donne ~ lorsque e = d, que pest strietement eroissante en fonetion de e et 
tend vers 1lorsque e --+ 00. 
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Le principe des tiroirs 
et le double decompte 

Certains principes mathematiques, comme ceux qui figurent dans le titre de 
ce chapitre, sont si simples que l'on peut penser qu'ils ne produisent que 
des resultats evidents. Pour se convaincre que« ce n'est pas necessairement 
le cas », nous les illustrons par des exemples que Paul Erdos suggerait de 
presenter dans le Grand Livre. Nous retrouverons aussi certains d'entre eux 
dans les chapitres suivants. 

Le principe des tiroirs. 
Si n ob jets sont places dans r boftes, avec r < n, l'une des boftes 
au moins contient plus d'un ob jet. 

Ce resultat est evident et il n'y arien a prouver. Dans le langage des ap
plications, ce principe s'enonce de la maniere suivante : soit N et R deux 
ensembles finis tels que INI = n > r = IRI, et f : N -----+ Rune appli
cation. Alors il existe a E R tel que I f- 1 (a) I ;;::, 2. On peut meme enoncer 
une inegalite plus forte ; il existe a E R tel que : 

(1) 

En effet, sinon on aurait If- 1 (a)1 < ~ pour tout a et, par consequent, 
n= L If- 1 (a)1 <r~ =n,cequiestimpossible. 

aER 

1. Nombres 

Proposition. Considerons les nombres 1,2,3, ... , 2n et choisis
sons en n + 1. Parmi ces n + 1 nombres, il en existe deux qui sont 
premiers entre eux. 

C'est encore un resultat evident: il doit y avoir deux nombres qui ne dif
ferent que d'une unite et qui sont donc premiers entre eux. 

Prenons le probleme autrement. 

Proposition. Soit A ~ {I, 2, ... ,2n} avec lAI = n + 1. Alors il 
existe deux nombres dans A tels que l'un divise ['autre. 

Ce n'est pas si c1air. Comme nous l'avait confie Erdos, il avait pose cette 
question au jeune Lajos P6sa lors d'un diner; lorsque le repas fut termine, 

Chapitre 25 

« Le principe des timirs ... » 
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Ces deux resultats ne sont plus vrais 
si l'on remplace n+l par n : il 
suffit de considerer respectivement 
les ensembles {2, 4, 6, ... , 2n} et 
{n+l,n+2, ... ,2n}. 

Le lecteur peut s'amuser a montrer que 
pour mn nombres, l'affirmation n'est 
plus vraie en general. 

Lajos avait la reponse. C'est reste l'une des questions d'« initiation» aux 
matMmatiques preferees d'Erdös. La solution est foumie par le principe 
des tiroirs. On ecrit chaque nombre a E A sous la forme a = 2k m, ou m 
est un nombre impair compris entre 1 et 2n - 1. Puisqu' il y a n + 1 nombres 
dans A, mais seulement n composantes impaires differentes, il doit y avoir 
deux nombres dans A de meme composante impaire. Par consequent l'un 
est multiple de l'autre. D 

2. Suites 

Voici un autre resultat parmi 1es preferes d'Erdös, qui figure dans un artic1e 
d'Erdös et Szekeres sur les problemes de Ramsey. 

Proposition. Dans toute suite al, a2, ... , amn+l de mn+l nombres 
reels distincts, il existe une sous-suite croissante : 

ai, < ai2 < ... < ai=+l 

de longueur m + 1, ou une sous-suite decroissante : 

de longueur n + 1, ou les deux Cl la jois. 

Cette fois, l'application du principe des tiroirs n'est pas immediate. Asso
cions a chaque ai le nombre t i qui est la longueur de la plus longue sous
suite croissante qui commence par ai. Si t i ? m + 1 pour un certain i, nous 
obtenons une sous-suite croissante de longueur m + 1. Supposons alors que 
ti :( m pour tout i. La fonetion f : ai >---+ ti qui envoie {al, ... , amn+ d 
dans {I, ... , m} verifie d'apres (1) la propriete suivante : il existe un cer
tain S E {I, ... , m} tel que f(ai) = s pour ':' + 1 = n + 1 nombres 
ai· Soient aj" aj" ... , ajn+l (jl < ... < jn+l) ces nombres. Exarninons 
deux nombres consecutifs aji et aji+l' Si aji < aji+l' on obtiendrait une 
sous-suite croissante de longueur s qui commence par aji+l et, par conse
quent, une sous-suite croissante de longueur s + 1 qui commence par aji' 
ce qui est impossible puisque f(aj,) = s. On obtient donc une sous-suite 
decroissante aj, > aj, > ... > ajn+l de longueur n + 1. D 

Ce resultat apriori simple sur les sous-suites monotones a une consequence 
importante tres peu evidente sur la dimension d'un graphe. Nous n'avons 
pas besoin ici de la notion de dimension pour un graphe en general, mais 
seu1ement de savoir ce qu'est la dimension d'un graphe comp1et K n . Cette 
notion peut etre formulee de la maniere suivante. Soit N = {I, ... , n}, 
n? 3. Considerons m permutations Kl, ... , Km de N. On dit que les per
mutations Ki representent K n si pour tout triplet de nombres distincts i, j, k 
il existe une permutation K pour laquelle k se trouve apres i et j. La dimen
sion de K n est alors 1e plus petit m pour lequel existe une representation 
1Tl,.··,1Tm · 
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A titre d'exemple, dim(K3 ) = 3 puisque chacun des trois nombres doit se 
trouver a la fin, comme dans 1l"1 = (1,2,3), 1l"2 = (2,3,1), 1l"3 = (3,1,2). 
Qu'en est-il de K 4 ? Notons d'abord que dim(Kn ) :( dim(Kn +l ) : il suffit 
de supprimer n + 1 dans une representation de K n+ 1. Par suite, dirn (K 4) ~ 
3; en fait, dim(K4 ) = 3, puisqu'il suffit de prendre : 

1l"1 = (1,2,3,4), 1l"2 = (2,4,3,1), 1l"3 = (1,4,3,2). 

TI n'est pas si facile de prouver que dim(K5 ) = 4, mais ensuite, de maniere 
surprenante, la dimension reste 4 jusqu'a n = 12, puis dim(KI3 ) = 5. 
Ainsi, dim(Kn ) semble etre une fonction plutöt sauvage. En fait, il n'en 
est rien! Lorsque n tend vers l'infini, dim(Kn ) est en fait une fonction au 
comportement regulier. La recherche d'une borne inferieure repose sur le 
principe des tiroirs. On peut affirmer : 

(2) 

Puisque, comme nous l'avons vu, dim(Kn ) est une fonction monotone en 
n, il suffit de verifier (2) pour n = 22P + 1, c'est-a-dire de montrer que : 

Supposons, par l'absurde, que dim(Kn ) :( P et considerons des permu
tations 1l"1, •.. , 1l"p representant N = {I, 2, ... ,22P + I}. Utilisons p fois 
le resultat sur les sous-suites monotones. Dans 1l"1 il existe une sous-suite 
monotone (croissante ou decroissante, cela n'a aucune importance) Al de 
longueur 22P - 1 + 1 . Considerons cet ensemble Al dans 1l"2. En utilisant 
encore le resultat, on obtient une sous-suite monotone A 2 de Al dans 1l"2 

de longueur 22P - 2 + 1 ; A2 est, bien sur, egalement monotone dans 1l"1. En 
continuant, on trouve finalement une sous-suite Ap de taille 22° + 1 = 3 
monotone dans toutes les permutations 1l"i. Soit A p = (a, b, c). Alors soit 
a < b < c soit a > b> c dans tous [es 1l"i. Mais c'est impossible, puisqu'il 
doit exister une permutation pour laquelle b arrive apres a et c. D 

Le comportement asymptotique exact a ete mis en evidence par Joel Spen
cer (borne superieure) et par Füredi, Hajnal, Rödl et Trotter (borne infe
rieure) : 

Mais l'histoire n'est pas terminee : tres recemment, Morris et Ho~ten ont 
trouve une methode qui, en principe, etablit la valeur exacte de dim(Kn ). 

En utilisant leur resultat et un ordinateur, on peut obtenir les valeurs in
diquees dans la marge. Ce resultat est veritablement etonnant! Comment 
peut-on decider parmi toutes les permutations d'un ensemble 1422564 ele
ments si l'on a besoin de 7 ou de 8 d'entre elles pour representer Kl422564 ? 

1l"1: 1 2 3 5 6 7 8 910 1112 4 

1l"2: 2 3 4 8 7 6 5121110 9 1 

1l"3: 3 4 1 11 12 910 6 5 8 7 2 

1l"4: 4 1 210 91211 7 8 5 6 3 

Ces quatre permutations repre-

sentent K 12 . 

dim(Kn ) :::; 4 ~ n:::; 12, 

dim(Kn ) :::; 5 ~ n:::; 81, 

dim(Kn ) :::; 6 ~ n:::; 2646, 

dim(Kn ) :::; 7 ~ n:::; 1422564. 
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3. Sommes 

Paul Erdos attribuait a Andrew Vazsonyi et Marta Sved la belle application 
du principe des tiroirs qui suit : 

Proposition. Soient n entiers al, ... , an, distincts ou non. Alors il 
existe toujours un ensemble de nombres consecutifs ak+l, ak+2," ., af 
dont la somme L:;=k+l ai est un multiple de n. 

Posons N = {O, al, al +a2, ... , al +a2 + ... +an} et R = {O, 1, ... ,n
I}. Considerons I' application f : N -+ R, ou f ( m) est le reste de m dans 
la division par n. Puisque INI = n + 1 > n = IRI, il existe deux sommes 
al + ... + ak et al + ... + ai (k < R) ayant 1e meme reste, la premiere 
somme pouvant etre la somme vide valant O. Par suite: 

i f k 

L ai = Lai - Lai 
i=k+l i=l i=l 

a pour reste 0, ce qui conc1ut la demonstration. D 

Abordons maintenant 1e second principe qui consiste a compter un en
semble d'objets de deux manieres differentes. 

Double decompte. 
Soient deux ensembles finis L et C, et soit 8 ~ L x C. Chaque jois 
que (p, q) E 8, on dit que p et q sont incidents. 
Si tp disigne le nombre d'eliments qui sont incidents a p E Let si 
cq designe le nombre d'üements qui sont incidents a q E C, alors : 

181 = L Cq ' (3) 
qEC 

Une fois de plus, il n'y arien a prouver. La premiere somme considere 
les couples dans 8 selon le premier indice, alors que la seconde somme 
considere 1es memes coup1es selon 1e deuxieme indice. 

On peut representer l'ensemble 8 de la maniere suivante. Considerons la 
matrice d'incidence A = (apq ) de 8, ou 1es lignes et 1es colonnes de A 
sont indexees par 1es elements de L et C respectivement, avec 

si (p, q) E 8 

si (p, q) tJ. 8 

Ainsi pose, Rp est la somme de la p-ieme ligne de A et cq est la somme de 
la q-ieme colonne. Par consequent, la premiere somme dans (3) additionne 
1es elements de A (c'est-a-dire compte 1es 1 dans 8) en suivant les lignes 
alors que la seconde 1e fait en suivant 1es colonnes . 
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L' exemple suivant devrait eclairer cette correspondanee. Considerons L = 
C = {I, 2, ... ,8} et posons S = {(i, j) : i divise j}. Nous obtenons la 
matrice qui figure dans la marge Oll seuls les 1 sont affiches. 

4. Encore des nombres 

Exarninons la matrice qui vient d'etre etudiee. Le nombre de 1 dans la eo
lonne j est precisement le nombre de diviseurs de j ; notons t(j) ce nombre. 
On peut se demander quel est l'ordre de grandeur de ce nombre t(j) en 
moyenne lorsque j varie de 1 a n. Etudions done la quantite : 

_ 1 n 
t(n) = - L t(j). 

n j=l 

Apremiere vue, il semble sans espoir de trouver une estimation de f(n). 
Pour un nombre premier p on trouve t(p) = 2 alors que pour 2k nous 
obtenons la (grande) valeur t(2 k ) = k + 1. Ainsi t(n) est une fonetion 
tres irreguliere et l'on peut eonjeeturer qu'il en est de meme pour f(n). 
Mauvaise intuition, e'est le contraire qui est vrai! Dn double deeompte 
foumit une reponse inesperee et simple. 

Considerons la matriee A preeedente pour les entiers varient de 1 a n. En 
eomptant par eolonnes, nous obtenons : 2:7=1 t(j). Combien y a-t-il de 1 
dans la ligne i? C'est assez facile, les 1 correspondent aux multiples de i : 
1i, 2i, ... et le demier multiple qui ne depasse pas nest l T Ji. On obtient 
par consequent : 

l'erreur dans ehaque terme, en passant de l T J a T' etant inferieure aLPar 
eonsequent, l'erreur globale sur la moyenne est inferieure a 1 egalement. 
Maintenant, la derniere somme est le n-ieme nombre harmonique H n . En 
eombinant l'eneadrement Hn - 1 < f(n) < Hn avee l'estimation de Hn 
etablie en page 11, on est conduit a : 

1 
Inn-l < Hn-l-- < f(n) < Hn < Inn+1. 

n 

Ainsi on obtient 1e resultat remarquab1e suivant : alors que le eomportement 
de t(n) est tres irregulier, la moyenne f(n) se comporte magnifiquement. 
f(n) vaut In na 1 pres. 

C 1 2 3 4 5 6 7 8 L 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 
2 1 1 1 1 
3 1 1 
4 1 1 
5 1 
6 1 
7 1 
8 1 

n 12345678 

f(n) 1 ~ ~ 2 2 f lf ~ 
Les premieres valeurs de f( n). 
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mnl mn6 

~-<J 
mn3 mn7 

5. Graphes 

Soit G un graphe fini simple dont l' ensemble de sommets est V et l' en
semble d'aretes est E. Nous avons defini au chapitre 12 le degre d( v) d'un 
sommet v comme le nombre d'aretes qui admettent v pour extrernite. Dans 
I'exemple presente sur la figure ci-contre, les sommets 1,2, ... , 7 sont res
pectivement de degre 3, 2, 4, 3, 3, 2, 3. 

Presque tous les livres traitant de la theorie des graphes commencent par le 
resultat suivant, deja rencontre aux chapitres 12 et 18 : 

L d(v) = 21 E I· (4) 
vEV 

Pour demontrer ce resultat, considerons 8 <;;; V x E, OU 8 est I'ensemble 
des paires (v, e) teIles que v E V soit une extrernite de e E E. En de
nombrant 8 de deux fa90ns differentes, on obtient d'un cote LVEV d( v), 
puisque chaque sommet contribue pour d( v ), et de l' autre cote 21 EI, puisque 
chaque arete a deux extrernites. D 

Aussi simple que paraisse le resultat (4), il a plusieurs consequences impor
tantes. Certaines d' entre e1les seront evoquees dans la suite de notre propos. 
Dans cette partie, nous voudrions mettre en evidence la belle application 
suivante a un probleme de maximum sur les graphes. Voici le probleme: 

Soit G = (V, E) un graphe a n sommets ne comportant pas de 
cycle de longueur4 (note 0 4 ), c'est-a-dire pas de sous-graphe tl. 
Quel est le nombre maximum d'arhes que peut posseder G ? 

A titre d'exemple, le graphe a 5 sommets represente ci-contre ne comporte 
pas de 4-cyc1e et a 6 aretes. Le lecteur peut facilement montrer que, pour 5 
sommets, le nombre maximum d'aretes est 6, et que ce graphe est en fait le 
seul graphe de 5 sommets a 6 aretes qui n'a pas de 4-cyc1e. 

Abordons le probleme general. Soit G un graphe a n sommets sans 4-cyc1e. 
Comme precedemment, on designe par d(u) le degre de u. Soit 8l'en
semble des paires (u, {v, w}) teIles que u soit adjacent a v et a w, avec 
v # w. Denombrons 8 de deux fa90ns differentes. En d'autres termes, 
nous denombrons toutes les situations du type: 

u 

vÄw 
En sommant sur u, on trouve 181 = LUEV (d~U)). D'autre part, chaque 
paire {v, w} a au plus un voisin commun (a cause de la condition 0 4 ). Par 
consequent 181 ~ (;), donc : 

soit encore : 
L d(u? ~ n(n -1) + L d(u) (5) 
uEV uEV 
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Ensuite (c'est typique de ce genre de probleme d'extremum) on applique 
1'inegalite de Cauchy-Schwarz aux deux vecteurs (d( Ul), ... ,d( u n )) et 
(1,1, ... ,1), obtenant ainsi : 

(L d(u)f ~ n L d(U)2, 
uEV uEV 

et par consequent, en utilisant (5) : 

(Ld(U)f ~ n2(n-l)+nL d(u). 
uEV uEV 

En invoquant (4) on trouve : 

soit encore : 

IEI2 - ~IEI- n2 (n4 - 1) ~ 0 

En resolvant 1'equation du second degre correspondante, on est conduit au 
resultat suivant dil a Istvan Reiman. 

Theoreme. Si un graphe G a n sommets ne contient pas de 4-cycle, aZors 

lEI ~ l~(1+J4n-3)J (6) 

Pour n = 5, cela donne I E I ~ 6; le graphe de l' exemple montre que 
I' egalite peut avoir lieu. 

Compter de deux fac;ons differentes a ainsi pennis facilement de trouver 
une borne superieure sur le nombre d' aretes. Mais quelle est la finesse de la 
borne (6) en general? Le bel exemple suivant ([2], [3], [6]) montre que c'est 
presque la meilleure possible. Comme souvent dans de tels problemes, la 
geometrie finie montre la voie. 

La presentation de cet exemple suppose que le lecteur est farnilier avec 
le corps fini 7l..p des entiers modulo un nombre premier p (voir page 20). 
Considerons l' espace vectoriel X = (7l..p ) 3 . On construit a partir de X le 
graphe Gp suivant : les sommets de Gp sont les sous-espaces de dimension 
1 engendres par les vecteurs non nuls de X, [v] := Vectzp {v}, et deux tels 
sous-espaces [v] et [w] sont relies par une arete si : 

(v, w) = Vl Wl + V2W2 + V3W3 = O. 

Notons que le vecteur non nul choisi pour representer le sous-espace n'a 
pas d'importance. Dans le langage de la geometrie, les sommets sont les 
points du plan projectif sur 7l..p et [w] est adjacent a [v] si w se trouve sur 
la droite poZaire de v. 

Par exemple, le graphe G2 n'a pas de 4-cyc1e, contient 9 aretes et atteint 
presque la borne 10 donnee par 1e theoreme. Nous voulons montrer que ce 
resultat se produit pour tout nombre premier p. 

(0,0,1) 

(1,0,0) (1,1,0) (0,1,0) 

Le graphe G 2 : ses sommets sont les 
sept triplets non nuls (x, y, z). 
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Prouvons d'abord que Gp verifie la condition 0 4 • Si [u] est un voisin com
mun a [v] et a [w], u est solution des equations lineaires : 

V1X + V2Y + V3Z = 0 

W1X + W2Y + W3Z = O. 

Puisque v et w sont lineairement independants, l'espace des solutions est 
de dimension 1 et, par consequent, le voisin commun [u] est unique. 

Determinons ensuite le nombre de sommets de Gp • C'est encore un double 
decompte qui conduit au resultat. L' espace X contient p3 - 1 vecteurs non 
nuls. Puisque chaque sous-espace de dimension 1 contient p - 1 vecteurs 

non nuls, X a ~~ll = p2 + P + 1 sous-espaces de dimension 1, c'est-a-dire 

que Gp an = p2 +p+ 1 sommets. De meme, tout sous-espace de dimension 

2 contient p2 - 1 vecteurs non nuls et, par consequent, P:~ll = p + 1 sous
espaces de dimension 1. 

Il reste a determiner le nombre d'aretes dans Gp , ou ce qui est equivalent 
selon (4), a determiner les degres. Par construction de Gp , les sommets 
adjacents a [u] sont les solutions de l'equation : 

(7) 

L' espace des solutions de (7) est un sous-espace de dimension 2 ; il Y a par 
consequentp+ 1 sommets adjacents a u. Cependant, il peut arriverque [u] 
lui-meme soit une solution de (7). Dans ce cas, il y a seulement p sommets 
adjacents a [u]. 
En resume, nous obtenons le resultat suivant : si u se trouve sur la conique 
definie par x2 + y2 + Z2 = 0, alors d([u]) = p, sinon d([u]) = p + 1. 
Il reste donc a trouver le nombre de sous-espaces de dimension 1 sur cette 
conique. Enon\ions un resultat que nous montrerons dans un moment: 

Proposition. L' equation x 2 +y2 + Z2 = 0 a exactement p2 solutions 
(x, y, z) et, par consequent, (en eliminant la solution nulle) Gp a 

exactement ~~ll = P + 1 sammets de degre p. 

A I' aide de ce resultat, completons notre analyse de Gp • Il Y ap+ 1 sommets 
de degre p, donc (p2 + P + 1) - (p + 1) = p2 sommets de degre p + 1. En 
utilisant (4), on trouve : 

lEI 
(p + 1)p p2(p + 1) (p + 1)2p 

2 + 2 = 2 

(P:1)P(1+(2P+1)) = p2:P(1+V4p2+4P+1) 

En posant n = p2 + P + 1, la derniere equation s'ecrit : 

n-1 lEI = -4- (1 + y'4n - 3), 

ce qui est presque en accord avec (6). 
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Maintenant, revenons a la demonstration principale. L' argument suivant est 
une belle application d' algebre lineaire utilisant des matrices symetriques et 
leurs valeurs propres. On retrouve la meme methode au chapitre 39, ce qui 
n'est pas une coincidence : les deux demonstrations sont issues du meme 
article d'Erdos, Renyi et S6s. 

On note comme precedemment les sous-espaces de dimension 1 de X par 
des vecteurs v!, V2, ... , V p 2+p+b deux quelconques d'entre eux etant li
neairement independants. De meme, on peut representer les sous-espaces 
de dimension 2 par le meme ensemble de vecteurs, le sous-ensemble re
presente par u = (Ui, U2, U3) etant l' espace de dimension 2 des solutions 
de 1'equation UiX + U2Y + U3Z = 0 comme dans (7) (il ne s'agit que de 
1'application du principe de dualite de 1'algebre lineaire). Par consequent, 
d'apres (7), le sous-espace de dimension 1 represente par Vi est contenu 
dans le sous-espace de dimension 2 represente par V j, si et seulement si 
(Vi,Vj) = O. 
Considerons maintenant la matrice A = (aij) de dimensions (p2 + P + 1) 
X (p2 + P + 1) definie comme suit : les lignes et les colonnes de A corres
pondent a Vi, ... ,Vp 2+p+i (nous utilisons la meme numerotation pour les 
lignes et les colonnes) et : 

si (Vi, Vj) = 0, 
sinon. 

A est donc une matrice symetrique reelle et aii = 1 si (Vi, Vi) = 0, c'est
a-dire precisement lorsque Vi se trouve sur la conique x 2 + y 2 + z2 = O. 
Ainsi, il ne reste plus qu'a montrer que : 

traceA = p+ 1. 

L' algebre lineaire nous dit que la trace est egale a la somme des valeurs 
propres. Et c'est ici qu'intervient 1'astuce: alors que A semble compliquee, 
la matrice A2 est facile a analyser. Remarquons d'abord les deux resultats 
suivants: 
• toute ligne de A contient exactement p+ 1 fois 1. Cela implique que p+ 1 

est une valeur propre de A, puisque Al = (p + 1)1, Oll 1 est le vecteur 
dont toutes les composantes valent 1 . 

• Etant donnees deux lignes distinctes Vi et Vj il existe exactement une 
colonne ayant un 1 dans les deux lignes (la colonne correspondant a 
l'unique sous-espace engendre par Vi et Vj). 

En utilisant ces resultats, on trouve : 

1 

p+1 
pI + J 

Oll lest la matrice identite et J la matrice dont tous les coefficients sont 
des 1. D'autre part, J a pour valeurs propres p2 + p + 1 (de multiplicite 

0 
1 
1 

A= 1 
0 
0 
0 

1 1 1 0 0 0 
0 1 0 1 0 0 
1 0 0 0 1 0 
0 0 1 0 0 1 
1 0 0 1 0 1 
0 1 0 0 1 1 
0 0 1 1 1 0 

La matrice de G2 . 
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3 

Les triangles de trois couleurs diffe

rentes sont ombres. 

1) et 0 (de multiplicite p2 + p). Par eonsequent, A2 a pour valeurs propres 
p2 + 2p + 1 = (p + 1? de multiplicite 1 et p de multiplicite p2 + p. Puisque 
A est reelle et symetrique, done diagonalisable, A admet la valeur propre 
p + 1 ou -(p + 1) et p2 + P valeurs propres egales a ±JP. D'apres la 
premiere remarque faite preeedemment, la premiere valeur propre doit etre 
p + 1. Supposons que JP ait une multiplicite r et -JP une multiplicite s, 
alors: 

traee A = (p + 1) + rJP - sJP. 
Nous sommes arrives au bout de nos peines: eomme la traee est entiere, on 
doit avoir r = s, done traee A = p + 1. D 

6. Le lemme de Sperner 

En 1912, Luitzen Brouwer a publie son eelebre theoreme du point fixe: 

Toutefonction continue f : B n --+ B n d'une boule de dimension 
n dans elle meme admet un point fixe (c' est-a-dire un point x E 

B n tel que f(x) = x). 

Pour la dimension 1, e'est-a-dire pour un intervalle, ee resultat se deduit fa
eilement du theoreme des valeurs intermediaires, mais pour des dimensions 
plus grandes, la preuve de Brouwer repose sur un raisonnement sophistique. 
Par eonsequent, il fut tres surprenant de voir qu'en 1928 le jeune Emanuel 
Spemer (il avait 23 ans a l'epoque) montre un resultat eombinatoire simple 
a partir duquel on peut etablir le theoreme du point fixe de Brouwer ainsi 
que l'invarianee de la dimension par bijeetion eontinue. Et, que demander 
de plus, le lemme ingenieux de Spemer est assorti d'une preuve egalement 
magnifique : un double deeompte. 

Nous allons etudier le lemme de Spemer et le theoreme de Brouwer qui 
s'en deduit dans le premier eas interessant, eelui de la dimension n = 2. Le 
leeteur ne devrait pas avoir de diffieultes a etendre les demonstrations ades 
dimensions plus grandes en raisonnant par reeurrenee sur la dimension. 

Lemme de Spemer. 
Supposons qu 'un « grand» triangle de sommets V1, V2, V3 soit triangule 
(c' est-a-dire decompose en un nombre fini de « petits » triangles qui s' ajus
tent ensemble arete par arete). 
Supposons que les sommets de la triangulation aient des « couleurs» choi
sies dans l'ensemble {1, 2, 3} teiles que Vi soit de la couleur i (pour tout i) 
et supposons que seules les couleurs i et j soient utilisees pour les sommets 
qui se trouvent le long de I' arete allant de Vi a Vi (pour i #- j), tandis que 
les sommets interieurs peuvent etre colories arbitrairement avec 1, 2 ou 3. 
Alors il doit y avoir dans la triangulation un petit triangle « tricolore », 

c' est-a-dire dont les trais sommets sont de couleurs differentes. 

• Preuve. Nous allons montrer un resultat plus fort: non seulement le 
nombre de triangles trieolores est non nul, mais il est toujours impair. 
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Considerons le graphe dual de la triangulation, mais sans retenir toutes ses 
aretes : on retient seulement ce1les qui coupent une arete du graphe initial 
ayant ses extremites de couleurs (differentes) 1 et 2. On obtient ainsi un 
«graphe dual partiei» dont chaque sommet a pour degre 1 s'il correspond 
a un triangle tricolore, un degre 2 s'il correspond a un triangle dans lesquels 
seules les deux couleurs 1 et 2 apparaissent, et un degre 0 s'il correspond a 
un triangle qui ne presente pas les couleurs 1 et 2. Ainsi, seuls les triangles 
tricolores correspondent aux sommets de degre impair (de degre 1). 

Le sommet du graphe dual qui correspond a l' exterieur de la triangulation 
a un degre impair: en effet, le long de la grande arete de VI a V2 , il Y a 
un nombre impair de changements entre 1 et 2. Dn nombre impair d'aretes 
du graphe dual partiel coupent donc cette grande arete, alors que les autres 
grandes aretes ne peuvent pas avoir les deux couleurs 1 et 2. 

Maintenant, comme le nombre de sommets impairs d'un graphe fini est pair 
(d'apres 1'equation (4)), le nombre de petits triangles ayant trois couleurs 
differentes (qui correspondent aux sommets impairs interieurs du graphe 
dual) est impair. D 

On deduit facilement le theoreme de Brouwer de ce lemme . 

• Preuve du theoreme du point fixe de Brouwer (pour n = 2). Soit ~ 
le triangle de lR.3 de sommets el = (1,0,0), e2 = (0,1,0) et e3 = (0,0,1). 
TI suffit de montrer que toute application continue f : ~ ---+ ~ a un point 
fixe, puisque ~ est homeomorphe a la boule B 2 de dimension 2. 

On note 8(T) la longueur maximale d'une arete d'une triangulation T. On 
peut facilement construire une suite infinie de triangulations Ti, T2, ... de 
~ telle que la suite des diametres maximaux 8(Tk) converge vers O. On 
peut obtenir une telle suite par une construction explicite ou par recurrence, 
en prenant par exemple pour Tk+1 la subdivision barycentrique de Tk. 
Pour chaque triangulation, on definit une 3-coloration de ses sommets v en 
posant A(V) := min{i : f(V)i < Vi}' c'est-a-dire que A(V) est le plus 
petit indice i tel que la i-ieme coordonnee de f ( v) - v soit negative. En 
supposant que f n'a pas de point fixe, une telle definition est valide. Pour 
s'en convaincre, il suffit de remarquer que chaque v E ~ est dans le plan 
Xl + X2 + X3 = 1 et, par consequent, 2:i Vi = 1. Donc si f (v) '" v, 1'une 
au moins des coordonnees de f (v) - v doit etre negative (et 1'une au moins 
doit etre positive). 

Verifions que cette coloration satisfait les hypotheses du lemme de Spemer. 
D'abord, le sommet ei doit recevoir la couleur i, puisque la seule compo
sante negative possible de f(ei) - ei est la i-ieme composante. De plus, 
si v est sur 1'arete opposee de ei, alors Vi = 0, la i-ieme composante de 
f (v) - v n' est pas negative et ainsi v n' est pas de couleur i. 

Le lemme de Spemer permet maintenant d'affirmer qu'il y a dans chaque 
triangulation Tk un triangle tricolore {v k :l, v k :2 , v k :3 } avec A( v k :i ) = i. 
La suite de points (V k :I h;'l ne converge pas necessairement, mais puisque 
le simplexe ~ est compact, il existe une sous-suite de cette suite qui conver
ge. Apres avoir remplace la suite de triangulations Tk par la sous-suite cor-

3 

2 

.... -..0.------
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respondante (eneore designee par 7k pour simplifier) nous pouvons suppo
ser que (V k :1 h eonverge vers un point v E ß. Mais la distanee de V k :2 et 
v k :3 a V k :1 est au plus egale a la longueur de la maille 15(7k), qui eonverge 
vers O. Ainsi, les suites (V k :2 ) et (v k :3 ) eonvergent vers le meme point v. 
Ou se trouve f( v) ? Nous savons que la premiere eoordonnee f( V k :1 ) est 
inferieure a ee1le de V k :1 pour tout k. Puisque fest eontinue, la premiere 
eoordonnee de f(v) est inferieure ou egale a ee1le de v. Le meme raison
nement s'applique pour les deuxieme et troisieme eoordonnees. Par conse
quent, aucune des eoordonnees de f (v) - v n' est positive, ce qui eontredit 
l'hypothese f(v) i- v. D 
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Pavages de rectang les 

Certains theoremes presentent une earaeteristique particuliere : l' enonee est 
elementaire mais la demonstration parait tres diffieile jusqu'a ce que l'on 
ouvre une porte magique et que tout devienne simple et limpide. 

Le resultat suivant, du a Nicolaas de Bruijn, en est un exemple typique. 

Theoreme. Si un rectangle est pave par des rectangles qui pre
sentent tous au moins un eßte de longueur entiere, alors ee reetangle 
presente lui aussi au moins un eßte de longueur entiere. 

Par pavage d'un rectangle R, on entend un reeouvrement de Raraide de 
rectangles Tl, .. . , Tm d'interieurs disjoints eomme on le voit sur la figure 
de droite. 

En fait, de Bruijn ademontre le resultat suivant apropos de la meilleure 

Chapitre 26 

I 

fa90n de ranger des eopies d'un rectangle de dimensions a x b pour pa- Le grand rectangle ades cotes de lon
ver un rectangle de dimensions c x d : si a,b,c et d sont des entiers, alors gueurs respectives 11 et 8.5. 
a et b doivent ehaeun diviser run des deux nombres c et d. Cela resulte 
de l'applieation repetee du theoreme plus general enonee ci-dessus au petit 
rectangle reduit par homothetie d'un faeteur ~ d'une part, puis d'un fae-
teur i d'autre part. Le petit rectangle se retrouve dans ehaque eas avee un 
eote de longueur 1 et done ~ ou ~ doit etre un entier. 

La premiere idee qui vient a l' esprit pour demontrer le theoreme eonsiste 
a proeeder par reeurrenee sur le nombre de petits reetangles. On peut ef
feetivement y parvenir mais il faut faire preuve de beaucoup de soin et la 
demonstration n'est pas un modele d'eleganee. Dans un artic1e tres plai
sant, Stan Wagon passe en revue pas moins de quatorze demonstrations 
differentes. Nous en avons retenu trois; aucune d'entre e1les ne fait appel 
au principe de reeurrenee. La premiere demonstration, due a de Bruijn, uti
lise un ealeul d'analyse partieulierement astucieux. La deuxieme, proposee 
par Riehard Rochberg et Sherrnan Stein, est une version diseretisee de la 
premiere qui devient ainsi eneore plus simple. Cependant, la demonstra
tion la plus remarquable est probablement la troisieme, suggeree par Mike 
Paterson. Elle eonsiste a effeetuer un denombrement de deux manieres dif
ferentes et elle tient presqu'en une ligne. 

Dans la suite, nous supposons que les eotes du grand rectangle R sont res
peetivement paralleles aux axes des abscisses et des ordonnees et que son 
sommet inferieur gauche est plaee sur l'origine (0,0). Les petits rectangles 
Ti ont alors, eux aus si, leurs eotes qui sont paralleles aux axes. 
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JJ J(x,y) = L!! J(x,y) 
R ~ Ti 

Additivite de l' integrale. 

• Premiere demonstration. Soit T un rectangle quelconque du plan, T 
s' etendant entre a et b sur l' axe des abscisses et entre c et d sur l' axe des 
ordonnees. Voici I'astuee de de Bruijn. Considerons I'integrale double sur 
T suivante: 

(1) 

Comme: 

il s'ensuit que l'integrale I est nulle si et seulement si au moins I'un des 

deux faeteurs I: e27rix dx ou Icd e27riy dy est egal a o. 
Nous allons montrer que : 

lb e27rix dx = 0 ~ b - a est un entier. (2) 

Nous aurons alors termine la demonstration. En effet, d'apres la nature du 
pavage (les petits rectangles ont au moins un eöte de longueur entiere), 
ehaque IITi est egal a o. Done, tenant eompte de l'additivite de I'integrale, 
11 Rest nul aussi et done R presente au moins un eöte de longueur entiere. 
11 reste a verifier (2). De : 

27ria 
_e _ (e27ri(b-a) _ 1) 
2Ki ' 

on deduit que : 

Comme e27rix = eos 2KX + i sin 2KX la preeedente equation est equivalente 
a: 

eos2K(b - a) = 1 et sin2K(b - a) = O. 

Or eos x = 1 si et seulement si x est un multiple entier de 2K, il faut et il 
suffit done que b - a E Z (ce qui assure aussi que sin 2K (b - a) = 0). D 



• Deuxieme demonstration. On eolorie le plan a la maniere d'un eehi
quier avee des earres noirs ou blanes de taille ~ x ~, en eommen9ant avee 
un earre noir en (0,0). 
L'hypothese sur le pavage (ehaque petit rectangle a au moins un eote de 
longueur entiere) implique que ehaque rectangle Ti doit contenir autant 
de blane que de noir. Par eonsequent, le grand rectangle R doit, lui aussi, 
contenir autant de blane que de noir. 

Ceci implique que R a un eote de longueur entiere ear sinon on pourrait 
le deeouper en quatre parties, trois d'entre elles ayant un nombre egal de 
blane et de noir, alors que la quatrieme, situee dans le eoin superieur droit, 
ne respeete pas eet equilibre. En effet, si x = a - La J, y = b - L b J, avee 
o < x, Y < 1, la quantite de noir est superieure a la quantite de blane. Cette 
situation est illustree par la figure ci-eontre. D 

• Troisieme demonstration. Soit C l' ensemble des sommets du pavage 
(les eoins) dont les deux eoordonnees sont entieres (ainsi, par exemple, 
(0,0) E C) et soit T 1'ensemble des paves (les petits reetangles) du pa
vage. On forme un graphe biparti G, d'ensemble de sommets CUT, en 
joignant par une arete ehaque eoin c E C a tous les paves dont il est un 
eoin. L'hypothese implique que ehaque pave est rehe a 0, 2 ou 4 eoins dans 
C ear si un eoin de pave est dans C, il en va neeessairement de meme 
pour le eoin qui est son homologue a l' autre bout du eote entier originaire 
de ce sommet. Gest done eonstitue d'un nombre pair d'aretes. Conside
rons maintenant C. Chaque c E C qui n'est pas un eoin de Rest relie a 
un nombre pair de paves. Toutefois, le eoin (0,0) n'est rehe qu'a un seul 
pave. Done il doit exister un autre c E C de degre impair, et eet element c 
ne peut etre qu'un des autres eoins de R. D 

Ces trois preuves peuvent etre tres facilement adaptees pour obtenir une 
version n-dimensionnelle du resultat de de Bruijn : si un parallelepipede 
n-dimensionnel Rest pave par des parallelepipedes ayant ehaeun au moins 
un eote de longueur entiere, alors R presente au moins un eote de longueur 
entiere. 

Nous allons rester en dimension 2 pour la diseussion qui suit et eonsiderer 
un « resultat eompagnon » de eelui de de Bruijn. 11 a ete propose par Max 
Dehn bien des annees plus tot; il semble d'allure similaire mais fait appel 
ades idees tres differentes. 

Theoreme. Un recrangle peur erre pavi par des carris si er seule
ment si les wngueurs de ses cotes sont commensurables (c' est-a-dire 
si le rapport des longueurs de ses cotes est un nombre rationnel). 
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y 
x 

La quantite de noir dans le reetangle 
du eoin est min(x,~) . min(y,~) + 
max(x- ~,O) ·max(y- ~,O),eequi 
est toujours superieur a ~ xy. 

• I · . .--- ............ 
.... ~ .. .. .... .... ........... .. .. 

(1-'-.. - :-<, >-.. -, ----'-,..'0 • .................... 4' ....... :::.... , ,'\ 

'.' \/ 

!ci le graphe biparti Gest represente 
avee des sommets blanes quand ils sont 
dans C, noirs quand ils sont dans T et 
des aretes en pointilles. 
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s p earres 

s-h 
ß q carres 

l t 

fest une applieation Q-lineaire 

si et seulement si : 

f(qlbl + ... + qmbm) = 

ql!(b1 ) + ... + qmf(bm ) 

pour tous qb . .. , qm E Q. 

Designons respeetivement par Cl! et ß les longueurs des eDtes du rectangle 
R ou ~ E Q, e'est-a-dire ~ = ~ avee p, q E N. Posons s := ~ = %' on 
peut alors paver R avee des eopies du earre s x s eomme 1e montre la figure 
ci-eontre. 

Pour demontrer l'implieation reciproque, Max Dehn a eu reeours a un argu
ment elegant qu'i1 avait deja utilise dans sa solution au troisieme probleme 
de Hilbert (voir ehapitre 9). Les articles qu'il redigea a ce propos parurent 
a un an d'intervalle dans les Mathematische Annalen [Annales mathema
tiques] . 

• Preuve. Supposons que Rest pave par des earres qui peuvent etre de 
differentes tailles. Par homotMtie, on peut supposer que Rest un rectangle 
de dimensions a x 1. Supposons que a rt Q et montrons que l' on obtient 
une contradiction. La premiere etape eonsiste a etendre les eDtes des earres 
a toute 1a 10ngueur et a toute la largeur de R, comme indique dans la figure 
suivante. 

---1-...... 
. .. . : ... -

....... __ ... 

1T·······j···r···:······· 
Le quadrillage ainsi obtenu deeompose R en un eertain nombre de petits 
reetangles qui eonstituent un pavage etendu de R. Notons ab a2,"" aM 
les longueurs de leurs eDtes respeetifs (peu importe 1'0rdre d'enumeration) 
et eonsiderons l' ensemble: 

A:= {1,a,al,'" ,aM} C lR. 

Maintenant arrive un peu d'algebre lineaire. Appelons V(A) le Q-espaee 
veetoriel des eombinaisons lineaires a eoefficients rationnels des elements 
de A. Remarquons que V (A) eontient toutes les longueurs des eDtes du 
pavage original puisque ehaeune de ces longueurs s'eerit eomme somme 
de eertains ai. Comme le nombre a n'est pas rationnel, la famine {I, a} est 
libre et on peut la eompleter en une base B de V (A). Eerivons : 

B = {bl = 1, b2 = a, b3 , ... ,bm } . 

Soit f : V(A) --+ lR l'applieation Q-lineaire definie par l'image qu'elle 
donne de la base B : 

f(I):= 1, f(a):= -1, et f(bi ):= 0 pour i ~ 3. 

On adopte alors la definition - non standard! - suivante pour determiner 
« l' aire » d'un rectangle. Pour c, d E V (A) « l' aire » du rectangle c x d est 
definie par : 

aire(C]d) = f(c)f(d). 
c 



On termine alors Ia preuve en trois etapes rapides : 

(1) aire (c=IJd) = aire(C]d) + aire( Od). 
Cl C2 Cl C2 

Cela re suIte immediatement de Ia linearite de f. Un resultat analogue 
s'obtient pour Ies bandes verticales. 

(2) aire(R) = 2: aire( 0 ), ou Ia somme s'etend sur tous Ies earres du 
carres 

pavage. 
Remarquons simplement que, d'apres (1), aire(R) est egal a Ia somme 
des aires de tous Ies petits rectangles du pavage etendu. Comme ehaeun 
de ces rectangles est situe dans un earre du pavage initial et un seuI, on 
voit, toujours par (1), que eette somme est aussi egale au membre de 
droite de (2). 

(3) Par ailleurs, par applieation de Ia definition de« l'aire », on obtient : 

aire(R) = f(a)f(l) = -1, 

alors que pour un earre de eöte t, aire( 0) = f(t)2 ~ 0 et done 
t 

aire(R) = L aire( 0 ) ~ 0, 
carres 

ce qui eonduit a Ia eontradietion reeherehee. D 

Nous reeommandons vivement 1e tres bel artic1e [1] redige par Federieo 
Ardila et Riehard Stan1ey a eeux qui voudraient faire quelques exeursions 
supplementaires dans Ie monde des pavages. 
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« La nouvelle marelle . 
evitez les entiers!» . 



Trois theoremes celebres 
sur les ensembles finis 

Ce chapitre est consacre a un theme fondamental de combinatoire : les pro
prietes et les cardinaux de familIes particulieres F de sous-ensembles d'un 
ensemble fini N = {I, 2, ... , n}. N ous commen\=ons par deux resultats 
c1assiques dans ce domaine: les theoremes de Spemer et d'Erd6s-Ko-Rado. 
Ces deux resultats ont en commun d' avoir ete demontres plusieurs fois et 
d'avoir ouvert un nouveau domaine en theorie combinatoire des ensembles. 
Dans les deux cas, un raisonnement par recurrence semble natureI, mais les 
arguments evoques sont tres differents et vraiment inspires. 

En 1928 Emanuel Spemer s' est pose et a resolu la question suivante : sup
posons que l'on se donne l'ensemble N = {I, 2, ... ,n}. Appelons an
tichafne une familIe F de sous-ensembles de N teIle qu'aucun ensemble 
de F ne contienne un autre ensemble de la familIe F. Quelle est la taille 
maximale d'une antichaine? 11 est c1air que la famille Fk de tous les k
ensembles verifie la propriete d' antichaine avec IFk I = (~). En cherehant 
le maximum des coefficients binomiaux (voir page 12) on voit qu'il y a une 
antichaine de taille (Ln/2j) = maxk (~). Le theoreme de Spemer affirme 
qu'il n'y en n'a pas de plus grande. 

Theoreme 1. La taille maximale d'une antichafne d'un n-ensemble 

est: (Ln/2j) . 

• Preuve. Parmi toutes les preuves, ce1le qui suit, due aLubell, est proba
blement la plus courte et la plus elegante. Soit F une antichaine arbitraire. 
Nous devons montrer que IFI ~ (Ln/2j). La c1e de la preuve consiste a 
considerer des chafnes de sous-ensembles 0 = Co C Cl C C2 C ... C 

Cn = N, Oll ICil = i pour i = 0, ... , n. Combien y a-t-il de chaines? 
11 est c1air que l'on obtient une chaine en ajoutant un par un les elements 
de N. 11 y a donc exactement autant de chaines qu'il y a de permutations 
de N, a savoir n!. Ensuite, etant donne un ensemble A E F deterrninons 
combien de ces chaines contiennent A. C'est encore facile. Pour passer de 
o a A, on doit ajouter les elements de A un par un, et, pour passer de A a 
N, on doit ajouter les elements restants. Ainsi, si A contient k elements, en 
considerant tous ces couples de chaines reliees entre e1les, on voit qu'il y 
a precisement k!(n - k)! chaines de ce type. Notons qu'aucune chaine ne 
peut traverser deux ensembles differents A et B de F, puisque Fest une 
antichaine. 

Pour terrniner la preuve, notons mk le nombre de k-ensembles de F. On a 
IFI = L:~=o mk· On deduit de notre discussion que le nombre de chaines 

Chapitre 27 

Emanuel Spemer 
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On verifie que la famille de tous les ~

ensembles POUf n pair, les deux familles 
de tous les n;-l-ensembles et de tous 1es 

ntl-ensemb1es POUf n impair, sont les 

seules antichaines de taille maximale! 

qui traversent un element de Fest: 

n 

Emkk!(n-k)! 
k=O 

et que eette expression ne peut depasser le nombre n! de toutes les ehaines. 
Par eonsequent : 

~ k!(n- k)! 
Lmk n! 
k=O 

:( 1 ou ~mk 
L():(1. 
k=O ~ 

En rempla<;ant les denorninateurs par le plus grand eoeffieient binornial, on 
obtient: 

e'est 11 dire IFI 

et la demonstration est terrninee. D 

Le deuxieme resultat presente ici est de nature totalement differente. Consi
derons eneore l' ensemble N = {1, ... , n}. On dit qu' une familIe F de 
sous-ensembles est une famille intersectante si deux ensembles quelconques 
de F ont au moins un element eommun. 11 est presque immediat que la 
taille de la plus grande familIe interseetante est 2n - 1. Si A E F, son eom
plementaire AC = N\A a une interseetion vide avee A et ne peut done pas 
etre dans F. Nous eonc1uons qu'une familIe interseetante eontient au plus 
la moitie des 2n sous-ensembles, e'est 11 dire IFI :( 2n - 1. D'autre part, 
en eonsiderant la familIe de tous les ensembles qui eontiennent un element 
fixe, par exemple la famille F 1 de tous les ensembles qui eontiennent 1, on 
voit que I F11 = 2n - 1 ; le probleme est regle. 

Posons maintenant la question suivante : quelle taille peut avoir une familIe 
interseetante F si tous les ensembles de F ont la meme taille k? Nous 
appellerons de teIles familles des k-familles intersectantes. Pour eviter les 
banalites, nous supposons n ;;:, 2k ear sinon deux k-ensembles quelconques 
ont neeessairement une interseetion non vide et il n'y arien 11 prouver. En 
reprenant l'idee preeedente, nous sommes eertains d'obtenir une teIle fa
mille F 1 en eonsiderant tous les k-ensembles qui eontiennent un element 
fixe, par exemple 1. 11 est done c1air que nous obtenons tous les ensembles 
de F 1 en ajoutant 11 1 tous les (k - 1)-sous-ensembles de {2, 3, ... , n}. 
Par eonsequent IF11 = (~=i). Est-il possible de faire rnieux? Le theoreme 
d'Erdos-Ko-Rado affirme que non. 

Theoreme 2. La taille maximale d'une k-famille intersectante dans un n
ensemble est (~=i) lorsque n ;;:, 2k. 

Paul Erdos, Chao Ko et Riehard Rado ont trouve ee resultat en 1938, mais 
il ne fut publie que 23 ans plus tard. Depuis, on en a donne une multitude 
de variantes et de preuves, mais l' argument suivant que l' on doit 11 Gyula 
Katona est partieulierement elegant. 
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• Preuve. La cle de la preuve est le simple lemme suivant qui, a pre
miere vue, semble totalement sans rapport avec le probleme. Considerons 
un cercle C divise par n points en n aretes. Nous appelons are de longueur 
k la reunion de k + 1 points consecutifs et des k aretes situees entre eux. 

Lemme. Soit n ~ 2k et soient t ares distinets Al,"" At de longueur k, 
tels que deux ares queleonques aient une arete eommune. Alors t ~ k. 

Remarquons d'abord que tout point de C est l'extremite d'un arc au plus. 
En effet, si Ai et Aj avaient une extremite commune v, ils devraient partir 
dans des directions differentes (puisqu'ils sont distincts). Cependant, ils 
ne peuvent alors pas avoir une arete en commun puisque n ~ 2k. Fixons 
Al. Comme tout Ai (i ~ 2) a une arete en commun avec Al. l'une des 
extremites de Ai est un point interieur aAl, Puisque ces extremites doivent 
etre distinctes, comme nous venons de le voir, et, puisque Al contient k-l 
points interieurs, il y a au plus k - 1 autres ares, donc au plus kares en 
tout. D 

Poursuivons maintenant la preuve du theoreme d'Erdos-Ko-Rado. Soit F 
une famille k-intersectante. Considerons un cercle C a n points et n aretes 
comme precedemment, considerons une permutation circulaire que1conque 
'Ir = (al, a2, ... ,an) et ecrivons 1es nombres ai a cote des aretes de C dans 
le sens des aiguilles d'une montre. Comptons les ensembles A E F qui ap
paraissent comme k nombres eonsecutifs sur C. Comme Fest une famille 
intersectante, le lemme implique que l' on obtient au plus k ensembles de ce 
type. Puisque cela se produit pour toute permutation circulaire et puisqu'il 
y a (n - I)! permutations circulaires, on obtient par ce procede au plus : 

k(n - I)! 

ensembles de F qui apparaissent comme des elements consecutifs de per
mutations circulaires. Combien de fois compte-t-on un ensemble fixe A E 

F? C' est assez facile : A apparait dans 'Ir si 1es k elements de A appa
raissent consecutivement dans un certain ordre. Par consequent, il yak! 
possibilites d'ecrire A et (n - k)! fagons d'ordonner les elements restants. 
Dn ensemble fixe A apparait donc dans k!(n - k)! permutations circulaires 
exactement ; par consequent : 

k(n - I)! (n - I)! = (n
k 

_- 11) 
IFI ~ k!(n _ k)! = (k - 1)!(n - 1 _ (k _ I))! D 

On peut encore se demander si 1es familles qui contiennent un element fixe 
sont les seules k-familles intersectantes maximales. Ce n'est certainement 
pas vrai pour n = 2k. Par exemple, pour n = 4 et k = 2 la famille 
{I, 2}, {I, 3}, {2, 3} a aussi pour taille (i) = 3. Plus generalement, pour 
n = 2k les k-familles intersectantes les plus grandes sont de taille ~ G) = 

(~=i) et sont composees de la maniere suivante : on considere tous les 
coup1es composes d'une k-partie A et de son complementaire N\A et l'on 
choisit l'une des deux k-parties pour appartenir a la famille. Toutefois, pour 

point arete 

" 

Un cercle C avec n = 6. Les aretes en 
gras dessinent un arc de longueur 3. 

Une familie intersectante pour n = 4, 

k = 2. 
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« Un mariage collectif». 

n > 2k les familles qui contiennent un element fixe sont en fait les seules. 
Le lecteur est invite a essayer de le demontrer lui-meme. 

Venons-en enfin au troisieme resultat qui est probablement le theoreme fon
damentalle plus important de la theorie des ensembles finis, le « theoreme 
du mariage» que Philip Hall ademontre en 1935. Il ouvre la porte a ce 
qui est appele aujourd'hui la theorie du couplage et a une grande variete 
d'applications. Nous traiterons certaines d'entre elles tout au long de cette 
partie. 

Considerons un ensemble fini X et une collection AI, ... ,An de sous
ensembles de X (non necessairement distincts). Nous dirons qu'une suite 
Xl, ... ,Xn est un systeme de repnffsentants distincts (SRD en abrege) de 
{A I, ... , An} si les Xi sont des elements distincts de X et si Xi E Ai pour 
tout i. Bien sur un tel systeme peut tres bien ne pas exister. C'est le cas, par 
exemple, lorsqu'un des ensembles Ai est video Le theoreme de Hall foumit 
une condition pour qu'un SRD existe. 

Avant d'enoncer le resultat, voici l'interpretation humaine qui lui a valu 
le nom folklorique de theoreme du mariage : considerons un ensemble de 
filles {I, ... , n} et un ensemble de gar90ns X. Chaque fois que X E Ai, 
alors une fille i et un gar90n X sont enclins a se marier ; Ai est simplement 
l'ensemble des alliances possibles de la fille i. Un SRD represente ainsi un 
mariage collectif ou chaque fille epouse un gar90n qu'elle aime. 

Revenons aux ensembles, voici le theoreme. 

Theoreme 3. Soit Al, ... ,An une collection de sous-ensembles d'un en
semble fini X. Alors il existe un systeme de representants distincts si et 
seulement si la reunion de m sous-ensembles quelconques Ai contient au 
moins m elements, pour 1 ::;; m ::;; n. 

Il est clair que la condition est necessaire : si m ensembles Ai contiennent 
a eux tous moins de m elements, alors ces m ensembles ne peuvent certai
nement pas etre representes par des elements distincts. Le fait surprenant 
(qui conrere au theoreme son universalite) est que cette condition evidente 
est aussi suffisante. La preuve originale de Hall etait plutöt compliquee ; 
plusieurs nouvelles preuves differentes furent proposees depuis. Celle qui 
semble la plus naturelle est due a Easterfield; elle a ete redecouverte par 
Halmos et Vaughan . 

• Preuve. On procede par recurrence sur n. Pour n = 1, il n'y arien a 
prouver. Soit n > 1; supposons que {A I, ... , An} verifie la condition du 
theoreme (que l'on appelera (H) dans la suite). On dit qu'une collection de 
C ensembles Ai, 1 ::;; C < n, est une famille critique si sa reunion a un 
cardinal egal a C. Deux cas se presentent. 

Cas 1: Il n'y a pas de familIe critique. 

Choisissons un element X E An. Supprimons X de X et considerons la 
collection A~, ... ,A~_l avec A~ = Ai \ {x}. Puisqu'il n'y a pas de familIe 
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critique, la reunion de m ensembles que1conques A; contient au moins m 
elements. Dn simple raisonnement par recurrence sur n montre qu'il existe 
un SRD Xl, ... , Xn-l de {A~, ... , A~_l}' En y adjoignant Xn = X, cela 
fournit un SRD pour la colIection originale. 

Cas 2: Il existe au moins une familIe critique. 

Apres eventuelle reindexation, on peut supposer que {Al,"" At} est une 
famille critique. Alors U~=l Ai = X avec lXI = R. Puisque R < n, on 
deduit par recurrence l'existence d'un SRD pour Al, .. . , Ac, c'est-a-dire 
qu'il existe une fa<;on d'indexer Xl, ... ,Xc de X teIle que Xi E Ai pour 
tout i ~ R. 

Considerons maintenant la colIection restante AC+l , ... ,An et prenons m 
de ces ensembles. Puisque la reunion de Al, ... , Ae et de ces m ensembles 
contient au plus R + m elements par l~ condition (H), les m ensembles 
contiennent au plus m elements hors de X. En d' autres termes, la condition 
(H) est verifiee pour la familIe : 

La recurrence foumit a present un SRD pour AH 1, ... , An qui evite X. En 
lacombinantavec Xl, ... ,Xe on obtient un SRD pourtous les ensembles Ai. 
Comme nous I' avons indique, le theoreme de Hall a ete a I' origine du vaste 
domaine de la theorie du couplage [6]. Parmi les nombreuses variantes et 
ramifications, enon<;ons un resultat particulierement attractif que le lecteur 
est invite a demontrer lui-meme : 

Supposons que les ensembles Al, ... ,An aient tous un cardinal 
k ~ 1 et supposons qu' aucun tHement ne soit contenu dans plus 
de k ensembles. Alors il existe k SRD tels que pour tout i, les k 
representants de Ai soient distincts et forment ainsi l'ensemble 
Ai. 

Dn joli resultat qui devrait ouvrir de nouveaux horizons sur les possibilites 
de mariage. 
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Melanger un jeu de cartes 

Combien de lois laut-il melanger un jeu de cartes pour que I'on 
puisse considerer que fes cartes sont dans un ordre aliatoire ? 

L'etude de processus aleatoires est une chose courante dans la vie quoti
dienne (<< Combien de temps faut-il pour se rendre a l'aeroport aux heures 
de pointe? ») comme en mathematiques. Bien evidemment, si I' on pose les 
questions de maniere pertinente on favorise grandement l' obtention de re
ponses pertinentes a ce type de problemes. Dans I'exemple que nous nous 
proposons d'etudier, en I'occurrence comment bien melanger un jeu de 
cartes, cela consiste : 
• a specifier le nombre de cartes composant le jeu (disons n = 52 cartes); 
• a preciser le procede mis en reuvre pour melanger (nous analyserons une 

methode qui consiste a placer au hasard dans le jeu la carte superieure du 
tas avant de considerer une methode plus realiste et plus efficace consis
tant a melanger le jeu al' americaine) ; 

• a dire precisement ce que l' on entend par « aleatoire » ou «presque alea-
toire» 

Ainsi, notre but dans ce chapitre est-il d'analyser le processus consistant 
a melanger un jeu de cartes en se fondant sur une methode due a Edgar 
N. Gilbert et Claude Shannon (1955, inedit), reprise par Jim Reeds (1981, 
inedit) et qui est presentee dans une etude du statisticien David Aldous et 
du magicien devenu mathematicien Persi Diaconis [1]. Nous n'al1ons pas 
demontrer 1e resultat 1e plus fin se10n 1eque1 il suffit de me1anger 1es cartes 
7 fois a I'americaine pour obtenir un jeu bien melange (c'est-a-dire dans 
lequell'ordre des cartes est presqu'aleatoire) mais nous allons demontrer 
que 12 est un majorant. Nous allons, chemin faisant, decouvrir quelques 
idees extremement brillantes: le concept de critere d'arret, celui de temps 
d'arret, un lemme qui affirrne que le temps d'arret majore la mesure de 
variation totale, le 1emme d'inversion de Reed; ceci nous amenera a inter
preter le fait de melanger des cartes comme un« tri inverse ». La question se 
reduira finalement a deux problemes combinatoires classiques : le probleme 
de la collection de vignettes et le paradoxe des anniversaires. Commens;ons 
donc par etudier ces deux problemes. 

A • 

Chapitre 28 

• V 

La carte de visite de Persi Diaconis alors 
qu'il exerc;ait la profession de magicien. 

Repondant 11 une interview, il avait dit : 

« Si vous dites que vous etes professeur 

11 Stanford, les gens vous considerent 
avec respect. Si vous dites que vous pre

parez des tours de magie, ils refusent de 

vous presenter 11 leur fille ». 
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Le paradoxe des anniversaires 

On considere une assemblee de n personnes prises au hasard - par exemple 
les auditeurs d'un cours ou d'un seminaire. Quelle est la probabilite pour 
que les dates anniversaires de toutes ces personnes soient distinctes ? Avec 
les hypotheses simplificatrices habituelles (365 jours dans l' annee, pas d' ef
fet saisonnier, pas de jumeaux dans l' assemblee) la probabilite est : 

n-1 . 

p( n ) = rr (1 - 3~5)' 
i=l 

valeur qui est inferieure a ~ des que nest superieur ou egal a 23 (c'est 
ce que 1'on a coutume d'appeler «le paradoxe des anniversaires »). Elle 
est inferieur a 0,09 pour n = 42 et vaut exactement 0 pour n > 365 
(conformement au «principe des tiroirs », voir chapitre 25). La formule 
precedente est facile a etablir : si les i premieres personnes considerees ont 
des dates anniversaires distinctes, alors la probabilite pour que la (i + 1)
ieme personne ait encore une date anniversaire distincte des dates du groupe 
des i premieres personnes est 1 - 3~5 puisqu'il reste 365 - i dates libres. 
De maniere analogue, si n boules sont placees independamment et alea
toirement dans K boltes, alors la probabilite qu'aucune boite ne contienne 
plus d'une boule est : 

n-1 . 

p(n,K) rr(l-~). 
i=l 

La collection de vignettes 

Les enfants achetent des vignettes representant des chanteurs celebres (ou 
des joueurs de football) pour completer des albums. Les vignettes sont ven
dues dans des sachets opaques de sorte qu' on ne peut pas savoir au moment 
de 1'achat quelles vignettes on va obtenir (on suppose ici pour simplifier 
qu'un sachet contient une vignette). Si la collection comporte n vignettes 
differentes, combien faut-il acheter de vignettes pour esperer avoir com
plete la collection ? 

De maniere analogue, si l' on tire aleatoirement des boules dans une urne 
contenant n boules indiscernables, et que l'on replace la boule dans l'urne 
apres le tirage (tirage avec remise) et que l'on melange le contenu de l'urne, 
combien de tirages faut-il effectuer en moyenne pour etre certain d'avoir 
extrait de 1'urne chacune des boules au moins une fois ? 

Si l'on a deja reussi a extraire k boules differentes de l'urne, alors la proba
bilite pour qu'apparaisse au tirage suivant une boule deja presente dans la 
liste des k premieres est ~. Ainsi, la probabilite de devoir recourir a exacte
ment s tirages avant d' obtenir une boule distincte des k deja rencontrees est 



(~)S-l(l - ~). Le nombre moyen de tirages que 1'on doit effectuer avant 
d'esperer obtenir une nouvelle boule est donc : 

(k)S-l( k) 1 2:- l--s=--k' 
n n 1--

s~l n 

1e ca1cul etant effectue en s'aidant du resultat evoque ci-contre dans la 
marge. Ainsi, 1e nombre moyen de tirages necessaires pour avoir rencontre 
chacune des boules au moins une fois est : 

n-l 1 n n n n 
2:--k = -+--+ ... +-+- = nHn f'::j nln(n), 
k=O 1 - n n n - 1 2 1 

en s'appuyant sur 1'estimation du n-ieme nombre harmonique H n etablie 
en page 11. La reponse au probleme de la collection de vignettes est donc 
qu'il faut s'attendre a devoir faire a peu pres n In(n) achats de vignettes. 

La majoration que nous allons maintenant etablir concerne 1es cas Oll nous 
aurons besoin de recourir a un nombre de tirages nettement plus eleve que 
n In( n) pour parvenir a nos fins. Si l' on designe par Vn le nombre aleatoire 
de tirages effectues jusqu'a obtenir, pour la premiere fois, au moins une 
fois chaque boule (on vient de voir que 1'esperance de Vn verifie E[Vnl f'::j 

n In( n), alors pour n ;;:, 1 et c ;;:, 0, la probabilite pour que l' on ait besoin 
de plus de m := In In( n) + cn l tirages verifie : 

Prob[Vn > m] ~ e-c . 

En effet, si Ai designe 1'evenement« la boule i n'est pas sortie lors des m 
premiers tirages », alors : 

Prob[UAi ] ~ 2: Prob [Ai] 
i 

n( 1 _ ~) m < ne-m / n ~ e-c . 

Considerons a present un jeu de n cartes. On peut indexer les cartes de 
1 an en fonction de leur ordre d'apparition, de sorte que la carte portant 
le numero 1 est celle qui se trouve en haut de la pile alors que celle por
tant 1e numero n se trouve au bas de la pile. Nous notons desormais Sn 
1e groupe symetrique d'ordre n, c'est-a-dire 1'ensemb1e des permutations 
de {I, ... , n}. MeZanger le jeu de cartes revient a appliquer aleatoirement 
un certain nombre de permutations a l'ordre des cartes. De maniere ideale, 
cela sous-entend que chacune des permutations 'Ir E Sn appliquee a la 
sequence initiale (1,2, ... , n) a la meme probabilite rh d'etre appliquee. 
Ainsi, 1'application d'une permutation transforme 1'ordre des cartes en une 
nouvelle sequence 'Ir = ('Ir(l), 'Ir(2), ... , 'Ir ( n)) parfaitement aleatoire. Tou
tefois, ce n' est pas ce qui se produit dans la pratique. En effet, lorsque l' on 
melange un jeu de cartes, ce sont seulement « certaines » permutations qui 
se produisent, et pas toujours avec la meme probabilite. On melange donc 
plusieurs fois le jeu et on espere qu'a l'issue de ces operations le jeu est au 
moins range dans un ordre que 1'on peut considerer comme« proche» d'un 
ordre aleatoire. 

Melanger un jeu de cartes 209 

LxS - 1(I-x)s = 
s~l 

'" s-l '" s ~x s - ~x s 

LXS(s + 1) - LXss 
s~O 

s~O 

s~O 

1 
1- x' 

ou la derniere egalite s' obtient par som
mation d'une serie geometrique (voir 
page 42). 

Dn petit calcul montre que la fonc
tion x H (1 - ~ rest croissante 
Suf ]1, +oo[ et qu'elle tend vers l/e en 
+00. TI en resulte que (1 - ~r < ~ 
P0uf tout n :::: 1. 
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« La carte superieure est inseree au ha
sard dans le jeu ». 

1 

I~ 
2 I~I 

2 I I 3 I I 
3 I I 4 I I 
4 I I 1 I I 
5 I I 5 I I 

Melanges a partir de la carte du haut de la pile 

On peut melanger unjeu de cartes tres simplement en partant de la carte du 
haut de la pile: le jeu etant range en tas, on prend la carte superieure du tas 
et on 1'insere au hasard dans le reste du jeu a l'une des n places possibles, 
ces places etant equiprobables de probabilite ~. Ainsi, on applique a l' ordre 
initial des cartes une permutation de la forme : 

4-
Ti = (2,3, ... ,i,1,i+1, ... ,n) 

ou 1 :( i :( n. Apres une telle manipulation, l' ordre des cartes ne peut 
etre considere comme aleatoire et 1'on s'attend a ce qu'il soit necessaire de 
recourir a un grand nombre de manipulations de ce type pour parvenir a un 
ordre aleatoire des cartes. Une succession typique de melanges effectues a 
partir de 1'insertion aleatoire de la carte superieure peut ressembier a ce qui 
suit (pour n = 5) : 

3 1\ 2 I-------p- 2 1\ 4 I~ 2 I I 4 I 4 I I 1 I 
4 I I 1 I 1 I I 5 I ... 
1 I I 5 I 5 I I 3 I 
5 I I 3 I 3 I I 2 I 

La question est a present de saVOlr comment on mesure le fait d'avoir ob
tenu un ordre «presqu'aleatoire»? Les probabilistes ont rnis au point la 
« mesure de variation totale» comme une mesure impitoyable du caractere 
aleatoire. On considere la distribution de probabilite sur les n! ordres pos
sibles du jeu, ou, ce qui revient au meme, sur les n! permutations a E Sn 
conduisant a ces ordres. 
Par exemple, la distribution de depart, I, est detinie par : 

I(id) 1, 
1(71') 0, si 71' i=- id, 

et la distribution uniforme U est definie par : 

U(71') = rh, pourtout 71' E Sn· 

La mesure de variation totale entre deux distributions de probabilite Ql et 
Q2 est definie comme : 

IIQl - Q211 := ~ L IQl(71') - Q2(71') I· 
1rE6n 

En posant Qi(S) := 2:1rES Qi(71'), on peut montrer que : 



en tenant compte de 2::" Ql ('Ir) = 2::" Q2 ('Ir) = 1. En effet, la majoration 

est facile a etablir et I'egalite s'obtient en considerant le cas particulier S := 

{'Ir E CSn : Ql('Ir) > Q2('Ir)}.IlestmanifestequeO ~ IIQ1-Q211 ~ 1. 
Dans la suite, « etre presqu' aleatoire » sera interprete comme « etre a petite 
distance (a petite mesure de variation totale) de la distribution uniforme ». 
lei, la distance separant la distribution initiale I et la distribution uniforme 
U est tres proche de 1 : 

III-UII = 1-~. 

Apres insertion aleatoire de la carte superieure dans le tas, les choses ne 
s'ameliorent pas beaucoup : 

IITop - UII = 1- (n~l)!' 

La distribution de probabilite sur CS n que l'on obtient apres avoir repete k 
fois une insertion aleatoire de la carte superieure sera noMe TOp*k. La ques
tion est de savoir comment se comporte IITop*k - U Illorsque k augmente, 
c'est-a-dire au fur et a mesure que I'on melange le jeu. Que se passe-t-il 
pour d' autres fa~ons de melanger? La theorie generale (en particulier, les 
chaines de Markov sur les groupes finis; voir, par exemple, Behrends [3]) 
etablit que pour des grandes valeurs de k la distance (de variation totale) 
d(k) := IITop*k - UII tend vers 0 exponentiellement. Cependant, cette 
theorie ne rend pas compte du phenomene de « coupure » que l' on observe 
en pratique : apres un certain nombre ko d' operations, d( k) decroit rapide
ment vers O. La representation graphique presentee dans la marge illustre 
ce phenomene. 

eritere d'arret uniforme fort 

L'etonnant critere d'arret «uniforme fort» tel qu'il a ete introduit par AI
dous et Diaconis permet de transcrire les notions essentielles. Imaginons 
qu'un directeur de casino observe attentivement I'operation consistant a 
melanger les cartes et qu' il note les permutations appliquees au jeu a chaque 
etape de sorte qu'il puisse dire« ON ARRETE ! » apres un certain nombre 
d'etapes dependant des permutations qu'il a vues. Il disposerait ainsi d'un 
«critere d'arret» permettant d'interrompre le melange des cartes. Un tel 
critere ne doit dependre que des operations effectuees (aleatoirement) sur 
le jeu. Le critere d'arret est dit uniforme fort si la condition suivante est 
satisfaite pour tout k ;;:, 0 : 

Si le processus est interrompu apres exactement k eta pes, aZoTS les per
mutations associees al'ordre potentiel des cartes (resultat des k etapes) 
ont une distribution (exactement) uniforme. 

Soit T le nombre d'etapes executees jusqu'a ce que le critere d'arret se 
declenche et soit X k la permutation de CS n associee a I'ordre dans lequel 
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Pour les joueurs de cartes, la ques
tion n' est pas « a combien precisement 
se trouve-t-on de la distribution uni
forme apres avoir melange un million 
de fois ? » mais «est-ce que sept me
langes suffisent ? ». 

(Aldous & Diaconis [1]) 

I d(k) 

1~ 
~ ______ ~ __ +--2~======-~ 

ko 

Probabilites conditionnelles 
La probabilite conditionnelle 

Prob[AI B] 

designe la probabilite de I' evene
ment A sous la condition que I' eve
nement B se realise. C' est aus si la 
probabilite que les deux evenements 
se realisent divisee par la probabilite 
que B se realise : 

Prob[A I B] = Prob[A /\ B] 
Prob[B] 
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1 2 I~I 
2 3 I I 
3 4 

se trouve le jeu de eartes apres la k-ieme operation de melange. T et X k 

sont des variables aleatoires et le eritere d'arret est uniforme fort si pour 
toutes les valeurs possibles de k : 

Prob[Xk = 'Ir I T = k] 
1 

n! 
pour tout 'Ir E Sn. 

Cette expression est remarquable et utile a trois titres. 
1. Elle prouve que des eriteres d' arret uniforme forts existent; ils peuvent 

meme etre tres simples dans eertains eas. 
2. Les eas en question peuvent etre analyses : Prob[T > k] eonduit souvent 

a des problemes eombinatoires simples. 
3. Le resultat preeedent eonduit a des bornes superieures sur des distanees 

du type d(k) = IITop*k - UII. 
Par exemple, le proeede eonsistant a inserer la earte superieure dans le jeu 
admet eomme eritere d' arret uniforme fort : 

«ARRETER des que la earte du bas de la pile (eelle numerotee n) 
est a son tour inseree dans le tas pour la premiere fois » 

En effet, si 1'on suit la position de la n-ieme earte au fur et a mesure des 
operations : 

3 2 2 4 

2 

4 

2 

Tl T2 

on eonstate que tout au long du proeessus, 1'ordre des eartes situees au
dessous de eette earte obeit a une loi uniforme. Ainsi, lorsque la n-ieme 
earte a atteint le sommet de la pile et qu'elle va etre inseree au hasard dans 
le jeu, tout l' ordre de tout le tas obeit a une loi uniforme. On ne eonnait pas 
precisement le moment ou eet evenement se produit (seulle direeteur du 
casino le sait). 

Designons par Ti la variable aleatoire qui deeompte le nombre d' operations 
de melange effeetuees avant que pour la premiere fois i eartes reposent sous 
la earte numero n (eelle qui etait initialement au bas de la pile). Il nous faut 
ealeuler la distribution de : 

Chaque terme de la somme eorrespond a un probleme de eolleetion de vi
gnettes : Ti - Ti- 1 indique le nombre d'operations qui ont ete effeetuees 
avant que la earte du haut de la pile n'atteigne 1'une des i plaees possibles 
se trouvant en-dessous de la earte numero n. C'est done aussi le nombre 
d'aehats effeetues pour que la eolleetion de vignettes passe de la (n - i)
ieme image a la (n - i + 1) -ieme. Soit Vi le nombres de vignettes aehetees 
jusqu'a obtention de i vignettes distinetes. Alors : 



et nous avons vu que Prob[Ti - Ti- 1 = j] = PrOb[Vn-i+1 - Vn-i = j] 
pour tout i et tout j. Ainsi, le probleme de la collection de vignettes et 
l'operation consistant a melanger unjeu de cartes (en plac;ant la carte supe
rieure au hasard dans le jeu) conduisent aux memes sequences de processus 
aleatoires independants (ils different en ce qu'ils se produisent en ordre in
verse l'un de l'autre). Le declenchement du critere d'arret uniforme fort 
pour melanger les cartes ne necessitera donc plus de k = In ln( n) + cn l 
etapes qu'avec la probabilite: 

Cela signifie qu'apres k = In ln(n) + cn l etapes, le jeu de cartes est« bien 
melange» puisqu'il verifie : 

d'apres le lemme, simple mais essentiel, qui suit. 

Lemme. Soit Q : Sn --+ JE. une distribution de probabilite quelconque 
definissant un prodde Q*k pour melanger les cartes avec un critere d' arret 
uniforme fort de temps d' arret T. Alors, pour tout k ~ 0, 

• Preuve. Si X est une variable aleatoire a valeurs dans Sn, dont la distri
bution de probabilite est Q, on ecrit Q(S) pour designer la probabilite que 
X prenne une valeur dans S <;;; Sn. En d'autres termes, Q(S) = Prob[X E 

S], et dans le cas de la distribution uniforme Q = U on trouve : 

U(S) = Prob [X E sj = I~I. 
n. 

Pour chaque sous-ensemble S <;;; Sn, on obtient la probabilite que le jeu 
de cartes soit ordonne selon une certaine permutation S de la maniere sui
vante: 

Q*k(S) = Prob[Xk ES] 

LProb[Xk E S 1\ T = j] + Prob[Xk E S 1\ T> k] 
j';'k 

L U(S) Prob[T = j] + Prob[Xk E SI T > k] . Prob[T > k] 
j';'k 

U(S) (1 - Prob[T > k]) + Prob[Xk E SI T > k] . Prob[T > k] 
U(S) + (Prob[Xk E SI T > k]- U(S)) . Prob[T > klo 

On en tire: 
IQ*k(S) - U(S)I ,;,; Prob[T> k] 

puisque la quantite : 

Prob[Xk E SI T > k] - U(S) 
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« Melange ii l' americaine ». 

est obtenue comme difference de deux probabilites si bien qu'elle est de 
valeur absolue inferieure a 1. D 

Ace stade nous avons termine I'analyse de la procedure consistant a me
langer un jeu de cartes en inserant la carte superieure au hasard dans le 
jeu: nous avons etabli une majoration du nombre d'iterations du procede 
necessaires pour que l' ordre du jeu puisse etre considere comme aleatoire. 

Theoreme 1. Soit c ;? 0 et k := In In( n) +cn l. Alors apres k iterations du 
procede de melange Ci partir de la carte du haut, la distance (de variation 
totale) entre le resultat et la distribution uniforme verifie : 

On peut aussi montrer que la distance d(k) reste grande si I'on un nombre 
d'iterations k nettement inferieur a n In( n) parce qu'un nombre inferieur de 
melanges ne permet pas de defaire l' ordre initial sur les cartes appartenant 
a la partie inferieure du tas. 

Bien sill, melanger un jeu de cartes selon le procede que nous avons etudie 
dans cette partie, c'est-a-dire en pla9ant la carte superieure au hasard dans 
le tas, est un procede extremement inefficace. Il faudrait, en effet, repeter 
le procede n ln( n) f'::j 205 fois pour qu'un jeu de n = 52 cartes puisse etre 
considere comme convenablement melange. Nous nous interessons donc 
desormais a un procede pour melanger les cartes qui soit plus efficace et 
plus realiste. 

Melange a l'americaine 

Melangerunjeu a l'americaine 1 consiste a separer le jeu en deux paquets et 
a entrelacer les cartes des deux paquets selon un motif irregulier. A cet effet, 
chaque paquet est tenu par les extremites a I'aide des pouces a I'interieur 
et des majeurs a I'exterieur. Les index sont sur le dessus des paquets et 
plaquent les paquets sur la table de jeu. Les pouces soulevent et effeuillent 
simultanement les deux paquets. Les deux paquets s'entrecroisent. Pour 
terminer le melange, les paquets sont pousses I'un vers I'autre pour ne plus 
former qu'un seul tas. 

Un melange a I'americaine effectue un certain nombre de permutations sur 
les cartes du paquet. On considere que les cartes du paquet sont numerotees 
de 1 a n, 1 etant le numero de la carte du haut du paquet. Les melanges a 
I'americaine correspondent exactement aux permutations Ir E Sn teIles 
que la sequence : 

puisse se decomposer en deux sous-sequences croissantes entrelacees (sauf 
dans le cas de la permutation identite ou I'on n'a qu'une sequence). Il y a 

1. N.d.T. : le «melange 11 l'arnericaine », appele riffle shuffle en anglais (litt6ralement 
« melange rnitraillette »), probablement 11 cause du bruit que font les cartes pendant I' operation, 
est aussi connu en fran9ais sous le nom de « melange 11 la queue d' aronde ». 



exactement 2n - n fa<;ons de proceder a un melange a l' americaine pour un 
jeu de n cartes. 

01 1 I 01 I 01 1 
01 I 1 

01 I~ 
2 

11 2 

IX 

3 

11 3 I~ 11 4 

11 4 I 11 3 01 2 
11 I 11 5 I 4 11 5 
11 5 I 

En fait, si le paquet est coupe de sorte que les t cartes de dessus sont tenues 
dans la main droite (0 ::;; t ::;; n) et les n - t cartes de I'autre paquet sont 
tenues dans la main gauche, alors il y a (~) fa<;ons d'entrelacer les deux 
paquets, chacune d'elle engendrant une permutation distincte - a ceci pres 
que pour chaque valeur de t il est possible que l' on obtienne la pemmtation 
identite. 

A ce stade, il n'est pas evident de savoir quelle distribution de probabi
lite il convient de plaquer sur le melange a I'americaine. Il n'y a pas de 
reponse unique dans la mesure OU, par exemple, les joueurs amateurs ne 
vont pas proceder de la meme fa<;on que des croupiers professionnels. Ce
pendant, le modele suivant, propose en premier par Edgar N. Gilbert and 
Claude Shannon en 1955 (a I'epoque membre du legendaire departement de 
«mathematiques des communications» des Bell Labs) presente plusieurs 
avantages: 
• il est elegant, simple et parait natureI; 
• il modelise tres bien la maniere dont un amateur va proceder a un me-

lange a l' americaine ; 
• et nous avons une chance de pouvoir I'analyser. 
Voici trois descriptions qui caracterisent la meme distribution de probabilite 
Rif sur Sn: 

1. Rif: Sn --+ lR est definie par : 

{ 

n2;;1 si 'Ir = id, 

Rif('Ir):= 021,. si 'Ir consiste en deux sequences croissantes, 

sinon. 

2. Couper le jeu de sorte que le premier paquet contienne t cartes avec 
une probabilite 21,. (~), prendre ce paquet dans la main droite et prendre 
I' autre paquet dans la main gauche. A present, considerant que l' on a r 
cartes dans la main droite et C cartes dans la main gauche, faire tomber 
la carte du bas du tas tenu en main droite avec une probabilite r~f et 

la carte du bas du tas tenu en main gauche avec une probabilite r!f. 
Recommencer. 

3. Un melange inverse consiste a prendre un sous-ensemble des cartes du 
jeu, ales extraire du jeu et ales poser au-dessus du paquet restant, tout 
en conservant l' ordre relatif de chaque paquet. Un tel rearrangement du 
jeu est caracterise par le sous-ensemble choisi, on considere que tous 
les sous-ensembles sont equiprobables. 

Melangerunjeudecartes 215 

Les melanges a l' americaine inverses 
correspondent aux permutations telles 
que la sequence 7r = (7r(1), ... ,7r(n)) 
soit croissante al' exception d'une « de
croissance » (seule la permutation iden
tite ne presente pas de decroissance). 
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De maniere equivalente, on peut affecter de maniere aleatoire et inde
pendante, une etiquette 0 ou 1 a chaque carte avec la probabilite ~ et 
choisir de deplacer les cartes auxquelles on a affecte un 0 vers le haut 
du paquet. 

On verifie assez facilement que ces trois fa\(ons de proceder conduisent aux 
memes distributions de probabilite. Pour (1) ~ (3), il suffit d'observer 
que l' on obtient la permutation identite chaque fois que les cartes affectees 
d'un 0 sont au-dessus des cartes qui sont affectees d'un 1. 

On vient de definir le modele, il faut maintenant l'analyser. Combien de 
fois faut-il repeter le melange a l'americaine pour obtenir un resultat pres
qu'aleatoire? Nous n'allons pas etablir le resultat optimal mais allons tout 
de meme trouver une reponse assez precise en combinant trois arguments : 
(1) on va analyser les melanges inverses plutot que les melanges a 1'ame-

ricaine directs ; 
(2) on va etablir un critere d'arret uniforme fort pour les melanges in

verses; 
(3) on montre que la cle de l'analyse des melanges inverses est fournie par 

le paradoxe des anniversaires. 

Theoreme 2. Apres avoir execute k melanges a l' americaine sur un jeu de 
n cartes, la distance de variation totale verifie " 

• Preuve. 
(1) TI est possible d'analyser les melanges inverses et on peut essayer de 
voir a quelle vitesse ils font passer de la distribution initiale a une dis
tribution proche de la distribution uniforme. Les melanges a l' americaine 
inverses correspondent a la distribution de probabilite definie par Rif (7r) := 
Rif(7r- 1 ). 

Toute permutation admet une unique inverse et U(7r) = U(7r- 1 ), ce qui 
permet d'ecrire : 

C'est ce qu'on appelle le lemme d'inversion de Reed. 

(2) A l'occasion d'un melange inverse, chaque carte se voit affectee d'un 0 
ou d'un 1: 

0 ~1 --1 ~1 °FI ==1 ~1 ~I -1--~ 
01 4 I~ol 4 lxii 2 
11 2 I~ ~. ~3~ 
11 3 I 11 2 I :=1 =4~ 
11 5 I 11 3 I :=1 =5~ 

11 5 I 



Si l'on peut se souvenir des valeurs affectees 11 chaque carte - disons, en 
les ecrivant sur la carte -, alors, apres k operations de melange inverse, 
chaque carte s'est vu affecter une chaine de k chiffres (0 ou 1). Nous choi
sissons alors le critere d' arret suivant : 

« ARRETER des que toutes les cartes ont des chaines distinctes. » 

Lorsque cela se produit, les cartes du jeu sont trü1es en fonction des nombres 
binaires bkbk-l ... b2 bt, OU bi est le bit que la carte a collecte au moment 
du i-ieme melange inverse. Comme ces bits sont parfaitement aleatoires et 
independants, le critere d'arret est uniforme fort. 

Dans l' exemple suivant, pour n = 5 cartes, on a besoin de recourir 11 T = 3 
melanges inverses avant de s' arreter : 

0001 4 001 4 01 1 I 1 

0011 2 I 011 2 01 4 I I 2 

0101 1 I -<E------- Oll 5 I -<E------- 11 2 I-<E-------I 3 

1011 5 1 101 1 1 11 3 1 I 4 

1111 3 I 111 3 I 11 5 I I 5 

(3) Le temps T requis par le critere d'arret est distribue selon le paradoxe 
des anniversaires pour K = 2k • On place deux cartes dans une meme boHe 
si elles ont la meme etiquette bkbk-l ... b2 b1 E {O, 1 }k. Il Y a donc K = 2k 

boHes et la probabilite pour qu'une bolte rec,:oive plus d'une carte est: 

Prob[T> k] = 1 - TI (1 - ;k) , 
et, comme nous I'avons VU, cette quantite majore la mesure de variation 

totale IIRif*k - UII = 11 Rif*k - UII. D 

Finalement, combien de fois faut-il melanger le jeu? Pour de grandes va
leurs de n, on aura besoin de melanger plus de k = 2ln2 (n) fois. En effet, 
en posant k := 2ln2 (cn) ou C ) 1, on trouve (apres quelques calculs 

d'analyse elementaire) que P[T > k] R;j 1 - e-~ R;j 2~2' 
Plus precisement, pour n = 52 cartes, la majorante du theoreme 2 verifie 
d(lO) :( 0.73, d(12) :( 0.28, d(14) :( 0.08, si bien que k = 12 conduit 11 
un processus «suffisamment aleatoire ». Cependant, on ne procede jamais 
11 12 operations de melange« dans la pratique» ! En fait, il n'est pas neces
saire d'en faire autant, comme le montre une analyse plus precise (dont les 
resultats sont presentes dans la marge). L'analyse des melanges 11 I'ameri
caine fait encore aujourd'hui I'objet de debats, notamment pour savoir ce 
qui constitue une bonne mesure de ce qui peut etre considere comme « suf
fisamment aleatoire ». Diaconis [4] est une bonne introduction aux recents 
developpements concemant cette question. 

Apres trois melanges 11 l' americaine, un jeu de cartes trie peut paraitre bien 
melange mais il ne I'est pas du tout. Martin Gardner [5] (chapitre 7) decrit 
un certain nombre de tours de cartes etonnants qui exploitent l' ordre cache 
du jeu de cartes. 
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k d(k) 
1 1.000 
2 1.000 
3 1.000 
4 1.000 
5 0.952 
6 0.614 
7 0.334 
8 0.167 
9 0.085 

10 0.043 
La mesure de variation totale apres k 
melanges a l'americaine, d'apres [2]. 

11·d~~) .. 
." 

0. . ...•. 
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« Suffisamment aleatoire ? » 
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Chemins dans les treillis 
et determ i nants 

L' essence meme des mathematiques consiste a demontrer des theoremes 
et c'est bien ce que font les mathematiciens : ils demontrent des theo
remes. Toutefois, a dire vrai, ce qu'ils aimeraient vraiment faire une fois 
dans leur vie, c'est demontrer un lemme, comme le lemme de Fatou en ana
lyse, le lemme de Gauss en theorie des nombres, ou le lemme de Burnside
Frobenius en combinatoire. 
Mais qu'est-ce qui fait d'une assertion mathematique un lemme celebre? 
D'abord, elle doit etre applicable a une grande variete de situations ainsi 
qu' a des problemes apparemment sans rapport. Ensuite, 1e resultat doit etre, 
une fois qu'on l'a compris, tout a fait evident, la reaction du lecteur etant 
de l'ordre de la jalousie : pourquoi n'ai-je pas remarque cela avant? Enfin, 
sur un plan esthetique, le lemme, et particulierement sa demonstration, doit 
etre beau! 

Nous exarninons dans ce chapitre une de ces merveilles du raisonnement 
mathematique, le lemme d'Ira Gessel et Gerard Viennot, devenu classique 
en enumeration combinatoire depuis sa parution en 1985. Une version si
milaire avait ete obtenue auparavant par Bemt Lindström. 

Le point de depart se trouve dans la representation habituelle du determi
nant d'une matrice en termes de permutations. Soit M = (mij) une matrice 
reelle n x n. Alors : 

det M = L c( 0-) mla(l) m2a(2) ... mna(n) (1) 

OU (J" parcourt toutes les permutations de I' ensemble {1, 2, ... , n} et ou la 
signature c( (J") de (J" est 1 ou -1 selon que (J" est un produit pair ou impair 
de transpositions . 

Passons maintenant aux graphes, plus precisement aux graphes bipanis 
orientes et ponderes. Representons les lignes de M par les sommets Ab 
... , An et les colonnes par les sommets B b ... , B n. Etant donnee une 
paire (i, j), on trace un arc de Ai vers B j et en lui attribuant le poids mij, 
comme indique sur la figure. 
Voici l'interpretation de la formule (1) en termes de graphes: 
• Le membre gauche est le determinant de la matrice-chemin M, dont le 

coefficient (i, j) est 1e poids de l 'unique chemin oriente de Ai vers B j . 

• Le membre droit est la somme ponderee (signee) sur tous les systemes de 
cheminsasommetsdisjoints deA = {Al, ... , An} aß = {Bl , .. . , B n}. 
Un tel systeme Pa est determine par les chemins : 

Al ---+ Ba(l), ... ,An ---+ Ba(n) , 

Chapitre 29 
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Un graphe orienre acyclique. 

et le poids du systeme de chemins Pa est le produit des poids de chaque 
chemin : 

w(Pa) = w(Al ---+ Ba(l)) ... w(An ---+ Ba(n))' 

Avec cette interpretation, (1) se lit : 

detM = Lc(O')w(Pa). 

Quel est 1e resultat de Gessel et Viennot? C'est la generalisation naturelle 
de (1) d'un graphe biparti a un graphe que1conque. C'est precisement cette 
caracteristique qui ouvre un charnp d'application aussi large a ce lemme. 
En outre, sa preuve est prodigieusement simple et elegante. 

Reunissons d'abord 1es notions necessaires. On se donne un graphe fini 
oriente acyclique G = (V, E), le terme acyclique signifiant qu'il n'y a pas 
de cycles orientes dans G. En particulier, il n'y a qu'un nombre fini de 
chemins orientes entre deux sommets A et B ; on compte tous les chemins 
triviaux A ---+ Ade longueur O. Chaque arete e porte un poids w(e). Si P 
est un chemin oriente de Avers B, brievement note P : A ---+ B, on definit 
le poids de P par : 

w(P) := rr w(e), 
eEP 

qui verifie par definition w(P) = 1 si Pest un chemin de longueur O. 

Soient maintenant A = {Al, ... ,An} et B = {Bl, ... ,Bn} deux en
sembles de n sommets, A et B n'etant pas necessairement disjoints. Asso
cions a A et B la matrice chemin M = (mij) definie par : 

L w(P). 
P:Ai-+B j 

Un systeme de chemins P de Avers Best la donnee d'une permutation 0' et 
de n chemins Pi : Ai ---+ Ba(i)' ou i = 1, ... , n. On notera c(P) = c( 0'). 
Le poids de Pest le produit des poids des chemins : 

n 

w(P) = rr w(Pi ), (2) 
i=l 

c'est-a-dire le produit des poids de toutes les aretes du systeme de chemins. 

Enfin on dit que le systeme de chemins P = (Pt, . .. , Pn ) est a sommets 
dis joints si deux chemins de P n'ont aucun sommet commun. 

Lemme. Soit G = (V, E) un graphe acyclique fini oriente et pondere, 
A = {Al,"" An} et B = {Bl , ... , B n} deux ensembles de n sommets, 
et M la matrice des chemins de Avers B. Alors " 

detM 
P, systeme de chemins 

asommets disjoints 

c(P) w(P). (3) 
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• Preuve. Le terme c( 0") mla(l) ... mna(n) dans det(M) peut s'eerire : 

En sommant sur 0" on deduit immediatement de (2) que : 

det M = L c(P) w(P) 
P 

ou P pareourt tous les systemes de ehemins de Avers B (a sommets dis
joints ou non). Par eonsequent, pour arriver a (3), nous devons simplement 
montrer que : 

L c(P)w(P) = 0, (4) 
PEN 

ou Nest l' ensemble de tous les systemes de ehemins qui ne sont pas a som
mets disjoints. L'argument est d'une rare beaute: on exhibe une involution 
'Ir : N --+ N (sans point fixe) teIle que pour P et 'lrP 

w('lrP) = w(P) et c( 'lrP) = -c( P) 

TI est c1air que ee resultat implique (4) et done la formule (3) du lemme. 

L'involution 'Ir est definie tres naturellement. Soit P E N avee Pi : Ai --+ A io 
Ba(i). Par definition, eertaines paires de ehemins ont un sommet eommun. 
• Soit io l'indice minimum tel que Pio partage des sommets avee un autre 

ehemin. 
• Soit X 1e premier sommet eommun de ee type sur le ehemin Pio . 

• Soit jo l'indiee minimum (jo > io) tel que Pjo ait le sommet X en 
eommun avee Pio . 

Construisons maintenant le nouveau systeme 'lrP = (P{, ... , P~) de la 
maniere suivante. 
• On pose P~ = Pk pour tous k i- io, jo. 
• Le nouveau ehemin PIo va de A io a X le long de Pio ; il eontinue ensuite 

vers Ba(jo) le long de P jo . De meme, Pio va de A jo a X le long de P jo 

et eontinue vers Ba (io) le long de Pio . 

TI est c1air que 'Ir('lrP) = P, puisque l'indice io, le sommet X et l'indice 
jo sont les memes qu'auparavant. En d'autres termes, en appliquant 'Ir deux 
fois, on revient aux anciens ehemins Pi. Ensuite, puisque 'lrP et P utilisent 
exaetement les memes aretes, on a w('lrP) = w(P). Finalement, puisque 
la nouvelle permutation 0"' est obtenue en multipliant 0" par la transposition 
(io,jo),onac('lrP) = -c(P). D 

Le lemme de Gessel-Viennot permet de retrouver toutes les proprietes fon
damentales des determinants, simplement en etudiant les graphes appro
pries. Considerons un exemple particulierement frappant, la formule de 
Binet-Cauehy, qui donne une generalisation tres utile de la regle du pro
duit pour les determinants. 
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Ai 

qlj 

1 
1 1 
121 
133 1 
1 4 6 4 1 
1 5 10 10 5 1 
1 6 15 20 15 6 1 

Es. 

1 7 21 35 35 21 7 1 

b=4 

Theoreme. Si Pest une matrice (r x s) et Q une matrice (s x r), r ~ s, 
aZors: 

det(PQ) = ~)detPz)(detQz), 
z 

OU P z est Za sous-matrice (r x r) de P dont Zes coZonnes sont definies par Z 
et Qz, Za sous-matrice (r x r) de Q constituee des lignes correspondantes 
Z. 

• Preuve. Comme precedemment, faisons correspondre a P le graphe bi
parti sur A et B, et, de meme, faisons correspondre a Q le graphe biparti sur 
B et C. Considerons maintenant 1e graphe concatene represente sur la figure 
de gauche; observons que 1e coefficient mij de la matrice des chemins M 
de Avers C est exactement mij = L; k Pik qkj. On a donc M = PQ. 

Puisque les systemes de chemins asommets disjoints de Avers C dans 1e 
graphe concatene correspondent aux paires de systemes de Avers Z et de 
Z vers C, le resultat se deduit immediatement du lemme, en remarquant 
que E( (n) = c( U).E( T). D 

Le lemme de Gessel-Viennot est aussi la source d'un grand nombre de re
sultats qui relient des deterrninants ades proprietes enumeratives. La recette 
est toujours la meme : on interprete la matrice M comme une matrice de 
chemins et on essaie de calcu1er le membre droit de (3). En guise d'illus
tration, nous allons considerer le probleme initialement etudie par Gessel 
et Viennot, qui les a conduits a leur lemme : 

Soient al < a2 < ... < an et bl < b2 < ... < bn deux ensembles 
d'entiers natureis. On veut calculer le determinant de la matrice 
M = (IDij), ou mij est le coefficient binomial (:;). 

En d'autres termes, Gessel et Viennot etudiaient les deterrninants de ma
trices carrees arbitraires extraites du triang1e de Pascal. Par exemple : 

(
m 

det (i) 
(~) 

1 
4 
20 X) 

est defini par les coefficients du triangle de Pascal ecrits en gras dans la 
marge. 

Avant de donner la solution du probleme, rappeions un resultat bien connu 
qui relie les coefficients binomiaux aux chemins dans les treillis. Conside
rons un treillis a x b comme celui represente ci-contre. Alors, si les seuls 
pas autorises pour les chemins sont ceux qui vont vers le haut (nord) et vers 
la droite (est), 1e nombre de chemins allant du coin inferieur gauche au coin 
superieur droit est (a!b). 
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La demonstration de ee resultat est faeile : ehaque ehemin est eompose 
d'une suite arbitraire de b pas vers l'est et a pas vers le nord; il peut done 
etre eode par une suite de la forme NENEEEN, eomposee de a + b Iettres, 
a N et b E. Le nombre de teIles ehaines est Ie nombre de fa,<ons de ehoisir 
a positions de lettres N sur un total de a + b positions, e'est done (a!b) = 
(atb). 

Exarninons maintenant la figure de representee ei-eontre,ou Ai est le point 
(0, -ai) et B j le point (b j , -bj ). 

Le nombre de ehemins qui vont de Ai a B j Suf eette grille (et qui n'utilisent 
que des pas vers le nord et vers l'est) est, d'apres ee que nous venons de 
voir (bj+(~,-bj») = (~i). En d'autres termes, la matriee de eoefficients bi-

J J 

nomiaux M est exaetement la matriee des ehemins de A a B dans le graphe 
de treillis oriente dont toutes les aretes ont un poids egal a 1, et dont toutes 
les aretes sont orientees vers le nord ou vers l'est. Par eonsequent, P0uf eal
euler det M nous pouvons appliquer le lemme de Gessel-Viennot. Un peu 
d'attention montre que ehaque systeme de ehemins asommets disjoints P 
de A a B doit etre eompose de ehemins Pi : Ai --+ Bi P0uf tout i. Ainsi, 
la seuIe permutation possible est l'identite, dont le signe est 1, et nous ob
tenons Ie beau resultat suivant : 

det ((~;)) = # systemes de ehemins a sommets disjoints de Avers B An 

En particulier, eela implique le fait (loin d'etre evident) que det M est tou
JOUfS positif, puisque le membre droit de l'egalite denombre quelque chose. 
En fait, on deduit du Iemme de Gessel-Viennot que det M = 0 si et seuIe
ment si ai < bi P0uf un eertain i. 
Par exemple, 

det ( m 
(~) 
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La formule de Cayley 
pour le nombre d'arbres 

Une des plus beIles formules en eombinatoire enumerative est relative au 
nombre d'arbres etiquetes. Considerons l'ensembIe N = {I, 2, ... ,n}. 
Combien d'arbres differents peut-on former sur eet ensemble de sommets? 
Soit Tn ce nombre. Le deeompte « a la main» donne Tl = 1, T2 = 1, 
T3 = 3, T4 = 16, avee les arbres representes dans le tableau suivant : 

1 
• 

1 2 -- 1 2 1 2 1 2 

\V7 
3 3 3 

1 2 1 2 1 2 1 212 1 2 1 212 

K71~Ln:JUC 
343 4 3 4 343 4 3 4 3 4 3 4 

121 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 

ZNSV1X>lXI><: 
343 4 3 4 343 434 3 434 

TI faut remarquer que 1'0n eonsidere iei des arbres etiquetes. Ainsi, par 
exemple, bien qu'il y ait un seul arbre d'ordre 3 a isomorphisme de graphe 
pres, il y a 3 arbres etiquetes differents (on eommenee par ehoisir Ie sommet 
interieur). Pour n = 5, il y a trois arbres non isomorphes: 

5 

TI est clair qu'il y a 5 etiquetages differents pour le premier arbre et qu'il y 
a pt = 60 etiquetages pour le seeond et le troisieme. Nous obtenons done 
T5 = 125. Cela suffit pour eonjeeturer que Tn = nn-2 ; e'est preeisement 
le resultat etabli par Cayley. 

Theoreme. II y a nn- 2 arbres eriquetes differents sur n sommets. 

Cette belle formule a donne lieu a des demonstrations aussi beIles les unes 
que les autres, qui reposent sur des teehniques diverses allant de la eombi
natoires a l'algebre. Nous esquisserons trois d'entre elIes avant de presenter 
eelle qui est a ce jour la plus belle de toutes. 

Chapitre 30 

Arthur Cayley 
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Les quatre arbres de 72. 

• Premiere preuve (Bijection). La methode classique, qui est aussi la plus 
directe, consiste a trouver une bijection de 1'ensemble de tous les arbres a 
n sommets sur un autre ensemble de cardinal connu egal a nn-2. Naturel
lement, on pense immediatement a l'ensemble de tous les (n - 2)-uplets 
(ab' .. , an - 2) tels que 1 ~ ai ~ n. On veut donc coder de maniere unique 
chaque arbre T par un (n - 2)-uplet (al ... ,an -2). Ce code, trouve par 
Prüfer, figure dans la plupart des livres de theorie des graphes. 

Nous presentons ici une autre preuve due a Joyal, qui construit une bijec
tion, moins connue mais d'une elegance et d'une simplicite similaires. A cet 
effet, nous ne considerons pas seulement des arbres t sur N = {I, ... , n} 
mais des arbres auxquels on adjoint deux sommets distincts, l' extremite de 

gauche 0 et l' extremite de droite D, qui coYncident eventuellement. Soit 
Tn = {(ti 0, D)} ce nouvel ensemble; il est alors clairque ITnI = n 2Tn . 

N otre but est donc de montrer que 1 Tn 1 = n n. Or n nest le cardinal de l' en
semble NN de toutes les applications de N dans N. La fonnule est donc 
etablie si on exhibe une bijection de NN sur Tn. 
Soit f : N ---+ N une application quelconque. Representons f par un 
graphe oriente Gf en pla~ant des ares de i vers f(i). 
Par exemple, l' application : 

f = (1 2 
7 5 

345 
591 

6 
2 

7 8 
5 8 

9 
4 l~ ) 

est representee par le graphe oriente figurant dans la marge. 

Examinons une composante de Gf. Puisqu'il y a exactement une arete qui 
part de chaque sommet, cette composante contient autant de sommets que 
d'aretes donc exactement un cycle oriente. Soit M <:;; N la reunion des 
ensembles de sommets de ces cycles. Un moment de reflexion pennet de 
voir que M est l' unique sous-ensemble maximal de N tel que la restrietion 
de f a M soit une bijection sur M. Ecrivons : 

b 
f(b) 

Oll les nombres a, b, ... , z de la premiere ligne apparaissent dans un ordre 
naturel. Cela fournit un ordre f(a), f(b), ... , f(z) de M deduit de la se
conde ligne. f ( a) est l' extremite gauche et f (z) est l' extremite droite. 

On construit a present 1'arbre t correspondant a l'application f de la ma
niere suivante : on place f ( a ), ... , f (z) dans cet ordre comme un chemin 
de f ( a) a f (z) et on complete avec les sommets manquants en les pla~ant 

comme dans G f (sans tenir compte de 1'orientation c'est-a-dire en suppri
mant les fleches). 

Avec 1'exemple precedent, on obtient : M = {I, 4, 5, 7, 8, 9}, 

7 8 
5 8 ~ ) 
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et donc 1'arbre t represente ci-contre. 

On voit immediatement comment inverser cette correspondance : etant don
ne un arbre t, on regarde l'unique chemin P de 1'extremite gauche a 1'ex
tremite droite. Cela fournit l' ensemble M et l' application f IM. Les corres
pondances restantes i -+ f(i) sont alors realisees par les uniques chemins 
de i a P. D 

• Deuxieme preuve (Algebre Lineaire). On peut considerer Tn comme 
le nombre d'arbres recouvrants du graphe complet K n . Examinons mainte
nant un graphe simple connexe arbitraire G sur V = {I, 2, ... , n} ; notons 
t( G) le nombre d'arbres recouvrants minimaux; alors Tn = t(Kn ). Le re
sultat evoque qui suit est le theoreme de l'arbre-matrice de Kirchhoff (voir 
[I]). Considerons la matrice d'incidence B = (bie ) de G, dont les lignes 
sont indexees par V, les colonnes par E, avec bie = 1 ou 0 suivant que i E e 
ou i rt e. Remarquons que I E I ~ n - 1 puisque Gest connexe. Remplac;:ons 
dans chaque colonne un des deux 1 par -1 de maniere arbitraire (ce qui 
equivaut a orienter G) et appelons C la matrice ainsi obtenue. M = CCT 

est alors une matrice (n x n) symetrique avec les degres d1 , ... , dn sur la 
diagonale principale. 

Proposition. On a t( G) = det Mii pour tout i = 1, ... , n, ou Mii se 
deduit de M en supprimant la i-ieme ligne et la i-ieme colonne . 

• Preuve. La cle de la preuve est le theoreme de Binet-Cauchy demontre 
au chapitre precedent : si Pest une matrice (r x s) et Q une matrice (s x r), 
r ,;;; s, alors det(PQ) est egal a la somme des produits des determinants 
des sous-matrices (r x r) correspondantes, Oll « correspondantes » signifie 
que l'on prend les memes indices pour les r colonnes de P et les r lignes 
de Q. 
Pour M ii , cela signifie que : 

det M ii = LN det N . det NT = LN (det N? 

Oll N parcourt toutes les (n - 1) x (n - 1) sous-matrices de C\{ligne i}. 
Les n - 1 colonnes de N correspondent a un sous-graphe de G ayant n - 1 
aretes sur n sommets. Il reste a montrer que : 

detN={ ±~ si ces aretes engendrent un arbre 
sinon 

Supposons que les n - 1 aretes n' engendrent pas d' arbre. Il existe alors une 
composante qui ne contient pas i. Puisque les lignes correspondantes de 
cette composante ont une somme nulle, elles sont lineairement dependantes 
donc det N = O. 
Supposons maintenant que les colonnes de N engendrent un arbre. Il existe 
alors un sommetjl =1= i de degre 1; soit el1'arete incidente. En supprimant 
jl, el nous obtenons un arbre avec n - 2 aretes. Il y a encore un sommet 
j2 =1= i de degre 1 avec une arete incidente e2. On continue de cette fac;:on 

9 1 5 8 

1 • '2(\: QJ 

10 

6 

«Une methode non standard pour 
compter fes arbres : placer un chat dans 

chaque arbre, promener son chien et 
compter le nombre de fois OU il aboie. » 
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Par exemple, T4 ,2 = 8 pour A = {I, 2}. 

1 2 3 k 

~ 
• 

jusqu'a ce que l'on ait determine jl,h, ... ,jn-l et ei, e2, ... , en-l tels 
que ji E ei, Permutons maintenant 1es lignes et les colonnes pour amener 
jk a la k-ieme ligne et ek a la k-ieme colonne. Puisque, par construction, 
jk tj. eR si k < P, nous voyons que la nouvelle matrice N' est triangulaire 
inferieure avec tous les elements de la diagonale principale egaux a ±1. 
Ainsi, det N = ±det N' = ±1, ce qui est le resultat desire. 

Dans 1e cas particulier G = K n il est clair que l'on obtient : 

-1 ( 

n-1 

M ii = ~1 

-1 
n-1 

-1 

et l'on ca1cule facilement det Mn = nn-2 D 

• Troisieme preuve (Recurrence). Une autre methode classique en com
binatoire enumerative consiste a etablir une recurrence. On doit essentielle
ment l'idee suivante a Riordan et RenyL Pour trouver la recurrence appro
priee, on considere un probleme plus general qui apparatt deja dans l'article 
de Cayley. Soit A un k-ensemble arbitraire de sommets. On designe par 
Tn,k 1e nombre de forets etiquetees sur {1, ... ,n} constituees de k arbres 
ou les sommets de A apparaissent dans des arbres differents. 11 est clair que 
seulle cardinal k de l'ensemble A, et non la nature de ses elements, joue 
un röle. Remarquons que Tn,l = Tn. 

1 2 1 2 1 212 1 2 1 2 1 2 1 2 

~L:ÄIIXL::J/I 
3 4 3 43 4 3 4 3 43 4 3 4 3 4 

Considerons une teIle foret F avec A = {1, 2, ... ,k} et supposons que 
1 soit adjacent a isommets, comme indique dans la figure representee 
ci-contre. En supprimant 1, ces i sommets en association avec 2, ... , k 
engendrent Tn-1,k-Hi forets. Comme on peut choisir arbitrairement les 
sommets i parmi les n - k sommets differents de 1, ... k, on en deduit, 
pour n ~ k ~ 1, que : 

n-k ( ) 
Tn,k = L n ~ k Tn-1,k-Hi 

,=0 
(1) 

ou on a pose To,o = 1, Tn,o = 0 pour n > O. 11 est necessaire de choisir 
To,o = 1 pour que Tn,n = 1. 

Proposition. 
Tn,k = knn- k- 1 (2) 

et danc en particulier; .. 
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• Preuve. En utilisant la relation (1) et en procedant par recurrence, on 
trouve: 

nn-k - (n - k) ~ C ~ ~ ~ k) (n - 1)i-1 

nn-k _ (n _ k) n~k (n - ~ - k) (n _ 1)i 

nn-k _ (n _ k)nn-l-k = knn- 1- k 

(i --+ n - k - i) 

D 

• Quatrieme preuve (Double decompte). La merveilleuse idee suivante, 
due a Jim Pitman, donne la formule de Cayley ainsi que sa generalisation 
(2) sans recurrence ni bijection : elle fait seulement appel a un double de
compte astueieux. 

Uneforet enracinl!e sur {1, ... ,n} est une foret et un choix de raeine dans 
chaque arbre qui la compose. Soit Fn,k I' ensemble de toutes les forets enra
einees constituees de k arbres enraeines. En particulier, Fn,l est l'ensemble 
de tous les arbres enraeines. 

Remarquons que IFn ,11 = nTn , puisqu'il y a dans chaque arbre n choix 
de raeine. Nous considerons maintenant Fn,k E Fn,k comrne un graphe 
oriente Oll toutes les aretes sont orientees depuis les raeines. On dit qu'une 
foret F contient une autre foret F' si F contient F' en tant que graphe 
oriente. 11 est clair que si F contient proprement F', alors F a moins de 
composantes que F'. La figure montre deux teIles forets, les raeines se 
trouvant en haut. 

8 

2 

10 

Voiei l'idee crueiale. On dit qu'une suite F1 , ..• , Fk de forets est une suite !rajfiffrltlWltient F3 

si Fi E Fn,i et Fi contient Fi+1, pour tout i. 

Soit maintenant Fk une foret fixee dans Fn,k. On note: 
• N(Fk ) le nombre d'arbres enraeines qui contiennent Fk et 
• N* (Fk) le nombre de suites raffinantes qui se terminent dans Fk. 
Denombrons N*(Fk ) de deux fac;ons differentes, d'abord en commenc;ant 
par un arbre et ensuite en comrnenc;ant par Fk. Supposons que F 1 E Fn,l 
contienne Fk . Puisque l'on peut supprimer les k - 1 aretes de F 1 \Fk dans 
un ordre quelconque pour obtenir une suite raffinante de F 1 a Fk , on a 

(3) 

Commenc;ons maintenant de l'autre cote. Pour produire un F k - 1 a partir 
de Fk, il faut ajouter une arete orientee, allant d'un sommet quelconque a 

8 

9 

4 

10 
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vers 1'une quelconque des k - 1 raeines des arbres qui ne eontiennent pas 
a (voir figure pour le passage de F3 a F2 : on ajoute l'arete 3--..7). 11 
y a done n(k - 1) ehoix possibles. De la meme maniere, pour Fk - 1 nous 
pouvons produire une arete orientee qui va d'un sommet quelconque b vers 
1'une quelconque des k - 2 raeines des arbres qui ne eontiennent pas b. Cela 
lais se n(k - 2) ehoix possibles. En eontinuant de eette maniere, on obtient: 

(4) 

et l' on trouve, a l' aide de la relation (3), la relation simple et inattendue : 

pour taut Fk E Fn,k' 

Pour k = n, Fn se eompose seulement de n sommets isoles. Par eonse
quent, N(Fn) denombre taus les arbres enraeines. Finalement IFn,ll = 

nn-l ; on obtient done la formule de Cayley. D 

En fait, eette demonstration apporte bien plus. La formule (4) donne pour 
k = n: 

#{ suites raffinantes (F1 , F2 , . .• , Fn )} = nn-l(n - I)! (5) 

Pour FkEFn,ko on note N**(Fk) le nombre de ees suites raffinantes F 1 , ... , 

Fn dont le k-ieme terme est Fk. 11 est c1air que e'est N*(Fk) fois le nombre 
de fa90ns de ehoisir (Fk+1,' .. ,Fn ). Cependant, ee derniernombre est (n
k)! puisque 1'on peut supprimer les n - k aretes de Fk de n'importe quelle 
fa90n, et done : 

N**(Fk) = N*(Fk)(n - k)! = nk-1(k -l)!(n - k)! (6) 

Puisque ee nombre ne depend pas du ehoix de Fk , la division de (5) par (6) 
donne le nombre de forets enraeinees a k arbres : 

nn-l(n - I)! (n) n-l-k 
IFn,kl = nk-1(k _ l)!(n _ k)! = k kn 

11 y a (~) fa90ns de ehoisir k raeines, on a montre une nouvelle fois la 
formule Tn,k = knn- k- 1 sans reeourir a une reeurrenee. 

Terrninons par une note historique. L'artic1e de Cayley de 1889 a ete pre
eede par 1es travaux de Carl W. Borehardt (1860), ee que reeonnut Cay1ey 
lui-meme. Un resultat equivalent apparut meme plus tot dans un artic1e de 
James J. Sylvester (1857), voir [2, ehapitre 3]. La nouveaute apportee par 
1'artic1e de Cayley reside dans le reeours a la theorie des graphes et depuis 
le theoreme est assoeie a son nom. 
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Identites et bijections 

On considere le produit infini (1 + x)(l +x2 )(1 + x 3 )(1 + x 4 ) ... que I'on 
developpe selon la methode habituelle sous la forme d'une serie 2::n)O anxn 

en regroupant les termes correspondant a la meme puissance de x. On 
trouve alors pour les premiers termes : 

II (1 + x k ) = 1 + x + x 2 + 2x3 + 2x4 + 3x5 + 4x6 + 5x7 + . .. (1) 
k)l 

On constate, par exemple, que a6 = 4 et a7 = 5, et l' on peut penser (a juste 
titre) que an tend vers l'infini avec n. 
Le produit (1 - x)(l - x 2 )(1 - x 3 )(1 - x 4 ) ... , qui s'ecrit pourtant aussi 
simplement que le precedent, conduit a un phenomene plus subtil. Si l' on 
developpe, on trouve : 

II(1-xk ) = 1-X-X2 +X5 +X7 _X12_X15+X22+X26_ ... (2) 

k)l 

TI semble que tous les coefficients soient egaux a 1, -1 ou O. Cette assertion 
est-elle vraie et, le cas ecMant, selon quel motif se repartissent les valeurs 
en question ? 
L'etude de la convergence de series et de produits infinis joue un röle cen
tral en analyse depuis les debuts de la discipline; des contributions sur ce 
theme ont ete faites par les plus grands noms, de Leonhard Euler a Srinivasa 
Ramanujan. 

Cependant, en ecrivant des identites comme (1) et (2), on ne se pose pas 
la question de la convergence, on manipule simplement les coefficients. 
On dit que l'on travaille avec des series ou des produits «formels ». Dans 
ce contexte, nous allons montrer comment des arguments combinatoires 
permettent de prouver des identites qui, de prime abord, semblent difficiles 
a etablir. 

Chapitre 31 

La notion fondamentale qui apparait ici est celle de partition d'un entier 5 = 5 
naturei. On appelle partition de l' entier n toute suite A1, A2, ... , At decrois- 5 = 4 + 1 
sante d'entiers teIle que : 5 = 3 + 2 

test la longueur de la partition. Dans la suite, nous appellerons partition 
de n toute decomposition de n en somme d'entiers natureIs non nuls et 
laisserons au lecteur le soin d'ordonner les termes de cette somme pour en 
faire une suite conforme a la definition. Nous noterons P(n) I'ensemble de 

5=3+1+1 
5=2+2+1 
5=2+1+1+1 
5=1+1+1+1+1 
Les sept partitions de 5. 
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6=5+1 
6=3+3 
6=3+1+1+1 
6=1+1+1+1+1+1 

Partitions de 6 ne faisant intervenir que 
des entiers impairs : Po (6) = 4. 

7=7 
7=5+1+1 
7=3+3+1 
7=3+1+1+1+1 
7=1+1+1+1+1+1+1 

7=7 
7=6+1 
7=5+2 
7=4+3 
7=4+2+1 
Les partitions de 7 en entiers impairs (en 
haut) et en entiers distincts (en bas) : 

Po(7) = Pd(7) = 5. 

toutes les partitions de n et p(n) := IP(n)lle nombre de ces partitions, 
avec la convention p(O) = 1. Que viennent faire les partitions dans notre 
probleme? Considerons le produit infini de series suivant : 

dont le k-ieme facteur est (1 +xk +x2k +x3k + ... ). Quel est le coefficient 
de x n lorsqu'on developpe ce produit en une serie 2::n>-O anxn ? Un peu 
de reflexion permet de se convaincre que ce coefficient;'est autre que le 
nombre de fac,;ons differentes d'ecrire n comme une somme : 

n nl . 1 + n2 . 2 + n3 . 3 + ... 

1+ ... +1 + 2+ ... +2 + 3+ ... +3 + 
'-v-" '-v-" '-v-" 

Le coefficient recherche est donc le nombre p( n) de partitions de n. Comme 
la somme de la serie geometrique 1 + x k + x 2k + ... est egale a l~xk' on 
vient de prouver une premiere identite : 

rr _I_k = Lp(n)xn . 
I-x 

k)l n)O 

(4) 

Mieux encore, on constate que le facteur l~xk est celui qui correspond a 
la contribution de k dans une partition de n. Ainsi, si l'on exclut l~xk du 
produit du premier membre de l'egalite (4), alors k n'apparait pas dans les 
partitions du second membre. C'est ainsi que l'on obtient immediatement: 

(5) 

ou po(n) est le nombre de partitions de n dont les decompositions ne font 
intervenir que des nombres impairs. Une identite analogue peut etre etablie 
pour les decompositions ne faisant intervenir que des entiers pairs. 

Ace stade de l'expose, il est facile de prevoir ce que sera le n-ieme coeffi
cient du produit infini I1k)l (1 + x k ). Cette fois nous ne considerons que 
les partitions dans lesquelles l'un quelconque des termes k apparait au plus 
une fois. Autrement dit, le produit infini de (1) est developpe en : 

(6) 

ou Pd ( n) designe le nombre de partitions de n en termes tous distincts. 

C'est maintenant que la methode des series formelles revele toute sa puis
sance. Puisque 1 - x 2 = (1 - x)(1 + x), nous pouvons ecrire: 

1- x 2k rr 1- x k 
k)l 

1 rr 1- x 2k- 1 
k)l 



car tous les facteurs 1-X 2i s' eliminent. Les produits infinis introduits en (5) 
et en (6) sont donc identiques et il en va de meme pour les series auxquels 
ils sont associes, si bien que l'on est conduit aujoli resultat suivant: 

pour tout n ~ O. (7) 

Une egalite aussi etonnante requiert qu'on 1'etablisse directement par le 
biais d'une bijection - du moins c'est le point de vue de tout combinato
riste qui se respecte. 

Probleme. Soit Po (n) (respectivement Pd (n)) I' ensemble des partitions de 
n en entiers impairs (respectivement en entiers distincts). Trouver une bi
jection de Po(n) sur Pd(n). 

Plusieurs bijections repondant a la question sont connues. Celle que nous 
presentons dans la suite, due a J. w. L. Glaisher (1907), est peut-etre la plus 
pure. Soit A une partition de n en entiers impairs. En regroupant les termes 
on peut ecrire : 

n Al + ... + Al + A2 + ... + A2 + 
'------v------- '------v-------

n1 n2 
n1 . Al + n2 . A2 + ... + nt . At· 

On ecrit a present n1 = 2m ! + 2m2 + ... + 2mr selon sa decomposition en 
base 2 et 1'on fait de meme pour tous les ni. On trouve alors une nouvelle 
partition de n : 

A': n = 2m ! Al + 2m2 Al + ... + 2mr Al + 2k! A2 + ... 

n faut verifier que A' appartient a Pd ( n) et que rjJ : A >---+ >..' est bien une bi
jection. Ces deux points sont faciles a etablir. Si 2a Ai = 2b Aj, alors 2a = 2b 

car Ai et Aj sont tous les deux impairs. Ainsi, Ai = Aj. Il en resulte que >..' 
appartient a Pd(n). Par ailleurs, si 1'on peut ecrire n = f1,1 + f1,2 + ... + f1,s 
Oll tous les termes f1,i sont distincts, on peut proposer un schema pour trou
ver l' antecedent de cette decomposition par rjJ en regroupant les termes f1,i 
presentant la meme puissance de 2 et en en deduisant la decomposition en 
somme d' entiers impairs, comme cela est montre dans l' exemple developpe 
ci-contre dans la marge. 

La manipulation de produits formeIs a donc conduit a 1'egalite po(n) 
Pd(n) pour les partitions d'entiers; nous avons alors donne une autre de
monstration de cette egalite en exhibant une bijection. Nous allons proceder 
en sens inverse : nous allons etablir une egalite concemant les partitions a 
1'aide d'une bijection et en deduire une identite. Notre objectif est cette fois 
de trouver la forme du developpement obtenu dans l'egalite (2). 
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Par exemple : 

A : 25 = 5+5+5+3+3+1+1+1+1 
est envoye par tjJ sur : 

A' : 25 = (2+1)5 + (2)3 + (4)1 
=10+5+6+4 
=10+6+5+4. 

On ecrit: 

A' : 30 = 12 + 6 + 5 + 4 + 3 
sous Ia forme: 

30 = 4(3+1) + 2(3) + 1(5+3) 
= (1)5 + (4+2+1)3 + (4)1 

et I'on obtient pour tjJ-l(A') Ia parti

tion: 

A:30=5+3+3+3+3+3+3+ 
3+1+1+1+1 
en entiers impairs. 



236 Raisonnements divins 

Nombres pentagonaux. 

Considerons : 

A l'exception du terme constant, les exposants semblent s'apparier par 
signes et si l' on prend le degre du premier terme de la paire a chaque fois, 
on trouve la suite: 

1 5 12 22 35 51 70 

bien connue d'Euler. 11 s'agit de la suite des nombres pentagonaux fU) 
dont le nom est suggere par la figure presentee ci-contre dans la marge. 

On montre faci1ement que f(j) = 3j~-j et que lU) = 3j~+j pour 1e 
second element de chaque paire. En d'autres termes, nous conjecturons, 
comme le fit autrefois Euler, que l' on peut etablir l' egalite suivante : 

Theoreme. 

1 + L(_1)j (x3J~-J +x*). 
j~l 

(8) 

Euler a prouve ce remarquable resultat en faisant des calculs sur des se
ries formelles mais nous allons en donner une preuve digne de passer a 
la posterite en exhibant une bijection. Nous commen\t0ns par remarquer 
que, selon (4), 1e produit ITk>-l (1 - x k ) est exactement 1'inverse de la serie 

L:n~Op(n)xn associee aux;artitions. Ainsi, si 1'onpose ITk~l (l-xk) =: 

L:n~o c( n )xn, on trouve : 

n;?:O n;?:O 

La comparaison des coefficients montre que c( n) est I 'unique suite verifiant 
c(O) = 1 et : 

n 

L c(k)p(n - k) o pour tout n ? 1. (9) 
k=O 

00 . 3j2+i 

Si l' on ecrit le second membre de (8) sous la forme L: (-1 )J x 2 , il 
j=-oo 

reste a montrer que la definition : 

c(k) 

si k = 3i~+i, avec j E Z pair, 

si k = 3j~+j, avec j E Z impair, 

sinon, 



est bien celle de I'unique suite qui nous interesse. En posant b(j) = 3j~+j 
pour j E Z et en substituant cette notation dans (9), la conjecture s'ecrit 
simplement : 

L p(n - b(j)) L p(n - b(j)) pourtout n, 
j pair j impair 

OU, bien sm, on considere seulement les j pour lesquels b(j) ~ n. Le decor 
est plante, il faut maintenant exhiber une bijection : 

1j;: U P(n - b(j)) --+ U P(n - b(j)). 
jpair j impair 

Plusieurs bijections ont ete proposees pour repondre a la question ; la sui
vante, due a David Bressoud et Doron Zeilberger est etonnament simple. 
Nous nous contentons d'en donner la definition et invitons le lecteur a faire 
la preuve de son caractere bijectif (on remarquera qu'en appliquant un pro
cede analogue a 1j;(A) on revient a A). 

A A : Al + ... + At E P(n - b(j)), on associe: 

{ 
(t + 3j - 1) + (Al - 1) + ... + (At - 1) 

1j;(A) := 

(A2 + 1) + ... + (At + 1) + ~ 
>', -t-3j-l 

si t+3j < Al, 

OU I'on ne mentionne pas les 0 eventuels. On constate que 1j;(A) appartient 
a P( n - b(j - 1)) dans le premier cas et a P( n - b(j + 1)) dans le deuxieme 
cas. 

Tout cela est magnifique et l' on peut en tirer encore davantage. On sait deja 
que: 

Tels des experts de la manipulation des series formelles, nous constatons 
que I'introduction de la nouvelle variable y conduit a : 

rr (1 + yxk ) = L Pd,m(n) xnym, 
k):.l n,mj:.ü 

OU Pd,m(n) denombre les partitions de I'entier n en exactement m termes 
distincts. Pour y = -1, cela conduit a : 

(10) 

OU Ed(n) (respectivement Od(n)) designe le nombre de partitions de n en 
un nombre pair (respectivement impair) de termes distincts. Voici mainte
nant le coup d'eclat. En comparant (10) au developpement d'Euler dans 
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A titre d'exemple, eonsiderer n = 15, 

j = 2, done b(2) = 7. La partition 3 + 
2 + 2 + 1 de P(15 - b(2)) = P(8) est 
envoyee sur 9 + 2 + 1 + 1, qui appartient 
a P(15 - b(l)) = P(13). 
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Les partitions POUT le cas n = 10 : 
10 = 9 + 1 

10=8+2 
10=7+3 
10=6+4 
10=4+3+2+1 
et: 
10 = 10 

10=7+2+1 
10=6+3+1 
10=5+4+1 
10 = 5+3+2. 
On verifie que Ed(lO) = Od(lO) = 5. 

IX) , 

IX) 
"'I • 
I 

- I 

Timbre indien a l' effigie de Srinivasa 
Ramanujan. 

(8), on trouve le magnifique resultat suivant : 

{ -: 
si n = 3j2±j avec J' >- 0 pair 2 ?" 

si n = 3 i :±i avec j ~ 1 impair, 

sinon. 

Ceci n'est, bien sur, que le debut d'une longue histoire qui est toujours 
d'actualite. La theorie des produits infinis est truffee d'identites inatten
dues avec 1eurs contreparties sous forme de bijections. Les exemp1es 1es 
plus celebres sont 1es identites connues sous 1e nom d'identites de Rogers
Ramanujan dans lesquelles le nombre 5 joue un röle mysterieux : 

1 rr (1 - x 5k - 4 )(1 _ x 5k - 1 ) 
k)l 

1 rr (1 - x 5k - 3 )(1 _ x 5k - 2 ) 
k)l 

Le 1ecteur est invite a traduire ces identites en terme de partitions selon 1e 
schema introduit par Percy MacMahon : 
- Soit f ( n) le nombre de partitions de n dont tous les termes sont de la 

forme 5k + 1 ou 5k + 4 et soit g(n) le nombre de partitions dont les 
termes different au moins de 2. Alors f(n) = g(n). 

- Soit r(n) le nombre de partitions de n dont tous les termes sont de la 
forme 5k+2 ou 5k+3 et soit s(n) 1e nombre de partitions dontles termes 
different au moins de 2 et ne comportant pas 1. Alors r(n) = s(n). 

La plupart des preuves des identites de Rogers-Ramanujan reposent sur 
l'utilisation des series formelles et l'on a longtemps attendu une preuve fon
dee sur une bijection. Une telle preuve a finalement ete etablie par Adriano 
Garsia et Stephen Milne; les bijections qu'elle utilise sont cependant tres 
compliquees et nous ne pouvons faire figurer cette demonstration dans notre 
ouvrage. 

Bibliographie 
[1] G. E. ANDREWS: The Theory of Partitions, Encyclopedia of Mathematics and 

its Applications, Vol. 2, Addison-Wesley, Reading MA 1976. 

[2] D. BRESSOUD & D. ZEILBERGER: Bijecting Euler's partitions-recurrence, 
Amer. Math. Monthly 92 (1985), 54-55. 

[3] A. GARSIA & S. MILNE : A Rogers-Ramanujan bijection, J. Combinatorial 
Theory, Sero A 31 (1981), 289-339. 

[4] S. RAMANUJAN : Proof of certain identities in combinatory analysis, Proc. 
Cambridge Phil. Soc. 19 (1919), 214-216. 

[5] L. J. ROGERS : Second memoir on the expansion of certain infinite products, 
Proc. London Math. Soc. 25 (1894), 318-343. 



Comment completer un carre latin 

Parmi les objets combinatoires les plus anciens, dont l'etude remonte appa
remment ades temps recules, se trouvent les carres Zatins. Afin d'obtenir 
un carre latin, on doit remplir les n 2 cellules d'un tableau carre (n x n) avec 
les valeurs 1,2, ... ,n de sorte que chaque nombre apparaisse exactement 
une fois dans chaque ligne et dans chaque colonne. En d'autres termes, 
chaque ligne et chaque colonne contient une permutation de l' ensemble 
{I, ... , n}. Appelons n l' ordre du carre latin. 

Voici le probleme que nous voulons traiter: on dispose d'un carre dont cer
taines cellules sont dejaremplies avec des valeurs de {I, 2, ... ,n}. A quelle 
condition est-il possible de completer ce carre pour en faire un carre latin ? 
Pour avoir une chance de reussir, on doit, bien sur, supposer que chaque va-
leur apparait au plus une fois dans chaque ligne et dans chaque colonne. On 
parlera de carre Zatin partieZ d'ordre n si certaines cellules d'un (n x n)-
tableau contiennent des valeurs appartenant a l'ensemble {I, ... ,n} de fa-
Iion teIle que chaque valeur apparaisse au plus une fois dans chaque ligne 
et dans chaque colonne. Le probleme est donc le suivant : 

A quelle condition un carre Zatin partieZ peut-il etre compZere en 
un carre Zatin de meme ordre? 

Exarninons quelques exemples. Supposons que les n - 1 premieres lignes 
soient remplies et que la derniere soit video On peut alors facilement remplir 
la derniere ligne. Chaque valeur apparait n - 1 fois dans le carre latin partiel 
et est donc ab sente d'une colonne exactement. Par consequent, le carre peut 
etre complete correctement en ecrivant chaque element dans la colonne ou 

Chapitre 32 

1 2 3 4 

2 1 4 3 

4 3 1 2 

3 4 2 1 

Dn carre latin d' ordre 4. 

1 4 2 5 3 

4 2 5 3 1 

2 5 3 1 4 

5 3 1 4 2 

3 1 4 2 5 

il manque. Dn carre latin cyclique. 

Inversement, supposons que seule la premiere ligne soit remplie. Il est en-
core facile de completer le carre en decalant d'une case les elements de 
maniere cyclique dans chacune des lignes suivantes. 

Ainsi, alors que dans le premier cas il n'y a qu'une maniere de terrniner, on 
a beaucoup de possibilites dans le deuxieme cas. En general, moins il y a 
de cellules remplies, plus on devrait avoir de possibilites pour completer le 
carre. 

Cependant l' exemple donne dans la marge montre un carre partiel qui ne 
peut evidemment pas etre complete puisqu'il n'y a aucune possibilite de 
remplir le coin superieur droit sans enfreindre les regles. 

Si ['on a rempli moins de n cellules dans un tableau n x n , peut-on 
toujours le compUter pour obtenir un carre latin ? 

1 2 ... n-l 

n 

D n carre latin partiel qui ne peut pas etre 

complete. 
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1 3 2 

2 1 3 

3 2 1 

L: 111222333 
C:123123123 
E:132213321 

Si on permute les lignes de ]' exemple 
ci-dessus selon le cycle : 

L---+C---+E---+L 
on obtient le carre latin et le tableau en 
ligne suivants : 

1 2 3 

3 1 2 

2 3 1 

L:132213321 
C:111222333 
E:123123123 

Cette question a ete soulevee par Trevor Evans en 1960 ; l' affirmation selon 
laquelle une realisation est toujours possible s'est vite fait connaitre sous 
le nom de conjecture d'Evans. C'est, comme souvent, un raisonnement par 
recurrence qui conduit au succes. La preuve donnee par Bohdan Smetaniuk 
en 1981 est un bel exemple qui montre la subtilite necessaire d'un raison
nement par recurrence pour faire aboutir un tel travail. Et, que demander de 
plus, la preuve est constructive. Elle permet de completer explicitement le 
carre latin a partir d'une configuration initiale partielle. 

Avant de passer a la demonstration, penchons-nous avec soin sur les carres 
latins en general. On peut voir un carre latin comme un (3 x n 2 )-tableau, 
qui est appele tableau en ligne associe au carre latin. La figure ci-contre 
montre un carre latin d' ordre 3 et son tableau en ligne associe, ou L, C et 
E representent les lignes, les colonnes et les elements. 

La condition imposee aux carres latins equivaut a dire que dans chaque 
paire de lignes du tableau en ligne, toutes les n2 paires ordonnees appa
raissent (et par consequent chaque paire apparait exactement une fois). Evi
demment, on peut permuter arbitrairement les symboles dans chaque ligne 
(ce qui correspond a des permutations de lignes, de colonnes et d'elements) 
et l'on obtient encore un carre latin. Cependant, la condition sur le (3 x n 2 )_ 

tableau en dit plus : aucun element ne joue un röle special. On peut aussi 
permuter globalement les lignes du tableau, on conserve encore les condi
tions sur le tableau en ligne, et l'on obtient aussi un carre latin. 

Les carres latins lies par de teIles permutations sont dits conjugues. Voici 
l'observation qui va eclairer la demonstration: un carre latin partiel corres
pond evidemment a un tableau en ligne partiel (chaque paire apparait au 
plus une fois dans deux lignes que1conques), et tout conjugue d'un carre la
tin partiel est encore un carre latin partiel. En particulier, un carre latin par
tiel peut etre complete si et seulement si tout conjugue peut l' etre, (il suffit 
de completer le conjugue et d'inverser la permutation des trois lignes). 

Nous aurons besoin de deux resultats, que l'on doit a Herbert J. Ryser et 
Charles C. Lindner, deja connus avant le theoreme de Smetaniuk. Si un 
carre latin partiel est tel que ses r prernieres lignes sont completement rem
plies et que les cellules qui restent sont vides, on dit que l'on a un (r x n)
rectangle latin. 

Lemme 1. Tout (r x n)-rectangle latin, r < n, peut etre etendu en un 
((r + 1) x n)-rectangle latin et peut donc etre compiete en un carre latin . 

• Preuve. Nous appliquons le theoreme de Hall (voir chapitre 27). Soit 
A j l'ensemble des nombres qui n'apparaissent pas dans la colonne j. Une 
(r + 1)-ieme ligne adrnissible correspond alors precisement a un systeme 
de representants distincts pour la collection Al, ... , An. Afin de prouver 
le lemme, nous devons d'abord verifier la condition de Hall (H). Chaque 
ensemble A j a pour cardinal n - r et chaque element est exactement dans 
n - r ensembles A j (puisqu'il apparait r fois dans le rectangle). m de ces 
ensembles A j contiennent m(n - r) elements et par consequent au moins 
m elements differents, ce qui est exactement la condition (H). D 
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Lemme 2. Soit P un carre latin partiel d'ordre n ayant au plus n - 1 
cellules remplies et au plus ~ elements distincts. Alors P peut etre complete 
en un carre latin d'ordre n . 

• Preuve. Transformons d'abord le probleme sous une forme plus pra
tique. En utilisant le principe de conjugaison aborde ci-dessus nous pou
vons remplacer la condition « au plus ~ elements distincts » en imposant 
que les entrees apparaissent dans ~ lignes au plus, et nous pouvons suppo
ser aussi que ces lignes sont les lignes superieures. Supposons donc que les 
lignes ayant des cellules remplies soient les lignes 1,2, ... ,r, avec fi cel
lules remplies dans la ligne i, Oll r ~ ~ et L~=l fi ~ n - 1. En permutant 
les lignes, nous pouvons supposer que ft ~ 12 ~ ... ~ fr. Nous comple
tons maintenant les lignes 1, ... ,r pas a pas jusqu'a ce que nous obtenions 
un (r x n)-rectangle qui puisse, gräce au lemme 1, etre etendu en un carre 
latin. 

Supposons que les lignes 1,2, ... ,e - 1 soient deja remplies. Dans la ligne 
eil y a h cellules remplies, (nous pouvons supposer qu'elles se trouvent 
a la fin). Cette situation est decrite dans la figure ci-contre Oll les parties 
ombrees designent les cellules remplies. 

La completion de la ligne e est assuree par une autre application du theo
reme de Hall, mais elle est cette fois plus subtile. Soit X l' ensemble des 
elements qui n'apparaissent pas dans la ligne e. On a donc lXI = n - Je. 
Pour j = 1, ... , n - h, notons Aj I'ensemble des elements de X qui n'ap
paraissent pas dans la colonne j (ni au-dessus, ni au-dessous de la ligne 0. 
Afin de completer la ligne e, nous devons verifier la condition (H) pour la 
famille Al, ... , An - j,. 

On montre d'abord que: 

n - h - e + 1 > e - 1 + ff+1 + ... + fr. (1) 

La cas e = 1 est clair. Sinon, L~=l fi < n, ft ~ ... ~ fr et 1 < e ~ r 
impliquent : 

r 

n > L.fi ~ (e - l)h-1 + h + ... + fr 
i=l 

Alors, soit h-1 ~ 2 (dans ce cas on a (1», soit h-1 = 1. Dans le demier 
cas, (1) se reduit an> 2(e - 1) + r - e + 1 = r + e - 1, qui est verifie 
puisque e ~ r ~ ~. 
Considerons a present m ensembles A j , 1 ~ m ~ n - h, et soit B leur 
reunion. Nous devons montrer que IBI ~ m. Considerons le nombre c de 
cellules des m colonnes correspondant aux A j qui contiennent des elements 
de X. Il y a au plus (e - l)m cellules de ce type au-dessus de la ligne e et 
au plus ff+1 + ... + fr au-dessous de la ligne e. Par consequent : 

c ~ (e - l)m + ff+1 + ... + fr 

D'autre part, chaque element x E X\B apparait dans chacune des m co
lonnes. Ainsi, c ~ m(IXI - IBI) donc (puisque lXI = n - h) : 

IBI ~ IXI-,kc ~ n - h - (e - 1) - ,kUf+1 + ... + Ir) 

Une situation POUf n = 8, avec e = 3, 
h = h = Ja = 2, f4 = 1. Les carres 
sombres representent les cellules pre
remplies, les carres clairs representent 
les cellules qui ont ete remplies par le 
processus de complt~tion. 
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Cela implique que IBI ;?: m si : 

n - h - (C - 1) - ~(fH1 + ... + fr) > m - 1 

c'est-a-dire si: 

m(n-h-C+2-m) > fH1+···+fr (2) 

L'inegalite (2) est vraie pour m = 1, pour m = n - h - C + 1 d' apres (1) et 
par consequent pour toutes les valeurs m comprises entre 1 et n - h - C + 1, 
puisque le cöte gauche est une fonction quadratique en m de coefficient 
directeur -1. Il reste a traiter le cas m > n - h - C + 1. Puisque tout element 
x de X est contenu dans C -1 + fH1 + ... + fr lignes au plus, il peut aussi 
se trouver dans le meme nombre de colonnes au plus. En invoquant encore 
une fois (1), on constate que x appartient a l'un des ensembles A j et que 
dans ce cas B = X donc I B I = n - fe ;?: m. D 

Montrons enfin le theoreme de Smetaniuk. 

Theoreme. Un carre latin partiel d'ordre n tel que n - 1 cellules au plus 
sont remplies peut etre complete en un carre latin du meme ordre . 

• Preuve. Nous procedons par recurrence sur n. Les cas n ,;:; 2 sont tri
viaux. Nous etudions donc un carre latin partiel d'ordre n ;?: 3 compor
tant au plus n - 1 cellules deja remplies. Avec les notations precedentes, 
ces cellules se trouvent dans r ,;:; n - 1 lignes numerotees 81, ... , 8 r , qui 
presentent ft, ... ,fr> 0 cellules remplies, avec 2::~=1 fi ,;:; n. D'apres 
le lemme 2, on peut supposer qu'il y a plus de ~ elements distincts. Par 
consequent il y a un element qui apparait une fois seulement . Apres even
tuelles permutation et reindexation des lignes, on peut supposer que c'est 
l'element n qui apparait une seule fois en ligne 81. 

Dans l' etape suivante, on va permuter les lignes et les colonnes du carre 
partiel de sorte qu'une fois les permutations effectuees, toutes les cellules 
occupees figurent en dessous de la diagonale, a l' exception de la cellule qui 
contient n qui va finir sur la diagonale (la diagonale etant constituee des 
elements (k, k) avec 1 ,;:; k ,;:; n). On parvient a ce resultat en procedant 
de la maniere suivante : on commence par mettre la ligne 81 en position ft. 
Par permutation des colonnes, on fait en sorte de placer toutes les cellules 
remplies sur la gauche, de sorte que n apparaisse en dernier sur sa ligne, sur 
la diagonale. On deplace ensuite la ligne 82 vers la position 1 + ft + h et, de 
nouveau, par permutation de colonnes, on deplace les cellules remplies vers 
la gauche. De maniere generale, pour 1 < i ,;:; r, la ligne 8i est deplace vers 
la position 1 + ft + h + ... + fi et les cellules pleines sont deplaces vers la 
gauche. Ce procede conduit manifestement a la configuration souhaitee. La 
figure qui suit montre un exemple avec n = 7 : les lignes 81 = 2, 82 = 3, 
83 = 5 et 84 = 7 associees respectivement a ft = h = 2 et f3 = !4 = 1 
sont deplacees vers les lignes de numeros respectifs 2, 5; 6 et 7. Dans le 
meme temps les colonnes sont permutees «vers la gauche» si bien qu'a la 
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fin toutes les elements du carre 11 l' exception de 7 se retrouvent en dessous 
de la diagonale signalee par des e. 

• 
2 7 2 7 

5 4 • 
• 

5 4 5 • 
5 • 

4 4 • 
De maniere 11 pouvoir appliquer I'hypothese de recurrence, on va enlever 
la valeur n de la diagonale et ne pas prendre en compte la premiere ligne 
et la demiere colonne (qui ne contiennent que des cellules vides) : on est 
donc maintenant face 11 un carre latin partiel d'ordre n - 1 comportant n -
2 cellules dej11 remplies, qui d'apres I'hypothese de recurrence, peut etre 
complete en un carre latin d'ordre n - 1. On peut voir dans la marge l'une 
des nombreuses fa90ns de completer le carre partiel de l' exemple etudie. 
Les elements originaux figurent en gras, ils sont dej11 en position finale. 

Dans l' etape suivante, on voudrait deplacer les elements de la diagonale 
vers la demiere ligne et placer les elements n sur la diagonale 11 leur place. 
Cependant, il n' est en general pas possible de proceder 11 cette operation car 
les elements diagonaux doivent etre distincts. C'est pourquoi on va proce
der successivement pour k = 2,3, ... ,n - 1 11 l'operation suivante: 

Mettre la valeur n dans la cellule (k, n) ce qui conduit il un carre latin 
partiel correct. Ensuite on echange le contenu Xk de la diagonale (k, k) 
avec le contenu n de la cellule (k, n) de la demiere colonne. 

Si la valeur Xk ne figure pas dej11 dans la demiere colonne, on en a termine 
avec k. Apres cette manipulation, les elements de la k-ieme colonne ne 
changeront plus. 

... . -.-... - - -"-.-. ... 
2 3 4 1 6 5 7 2 7 4 1 ... P ... 5 3 

- '0, 

5 6 1 4 2 3 5 6 1 4 2 3 7 

1 2 3 6 5 4 1 2 3 6 5 4 

6 4 5 2 3 1 6 4 5 2 3 1 

3 1 6 5 4 2 3 1 6 5 4 2 

4 5 2 3 1 6 4 5 2 3 1 6 

Dans l'exemple etudie cela fonctionne sans probleme pour k = 2, 3 et 
4; les elements diagonaux correspondants 3, 1 et 6, se deplacent vers la 
derniere colonne. Les figures suivantes montrent les operations correspon-

2 3 4 1 6 5 

5 6 1 4 2 3 

1 2 3 6 5 4 

6 4 5 2 3 1 

3 1 6 5 4 2 

4 5 2 3 1 6 

2 7 4 1 6 5 3 

5 6 7 4 2 3 1 ...... - ....... 

1 2 3 6 5 4 7 

6 4 5 2 3 1 

3 1 6 5 4 2 

4 5 2 3 1 6 
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k n 

Xl 
k Xk j 

x" k 
Xl 

k j' 

Xk n k 

.------- -------. ~
----------------

G,. .(0) 

dantes. Les cellules ombrees contiennent des elements qui demeurent in
changes au cours des manipulations. 

11 reste a traiter le cas ou il y a deja un element Xk dans la demiere colonne. 
Dans ce cas on procede de la maniere suivante : 

S'il y a dejil un element Xk dans une cellule (j, n) de la demiere colonne 
(avec 2 ~ j < k), alors on echange aussi dans la ligne j I 'element Xk avec 
x~ de la k-ieme colonne. Si l'element x~ figure lui-aussi dejil dans une 
cellule (j', n) de la n-ieme colonne, alors on echange aussi les elements 
de la j' -ieme ligne qui apparaissent dans les n-ieme et k-ieme colonnes, et 
ainsi de suite. 

En procedant de la sorte il n'y aurajamais deux fois 1e meme element dans 
une ligne puisque l' on ne fait que des echanges entre elements de cette 
ligne. De meme, le procede assure qu'il n'y aura pas deux elements egaux 
dans une meme colonne. 11 ne reste donc plus qu'a verifier que ce processus 
d'echange entre les k-ieme et n-ieme colonnes ne boude pas indefiniment. 
Cela peut se voir en considerant le graphe biparti G k dont les sommets 
correspondent aux cellu1es (i, k) et (j, n) avec 2 ~ i, j ~ k et dont 1es 
elements ont pu faire l'objet d'echanges. 11 y a une arete entre (i, k) et (j, n) 
si ces deux cellules se trouvent dans la meme ligne (c'est-a-dire si i = j) 
ou si les deux cellules avant tout echange contenaient le meme element (ce 
qui implique i i= j). Dans le schema, les aretes correspondant au cas i = j 
apparaissent en pointille. Tous les sommets de Gk sont de degre 1 ou 2. 
La cellule (k, n) correspond a un sommet de degre 1. Ce sommet est 1e 
debut d'un ehernin qui conduit a la colonne k sur une arete horizontale, et 
qui ramene eventuellement a la colonne n par une arete indinee, puis qui 
retoume vers la colonne k horizontalement et ainsi de suite. Le ehernin se 
termine en colonne k sur une valeur qui n'apparait pas dans la colonne n. 
Ainsi, 1e procede d' echange doit se terminer en un point en 1equel il faut 
introduire un nouvel element dans la demiere colonne. On s'arrete donc en 
colonne k et 1es contenus des cellules (i; k) (i :;, 2) de la k-ieme colonne 
sont definitivement fixes . 

...... ... 

2 7 4 1 6 5 3 2 7 4 1 3 5 6 

5 6 7 4 2 3 1 5 6 7 4 2 3 1 

1 2 3 7 5 4 6 1 2 3 7 6 4 5 
........ 

6 4 5 2 3 1 7 6 4 5 2 7 1 3 

3 1 6 5 4 2 3 1 6 5 4 2 

4 5 2 3 1 6 4 5 2 3 1 6 

Dans l'exemple etudie, le «cas d'echange» se produit pour k = 5 : l'ele
ment X5 = 3 est deja present dans la derniere colonne si bien que l'element 
doit etre ramene en colonne 5; l'element de substitution x~ = 6 n'est pas 
nouveau non plus, il est donc a son tour echange avec x% = 5 qui, lui, est 
nouveau. 
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Enfin, l'echange pour k = 6 = n - 1 ne pose pas de probleme et il n'y a 
alors plus qu'une seule maniere de terminer le carre latin. 

2 7 4 1 3 5 6 2 7 4 1 3 5 6 

5 6 7 4 2 3 1 5 6 7 4 2 3 1 

1 2 3 7 6 4 5 1 2 3 7 6 4 5 

6 4 5 2 7 t ",3 6 4 5 2 7 1 3 

3 1 6 5 4 2 7 3 1 6 5 4 7 2 

4 5 2 3 1 6 4 5 2 3 1 6 

La meme chose se produit dans le cas general : on place un element n 
dans la cellu1e (n, n) et ainsi la premiere ligne peut etre completee par les 
elements manquants des colonnes correspondantes (voir lemme 1), ce qui 
termine la preuve. D 
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Le probleme de Dinitz 

Le probleme des quatre couleurs a eu un röle majeur dans le developpe
ment de la theorie des graphes telle que nous la connaissons aujourd'hui. 
La coloration de graphes est encore I'un des sujets preferes de nombreux 
theoriciens. Voici un probleme de coloration simple, souleve par JeffDinitz 
en 1978, qui a resiste a toutes les tentatives jusqu' a la solution etonnamment 
simple trouvee par Fred Galvin dix-huit ans plus tard. 

Considirons n 2 cellulesjormant un (n x n)-carre. On disigne par 
(i, j) la cellule situee a la ligne i et la colonne j. Supposons qu'a 
chaque cellule (i, j) on associe un ensemble C( i, j) de n couleurs. 
Est-il toujours possible de colorier La totalite du tableau en co
loriant chaque cellule (i, j) d' une couleur issue de son ensemble 
C( i, j) de ja~on telle que les couleurs dans chaque ligne et chaque 
colonne soient distinctes ? 

Pour commencer, considerons le cas Oll tous les ensembles de couleurs 
C(i, j) sont identiques et egaux a {1, 2, ... ,n}. Alors le probleme de Di
nitz se reduit a la question suivante : remplir le carre (n x n) avec les 
nombres 1,2, ... , n de sorte que chaque ligne et chaque colonne soient 
composees de nombres distincts. En d'autres termes, une telle coloration 
correspond a un probleme de carre latin, aborde au chapitre precedent. Dans 
ce cas, on peut repondre par I'affirmative a la question posee. 

Puisque ce probleme est tres facile, pourquoi serait-il plus difficile dans le 
cas general, lorsque I'ensemble C := Ui,j C(i,j) contient plus de n cou
leurs ? La difficulte provient du fait que toutes les couleurs de C ne sont 
pas disponibles pour chaque cellule. Dans le cas du carre latin, on peut evi
demment choisir une permutation arbitraire des couleurs pour la premiere 
ligne, mais ce n'est plus possible dans le cas general. Le cas n = 2 illustre 
deja cette difficulte. 

Supposons donnes les ensembles de couleurs indiques sur la figure. Si l' on 
choisit les couleurs 1 et 2 pour la premiere ligne, on se trouve en difficulte 
puisque l' on ne peut prendre que la couleur 3 pour les deux cellules de la 
deuxieme ligne. 

Avant d'aborder le probleme de Dinitz, formulons le probleme en utilisant 
le langage de la theorie des graphes. Comme d'habitude, nous considerons 
des graphes G = (V, E) sans boudes ni aretes multiples. On note x( G) 
le nombre chromatique du graphe, c'est-a-dire le plus petit nombre de cou
leurs necessaires pour affecter une couleur a chaque sommet de fa90n telle 
que des sommets adjacents aient des couleurs differentes. 

Chapitre 33 

C(i,j) 

ß 

f-

{1,2} {2, 3} 

{1,3} {2, 3} 
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Le graphe 83. 

{1, 3} 
{1 , 2} 

{1,4} 

{3,4} 
{2,3} 

{2, 4} 

Coloration du graphe K 2 ,4. 

En d'autres termes, une coloration definit une partition de V en classes (de 
sommets de meme couleur) teIle qu'il n'y ait pas d'arete a I'interieur d'une 
classe. Un ensemble A <:;; V est dit independant s'il n'y a pas d'arete a 
I'interieur de A. Le nombre chromatique est le plus petit cardinal d'une 
partition constituee d'ensembles independants de V. 
En 1976 Vizing et trois ans plus tard Erd6s, Rubin et Taylor ont etudie la 
variante suivante qui conduit directement au probleme de Dinitz. On donne 
G = (V, E) un graphe dont chaque sommet v est associe un ensemble 
de couleurs C (v). Une coloration par liste est une coloration c : V ---+ 
UVEV C(v) teIle que c(v) E C(v) pour chaque v E V. La definition du 
nombre chromatique liste xi(G) est claire : c'est le plus petit nombre k tel 
que pour toute liste de couleurs C ( v) teIle que 1 C (v) 1 = k pour tout v E V, 
il existe toujours une coloration par liste. Bien sür on a Xi (G) ~ 1 V 1 (on ne 
manque jamais de couleur). Puisqu'une coloration ordinaire est un simple 
cas particulier de coloration par liste pour laquelle tous les ensembles C (v) 
sont egaux, pour tout graphe G : 

Pour revenir au probleme de Dinitz, considerons le graphe Sn qui a pour 
ensemble de sommets les n 2 cellules de notre (n x n )-tableau, deux cellules 
etant adjacentes si et seulement si e1les se trouvent sur la meme ligne ou sur 
la meme colonne. 
Comme n cellules que1conques d'une meme ligne sont deux a deux adja
centes, on a besoin d'au moins n couleurs. En outre, toute coloration avec 
n couleurs correspond a un carre latin, les cellules occupees par le meme 
nombre formant une classe de couleur. Comme nous avons vu que les car
res latins existent, on en deduit que X(Sn) = n; le probleme de Dinitz peut 
maintenant s'enoncer succinctement comme suit : 

est-ce que Xi (Sn) = n? 

On pourrait penser que X( G) = Xi (G) pour tout graphe G, mais c'est loin 
d'etre le cas. Considerons le graphe G = K 2 ,4. Le nombre chromatique est 
2 puisque l' on peut utiliser une couleur pour les deux sommets de gauche et 
une deuxieme couleur pour les sommets de droite. Supposons maintenant 
que l' on nous donne les ensembles de couleurs indiques sur la figure. 

Pour colorier les sommets de gauche, nous avons quatre possibilites 113, 
114, 213 et 214, mais chacune de ces paires se trouve etre un ensemble 
de couleurs sur le cote droit. Une coloration par liste n'est donc pas pos
sible. Par consequent Xi (G) )! 3; le lecteur peut s' amuser a montrer que 
Xi (G) = 3 (il n' est pas necessaire de tester tous les cas possibles I). En 
generalisant cet exemple, il n'est pas difficile de trouver des graphes G tels 
que X( G) = 2, mais tels que Xi (G) soit arbitrairement grand. Le probleme 
de la coloration par liste n'est donc pas aussi simple que I'on pourrait le 
croire au premier abord. 

Revenons au probleme de Dinitz. Un pas important vers la solution a ete fait 
par Jeanette Janssen en 1992lorsqu'elle a prouve que Xi (Sn) ~ n + 1. Le 



coup de grace 1 a ete donne par Fred Galvin qui a ingenieusement combine 
deux resultats (connus tous les deux depuis longtemps). Nous allons etudier 
ces deux resultats et montrer comment ils impliquent Xl (Sn) = n. 

Fixons d'abord quelques notations. Si v est un sommet du graphe G, on 
note, comme precedemment, d(v) le degre de v. Dans le graphe carre Sn. 
chaque sommet a un degre egal a 2n - 2. Etant donne un sous-ensemble 
A <:;; V, on designe par GA le sous-graphe qui admet A comme ensemble 
de sommets et qui contient toutes les aretes de Gentre les sommets de A. 
On appelle GA le sous-graphe induit par A et on dit que H est un sous
graphe induit de G si H = GA pour un certain A. 
Pour enoncer notre premier resultat, nous avons besoin de la notion de 
graphe oriente G = (V, E), c'est-a-dire de graphe tel que chaque arete e 
soit orientee. La notation e = (u, v) signifie que l' on considere un arc e, 
note aussi u---+v, dont le sommet initial est u et dont le sommet final est v. 
On peut donc parler de degre externe d+ (v) et de degre interne d- (v), 
OU d+ ( v) denombre les aretes ayant v comme sommet initial et d- ( v) de
nombre les aretes ayant v comme sommet final; on a d+ ( v) + d- ( v) = 
d( v). Lorsque 1'0n ecrit G, on parle du graphe G non oriente. 

Le concept suivant est issu de la theorie des jeux, il joue un röle fondamen
tal dans la demonstration. 

Definition 1. Soit G = (V, E) un graphe oriente. Un noyau K <:;; V est un 
sous-ensemble de sommets tel que : 
(i) K est independant dans G, et 
(ii) pour tout u f/- K il existe un sommet v E K tel que u ---+ v soit une 

arete. 

Exarninons l'exemple propose dans la marge. L'ensemble {b, c, f} consti
tue un noyau, en revanche le sous-graphe induit par {a, c, e} n'admet pas 
de noyau puisque les trois aretes forment un cyc1e qui traverse les sommets. 

Nous sommes maintenant prets pour enoncer notre premier resultat. 

Lemme 1. Soit G = (V, E) un graphe oriente. Supposons qu'a chaque 
sommet v E V soit associe un ensemble de couleurs G ( v) de cardinal su
perieur a son degre externe, IG(v)1 :;" d+(v) + 1. Si chaque sous-graphe 
induit de G possede un noyau, il existe une coloration par liste de G telle 
que chaque v ait une couleur de G (v) . 

• Preuve. Nous procedons par recurrence sur IVI. Pour IVI = 1, il n'y a 
rien a prouver. Choisissons une couleur cE G = UVEV G( v) et posons : 

A(c) := {VEV:CEG(V)} 

Par hypothese, le sous-graphe induit GA(e) possede un noyau K(c). Nous 
colorions maintenant chaque v E K(c) avec la couleur c (c'est possible 
puisque K(c) est independant) et supprimons K(c) de G et c de G. Soit G' 

1. N.d.T. : en fran,ais dans le texte original. 
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b f 

C (.,.---''!-------~ 
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d 
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x Y 

Un graphe biparti avec un couplage. 

le sous-graphe induit de G sur V\K(c) ayant G'(v) = G(v)\{c} comme 
nouvelle liste de couleurs. Remarquons que pour chaque v E A(c)\K(c), 
le degre externe d+ (v) dirninue de 1 au plus (du fait de la condition (ii) 
verifiee parun noyau). On a donc encore d+(v) + 1 ~ IG'(v)1 dans G'. Les 
sommets qui se trouvent hors de A ( c) verifient la meme condition, puisque 
dans ce cas les ensembles de couleurs G (v) demeurent inchanges. Le nou
veau graphe G' contient moins de sommets que G; le resultat s'obtient par 
recurrence. D 

La maniere de traiter le probleme de Dinitz est maintenant c1aire : il faut 
trouver une orientation du graphe Sn avec des degres externes d+ ( v) ~ 
n - 1 pour tout v, qui assure l'existence d'un noyau pour tous les sous
graphes induits. C'est possible gräce au deuxieme resultat qui suit. 

Nous avons encore besoin de quelques notions prelirninaires. Rappeions 
que, (voir chapitre 10), qu'un graphe biparti G = (X U Y, E) est un graphe 
qui presente la propriete suivante : l'ensemble des sommets V se decom
pose en deux parties X et Y teIles que chaque arete a une extremite dans X 
et l'autre dans Y. En d'autres termes, les graphes bipartis sont precisement 
ceux qui peuvent etre colories avec deux couleurs l'une pour X et l'autre 
pourY). 

Nous arrivons maintenant a un concept important, «les couplages stables », 

qui ont une interpretation terre a terre. Dn couplage M dans un graphe bi
parti G = (X U Y, E) est un ensemble d' aretes tel qu' aucun couple d' aretes 
de M n'ait d'extrernites communes. Dans le graphe represente dans la 
marge les aretes tracees en gras constituent un couplage. 

Si l'on considere X comme un ensemble d'hommes et Y comme un en
semble de femmes, et si l' on interprete uv E E en disant que U et v peuvent 
se marier, un couplage est alors un mariage de masse dans lequel personne 
ne pratique la bigamie. Dans notre contexte, nous avons besoin d'une no
tion plus fine (et plus realiste ?) de couplage, teIle qu' elle a ete suggeree 
par Gale et Shapley. Dans la vie reelle, chaque personne a evidemment des 
preferences et c' est cet aspect que l' on veut integrer. Dans G = (X U Y, E) 
on suppose que pour chaque v E X U Y il Y ait un ordre sur l'ensemble 
N(v) des sommets adjacents av, N(v) = {Zl > Z2 > ... > Zd(v)}' Ainsi, 
Zl est le meilleur choix pour v, ensuite c'est Z2, etc. 

Definition 2. Dn couplage M de G = (X U Y, E) est dit stable si la 
condition suivante est realisee : chaque fois que uv E E\M, U E X, 
v E Y, soit uy E M avec y > v dans N(u) soit xv E M avec x> u dans 
N ( v ), soit les deux. 

Avec notre interpretation dans la vie reelle, un ensemble de mariages est 
stable s'il n'arrive jamais que u et v ne soient pas maries et que u prerere v 
a sa partenaire (s'il en a une) et que v prerere u a son partenaire (si elle en 
a un), ce qui constituerait evidemment une situation instable. 

Avant de montrer notre second resultat, penchons-nous sur l'exemple sui
vant: 



{A > C} 

{C >D > B} 

{A > D} 

{A} 

a~A b B 

c C 
d D 

{c > d > a} 

{b} 

{a > b} 

{c > b} 

Notons qu'il y a dans cet exemple un unique couplage maximal M a quatre 
aretes, M = {aC, bB, cD, dA}, mais que M n'est pas stable (considerer 
cA). 

Lemme 2. Il existe toujours un coup lage stahle. 

• Preuve. Considerons l' algorithme suivant : dans une premiere etape, 
tous les hommes u E X demandent en mariage leur premier choix. Si une 
fille re~oit plusieurs proposition, elle garde le candidat qu'elle prefere au
pres d' elle et si elle re~oit une seule proposition, elle garde le (seul) candidat 
aupres d'elle. Les hommes qui restent sont rejetes et forment le reservoir 
R. Dans la deuxieme etape, tous les hommes de R demandent en mariage 
ce1le qu'ils ont placees en deuxieme position. Les femmes comparent les 
propositions (avec celui qui est aupres d'elle, s'il y en a un), en choisissent 
un et le gardent aupres d'elles. Ceux qui restent sont rejetes et forment un 
nouvel ensemble R. Les hommes de R font encore une fois une demande 
en mariage et ainsi de suite. Si un homme fait une demande en mariage lors 
de son demier choix et qu'il est encore rejete, alors cet homme est ecarte 
pour toute consideration future, (il est aussi ecarte du reservoir). Au bout 
d'un certain temps, le reservoir Rest evidemment vide; c'est a ce moment 
que s'arrete l'algorithme. 

Proposition. Lorsque I' algorithme s' arrete, les hommes qui se trouvent 
aupres d'une femme forment avec eiles un couplage stahle. 

Notons d'abord que les hommes choisis par une fille particuliere se suc
cedent aupres d'elle dans I'ordre de ses preferences croissantes puisqu'a 
chaque etape, la fille compare les nouvelles propositions avec le partenaire 
courant et choisit son nouveau favori. Par consequent, si uv E E mais 
uv I/: M, alors soit u n'a jamais demande la main de v et dans ce cas il 
a trouve une meilleure partenaire avant meme de s'interesser a v, ce qui 
implique que uy E M avec y > v dans N (u), soit u a demande la main de 
v mais il a ete rejete, ce qui implique que xv E M avec x > u dans N (v). 
C'est exactement la condition pour que le couplage soit stable. D 

En rassemblant les lemmes 1 et 2, on obtient la solution de Galvin au pro
bleme de Dinitz. 

Theoreme. On a Xi (Sn) = n pour tout n. 

• Preuve. Comme precedemment, on note (i,j), 1 ~ i,j ~ n, les som
mets de Sn. (i,j) et (7', s) sont donc adjacents si et seulement si i = 7' ou 
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Les aretes en gras constituent un cou
plage stable. Dans chaque liste de prio
rites, le choix qui mene a un couplage 

stable est imprime en gras. 

1 2 3 

3 1 2 

2 3 1 
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1 234 

t--t----------t ~ ~ ~ 
3 3 

1--+-+------l---1 

4 4 

G: L(G): a 

~b~d 
c c 

Construetion d'un graphe des ares. 

j = s. Considerons un carre latin L dont les valeurs parcourent {I, 2, ... , n} 
et notons L(i,j) l'entree de la ceIlule (i,j). Ensuite, faisons de Sn un 
graphe oriente Sn en orientant les aretes horizontales dans le sens (i, j) --+ 
(i, j') si L( i, j) < L( i, j') et les aretes verticales dans le sens (i, j) --+ 
(i',j) si L(i,j) > L(i',j). Ainsi, on oriente horizontalement du plus petit 
element vers le plus grand et verticalement du plus grand vers le plus petit. 
(voir exemple avec n = 3 dans la marge.) 

Notons qued+(i,j) = n -1 pourtout (i,j). Eneffet, si L(i,j) = k, alors 
n - k ceIlules de la ligne i contiennent un coefficient plus grand que k; 
k - 1 ceIlules de la colonne j ont donc un coefficient plus petit que k. 

D'apres le lemme 1 il reste a montrer que chaque sous-graphe induit de 
Sn possede un noyau. Considerons un sous-ensemble A ~ V, soit X l'en
semble des lignes de L et Y l'ensemble de ses colonnes. Associons aAle 
graphe biparti G = (X U Y, A), OU chaque (i,j) E A est represente par 
l'arete ij teIle que i E X, j E Y. Dans l'exemple de la marge, les ceIlules 
de A sont ombrees. 

L'orientation de Sn induit natureIlement un ordre sur les voisinages dans 
G = (X U Y, A) : on dit que j' > j dans N(i) si (i,j) --+ (i,j') dans Sn 
(respectivement i' > i dans N(j) si (i,j) --+ (i',j)). Selon le lemme 2, 
G = (X U Y, A) possede un couplage stable M. Cet ensemble M, consi
dere comme sous-ensemble de A, est le noyau recherche! Pour comprendre 
pourquoi, notons d'abord que M est independant dans A puisqu'en tant 
que familIe d'aretes dans G = (X U Y, A) celles-ci n'ont pas d'extre
mites i ou j en commun. Ensuite, par definition d'un couplage stable, si 
(i,j) E A\M, il existe soit (i,j') E M tels que j' > j soit (i',j) E M 
tels que i' > i, ce qui signifie pour Sn que (i, j) --+ (i, j') E M ou que 
(i, j) --+ (i', j) E M. La preuve est terminee. D 

Pour finir, allons un peu plus loin. Le lecteur a pu remarquer qu'une construc
tion simple permet d'obtenir le graphe Sn a partir d'un graphe biparti. 
Considerons le graphe biparti complet, note Kn,n, tel que lXI = IYI = n, 
et qui contient toutes les aretes entre X et Y. Si nous considerons les aretes 
de Kn,n comme des sommets d'un nouveau graphe, en joignant deux tels 
sommets si et seulement s' ils ont une extremite commune, en tant qu' aretes 
dans Kn,n, il est clair que nous obtenons le graphe carre Sn. Nous dirons 
que Sn est le graphe des ares de Kn,n. On peut faire cette construction sur 
n'importe quel graphe G et appeler le graphe qui en resulte graphe des ares 
L(G) de G. 

En general, on dit que H est un graphe d'ares si H = L(G) pour un 
certain graphe G. Bien sur, tous les graphes ne sont pas des graphes d'arcs, 
un exemple etant le graphe K 2 ,4 que nous avons deja etudie. Nous avons 
vu que ce graphe verifie X(K2,4) < Xe (K2,4). Mais qu'en est-il si H est 
un graphe d'arcs? En adaptant la preuve du theoreme, on peut montrer 
facilement que l'on a X(H) = Xp (H) chaque fois que H est le graphe des 
arcs d'un graphe biparti et la methode pourrait bien etre utile pour verifier 
la conjecture supreme dans ce domaine : 

A-t-on X(H) = Xp(H) pour taut graphe d'ares H? 



On sait peu de choses sur cette conjecture et le probleme semble difficile -
mais apres tout, on savait peu de choses concemant 1e probleme de Dinitz 
il y a vingt ans ... 
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Cinq-coloration des graphes Chapitre 34 
planaires 

La coloration des graphes planaires a fait 1'0bjet d'une recherche intensive 
depuis les debuts de la theorie des graphes a cause de son lien avec le pro
bleme des quatre couleurs. A l'origine, le probleme des quatre couleurs 
posait la question de savoir s'il est toujours possible de colorier les regions 
d'une carte plane avec quatre couleurs de sorte que les regions qui ont un 
bord en commun (et pas seulement un point) soient de couleurs differentes. 
La figure montre que colorier les regions d'un plan revient a colorier les 
sommets d'un graphe planaire. Comme au chapitre 12 (page 83), on place 
un sommet a l'interieur de chaque region (en considerant aussi la region 
exterieure) et l'on relie deux sommets qui appartiennent a des regions voi
sines par une arete qui traverse leur frontiere. 

Le graphe G qui en re suIte, le graphe dual de la carte M, est donc un 
graphe planaire. Colorier les sommets de G au sens usuel revient a colorier 
les regions de M. On peut donc aussi bien se concentrer sur la coloration 
des sommets des graphes planaires. On peut supposer que G n'a ni boudes Le graphe dual d'une carte. 
ni aretes multiples, puisque cet aspect est sans rapport avec les problemes 
de coloration. 

Dans I'histoire longue et ardue des differentes tentatives pour demontrer 
le theoreme des quatre couleurs, beaucoup se sont approchees du but, mais 
c'est finalement la combinaison de tres vieilles idees datant du 1geme siede 
et de la puissance de calcul des ordinateurs modemes (dans la preuve de 
Appel-Haken de 1976 et aussi dans celle plus recente de Robertson, San
ders, Seymour et Thomas de 1997) qui fut finalement couronnee de succes. 
Vingt-cinq ans apres la preuve originale, la situation est toujours a peu pres 
la meme, aucune preuve du Grand Livre n'est en vue. 

Soyons donc plus modestes et demandons-nous s'il existe une preuve daire 
du fait que tout graphe planaire est 5-colorable. Au toumant du vingtieme 
siede, Heawood avait deja donne une demonstration de ce theoreme des 
cinq couleurs. L'element fondamental de sa preuve (qui est en fait aussi 
celle du theoreme des quatre couleurs) est la formule d'Euler (voir cha
pitre 12). Lorsque l'on colorie un graphe G, il est dair que l'on peut sup
poser G connexe puisque l' on peut colorier les composantes connexes du 
graphe separement. Un graphe planaire divise le plan en un ensemble R 
de regions (parmi lesquelles il faut faire figurer la region « exterieure»). Ce graphe p1anaire a 8 sommets, 
La formule d'Euler affirme qu'etant donne un graphe planaire connexe 13 aretes et 7 regions. 
G = (V, E) on a toujours : 

IVI - lEI + IRI 2. 
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Un graphe planaire quasi-triangule. 

Pour nous echauffer, regardons comment la formule d'Euler pourrait etre 
appliquee pour montrer que chaque graphe planaire G admet une 6-colo
ration. On procede par recurrence sur le nombre n de sommets. Pour de 
petites valeurs de n (en particulier, pour n ~ 6) le resultat est evident. En 
utilisant la partie (A) de la proposition de la page 85 on sait que G possede 
un sommet v de degre au plus 5. Effa\ions v et toutes les aretes incidentes 
a v. Le graphe GI = G\ {v} qui en resulte est un graphe planaire a n - 1 
sommets. D'apres l'hypothese de recurrence, GI est 6-colorable. Puisque v 
a au plus 5 voisins dans G, 5 couleurs au plus sont utilisees pour ses voisins 
dans la coloration de GI. On peut donc etendre toute 6-coloration de GI 
en une 6-coloration de G en attribuant a v une couleur qui n'est utilisee 
pour aucun de ses voisins dans la coloration de GI. Ainsi, G admet une 
6-coloration. 

Examinons maintenant le nombre chromatique liste des graphes planaires, 
dont nous avons parle dans le chapitre consacre au probleme de Dinitz. Il 
est clair que notre methode de 6-coloration fonctionne aussi bien pour des 
listes de couleurs (on ne manque jamais de couleurs) et ainsi Xe (G) ~ 6 
pour tout graphe planaire G. Erdos, Rubin et Taylor ont conjecture en 
1979 que chaque graphe planaire avait un nombre chromatique liste au 
plus egal a 5, et qu'il existe en outre des graphes planaires G tels que 
Xe (G) > 4. Ils avaient raison sur les deux points. Margit Voigt a ete la 
premiere a construire un exemple de graphe planaire G tel que Xe (G) = 5 
(son exemple avait 238 sommets) et dans le meme temps, Carsten Thomas
sen a donne une preuve absolument incroyable de la conjecture pour les 
colorations 5-listees. Sa preuve est un exemple revelateur de ce que l'on 
peut faire lorsque l'on trouve la bonne hypothese de recurrence. Celle-ci 
n'utilise pas du tout la formule d'Euler! 

Theoreme. Tous les graphes planaires G admettent des colora
tions 5-listees : 

• Preuve. Notons d'abord que l'addition d'aretes augmente seulement le 
nombre chromatique. En d'autres termes, lorsque H est un sous-graphe de 
G, alors on a clairement Xe(H) ~ Xe(G). Par consequent, nous pouvons 
supposer que Gest connexe et que toutes les faces bomees d' un plongement 
ont des triangles comme bords (et que la face non bomee est aussi fermee 
par un circuit simple qui peut etre un triangle ou peut etre forme de plus de 
trois aretes). Nous disons qu'un tel graphe est quasi-triangule. La validite 
du theoreme pour les graphes quasi-triangules etablira le resultat pour tous 
les graphes planaires . 

L'astuce de la preuve consiste a montrer l'enonce suivant qui est plus fort 
et qui permet de recourir a un raisonnement par recurrence : 

Soit G = (V, E) un graphe quasi-triangule et soit B le cycle qui 
limite la region exterieure. Faisons les hypotheses suivantes sur les 
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ensembles de couleurs G (v), v E V : 
(1) deux sommets adjacents x, y de B sont deja coloriis avec des 

couleurs (differentes) a et ß. 
(2) IG(v)1 ~ 3 pour tous les autres sommets v de B. 
(3) I G (v) I ~ 5 pour tous les sommets v interieurs. 
Alors, la coloration de x, y peut etre etendue a une coloration 
propre de G en choisissant les couleurs dans les listes. En par
ticulier, Xe (G) ::::; 5. 

Si IVI = 3 c'est evident, puisque le seul sommet v qui n'est pas colorie 
verifie I G ( v ) I ~ 3; il Y a donc une couleur disponible. N ous procedons 
maintenant par recurrence. 

Cas 1: Supposons que B ait une corde, c'est-a-dire une arete qui n'est pas 
dans B et qui joint deux sommets u, v E B. Le sous-graphe GI qui est 
borne par BI U {uv} et qui contient x, y, u et v est quasi-triangule; par 
consequent, par recurrence, il admet une coloration 5-listee. Supposons que 
dans cette coloration les sommets u et v re90ivent les couleurs I et 8. Exa
minons la partie basse de G2 qui est bornee par B 2 et uv. Comme u, v 
sont deja colories, les hypotheses de recurrence sont egalement satisfaites 
par G2 . Par consequent G2 admet une coloration 5-listee avec les couleurs 
disponibles; il en est donc de meme pour G. 

Cas 2: Supposons que B n' ait pas de corde. Soit Va le sommet qui se trouve 
sur B de l'autre cöte du sommet a-colorie x et soient x, VI, ... , Vt, wies 
voisins de va. Puisque Gest quasi-triangule, on se trouve dans la situation 
montree dans la figure. 

Construisons le graphe quasi-triangule G' = G\ {va} en supprimant de G 
le sommet Va et toutes les aretes issues de Va. G' admet B' = (B\ { va} ) U 
{VI, ... ,vd pour bord exterieur. Puisque IG( va)1 ~ 3 d'apres l'hypothese 
(2), il existe deux couleurs I et 8 de G(va) differentes de a. Rempla90ns 
maintenant chaque ensemble de couleurs G( Vi) par G( Vi)\ {T, 8} en gar
dant les ensembles de couleurs originales pour tous les autres sommets de 
G'. Ainsi, G' verifie clairement toutes les hypotheses. 11 admet donc par 
recurrence une coloration 5-listee. En choisissant I ou 8 pour Va, different 
de la couleur de w, on peut etendre la coloration listee de G' aG tout entier. 

D 

Ainsi, le theoreme de coloration 5-listee est demontre. Toutefois, l'histoire 
n'est pas totalement terminee. Une conjecture plus forte affirmait que le 
nombre chromatique liste d'un graphe planaire Gest au plus superieur 
d'une unite au nombre chromatique ordinaire : 

Est-ce que Xe (G) ::::; X( G) + 1 pour tout graphe planaire G ? 

Puisque X( G) ::::; 4, d' apres le theoreme des quatre couleurs, nous avons 
trois cas : 

Cas I: 
Cas 11: 

Cas III: 

X(G) =2 ===} Xe(G)::::;3, 
X(G) = 3 ===} Xe(G) ::::; 4, 

X(G) = 4 ===} Xe(G) ::::; 5. 

x 

__ ------------------~v 

Va 

B 
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{0:,1, 3, 4} 

) 
{0:, ß,1, 2} 

ß 

Le resultat de Thomassen resout le cas III ; le cas I a ete demontre par un 
argument ingenieux (et tres sophistique) d' Alon et Tarsi. En outre, il y a 
des graphes planaires G tels que X( G) = 2 et Xl (G) = 3, par exemple 1e 
graphe K 2,4 que nous avons etudie dans le chapitre consacre au probleme 
de Dinitz. 

Qu'en est-il du cas II? lci, la conjecture est fausse: cela a d'abord ete mon
tre par Margit Voigt sur un graphe qu'avait construit auparavant Shai Gut
ner. Son graphe sur 130 sommets peut etre obtenu de la maniere suivante : 
considerons tout d'abord le « double octaedre» (voir figure), qui admet 
c1airement une 3-coloration. Soient 0: E {5, 6, 7, 8} et ß E {g, 10, 11, 12} ; 
considerons les listes qui sont donnees dans la figure. On peut verifier 
qu'aucune coloration n'est possib1e avec ces listes. Prenons maintenant 16 
copies de ce graphe ; identifions tous les sommets du haut et tous ceux du 
bas. Cela donne un graphe sur 16 . 8 + 2 = 130 sommets qui est toujours 
planaire et qui admet une 3-coloration. Attribuons {5, 6, 7, 8} au sommet 
du haut et {g, 10, 11, 12} au sommet du bas, les listes interieures corres
pondant aux 16 paires (0:, ß), 0: E {5, 6, 7, 8}, ß E {g, 10, 11, 12}. Pour 
chaque choix de 0: et ß nous obtenons ainsi un sous-graphe (comme dans 
la figure). Une co1oration par liste du grand graphe est donc impossible. 

En modifiant un des autres exemples de Gutner, Voigt et Wirth ont trouve 
un graphe planaire plus petit ayant 75 sommets, tel que X = 3 et Xl = 5, 
qui en outre utilise 1e nombre minimal de cinq couleurs dans les listes. Le 
record actuel est de 63 sommets. 
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Comment surveiller un musee 

Voici un probleme attrayant souleve par Victor Klee en 1973. Le directeur 
d'un musee veut etre sur qu'a tout moment chaque endroit du musee est 
surveille par un gardien. Les gardiens sont places ades postes fixes, mais 
ils peuvent se tourner. Combien de gardiens sont necessaires? 

Dessinons les murs du musee comme un polygone a n cötes. Bien sill, 
si le polygone est convexe, un gardien suffit et le gardien peut se trouver 
en n'importe quel point du musee. Mais, en general, les murs d'un musee 
peuvent avoir n'importe quelle forme de polygone ferme. 

Considerons un musee en forme de peigne avec n = 3m murs, comme ce
lui represente dans la marge. Il est facile de voir que ce dernier requiert au 
moins m = i gardiens. En effet, il y a n murs. Remarquons que le point 1 
ne peut etre observe que par un gardien qui se trouve dans le triangle ombre 
qui contient 1 ; il en est de meme pour les autres points 2, 3, ... ,m. Puisque 
tous ces triangles sont disjoints, au moins m gardiens sont necessaires. Ce
pendant, m gardiens suffisent egalement, puisqu'ils peuvent etre places sur 
les cötes superieurs des triangles. En supprimant un ou deux murs a la fin, 
nous concluons que pour tout n il existe un musee a n murs qui requiert 
Li J gardiens. 

Chapitre 35 
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Un hall d'exposition convexe. 

1 

f
---1 
~ 

2 3 

Une veritable galerie d' art ... 

m 



262 Raisonnements divins 

Un musee avec n = 12 murs. 

Une triangulation du musee ci-dessus. 

C' 

Le polyedre de Schönhardt : Les angles 
diedraux interieurs aux aretes AB' , 
BG' et GA' sont superieurs a 1800 • 

Le resultat suivant affirme que c'est le pire des cas. 

Theoreme. Pour tout musee a n murs, L ~ J gardiens suffisent. 

Ce « theort!me de la galerie d' art» a d' abord ete demontre par un ingenieux 
argument de Vasek Chvatal, mais voici une tres belle preuve de Steve Fisk. 

• Preuve. Dessinons d'abord entre les coins des murs n-3 diagonales qui 
ne se coupent pas, de sorte que l'interieur soit triangule. Par exemple, nous 
pouvons tracer 9 diagonales dans le musee represente ci-contre. La triangu
lation retenue n'a pas d'importance, n'importe laquelle convient. Conside
rons maintenant la nouvelle figure comme un graphe planaire dont les coins 
sont les sommets, et dont les murs et les diagonales sont les aretes. 

Proposition. Ce graphe est 3-colorable. 

Pour n = 3 il n'y arien 11 prouver. Pour n > 3, prenons deux sommets quel
conques u et v relies par une diagonale. Cette diagonale va diviser le graphe 
en deux graphes triangules plus petits qui contiennent tous les deux l'arete 
uv. Par recurrence, nous pouvons colorer chaque partie avec 3 couleurs; 
nous pouvons choisir la couleur 1 pour u et la couleur 2 pour v dans chaque 
coloration. En fusionnant les colorations, on obtient une 3-coloration du 
graphe tout entier. 
Le reste est simple. Puisqu'il y a n sommets, une des c1asses de couleurs au 
moins, celle dont les sommets sont colores par 1 par exemple, contient au 
plus l ~ J sommets : c'est en ces points qu'il convient de placer les gardiens. 
Puisque chaque triangle contient un sommet de couleur 1, chaque triangle 
est garde; par consequent il en est ainsi pour tout le musee. D 

Le lecteur attentif a pu relever un point delicat dans le raisonnement. Est
ce qu'il existe toujours une triangulation? Apremiere vue on peut penser 
que c'est le cas. Elle existe en effet, mais ce resultat n'est pas complete
ment evident. En fait, il ne se generalise pas en dimension trois (partition 
en tetraedres) ! On peut s'en convaincre avec le polyedre de Schänhardt, 
represente dans la marge. 11 est obtenu 11 partir d'un prisme triangulaire en 
faisant toumer le triangle du haut, de sorte que chacune des faces quadri
laterales se decompose en deux triangles avec une arete non convexe. On 
ne peut pas trianguler ce polyedre ! Tout tetraedre qui contient le triangle 
du bas doit contenir un des trois sommets du haut mais le tetraedre qui en 
resulte n'est pas contenu dans le polyedre de Schönhardt. 11 n'y a donc pas 
de triangulation sans sommet supplementaire. 

Pour prouver qu'un polygone planaire non convexe admet une triangula
tion, on procede par recurrence sur le nombre n de sommets. Pour n = 3 le 
polygone est un triangle ; il n'y arien 11 demontrer. Soit n ;? 4. Pour faire 
un raisonnement par recurrence, on doit seulement exhiber une diagonale 
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qui divisera le polygone P en deux parties plus petites qui pourront etre 
fusionnees ensemble, comme on l' a fait plus haut. 

Nous disons qu'un sommet A est convexe si l'angle interieur au sommet 
est inferieur a 1800 • Puisque la somme des angles interieurs de Pest egale 
a (n - 2) 1800 , il doit y avoir au moins un sommet convexe A. En fait, il 
y en a au moins trois : c'est pour l'essentie1 une application du principe 
des tiroirs ! On peut aussi considerer l'enveloppe convexe du polygone et 
remarquer que tous ses sommets sont convexes. 

Examinons maintenant les deux sommets voisins B et C de A. Si 1e seg
ment BC se trouve entierement dans P, BC devient la diagonale cherchee. 
Sinon, le triangle ABC contient d' autres sommets. Faisons glisser BC vers 
Ajusqu'a ce qu'il touche le dernier sommet Z dans ABC. AZ est mainte
nant a l'interieur de P et constitue la diagonale cherchee. 

TI existe plusieurs variantes du theoreme de la galerie d'art. Nous pouvons 
par exemp1e imposer que seuls les murs soient gardes (apres tout, c'est l'en
droit ou sont accroches les tableaux), ou bien que les gardiens soient tous 
places ades sommets. Une variante particulierement belle du probleme, a 
ce jour non resolue, est la suivante : 

Supposons que chaque gardien puisse patrouiller le long d'un mur 
du musee, il marche donc le long de son mur et voit tout ce qui peut 
etre vu de n 'importe quel point de ce mur. 
De combien de « gardiens de murs» a-t-on besoin pour garder le 
controle du musee ? 

Gottfried Toussaint a construit l' exemple de musee figurant dans la marge 
qui montre que l % J gardiens peuvent etre necessaires. 

Ce polygone a 28 cötes (et en general4m cötes); le lecteur est invite a ve
rifier que m gardiens places sur les cötes sont necessaires. On conjecture 
que, sauf pour quelques petites valeurs de n, ce nombre est egalement suf
fisant, mais une preuve, sans meme penser a une Preuve du Grand Livre, 
n'est pas encore en vue. 
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Le theoreme de Tu ran 

Un des resultats fondamentaux de la theorie des graphes est le theoreme 
de Turm, datant de 1941, qui a lance la theorie extremale des graphes. 
Le theoreme de Turm a ete redecouvert plusieurs fois avec des preuves 
differentes. Nous traiterons cinq d'entre elles et laisserons le lecteur choisir 
celle qui selon lui doit figurer dans le Grand Livre. 

Fixons quelques notations. Nous considerons des graphes simples G sur 
un ensemble de sommets V = {VI, ... , V n } et un ensemble d' aretes E. Si 
Vi et Vj sont voisins, on ecrit ViVj E E. Une p-clique de Gest un sous
graphe complet de Gap sommets, note K p . Paul Turan a pose la question 
suivante: 

Supposons que G soit un graphe simple sans p-clique. 
Quel est le nombre maximal d'aretes que G peut contenir? 

On obtient facilement des exemples de tels graphes en partageant V en p-1 
sous-ensembles deux a deux disjoints V = VI U ... U "Vp-I, lVii = ni, 
n = nl + ... + np-l et en joignant deux sommets si et seulement s'ils se 
trouvent dans des ensembles distincts Vi, Vj. Notons Kn" ... ,np_, le graphe 
qui en resulte ; il contient Li<j ninj aretes. n etant fixe, on obtient un 
nombre maximum d'aretes dans de tels graphes si l'on divise les nombres 
ni autant que faire se peut, c'est-a-dire si Ini - nj I :( 1 pour tous i, j. En 
effet, supposons que ni ~ n2 + 2. En deplac;ant un sommet de VI a V2, 

on obtient Knl-l,n2+1, ... ,np_l qui contient (nI - 1)(n2 + 1) - nln2 = 
ni - n2 - 1 ~ 1 aretes de plus que K n" n2, ... ,np_,' Appelons graphes de 
Turan les graphes Kn" ... ,np_, tels que Ini - nj I :( 1. Remarquons que si 

Chapitre 36 

Paul Turm 

p - 1 divise n, on peut choisir ni = prtl pour tout i, obtenant ainsi : Le graphe K 2 ,2,3. 

( p - 1) ( n)2 ( 1) n 2 
2 p-1 = 1- p _ 1 :2 

aretes. Le theoreme de Turm affirme alors que ce nombre est une borne 
superieure du nombre d'aretes de taut graphe a n sommets sans p-clique. 

Theoreme. Si un graphe G = (V, E) an sammets n'a pas de p-clique, 
p ~ 2, alors : 1 2 

lEI :( (1- -)~. (1) 
p-1 2 
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G 

H 

Pour p = 2 c'est trivial. Dans le premier cas interessant, c'est-a-dire pour 
p = 3, 1e theoreme affirme qu'un graphe sans triang1e a n sommets contient 

2 
au plus ~ aretes. On connaissait des preuves de ce cas particulier avant 1e 
resultat de Turan. Deux preuves elegantes utilisant des inegalites figurent 
au chapitre 18. 

Penchons nous sur 1e cas general. Les deux premieres preuves utilisent un 
raisonnement par recurrence ; on les doit respectivement a Turan et Erd6s . 

• Premiere preuve. On procMe par recurrence sur n. On verifie facile
ment que (1) est vraie pour n ~ p - 1. Supposons maintenant que n ;;:, p et 
soit G un graphe sur V = {Vl,'" , vn } sans p-cliques et avec un nombre 
maximal d'aretes. G contient certainement des (p - 1)-cliques puisque 
sinon, on pourrait ajouter des aretes. Soit A une (p - 1)-clique; posons 
B:= V\A. 
A contient (p;l) aretes. Nous allons maintenant estimer le nombre d' aretes 
eB de B et le nombre d'aretes eA Bentre A et B. Par recurrence, nous 
avons eB ~ ~(1 - p~l)(n - P'+' 1)2. Puisque G n'a pas de p-clique, 
chaque Vj E Best adjacent a p - 2 sommets de A au plus; nous obtenons 
donc eA,B ~ (p - 2)(n - p + 1). Fina1ement, cela implique : 

IEI~ +- 1--- (n-p+l)2+(p-2)(n-p+l) ( p - 1) 1 ( 1) 
2 2 p-l 

qui est precisement egal a (1 - P~l) ~2 • D 

• Deuxieme preuve. Cette preuve utilise la structure des graphes de 
Turan. Soit V m E V un sommet de degre maximal dm = maxl:(j":;n dj . 

Notons S l'ensemble des voisins de V m , ISI = dm et posons T = V\S. 
Comme G ne contient pas de p-clique et que Vm est adjacent a tous les 
sommets de S, S ne contient pas de (p - 1) -clique. 

Construisons maintenant 1e graphe H sur V suivant (voir figure). H cor
respond a G sur S et contient toutes les aretes entre S et T, mais pas 
d'aretes a l'interieur de T. En d'autres termes, Test un ensemble inde
pendant dans H donc H n'a pas de p-clique. Soit dj le degre de Vj dans 
H. Si Vj E S, alors dj ;;:, dj par construction de H ainsi pour Vj E T, 
on voit que dj = ISI = dm ;;:, dj gräce au choix de V m . 11 en resulte que 
IE(H)I ;;:, lEI, et que parmi tous 1es graphes ayant un nombre maximal 
d'aretes, il doit y en avoir un qui a la forme de H. Par recurrence, le graphe 
induit par S a au plus autant d'aretes qu'un graphe convenable K n" ... ,np _2 

sur S. Donc lEI ~ IE(H)I ~ E(Kn1, ... ,np_l) ou np-l = ITI. ce qui 
implique (1). D 

Les deux preuves suivantes sont de natures completement differentes. Elles 
utilisent un argument de maximum et des idees issues de la theorie des 
probabilites. On les doit respectivement a Motzkin et Strauss et a Alon et 
Spencer. 



• Troisieme preuve. Considerons une distribution de probabilite w = 
( Wl, ... , wn ) sur les sommets : attribuons aux sommets des valeurs Wi ;;:, 0 
teIles que 2:~=1 Wi = 1. Notre but est de maximiser la fonction : 

f(w) = L WiWj 

vivjEE 

Supposons que w soit une distribution quelconque; soient Vi et Vj deux 
sommets non-adjacents auxquels on a attribue des valeurs positives Wi, Wj. 

Soit Si la somme des valeurs de tous les sommets adjacents a Vi. Definissons 
Sj de la meme maniere pour Vj, en ayant suppose que Si ;;:, Sj' Depla90ns 
maintenant le poids de Vj a Vi, c'est-a-dire que le nouveau poids attribue a 
Vi est Wi + W j, tandis que le poids attribue a V j est egal a zero. La nouvelle 
distribution w' verifie : 

f(w') = f(w) + WjSi - WjSj ;;:, f(w) 

En repetant cette operation (on obtient moins de sommets a valeurs posi
tives a chaque etape) on constate qu'il y a une distribution optimale teIle 
que les poids non nuls soient concentres sur une clique, par exemple une 
k-clique. Supposons que Wl > W2 > 0, et choisissons 6 tel que 0 < 6 < 
Wl - W2. Changeons Wl en Wl - 6 et W2 en W2 + 6. La nouvelle distribution 
w' verifie f(w') = f(w) +6(Wl - W2) _62 > f(w). La valeur maximum 
de fest donc atteinte pour Wi = t sur une k-clique et Wi = 0 ailleurs. 
Pu· , k li . k(k-l) A lSqU une -c que contlent -2- aretes : 

f = k(k - 1) ~ = ~ (1 _ ~) 
2 k2 2 k 

Comme cette expression croit avec k, le mieux que nous puissions faire est 
de poser k = p - 1 (puisque G n'a pas de p-cliques). Ainsi : 

f(w) :::; ~(1- _1_) 
2 p-1 

pour toute distribution w. En particulier, cette inegalite a lieu pour la dis
tribution uniforme definie par Wi = ~ pour tout i. On trouve ainsi : 

lfl = f(w =~) ,,:: ~(1- _1_) 
n 2 'n '" 2 p - 1 ' 

ce qui est precisement (1). D 

• Quatrieme preuve. Nous utilisons cette fois encore quelques concepts 
de la theorie des probabilites. Soit G un graphe arbitraire sur l' ensemble des 
sommets V = {Vb'" , vn }. N otons di le degre de Vi et w (G) le nombre 
de sommets d'une clique maximale, appele le nombre de clique de G. 

Proposition. On a w(G) ;;:, t n ~ d.· 
i=l ~ 
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• u 

Choisissons au hasard, avec equiprobabilite rh, une permutation 7r de l'en
semble des sommets. A reindexation pres, on peut noter 7r = Vl V2 ... Vn 

cette permutation. Construisons l'ensemble C", suivant: on met Vi dans C", 
si et seulement si Vi est adjacent a tous les Vj (j < i) qui precedent Vi. Par 
definition, C", est une clique dans G. Soit X = IC", Ila variable aleatoire 
correspondante. Nous avons X = ~~=l Xi, OU Xi est la variable aleatoire 
indicatrice du sommet Vi, c'est-a-dire que Xi = 1 OU Xi = 0 suivant que 
Vi E C", OU Vi rt C"'. Notons que Vi appartient a C'" pour la permutation 
Vl V2 ... Vn si et seulement si Vi apparait avant tous les n - 1 - di som
mets qui ne sont pas adjacents a Vi, en d'autres termes, si Vi est le premier 
parmi Vi et ses n - 1 - di non-voisins. La probabilite que cela se produise 
est n!di ; par consequent EXi = n!di' Par linearite de l'esperance (voir 
page 107) on obtient alors : 

11 doit donc y avoir une clique de cette taille au moins, ce que nous affir
mions. Pour en deduire le theoreme de Turan, on va utiliser l'inegalite de 
Cauchy-Schwarz evoquee au chapitre 18, 

n n 1 n 

n2 :( (~)n-di))(Ln_d) :( w(G)L(n-di) (2) 
i=l i=l ~ i=l 

Appliquons a present l'hypothese w( G) :( p - 1 du theoreme de Turan. En 
utilisant aussi le fait que ~~=l di = 21EI d'apres le chapitre sur le double 
decompte, l'inegalite (2) implique : 

ce qui est equivalent a l'inegalite de Turan. D 

Nous sommes maintenant fin prets pour la demiere preuve, qui est peut
etre la plus belle de toutes. Son origine n'est pas claire : elle nous a ete 
communiquee par Stephan Brandt, qui l'a entendue a Oberwolfach. Elle 
doit venir du folklore de la theorie des graphes. Elle montre simultanement 
que le graphe de Turan est en fait l'unique exemple qui possede un nombre 
maximal d'aretes (remarquons que les deux preuves 1 et 2 impliquent aussi 
ce resultat plus fort) . 

• Cinquieme preuve. Soit G un graphe sur n sommets sans p-clique, 
ayant un nombre maximal d'aretes. 

Proposition. G ne peut pas cantenir trais sammets u, V, w tels que 
vw E E, mais tels que ni uv rt E, ni uw rt E. 



Supposons le contraire et considerons les cas suivants. 

Cas 1: d(u) < d(v) ou d(u) < d(w). 
On suppose par exemp1e que d(u) < d(v). On duplique v, c'est-a-dire que 
l' on cree un nouveau sommet v' qui a exactement les memes voisins que v 
(mais vv' n' est pas une arete), on efface u et l' on garde le reste tel quel. 

Le nouveau graphe G' n'a toujours pas de p-clique et son nombre d'aretes 
verifie: 

IE(G')I = IE(G)I + d(v) - d(u) > IE(G)I 

ce qui est contradictoire. 

Cas 2: d(u) ~ d(v) et d(u) ~ d(w). 
On duplique u deux fois et l'on efface v et w (comme indique dans la 
marge). Une fois de plus, le graphe G' n' a pas de p-c1ique et l' on a (le -1 
resulte de l'arete vw) : 

IE(G')I = IE(G)I + 2d(u) - (d(v) + d(w) - 1) > IE(G)I 

On obtient encore une contradiction. 

Un peu de reflexion montre que l'assertion demontree est equivalente au . ' 
fait que la relation: 

u~v :~ uvrf.E(G) 

est une relation d'equiva1ence. Ainsi, Gest un graphe multiparti complet, 
G = Kn1, ... ,np_1' ce qui termine la demonstration. D 
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« Des poids encore plus lourds a depla

cer J>. 



Communiquer sans erreur 

En 1956, Claude Shannon, le fondateur de la theorie de I'information, posa 
l' interessante question suivante : 

Supposons que I'on veuille transmettre des messages a un recep
teur a travers un canal (dans lequel certains symboles peuvent etre 
modifies au cours de la transmission). Quel est le taux de transmis
sion maximum qui permette au recepteur de retrouver le message 
original sans erreur ? 

Examinons ce que Shannon a voulu dire par « canal » et « taux de transmis
sion ». On se donne un ensemble V de symboles. Dn message est sim
plement une chaine de symboles de V Modelisons le canal comme un 
graphe G = (V, E), Oll V est I'ensemble des symboles et E I'ensemble des 
aretes entre des paires de symboles incertains, c'est-a-dire des symboles 
qui peuvent etre confondus pendant la transmission. Par exemple, dans le 
cadre d'une communication par telephone on relie les symboles B et P par 
une arete puisqu'il y ade bonnes chances que le recepteur les confonde. 
Appelons G le graphe de confusion. 

Le 5-cycle e5 joue un röle primordial dans le developpement qui suit. Ce 
graphe signifie qu'il y a un risque de confusion entre 1 et 2 mais pas entre 
1 et 3 etc. Dans I'ideal, on aimerait utiliser les 5 symboles pour la transmis
sion, mais, comme on veut communiquer sans erreur, on peut, a condition 
de n'envoyer que des symboles seuls, utiliser seulement une lettre pour 
chaque paire qui pourrait etre confondue. Ainsi, en ce qui concerne le 5-
cycle, on peut se restreindre a deux lettres differentes pourvu qu'elles ne 
soient pas reliees par une arete. Dans le langage de la theorie de I'infor
mation, cela signifie que I'on realise pour le 5-cycle un taux d'information 
de log22 = 1 (au lieu du maximum log25 ~ 2.32). Dans ce modele, il est 
clair que pour un graphe arbitraire G = (V, E), le mieux que I' on puisse 
faire est de transmettre des symboles a partir d'un ensemble independant de 
taille maximale. Ainsi, en envoyant des symboles seuls, on atteint le taux 
d'information log2a( G), Oll a( G) est le nombre de stabilite de G. 
Voyons si l'on peut accroitre le taux d'information en utilisant des chaines 
plus grandes a la place de symboles seuls. Supposons que l' on veuille trans
mettre des chaines de longueur 2. Les chaines Ui U2 et Vi V2 peuvent etre 
confondues dans run des trois cas suivants seulement : 
• Ui = Vi et U2 peut etre confondu avec V2, 

• U2 = V2 et Ui peut etre confondu avec Vi, 

• Ui i= Vi peuvent etre confondus et U2 i= V2 peuvent etre confondus. 

Chapitre 37 

Claude Shannon 

1 

'02 

4 3 
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Le graphe Cs x Cs. 

En termes de theorie des graphes cela revient 11 considerer le produit G l x 
G2 des deux graphes G l = (Vb E l ) et G 2 = (V2 , E2 ). G l X G2 a pour 
ensemble de sommets Vl x V2 = {( Ul, U2) : Ul E Vl , U2 E V2 }, ou 
(Ul, U2) #- (VI, V2) sont relies par une arete si et seulement si Ui = Vi 

OU UiVi E Ei pour i = 1,2. Le graphe de confusion des chaines de lon
gueur 2 est ainsi G2 = G x G, le produit du graphe avec lui-meme. Le 
taux d' information par symbole determine par les chaines de longueur 2 est 
donc: 

On peut, bien sftr, utiliser des chaines de longueur n que1conque. Le n-ieme 
graphe de confusion Gn = G x G x ... x G a pour ensemble de sommets 
vn = {( UI, ... ,un) : Ui E V} ou (UI, ... ,un) #- (VI, ... vn) sont relies 
par une arete si Ui = Vi ou si UiVi E E pour tout i. Le taux d'information 
par symbole determine par les chaines de longueur nest: 

Que dire sur a( Gn) ? Voici une premiere observation. Soit U <;;; V un 
ensemble independant maximal dans G, avec IUI = a. Les an sommets de 
Gn de la forme (Ul, ... , un), ou Ui E U pour tout i, forment clairement un 
ensemble independant dans Gn. Par consequent : 

et donc: 

y'a(Gn) ~ a(G) 

ce qui signifie que l'on ne diminue jamais le taux d'information en utilisant 
des chaines de plusieurs symboles au lieu de chaines de symboles seuls. 
C'est d'ailleurs une idee fondamentale de la theorie des codes: en codant 
des symboles dans des chaines plus longues on peut etablir une communi
cation sans erreur plus efficace. 

En ne tenant pas compte du logarithme on arrive 11 la definition fondamen
tale de Shannon : la capacite d' erreur nulle d'un graphe Gest donnee par : 

8(G) := sup y'a(Gn) 
n;?:l 

Le probleme de Shannon a ete de calculer 8( G), en particulier 8(05 ). 

Exarninons 0 5 . Nous savons jusqu'ici que 00(05 ) = 2 :( 8(05 ). En etu
diant le 5-cycle represente plus haut, ou le produit 0 5 x 0 5 represente ci
contre, on voit que l'ensemble {(I, 1), (2, 3), (3, 5), (4,2), (5, 4)} est inde
pendant dans 0 52 . Ainsi, nous avons a( 0 52 ) ~ 5. Puisqu'un ensemble in
dependant ne peut contenir que deux sommets de deux lignes consecutives, 
00(052 ) = 5. Par consequent, en utilisant des chaines de longueur 2 nous 
avons augmente la borne inferieure de la capacite jusqu'11 8( 0 5 ) ~ y'5. 



Nous n'avons jusqu'ici aueune borne superieure de la eapacite. Pour en 
obtenir une, suivons eneore 1es idees originales de Shannon. Nous avons 
d'abord besoin de la definition duale d'un ensemble independant. Nous 
rappeions qu'un sous-ensemble C <:;; V est une clique si deux sommets 
quelconques de C sont joints par une arete. Ainsi, les sommets forment des 
cliques triviales de taille 1, les aretes les cliques de taille 2, les triangles les 
cliques de taille 3, et ainsi de suite. Soit C 1'ensemble des cliques dans G. 
Considerons une distribution de probabilite arbitraire x = (xv : v E V) 
sur 1'ensemb1e des sommets, e'est-a-dire que Xv ;;:, 0 et LVEV XV = l. 
Associons a ehaque distribution x la« valeur maximale d'une elique» : 

et posons enfin : 

>'(G) = min>.(x) = minmax '" Xv 
'" '" CEC L...J 

vEC 

Pour etre rigoureux, on devrait utiliser inf au lieu de min, mais le minimum 
existe ear >. est eontinue sur l' ensemble eompaet de toutes les distributions. 

Considerons maintenant un ensemble independant U <:;; V de taille maxi
male a(G) = a et definissons la distribution associee a U, X u = (xv: 
v E V), en posant Xv = ~ si v E U et Xv = 0 sinon. Puisque toute 
clique eontient au plus un sommet de U, A(XU ) = ~ done, par definition 
de A(G): 

1 
A(G) ~ a(G) ou a(G) ~ A(G)-l 

Shannon a observe que A(G)-l est en fait une borne superieure de tous 
1es V'a(Gn), done aussi de 8(G). Pour le prouver, il suffit de montrer 
qu'etant donnes des graphes G et H : 

A( G x H) = A( G)A(H) 

puis que eela implique A ( Gn) = A ( G) n et done : 

a(Gn) ~ A(Gn)-l = A(G)-n 

V'a(Gn) ~ A(G)-l 

(1) 

Pour prouver (1) on applique 1e theoreme de dualite en programmation li
neaire (voir [1]) et l' on obtient : 

A(G) = minmax '" Xv = maxmin'" Yc (2) 
'" CEC L...J Y vEV L...J 

vEC C3v 

Olt 1e terme de droite pareourt toutes 1es distributions de probabilite y = 
(Yc: C E C) surC. 

Considerons G x H. Soit x et x' des distributions qui atteignent 1es mi
nima, A(X) = A(G), A(X' ) = A(H). Dans 1'ensemb1e des sommets de 
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G x H attribuons la valeur Z(u,v) = xux~ au sommet (u,v). Puisque 
L:(u,v) Z(u,v) = L:u Xu L:v x~ = 1, nous obtenons une distribution. Nous 
observons ensuite que les cliques maximales de G x H sont de la forme 
G x D = {( u, v) : u E G, v E D} ou G et D sont des cliques de G et H 
respectivement. Par consequent : 

A(G x H) :( A(Z) max 
CxD 

(u,v)ECxD 

Z(u,v) 

max LXu LX~ 
CxD 

uEC vED 

A(G)A(H) 

par definition de A (G x H). De la meme maniere on montre l' inegalite 
inverse A(G x H) ;;:, A(G)A(H) en utilisant 1'expression duale de A(G) 
dans (2). En resume : 

8(G) :( A(G)-l 

pour tout graphe G. 

Appliquons ce que nous avons trouve au 5-cycle et, plus generalement, 
au m-cycle Gm. En utilisant la distribution uniforme (~, ... , ~) sur les 
sommets, nous obtenons A(Gm ) :( ~, puisque toute clique contient deux 
sommets au plus. De la meme maniere, en choisissant ~ pour les aretes et 
o pour les sommets, nous obtenons A(Gm ) ;;:, ~ d'apres 1'expression duale 
de (2). On en conclut que A(Gm ) = ~ et par consequent: 

pour tout m. Si m est pair, on a evidemment a(Gm ) = ~ et donc aussi 
8(Gm ) = ~. Si m est impair on a a(Gm ) = m 21. Si m = 3, G3 est une 
clique et chaque produit G:; est aussi une clique, ce qui implique a ( G 3) = 
8 ( G 3) = 1. Donc le premier cas interessant est le 5-cycle, pour lequel nous 
savons jusqu' a present que : 

(3) 

Avec des methodes issues de la prograntmation lineaire (et d'autres idees) 
Shannon a ete en mesure de calculer la capacite de nombreux graphes, en 
particulier de tous les graphes a cinq sommets ou moins, a la seule excep
tion de G5 , pour lequel il n'a pas pu ameliorer les inegalites (3). C'est a ce 
stade que les choses ont stagne pendant plus de vingt ans jusqu'a ce que 
Laszl6 Lovasz montre par un argument etonnantment simple qu'en fait, 
8( G5 ) = V5. Dn probleme combinatoire apparemment tres difficile fut 
resolu par un argument elegant et inattendu. 

La principale idee neuve de Lovasz a consiste a representer les sommets v 
du graphe par des vecteurs reels de longueur 1 de sorte que deux vecteurs 
quelconques associes ades sommets non adjacents dans G soient ortho
gonaux. Appelons representation orthonormale de G un tel ensemble de 
vecteurs. Il est clair qu'une telle representation existe toujours : il suffit 



simplement de prendre les vecteurs unitaires (1,0, ... ,0), (0,1,0, ... ,0), 
... , (0,0, ... ,1) en dimension m = IVI. 

On peut obtenir une representation orthonormale du graphe 0 5 dans lE,3 en 
considerant un « parapluie» a cinq baleines v 1, ... , V 5 de longueur unite. 
Ouvrons maintenant le parapluie (les extremites restant a l'origine) jusqu'a 
ce que les angles entre des baleines alternees soient egaux a 90° . 

Lovasz a alors montre que la hauteur h du parapluie, c' est a dire la distance 
entre 0 et S, conduit a la majoration : 

(4) 

Un calcul simple donne h2 = ~ (voir encadre) On en deduit 8(05 ) :( 

v'5; par consequent 8( 0 5 ) = v'5. 
Voyons maintenant comment Lovasz a procede pour montrer l' inegalite (4) 
(ses resultats etaient en fait beaucoup plus generaux). Considerons le pro
duit scalaire habituel : 

(x, Y) = X1Yl + ... + XsYs 

de deux vecteurs x = (Xl, ... , x s) et Y = (Yl,"" Ys) dans lE,s. Ixl2 

(x, x) = xi + ... + x; est alors le carre de la longueur lxi de x. L'angle 
, entre x et y est defini par : 

cos, 
(x,y) 
Ixllyl 

Ainsi, (x, y) = 0 si et seulement si x et y sont orthogonaux. 

Recherchons maintenant une borne superieure pour la capacite de Shannon 
de tout graphe G possedant une representation orthonormale particuliere
ment « belle ». Pour cela, soit T = {v(1), ... , v(m)} une representation 
orthonormale de G dans lE,s, Oll v(i) cOITespond au sommet Vi. Supposons 
de plus que tous les vecteurs v(i) font le meme angle (# 90°) avec le vec
teur u:= ~(v(1) + ... + v(m)) ou, ce qui est equivalent, que le produit 
scalaire : 

ait la meme valeur O'T # 0 pour tout i. Appelons cette valeur O'T la 
constante de la representation T. En ce qui concerne le parapluie de Lovasz 
qui represente 0 5 , la condition (V(i), u) = O'T est certainement realisee si 

u:=OS. 
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A 

E 

c D 

Les pentagones et le nombre d'or 
Traditioonellement, on considere qu'un reetangle e t esth6tiquement 
agreable si, apres en avoir deeoupe un earre de longueur a, le ree
tangle restant a la meme forme que l'original. Les longueurs a, b 
des eot6s d'UD tel reetangle doivent v6rifier ~ = b~a. En posant 

7 := ~ ,on obtient : 7 = ... :1 e'est-a-dire 7 2 - 7 - 1 = O. La re
solution de eette 6quation du seeond degre eonduit au nombre d'or 

7 = ~ ~ 1.6180. 

Con ideron maintenant un pentagone regulier de eote a. Soit d la 
longueur de ses diagonales. Euelide savait deja (Livre XlII, 8) que 
~ = 7 et que le point d'inter eetion de deux diagonales divise les 
diagonales dans une proportion egale au nombre d'or. 
Voici la Preuve du Grand Livre d'Euelide : puisque la somme totale 
des angles du pentagone est 371", l'angle en tout sommet est egal a 3;. 
Cela irnplique <r.ABE = ~ ,puisque ABE est un triangle isoceie. 
Cela, a son tour, implique <rAM B = 3;; on en eonclut que les 
triangles ABC et AMB sont semblables. Le quadrilatere CMED 
est un losange puisque ses e6tes opposes sont paralleles (examiner 
les angles), done IMGI = a et par suite IAMI = d - a. Comme 
ABC et AM B sont semblables, 

d IACI IABI a IMCI 
a: = IABI = IAMI = d-a = IMAI =7 

En outre, la di tanee 8 d'un sommet au eentre de gravite S verifie la 
relation suivante, que le leeteur est invite a demontrer : 8 2 = "'~2 
(noter que BS eoupe la diagonale AC a angle droit et la divise en 
deux segments egaux). Pour tenniner eette exeursion en geometrie, 
eonsiderons maintenant un parapluie formant un pentagone regu.lier. 
Puisque des baleines altemees (de longueur I) forment UD angle droit, 
le tMoreme de Pythagore implique que d = ..j2; par eons~uent 
8 2 = ... !2 = A+5· Done, en uti.lisant a nouveau la relation de Py

thagore, la hauteur h = 10SI verifie le resultat espen~ 

h2 = 1 _ 82 = 1 + V5 _1_ 
V5 +5 J5 

Nous proeedons maintenant en trois etapes. 

(A) Considerons une distribution de probabilite x = (Xl, ... , X m ) sur V, 
posons: 

et: 

inf f1(X) 
'" 



Soit U un ensemble independant maximal dans G tel que IUI = a. Defi
nissons X u = (Xl,"" X m ) Oll Xi = i si Vi E U et Xi = 0 sinon. Puisque 
tous les veeteurs V(i) sont unitaires et que (V(i), v(j)) = 0 pour tout eouple 
de sommets non-adjaeents : 

Ainsi, nous avons P,T (G) ~ a -1 ; par eonsequent : 

1 
a(G) ~ P,T(G) 

(B) Calculons ensuite P,T (G). Rappeions l'inegalite de Cauehy-Sehwarz : 

pour des veeteurs a, bE ffi!. Appliquee a a = x1v(1) + ... + xmv(m) et 
b = u, l'inegalite implique : 

(5) 

Par hypothese nous avons (v(i) , u) = aT pour tout i done : 

pour toute distribution x. En particulier, eela se produit pour la distribu
tion uniforme (~, ... , ~), ce qui implique 1 u 12 = aT . Par eonsequent (5) 
s'eerit : 

Oll 

D'autre part, si x = (~, ... , ~), on obtient : 

et nous avons done prouve que : 

(6) 

En resume, nous avons etabli l'inegalite : 

(7) 

pour toute representation orthonormale T de eonstante aT . 

(C) Pour etendre eette inegalite a e ( G), procedons eomme preeedemment. 
Considerons eneore le produit G x H de deux graphes. Attribuons a G 
et H des representations orthonormales R et S respeetivement dans jRr et 
jRs, de eonstantes aR et a s' Soit v = (V1,"" vr ) un veeteur de R et 
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« Parapluies a cinq baleines ». 

( 1 
1 0 0 

~ J 

0 1 0 
A= 1 0 1 

0 1 0 
0 0 1 

La matrice d'adjacence du 5-cycle C5 • 

w = (Wl,'" , ws) un vecteur de S. Au sommet de G x H correspondant 
a la paire (v, w) nous associons le vecteur : 

Il est immediat de verifier que R x S := {vwT : vER, WES} est une 
representation orthonorrnale de G x H de constante Cf R Cf S . Par consequent, 
nous obtenons gräce a (6) : 

Pour Gn = G x ... x G et la representation T de constante Cf T' cela signifie 
que: 

et nous obtenons d'apres (7) : 

Cfn 
T 

En reunissant ces elements, on obtient le resultat de Lovasz : 

Theoreme. Pour toute representation orthonormale T 
{V(l), .. . ,v(m)} de G de constante CfT , on a : 

8(G) ,,:; 1 
(8) 

En examinant le parapluie de Lovasz, nous constatons que u = (0,0, h=-wr,) 
et par consequent : Cf = (v(i) , u) = h2 = Jg, ce qui implique 8( C5 ) ,,:; 

V5. Le probleme de Shannon est donc resolu. 

Poursuivons encore un peu notre discussion. On deduit de (8) que la majo
ration obtenue pour 8 (G) est d' autant meilleure que Cf Test grand pour une 
representation de G. Voici une methode qui nous donne une representation 
orthonorrnale pour n'importe quel graphe G. Associons a G = (V, E), avec 
V = {Vl' ... , vm }, la matrice d' adjacence A = (aij), definie par : 

si ViVj E E 
sinon 

A est une matrice symetrique reelle avec des 0 sur la diagonale principale. 

N ous avons maintenant besoin de deux resultats d' algebre lineaire. D' abord, 
en tant que matrice symetrique, A possede m valeurs propres reelles Al ~ 
A2 ~ ... ~ Am (certaines d'entre elles pouvant etre egales), et la somme 
des valeurs propres est egale a la somme des elements de la diagonale de A, 
c' est-a-dire O. Par consequent, la plus petite valeur propre doit etre negative 
(sauf dans le cas trivial ou G n'a pas d'aretes). Soit p = IAml = -Am la 



valeur absolue de la plus petite valeur propre. Considerons la matrice : 

1 
M .- 1+ -A, 

p 

Oll I designe la (m x m)-matrice identite. Cette matrice Males valeurs 
propres suivantes : 1 + ~ ~ 1 + ~2 ~ ••• ~ 1 + ~ = O. Enon90ns 
maintenant le second resultat necessaire pour la suite : si M = (mij) est 
une matrice symetrique reelle dont toutes les valeurs propres sont ~ 0, alors 
il existe des vecteurs V(l), ... ,v(m) E lRs Oll S = rg(M), tels que : 

mij = (v(i),v(j)) (1 ~ i,j ~ m) 

En particulier, si M = I + ~ A on obtient : 

pour tout i 

Les valeurs propres de Cm 

Examinons la matrice d'adjacence A du cyc1e Gm. Pour trouver ses 
valeurs propres (et ses vecteurs propres) on utilise les racines m
iemes de l'unite. Ce sont 1, (, (2, .. . , (m-l avec ( = e 2,>;;' (voir 
encadre en page 37). 
Considerons A = (k l'une quelconque de ces racines. Nous affirmons 
que (1, >., >.2, .. . , >.m- l) est un vecteurpropre de A relatifa la valeur 
propre>. + >. -1 . En effet, la forme de A irnplique que : 

Comrne les vecteurs (1, >., ... , >.m- l) sont independants (ils forment 
une matrice de Vandermonde), si m est impair: 

[(cos(2k1l-jm) + isin(2k7rlm)) 

+ [cos(2k7r Im) - i sin(2k7r Im)) 
2cos(2k7r/m) (0 ~ k ~ mil) 

sont toutes les valeurs propres de A. La fonction cosinus etant de
croissante, la plus petite valeur propre de A est : 

2cos (m ~ 1)71") = - 2COS: 

Communiquer sans eITeur 279 
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Par exemple, POUf m = 7 nous savons 

seulement que : 

V'i08 ~ 8(07) ~ 1 (7 ") 1 + cos"7 -

c' est-1H:lire que : 

3.2237 ~ 8(07) ~ 3.3177. 

et: 
pour i i= j 

Comme aij = 0 des que ViVj !f. E, on voit facilement que les vecteurs 
v(l), . .. ,v(m) forment une representation orthonormale de G. 

Appliquons enfin cette construction aux m-cycles Cm lorsque m ~ 5 est 
impair. On trouve facilement dans ce cas que p = IAminl = 2 cos:!ft (voir 
encadre). 

Chaque ligne de la matrice d'adjacence contient deux 1, ce qui implique 
que chaque ligne de la matrice M a pour somme 1 + ~. En ce qui concerne 

la representation {v (1) , ... , v (m)} cela signifie que : 

et par consequent : 

2 
1 +

P 

1 
1+-

cos !I... 
m 

pour tout i. Nous pouvons ainsi appliquer le resultat principal (8) et conclure 
que: 

m 
8(Cm ) ~ 

1 + (cos :!ft)-l 
(pour m ~ 5 impair) (9) 

Comme cos:!ft < 1, la majoration (9) est meilleure que la majoration 
8(Cm ) ~ T trouvee auparavant. Notons de plus que cos K = ~, Oll 

T = ~+ 1 est le nombre d' or. Par consequent pour m = 5 nous obtenons : 

8(C5 ) ~ 5 = 5(J5 + 1) = v'5 
1 + A+l 5 + J5 

La representation orthonormale donnee par cette construction est precise
ment le« parapluie de Lovasz ». 

Qu'en est-il de C7 , C9 et des autres cycles impairs ? En considerant a( C;,), 
a( C~) et d'autres petites puissances, on peut certainement ameliorer la 
minoration m;-l ~ 8(Cm ) mais pour aucun nombre impair m ~ 7, les 
meilleures rninorations connues ne correspondent a la borne superieure 
donnee dans (8). Ainsi, vingt ans apres que Lovasz eut merveilleusement 
demontre que 8( C5 ) = J5, ces problemes restent ouverts et sont conside
res comme tres diffici1es. Mais apres tout, c'etait deja 1e cas avant l'inter
vention de Lovasz ... 
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Le nombre chromatique 
des graphes de Kneser 

En 1955, Martin Kneser, specialiste de theorie des nombres, formula une 
conjecture d'apparence anodine. Elle constitua l'un des plus grands defis de 
la theorie des graphes jusqu'a ce que Laszl6 Lovasz lui trouve, vingt-trois 
ans plus tard, une solution brillante et completement inattendue, utilisant la 
topologie et le theoreme de Borsuk-Ulam. 

En mathematiques, il arrive souvent, lorsqu'on trouve la demonstration 
d'un probleme ouvert depuis longtemps, que cette demonstration soit rapi
dement amelioree. Ce fut le cas pour le probleme pose par Kneser. Quelques 
semaines apres la demonstration proposee par Lovasz, Imre Barany mon
tra comment combiner le theoreme de Borsuk-Ulam avec un autre resultat 
connu afin d'etablir une demonstration elegante de la conjecture de Kneser. 
Enfin, en 2002, Joshua Greene, alors etudiant de premier cycle, simplifia la 
demonstration de Barany et c'est sa version que nous presentons ici. 

Commenc;ons par le debut. Considerons le graphe de Kneser K (n, k) defini 
comme suit pour les entiers n ~ k ~ 1. L'ensemble V(n, k) de ses som
mets est la famille des sous-ensembles a k elements (appeles k-parties dans 
la suite) de {1, ... , n}. Le nombre de sommets est donc IV (n, k) I = (~). 
Les sommets associes a deux teIles k-parties A et B sont adjacents dans le 
graphe si A et B sont disjoints, c'est-a-dire si A n B = 0. 

Si n < 2k, il n'est pas possible de trouver deux k-parties disjointes de 
{1, ... , n}, si bien que le graphe K(n, k) correspondant n'a aucune arete. 
Ainsi, on suppose desorrnais que n ~ 2k. 

Les graphes de Kneser foumissent un lien interessant entre la theorie des 
graphes et les ensembles finis. Par exemple, on peut deterrniner le nombre 
de stabilitel a(K(n, k)) de K(n, k), c'est-a-dire que l'on peut se deman
der quelle est la taille maximale d'une familIe intersectante de k-parties 
(c'est-a-dire une familIe de k-parties de {1, ... , n} teIles que deux d'entre 
elles ont toujours au moins un element en commun). La reponse est donnee 
par le theoreme d'Erdos-Ko-Rado, qui est presente en detail au chapitre 27 : 
a(K(n, k)) = (~=D. 
On peut de la sorte s'interesser au calcul de divers parametres pour cette 
famille de graphes. Kneser choisit le plus interessant : le nombre chro
matique x(K(n, k)). On rappelle (se reporter aux chapitres precedents) 
qu'une coloration (des sommets) d'un graphe G consiste en une applica
tion c : V -+ {1, ... , m} teIle que deux sommets adjacents soient affectes 
de couleurs distinctes. Le nombre chromatique X( G) du graphe Gest le 
nombre minimum de couleurs suffisant pour etablir une coloration de V. 

1. N.d.T. : la terminologie anglo-saxonne prerere le terme de nombre d'independance. 

Chapitre 38 

{I 2} 

{2,3} {1,5} 

Le graphe de Kneser K (5, 2) n' est autre 

que le celebre graphe de Petersen. 

Cela implique en particulier : 

(K( k» > ~ - ---.GL - n X n, r a(K(n,k» - (~=i) - k' 
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1 

2 1 
Une 3-coloration du graphe de Petersen. 

Pour d = 0, K(2k, k) est constitue 
d'aretes disjointes, une pour chaque 
couple de k-parties complementaires. 

Ainsi X(K(2k, k)) = 2, en accord avec 
la conjecture. 

En d'autres termes, on veut que l'ensemble V des sommets soit partitionne 
en une union disjointe de classes de couleurs aussi peu nombreuses que 
possible, V = VI U'" U Vx(G), ou chaque c1asse Vi est depourvue d'arete. 
Pour les graphes K(n, k), cela consiste a trouver une partition V(n, k) teIle 
que V(n, k) = VI U" . U Vx ou chaque Vi est unefamille intersectante de 
k-parties. Comme on suppose que n ? 2k, on ecrit desormais n sous la 
forme n = 2k + d avec k ? 1 et d ? O. 

Voici comment on peut trouver une coloration de K (n, k) qui n'utilise que 
d+ 2 couleurs: pour i E {I, 2, ... ,d+ I}, definissons Vi comme la familIe 
reunissant les k-parties possedant i comme plus petit element. Les k-parties 
restantes sontinc1uses dans l'ensemble {d+2, d+3, ... ,2k+d} qui n'a que 
2k - 1 elements. Ainsi, ces parties sont intersectantes et I'on peut attribuer 
la couleur d + 2 a chacune d'elle. 

11 en resulte que x(K(2k+d, k)) :( d+2. Le defi lance par Kneser consiste 
a montrer qu'il y a egalite. 

La conjecture de Kneser. 

X(K(2k + d, k )) d + 2. 

La premiere idee qui vient a l' esprit pour demontrer ce resultat est de pro
ceder par recurrence sur k et d. Les cas initiaux k = 1 et d = 0 ou d = 1 
sont faciles a etablir mais le passage de kak + 1 (ou de d a d + 1) resiste. 
C'est pourquoi on en vient plutöt a reformuler la conjecture sous forme 
d'un probleme d' existence : 

Si lafamille de k-parties de {I, 2, ... , 2k + d} est partitionnee en d + 1 
classes, V(n, k) = VI U'" U Vd+I, alors, pour un certain i, Vi contient un 
couple (A, B) de k-parties disjointes. 

L'intuition brillante de Lovasz a ete de comprendre qu'au creur (topolo
gique) du probleme se trouve un theoreme celebre qui conceme la sphere 
unite d-dimensionnelle Sd de ]R d+ 1, Sd = {x E ]R d+ 1 : I x I = I}. 

Le theoreme de Borsuk-Ulam. 
Toute application f : Sd -+ ]Rd continue de la sphere Sd dans l'es
pace euclidien de dimension d est teile qu'il existe deux points anti
podaux x· et - x· ayant meme image par f : f(x·) = f( - x*). 

Ce resultat est I'une des pierres angulaires de la topologie. 11 apparait pour 
la premiere fois dans le celebre artic1e de Borsuk date de 1933. Nous don
nons les grandes lignes de sa demonstration en appendice ; on en trouve la 
preuve detaillee dans la partie 2.2 du merveilleux ouvrage de Matousek in
titule Using the Borsuk-Ulam theorem [Utilisation du theoreme de Borsuk
Ulam] dont le titre montre a lui seulla puissance et I' etendue du resultat. Ce 
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resultat admet en effet de nombreux enonces equivalents, ce qui souligne la 
position centrale de ce theoreme en topologie. 

Nous allons nous appuyer sur une version que l'on peut deja trouver dans 
un ouvrage de Lyusternik et Shnirel'man datant de 1930, qui precede donc 
l'enonce de Borsulc 

Theoreme. Si la d-sphere Sd est recouverte par d + 1 ensembles 

tels que chacun des d premiers ensembles UI, ... , Ud est soit ouvert soit 
ferme, alors l'un des d + 1 ensembles contient un couple de points antipo
daux (x*, -x*). 

Le cas Oll les d + 1 ensembles sont fermes est du a Lyustemik et Shni
rel'man. Le cas Oll les d + 1 ensembles sont ouverts est aussi repandu et 
est connu sous le nom de theoreme de Lyustemik-Shnirel'man. L'apport de 
Greene consiste a remarquer que le theoreme est encore vrai si les d + 1 
ensembles sont soit ouverts, soit fermes. Comme on va 1e voir, on n' a meme 
pas besoin d'hypothese sur Ud+1. Pour demontrer la conjecture de Kneser, 
il suffit que UI, ... , Ud soient ouverts . 

• Demonstration du theoreme de Lyusternik-Shnirel'man a l'aide du 
theoreme de Borsuk-Ulam. Soit U1 U ... U Ud U Ud+l un recou
vrement de sd conforme aux hypotheses evoquees, c'est-a-dire tel que les 
ensembles Ul, ... ,Ud sont soit ouverts soit fermes. Raisonnons par l'ab
surde : supposons qu'aucun des ensembles Ui ne comporte un coup1e de 
points antipodaux. On definit l'application f : Sd -+ ~d par : 

Oll 8(x, Ui ) designe la distance de x a Ui . Les applications x f-t 8(x, Ui ) 

etant continues, il en resulte que fest continue. Le theoreme de Borsuk
Ulam permet alors d'affirmer qu'il existe un couple de points antipodaux 
(x*, -x*) elements de Sd tels que f(x*) = f( -x*). Comme Ud+l ne 
contient pas de couple de points antipodaux, au moins l'un des points x' 
ou -x* doit se trouver dans l'un des ensembles Ui (i :( d). Soit Uk (k :( d) 
cet ensemble. A. echange pres de x' avec -x', on peut supposer x· E Uk. 
Cela conduit en particulier a 8(x', Uk) = 0 et, comme f(x*) = f( -x'), 
on en deduit aussitöt 8( -x*, Uk) = O. 
Si Uk est ferme, alors 8( -x', Uk) = 0 implique que -x' E Uk, ce qui 
signifie que Uk contient un couple de points antipodaux. Contradiction. 

Si Uk est ouvert, alors 8( -x', Uk) = 0 implique que -x* se trouve dans 
Uk, l'adherence de Uk. L'ensemble Uk est inc1us dans Sd\( -Uk) car ce I.:adherence (ou fermeture) de Uk est 
dernier est un sous-ensemble ferme de Sd contenant Uk. Cela signifie alors le plus petit ensemble ferme contenant 
que -x' est element de Sd\( -Uk), donc il n'appartient pas a -Uk et donc Uk (c'est-a-dire l'intersection de tous 
x* n'appartient pas a Uk • Contradiction. DIes ensembles fermes contenant Uk ). 

Un autre resultat d'existence concemant la sphere unite Sd est utilise par 
Imre Barani comme deuxieme argument de sa demonstration. 
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( 
Une demi-sphere ouverte incluse dans 
8 2 . 

Theoreme de Gale. Il existe sur Sd un ensemble de 2k + d points tel que 
toute demi-sphere ouverte (de Sd) contienne au moins k de ces points. 

David Gale etablit ce resultat en 1956 dans le contexte des polytopes pre
sentant de nombreuses faces. 11 en proposa une demonstration par recur
rence assez compliquee mais aujourd'hui, avec le recul, on peut tres facile
ment exhiber un tel ensemble de points et en verifier les proprietes. 

A 1'aide de ces resultats, il n'y a plus qu'une petite etape a franchir pour 
etablir la conjecture de Kneser. Toutefois, comme 1'a montre Greene, on ne 
va meme pas avoir besoin du resultat de Gale. 11 suffit de prendre n'importe 
quel ensemble de 2k + d points sur Sd+l disposes de maniere generale 
(c' est -a-dire que l' on ne peut pas trouver d+ 2 points situes sur un hyperplan 
passant par le centre de la sphere) . 

• Demonstration de la conjecture de Kneser. Pour l' ensemble de de
part, on prend 2k+d points en position generale sur la sphere Sd+l. Suppo
sons 1'ensemble V(n, k) de toutes les k-parties de cet ensemble partitionne 
en d + 1 classes, V (n, k) = VI U ... U Vd+1. 11 nous faut trouver un couple 
de k-parties disjointes A et B appartenant a la meme classe V;. 
Pour i E {I, ... , d + I} on pose: 

Oi = {x E Sd+1 jlademi-sphere ouverte H x 

de pole x contient une k-partie de V;} . 

Les Oi sont manifestement des ouverts. La reunion des ouverts Oi et du 
ferme C = sd+ 1 \ (01 U ... U 0 d+ 1) recouvrent sd+1. Selon le theoreme 
de Lyustemik-Shnire1'man, nous savons que 1'un de ces ensembles contient 
des points antipodaux x* et -x*. Cet ensemble ne peut etre C. En effet, si 
x* et -x* etaient elements de C, alors par definition des Oi, les demi
spheres H x * et H- x * contiendraient moins de k points de la repartition 
initiale. Cela signifierait alors qu'au moins d + 2 des points se trouveraient 
situes sur 1'equateur H x' n H -x' (equateur vis-a-vis du pole x*), c'est
a-dire qu'ils seraient situes sur un hyperplan passant par 1'origine. Cela ne 
peut se produire puisque les points sont en position generale. Ainsi, 1'un 
des Oi contient un couple (x*, -x*) ; il existe donc des k-parties A et B 
appartenant toutes les deux a la classe V;, avec A <;;; H x * et B <;;; H- x '. 

x* 

A 

B 

Comme les demi-spheres considerees sont ouvertes, H x ' et H -x' sont dis
jointes, donc A et B sont disjointes aussi, ce qui termine la demonstra
tion. D 
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Le lecteur peut se demander si des resultats aussi sophistiques que le theo
reme de Borsuk-Ulam sont veritablement necessaires pour etablir un resul
tat sur des ensembles finis. Une belle demonstration combinatoire a certes 
ete trouvee recemment par IiH Matousek; toutefois, apres lecture attentive, 
il apparait que cette demonstration fait, elle aus si, appel a des arguments 
d'ordre topologique, topologie discrete en l'occurrence. 

Appendice - Esquisse de la demonstration du 
theoreme de Borsuk-Ulam 

Pour toute application generique (encore dite application en position gene
rale) d'un espace compact de dimension d dans un espace de dimension 
d, tout element de l'image admet seulement un nombre fini d'antecedents. 
Pour une application generique d'un espace de dimension (d + 1) dans un 
espace de dimension d, on s'attend a ce que la preimage d'un element de 
l'image soit un ensemble de dimension 1, c'est-a-dire que ce soit un en
semble de courbes. Que l'on soit dans le cas d'une application lineaire par 
morceaux ou dans 1e cas d'une application suffisamment reguliere, on peut 
prouver assez faci1ement que I' on peut dUormer I' application en une appli
cation presque generique. 

Dans 1e cas du theoreme de Borsuk-Ulam, l'idee consiste a montrer que 
toute fonction (generique) f : Sd --+ ]Rd est associee a un nombre impair 
(donc fini et non nul) de couples antipodaux. Si f n'etait pas associee a 
un couple ~tipodal, alors f serait arbitrairement proche d'une fonction 
generique f non associee a un couple antipodal. 

On considere alors la projection 'Ir : Sd --+ ]Rd qui a juste pour effet d' effa
cer la derniere coordonnee. Cette fonction confond le « pOle nord» ed+1 de 
la d-sphere avec le «pole sud» -ed+l. Pour toute fonction f : Sd --+ ]Rd 

on construit une deformation continue de 'Ir vers f, c'est-a-dire que l'on in
terpo1e (par exemple lineairement) afin d' obtenir une application continue : 

avec F(x,O) = 'Ir(x) et F(x, 1) = f(x) pour tout x E Sd (une teIle 
application s'appelle une homotopie). 

A present, on perturbe F avec precaution pour en faire une application 
(generique) F : Sd X [0,1] --+ ]Rd, que l'on peut supposer suffisarnment 
reguliere ou lineaire par morceaux sur une triangulation bien choisie de 

t = 1 

Sd x [0,1]. Si cette perturbation est« suffisarnment petite» et qu'on la rea- t = 0 

lise avec precaution, alors la version perturbee de la projection 1i'(x) := 

F(x,O) devrait encore reconnaitre les points antipo~aux ±ed+1 a l'exclu-
sion de tout autre coup1e de points antipodaux. Si Fest suffisamment ge
nerique, alors 1es points de Sd x [0,1] definis par 

M := {(x, t) E Sd X [0,1] : F( -x, t) = F(x, t)} 

Sd X [0,1] 
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(-ed+1, O) 

selon le theoreme des fonetions implicites (pour le eas des fonetions re
gulieres ou pour le eas des fonetions lineaires par moreeaux) eonstituent 
un ensemble de ehemins et de eourbes fermes. Manifestement, eet en
semble est symürique, e'est-a-dire verifie (-x, t) E M si et seulement 
si (x, t) E M. 
Les extremites des ehemins situes dans M ne peuvent se trouver qu'au 
bord de Sd x [0, 1], soit done en t = 0 ou en t = 1. Toutefois, les seules 
extremites pour t = 0 sont situees en (±ed+1, 0) et les deux ehemins qui 
eommeneent en ee point sont symetriques l'un de l'autre, si bien qu'ils sont 
disjoints ; ils ne peuvent done que se terminer en t = 1. Cela montre qu'il 
y ades solutions a l'equation F( -x, t) = F(x, t) en t = 1 et done a 
l'equation f( -x) = f(x). D 
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Amis et politiciens 

Personne ne sait qui le premier a souleve le probleme suivant. Personne ne 
sait non plus qui lui a donne une connotation humaine. Le voici : 

Dans un graupe d 'individus, supposons que toute paire de per
sonnes ait exactement un ami commun. Alors, il y a toujours un 
individu, le « politicien », qui est ami avec tout le monde. 

Dans la litterature mathematique, ce resultat est connu sous le nom de theo
reme de Z'amitie. 

Avant d'en aborder la preuve, formulons le probleme en termes de theo
rie des graphes. Interpretons les individus comme un ensemble de som
mets V et joignons deux sommets par une arete si les personnes corres
pondantes sont des arnis. Nous supposons tacitement que l'arnitie est reci
proque, c'est-a-dire que si u est l'arni de v, v est aussi l'arni de u. Nous sup
posons aussi que personne n'est son propre arni. Ainsi, le theoreme prend 
la forme suivante : 

Theoreme. Soit G soit un graphe fini dans ZequeZ deux sommets ont exac
tement un voisin commun. Il existe aZors un sommet adjacent a tous Zes 
autres sommets. 

Remarquons qu'il existe bien des graphes qui possedent cette propriete, 
comme dans la figure, ou u est le politicien ; en fait, nous montrerons que 
ces « graphes en moulin a vent» sont les seuls graphes qui ont cette pro
priete. En effet, il n'est pas difficile de verifier qu'en presence d'un politi
cien, seuls sont possibles les graphes en moulin a vent. 

Cet enonce ne se generalise pas aux graphes infinis. On peut, en effet, 
construire un contre-exemple par recurrence. On part d'un 5-cycle et 1'0n 
ajoute de maniere repetitive un voisin commun a toutes les paires de som
mets du graphe qui n'ont pas deja un voisin commun. Cela conduit a un 
graphe d'amitie comportant un nombre infini denombrable de sommets 
mais sans politicien. 

Plusieurs preuves du theoreme de l' amitie existent, mais la premiere, de 
Paul Erdos, Alfred Renyi et Vera S6s, est encore la meilleure . 

• Preuve. Supposons que l' affirmation soit fausse et que G soit un contre
exemple, c'est-a-dire qu'aucun sommet de G ne soit adjacent a tous les 

Chapitre 39 

« Un sourire de politicien ». 

Dn graphe en moulin a vent. 
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<) 
u 

autres sommets. Pour aboutir a une eontradietion nous proeedons en deux 
etapes. La premiere est eombinatoire, la deuxieme utilise l'algebre lineaire. 

(1) Nous affirmons que Gest un graphe regulier done d( u) = d( v) pour 
tout u, v E V. 
Notons d'abord que la eondition du theoreme implique qu'il n'y a pas de 
eycle de longueur 4 dans G. Appelons eela la C 4 -condition. 

Prouvons dans un premier temps que deux sommets non-adjacents u et v 
ontdes degres egauxd(u) = d(v). Supposons que d(u) = k, OU Wl, ... , Wk 

sont les voisins de u. L'un exaetement des Wi, appelons le W2, est adjaeent 
a v, et W2 est adjaeent a l'un des autres Wi exaetement, appelons le Wl, de 
sorte que nous obtenons la situation de la figure de gauehe. Le sommet v 
a, avee Wl, le voisin eommun W2, et avee Wi (i ~ 2) un voisin eommun Zi 

(i ~ 2). D'apres la eondition C4 , tous ees Zi doivent etre distinets. Ainsi, 
d(v) ~ k = d(u) et done d(u) = d(v) = k par symetrie. 
Pour terminer la preuve de (1), observons que tout sommet different de W2 

n'est adjaeent ni a u ni a v. 11 a done un degre egal a k, d'apres ee que nous 
avons deja montre. Cependant, puisque W2 a aussi un non-voisin, son degre 
est egalement k et done Gest k-regulier. 

La somme des degres des k voisins de u est egale a k 2 . Puisque ehaque som
met (sauf u) a exaetement un voisin eommun avee u, nous avons eompte 
ehaque sommet une fois, sauf pour u, qui a ete eompte k fois. Le nombre 
total de sommets de Gest done : 

n = k2 - k + 1 (1) 

(2) Le reste de la preuve est une magnifique applieation de resultats stan
dards d'algebre lineaire. Notons d'abord que k doit etre superieur a 2, 
puisque pour k :( 2 seuls G = K 1 et G = K 3 sont possibles d'apres (1), 
les deux etant des graphes en moulin a vent triviaux. Considerons la ma
triee d'adjaeenee A = (aij), definie en page 278. D'apres la partie (1), 
toute ligne eontient 1 exaetement k fois. Par ailleurs, d'apres la eondition 
du theoreme, etant dOllllees deux lignes, il y a exaetement une eolonne sur 
laquelle elles ont toutes deux un 1. Notons en outre que la diagonale prin
cipale est formee de O. Nous avons par eonsequent : 

1 
k 

1 

(k-l)I+J 

ou lest la matriee identite et J la matriee eomposee de 1. On verifie im
mediatement que J a pour valeurs propres n (de multiplicite 1) et 0 (de 
multiplicite n - 1). A 2 admet done les valeurs propres k - 1 + n = k2 (de 
multiplicite 1) et k - 1 (de multiplicite n - 1). 

Puisque A est symetrique et done diagonalisable, A a pour valeurs propres 
soit k soit -k (de multiplicite 1), v'k"=! (de multiplicite r) et -v'k"=! 



(de multiplieite n-l-r). Supposons que r des valeurs propres soient egales 
a -v'k=l et que s d'entre elles soient egales a --v'k=l, avee r+s = n-l 
(on peut remarquer que l' on a deja ea1cule 1es valeurs propres d'une matriee 
de ce type au ehapitre 25). Nous sommes presque arrives au bout. Puisque 
la somme des valeurs propres de A est egale a la traee de A (qui est nulle), 
on obtient: 

±k + rv'k=l - sv'k=l = 0 

en partieulier r #- s et : 

k v'k=l = ±-. 
s-r 

Or, si la raeine earree vm d'un nombre entier est rationnelle, alors vm 
un entier! Dedekind a propose une demonstration elegante de ce resultat 
en 1858; la voiei. Soit no 1e plus petit entier naturel tel que novm E N. 
Si vm I/: N, alors il existe f- E N tel que 0 < vm - f- < 1. En posant 
nl := no( vm - f-), on trouve finalement que nl E N et que nl vm = 

no(vm - f-)vm = nom - f-(novm) E N. Comme nl < no, on est 
eonduit a une eontradiction. 

Revenons au resultat preeedent et posons h = -v'k=l, si bien que : 

Puisque h divise h2 + 1 et h2 , h doit etre egal a 1, done k = 2, ce que nous 
avons deja exc1u. Nous sommes arrives a une eontradietion; la preuve est 
terminee. D 

Cependant, 1'histoire n'est pas totalement finie. Formulons le theoreme de 
la maniere suivante. Soit G un graphe possedant la propriete suivante : entre 
deux sommets, il y a exaetement un chemin de longueur 2. Il est c1air que 
e'est une formulation equivalente de la eondition d'amitie. Le theoreme 
dit done que de tels graphes ne peuvent etre que des graphes en moulin a 
vent. Qu'en est-il si nous eonsiderons des chemins qui ont une longueur 
superieure a 2? Une eonjeeture d' Anton Kotzig affirme que la situation 
analogue est impossible. 

La conjecture de Kotzig. Soit f- > 2. 11 n'existe pas de graphe fini pos
sedant la proprii?te suivante ." entre deux sammets il existe precisement un 
chemin de longueur L 

Kotzig a verifie lui-meme sa eonjeeture pour f- ::( 8. Dans [3] la eonjeeture a 
ete demontree jusqu'a f- = 20 et A. Kostoehka nous a dit reeemment que la 
eonjeeture venait d'etre prouvee pour tous les f- ::( 33. Une demonstration 
generale semble pour le moment hors de portee. 

Amis et politieiens 289 
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Les probabilites facilitent 
(parfois) le denombrement 

Comme nous avons commence ce livre avec les premiers articles de Paul 
Erdos en theorie des nombres, nous le terminons en discutant de ce qui 
sera probablement considere comme son heritage le plus durable, l'intro
duction, avec Alfred Renyi, de la methode probabiliste. La voici enoncee 
de la maniere la plus simple : 

Si, dans un ensemble donne d'objets, La probabilitl pour qu'un objet 
n'admette pas une certaine propriltl es! strictement inflrieure a 1, 
alors il doit exister un objet admettant cette propriitl. 

Nous avons Ia un resultat d' existence. Il peut etre tres difficile (et c'est sou
vent le cas) de trouver l'objet en question, mais on sait qu'il existe. Nous 
presentons ici trois exemples de plus en plus sophistiques de la methode 
probabiliste d'Erdos en terminant par une application tres recente et parti
culierement elegante. 

Pour nous echauffer, considerons une famille F de sous-ensembles Ai, tous 
de cardinal d ? 2, d'un ensemble fini X. On dit que Fest 2-colorable 
s'il existe une coloration de X a deux couleurs telle que dans chaque en
semble Ai les deux couleurs apparaissent. Il est evident que l'on ne peut 
pas colorier n'importe quelle famille de cette maniere. A titre d'exemple, 
prenons tous les sous-ensembles de taille d d'un (2d - 1)-ensemble X. 
Dans ce cas, peu importe comment on 2-colorie X, il y a toujours d ele
ments qui sont colories de la meme fa90n. D'autre part, il est egalement 
clair que chaque sous-famille d'une familIe 2-colorable de d-ensembles est 
elle-meme 2-colorable. Par consequent, nous nous interessons au plus petit 
nombre m = m( d) pour lequel il existe une famille de m ensembles qui 
n'est pas 2-colorable. Autrement dit, m(d) est le plus petit nombre qui ga
rantit que chaque famille ayant moins de m( d) ensembles est 2-colorable. 

Theoreme 1. Toute familie ayant au plus 2d - 1 d-ensembles est 2-colorable, 
c'est-a-dire m(d) > 2d- 1 . 

• Preuve. Supposons que F soit une famille de d-ensembles comprenant 
au plus 2d- 1 ensembles. Colorions X de maniere aleatoire avec deux cou
leurs, toutes les colorations etant equiprobables. Pour chaque ensemble 
A E F, soit E A l'evenement suivant : «tous les elements de A sont co
lories de la meme maniere ». Puisqu'il y a exactement deux colorations de 
ce type: 

Chapitre 40 
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3 

1 2 

v 

et par consequent si m = IFI ::;; 2d- 1 (notons que les evenements E A ne 
sont pas disjoints ) : 

Prob( U E A ) < L Prob(EA ) = m (~)d-l ::;; 1 
AEF AEF 

Nous concluons qu'il existe une 2-coloration de X sans ensemble unico
lore, ce qui est exactement la condition voulue. D 

Erd6s a aussi etabli une borne superieure pour m(d), grossierement egale 
a d2 2d , en utilisant encore une methode probabiliste, considerant cette fois 
des ensembles aleatoires et une coloration fixe. On connait seulement les 
valeurs exactes des deux premiers m(2) = 3, m(3) = 7. Bien sür, m(2) = 

3 est realise par le graphe K 3 , alors que la configuration de Fano implique 
que m(3) ::;; 7. Ici F se compose des sept 3-ensembles de la figure (incluant 
le cercle {4, 5, 6}). Le lecteur peut s'amuser a montrer que F requiert 3 
couleurs. Pour prouver que toutes les familles de six 3-ensembles sont 2-
colorables, et par consequent m(3) = 7, il faut un petit peu plus d'attention. 

L' exemple suivant est un classique dans ce domaine : les nombres de Ram
sey. Considerons le graphe complet K N sur N sommets. On dit que K N 

presente la propriete (m, n) si, quelle que soit la fa90n dont on colorie les 
aretes de K N en rouge et bleu, il y a toujours un sous-graphe complet sur m 
sommets dont toutes les aretes sont coloriees en rouge ou un sous-graphe 
complet sur n sommets dont toutes les aretes sont coloriees en bleu. 11 est 
clair que si K N a la propriete (m, n), il en est de meme pour tout K s tel 
que s ;;:, N. Ainsi, comme dans le premier exemple, nous cherchons le plus 
petit nombre N (s'il existe) possedant cette propriete : c'est le nombre de 
Ramsey R(m, n). 

Pour commencer, nous avons evidemment R(m, 2) = m parce que, soit 
toutes les aretes de Km sont rouges, soit il y a une arete bleue et il en 
resulte un K 2 bleu. Par symetrie, R(2, n) = n. Supposons maintenant que 
R(m-I, n) etR(m, n-I) existent. Nous allons prouver alors que R(m, n) 
existe et que : 

R(m,n) ::;; R(m -I,n) + R(m,n - 1) (1) 

Notons N = R(m - 1, n) + R(m, n - 1) et considerons une coloration 
arbitraire rouge et bleu de K N . Etant donne un sommet v, considerons 
l' ensemble Ades sommets relies a v par une arete rouge et l' ensemble 
B des sommets relies par une arete bleue. Puisque lAI + IBI = N - 1, 
soit lAI;;:, R(m - 1, n), soit IBI ;;:, R(m, n - 1). Supposons que lAI ;;:, 
R(m - 1, n), I'autre cas se traitant de maniere analogue. D'apres la defini
tion de R(m - I,n), soit il existe dans A un sous-ensemble AR de taille 
m - 1 dont toutes les aretes sont coloriees en rouge, ce qui donne avec v un 
Km rouge, soit il y a un sous-ensemble AB de taille n dont toutes les aretes 
sont coloriees en bleu. 11 en resulte que K N verifie la propriete (m, n) et 
I'affirmation (1) en decoule. 
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En eombinant (1) avee 1es valeurs de depart R(m, 2) = met R(2, n) = n, 
on obtient d'apres la formu1e c1assique de reeurrenee sur les eoefficients 
binomiaux: 

R(m,n) ~ ( m+n-2) 
m-I 

et en partieulier : 

On est partieulierement interesse par un minorant de R(k, k). Cela signifie 
trouver un N < R(k, k) aussi grand que possible tel qu'il existe une eo
loration des aretes sans pour autant qu'il en re suIte un K k rouge ou bleu. 
C' est ici que la methode probabiliste entre en jeu. 

Theoreme 2. Pour tout k ? 2, les nombres de Ramsey verifient l'inegalite 
suivante: 

R(k,k) ? 2~ . 

• Preuve. Nous savons deja que R(2, 2) = 2. En utilisant (2), nous pou
vons eerire R(3, 3) ~ 6; le pentagone eolorie de la figure ci-eontre montre 
que R(3, 3) = 6. 

Supposons maintenant que k ? 4 et que N < 2 ~ ; eonsiderons toutes 
1es eolorations rouge-bleu, en eoloriant ehaque arete independamment en 
rouge ou en bleu avee une probabilite ~. Alors, toutes les eolorations sont 

equiprobables, de probabilite T(~). Soit A un ensemble de sommets de 
taille k. La probabilite de l' evenement AR« les aretes de A sont toutes eo-

loriees en rouge» est done 2-(;). Par eonsequent, la probabilite PR qu'un 
k-ensemb1e quelconque soit eolorie entierement en rouge est majoree par : 

PR = Prob ( U AR) ~ 
IAI=k 

Maintenant si N < 2~ et k ? 4, en utilisant (~) ~ 2~~' si k ? 2 (voir 
page 13), on trouve : 

Par eonsequent PR < ~ et par symetrie PB < ~, (probabilite que k som
mets aient toutes les aretes qui les relient de couleur bleu). On en eonc1ut 
que PR + PB < I pour N < 2~. 11 doit done y avoir une eoloration sans 
K k rouge ou bleu, ce qui signifie que K N n'a pas la propriete (k, k). D 

Bien sur, il y a un grand eeart entre les bornes superieure et inferieure de 
R(k, k). Neanmoins, aucune borne inferieure avee un meilleur exposant 
n'a ete trouvee pour k que1conque, pendant 1es cinquante ans qui suivirent 
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le resultat d'Erdos. En fait, personne n'a ete capable d'etablir une borne 
inferieure de la forme R(k, k) > 2(!+e)k ni une borne superieure de la 
forme R(k, k) < 2(2-e)k avec un E > 0 fixe. 

Notre troisieme resultat est une autre belle illustration de la methode proba
biliste. Considerons un graphe G sur n sommets et son nombre chromatique 
X(G). Si X(G) est eleve, c'est-a-dire si 1'on a besoin d'un grand nombre de 
couleurs, on pourrait penser que G contient un grand sous-graphe complet. 
C'est cependant loin d'etre vrai. Deja, dans les annees quarante, Blanche 
Descartes avait construit des graphes ayant des nombres chromatiques ar
bitrairement eleves et sans triangle, c'est-a-dire dont chaque cyc1e a une 
longueur superieure ou egale a 4; d'autres auteurs ont fait de meme (voir 
encadre). 

Cependant, dans ces exemples, il y a beaucoup de cyc1es de longueur 4. 
Peut-on faire mieux ? Peut-on stipuler qu'il n'y a pas de cyc1e de petite lon
gueur et que, malgre tout, le nombre chromatique est arbitrairement eleve? 
Oui! Pour preciser les choses, appelons circonjerence '"'(( G) de G la lon
gueur d'un cyc1e minimal de G; on a le theoreme suivant, que Paul Erdos 
fut le premier a demontrer. 

Theoreme 3. Pour tout k ~ 2, il existe un graphe G Cl nombre chromatique 
X( G) > k et de circonjerence '"'(( G) > k. 

La strategie est semblable a ce1le des preuves precedentes : on considere 
un certain espace probabilise sur des graphes, on montre encore que la pro
babilite d'avoir X( G) ~ k est inferieure a ~ et de meme que la probabilite 
d' avoir '"'(( G) ~ k est inferieure a ~. Par consequent, il doit exister un 
graphe avec les proprietes desirees . 

• Preuve. Soit V = {Vl, V2, ... , vn } l' ensemble des sommets et soit p 
un nombre fixe entre 0 et 1(qui devra etre soigneusement choisi plus tard). 
L' espace probabilise 9 ( n, p) se compose de tous les graphes sur V, les 
aretes individuelles apparaissant avec une probabilite p, independamment 
les unes des autres. En d'autres termes, on considere une experience de 
Bernoulli ou chaque arete est tiree avec une probabilite p. Par exemple, 

la probabilite Prob(Kn ) d'un graphe complet est Prob(Kn ) = p(~). En 

general, nous avons Prob(H) = pm(1 - p)(~)-m si le graphe H sur V a 
exactement m aretes. 

Considerons d'abord le nombre chromatique X(G). On designe par 0: = 

o:(G) le nombre d'independance, c'est-a-dire la taille maximale d'un en
semble independant de G. Puisque dans une coloration ayant X = X(G) 
couleurs, toutes les c1asses de couleurs sont independantes (et par conse
quent de taille ~ 0:), Xo: ~ n. Ainsi, si 0: est petit par rapport a n, X doit 
etre grand, ce que nous voulons. 

Soit r verifiant 2 ~ r ~ n. La probabilite qu'un r-ensemble fixe de V soit 

independant est (1 - p)(;) ; nous conc1uons, par le meme argument que 
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pour la demonstration du theoreme 2, que : 

Prob(a;?:r) ~ (~)(l-P)(;) 
~ nT(l - p)(;) = (n(l - p) ";' r ~ (ne-p (T-l)/2r 

puisque 1 - p ~ e-P pour tout p. 

Graphes sans triangle presentant un nombre 
chromatique eleve 
Voici une suite de graphes sans triangle G3 , G4 , ... tels que : 

On commence par le 5-cyc1e G3 = C5 ; on a X(Gs) = 3. Supposons 
que nous ayons dej~ construit Gn sur l'ensemble de sommets V. Le 
nouveau graphe Gn+l admet V U VI U {z} pour ensemble de som
mels, les sommets Vi E VI elant en bijection avec les v E V, z elant 
encore UD autre sommet. Les aretes de Gn +! se classent en 3 catego
ries: d'abord, nous prenons toutes les aretes de Gn ; ensuite, chaque 
sommet Vi est relie ~ chaque voisin de son image v dans Gn ; enfin 
z est relle ~ tous les Vi E V'. Ainsi, ~ partir de G3 = Cs on obtient 
pour G4 le graphe de Mycielski. 

TI est clair que G n+l n'a pas de triangles. Pour montrer que 
X(Gn+l ) = n + 1 procedons par recurrence sur n. Prenons une n
coloration quelconque de Gn et considerons une c1asse de couleur 
C. TI doit exister un Sommet v E C qui est adjacent ~ au moins un 
sommet de cbacune des autres c1asses de couleur; sinon, on pourrait 
distribuer les autre SOmmets de C dans les n - 1 autres classes de 
couleur, ce qui impllquerait X(Gn ) ~ n - 1. Toutefois, iI est c1air 
que VI (le sommet de VI correspondant ~ v) doit recevoir 1a meme 
couleur que v dans cette n -coloration. Donc, toutes les n couleurs 
apparaissent dans VI : on a besoin d'une nouvelle couleur pour z. 

, k 

Etant donne un k > 0 fixe, choisissons maintenant p = n - k+ 1 • N ous allons 
montrer que pour n assez grand: 

(3) 

1 1 
En effet, puisque n k+' augmente plus vite que In n, on a n k+' ;?: 6k In n 
pour n assez grand donc p ;?: 6k 1: n . Avec r = i-ft l cela implique que 
pr;?: 31n n, ainsi : 

Construction du graphe de Mycielski. 
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qui converge vers 0 lorsque n tend vers l'infini. Par consequent (3) est ve
rifiee pour tout n ~ nl. 

Examinons maintenant le second parametre ')'( G). Pour k fixe, montrons 
qu'il n'y a pas trop de cyc1es de longueur::;; k. Soit i un entier compris entre 
3 et k, et soit A <:;; V un i-ensemble fixe. Le nombre de i-cyc1es possibles 
sur A est c1airement le nombre de permutations cyc1iques de A divise par 
2 (puisque l' on peut parcourir le cyc1e dans les deux sens); il est donc 
egal a (i-;l)!. Le nombre total de i-cyc1es possibles est donc (7) (i-;l)! ; en 
outre chaque cyc1e C apparait avec une probabilite p'. Soit X la variable 
aleatoire qui compte le nombre de cyc1es de longueur::;; k. Pour estimer X 
nous avons a notre disposition deux outils simples mais beaux. Le premier 
est la linearite de l' esperance et le second est l' inegalite de Markov pour les 
variables aleatoires non-negatives, qui s'ecrit : 

EX 
Prob(X ~ a) ::;; -

a 

ou EX est l'esperance de X (se reporter a l'appendice du chapitre 15 en ce 
qui concerne ces deux outils). 

Soit Xc la variable aleatoire indicatrice du cyc1e C de longueur i par 
exemple. En d'autres termes, posons Xc = 1 ou 0 selon que C apparait ou 
non dans le graphe; on a EXc = pi. Puisque X denombre tous les cyc1es 
de longueur ::;; k, nous avons X = z= Xc et, par linearite : 

~ (n) (i - 1)'. 1 ~ .. 1 k k 
EX = ~ i --2-·P' ::;; "2 ~ n'p' ::;; "2(k - 2)n p 

1 
la derniere inegalite etant une consequence du fait que np = n "+1 ~ 1. En 
appliquant maintenant l'inegalite de Markov avec a = ~, on obtient : 

EX (np)k 1 

Prob(X ~~) ::;; - ::;; (k - 2)-- = (k - 2)n- "+' 
n/2 n 

Puisque le membre droit tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini, on voit que 
p(X ~ ~) < ~ si n ~ n2. 
Nous sommes presque arrives au bout de nos peines. Notre analyse im
plique que pour n ~ max(nl, n2) il existe un graphe H sur n sommets 
avec a(H) < *" et moins de ~ cyc1es de longueur inferieure ou egale a k. 
Supprimons un sommet de chacun de ces cyc1es et considerons le graphe 
G obtenu. On a donc ')'(G) > k. Puisque G contient plus de ~ sommets et 
verifie a(G) ::;; a(H) < *", on obtient finalement: 

n/2 n n 
X(G) ~ a(G) ~ 2a(H) > n/k k 

D 

On connait des constructions explicites de graphes (de tailles enormes) a 
circonference et nombre chromatique eleves. En revanche, on ne sait pas 
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fabriquer de eolorations rouges/bleus n'ayant pas de grandes c1iques mo
noehromatiques, dont l' existenee est pourtant assuree par le theoreme 2. 
Ce qui reste frappant apropos de la demonstration d'Erdos, e'est qu'elle 
prouve l'existenee de graphes relativement petits a nombre ehromatique et 
a eireonferenee eleves. 

Pour terminer notre exeursion dans le monde des probabilites, traitons un 
resultat important de la theorie geometrique des graphes (qui remonte en
eore une fois a Paul Erdos) dont la Preuve etonnante du Grand Livre est 
d'un eru reeent. 

Considerons un graphe simple G(V, E) an sommets et m aretes. Nous 
voulons pionger G dans le plan eomme nous l'avons fait pour des graphes 
planaires. Nous savons depuis le ehapitre 12, eomme eonsequenee de la 
formule d'Euler, qu'un graphe planaire simple G a n sommets possede au 
plus 3n - 6 aretes. Par eonsequent, si m est superieur a 3n - 6, il doit y 
avoir des interseetions d' aretes. Le nombre d' intersections er( G) est done 
defini de fayon naturelle: e'est le plus petit nombre d'interseetions parmi 
toutes les plongements de G. Ainsi, er(G) = 0 si et seulement si Gest 
planaire. 

Etant donne un tel plongement minimal, les trois situations suivantes sont 
eeartees: 
• aueune arete ne peut se eroiser elle-meme ; 
• les aretes qui ont un sommet eommun ne peuvent pas se eroiser ; 
• deux aretes ne peuvent se eroiser deux fois. 
En effet, dans ehaeun de ees eas, nous pouvons dessiner le meme graphe 
avee moins d'interseetions, en utilisant les operations qui sont indiquees 
dans notre figure. A partir de maintenant, nous eonsiderons que tout plon
gement suit ees regles. 

Supposons que G soit plonge dans ]R2 avee er( G) interseetions. Nous pou
vons immediatement en deduire une borne inferieure du nombre d'inter
seetions. Considerons le graphe H suivant : les sommets de H sont eeux 
de G auxquels on ajoute tous les points d'interseetion, et les aretes sont 
tous les moreeaux des aretes originales en pareourant le graphe de point 
d'interseetion en point d'interseetion. 

Le nouveau graphe H est desormais planaire et simple, (eela se deduit des 
trois hypotheses preeedentes). Le nombre de sommets dans H est n+er( G) 
et le nombre d' aretes est m + 2er( G), puisque ehaque nouveau sommet a un 
degre 4. En utilisant la borne sur le nombre d'aretes des graphes planaires, 
on trouve: 

m+2er(G) :( 3(n+er(G))-6 

e' est -a-dire, 
er( G) ? m - 3n + 6 (4) 

Par exemple, pour le graphe eomplet K 6 on obtient : 

er(K6 ) ? 15 - 18 + 6 = 3 

et en fait, il existe un plongement avee seulement 3 interseetions. 

J()~=>// 

<7Z--~ 
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La borne fournie par (4) est relativement bonne lorsque m est lineaire en n, 
mais lorsque m est plus grand, la situation change et fait l' objet du theoreme 
qui suit. 

Theoreme 4. Soit G un graphe simple Cl n sommets et m aretes, tel que 
m ~ 4n. Alors,' 1 m3 

cr( G) ~ 64-:;;,2 

L'histoire de ce resultat, appele lemme d'intersection, est assez interessante. 
na ete conjecture par Erdos et Guy en 1973 (i4 etant remplace par une 
constante c). les premieres preuves furent donnees par Leighton en 1982 
(avec 160 a la place de i4) et independamment par Ajtai, Chvatal, New
born et Szemeredi. Le lemme d'intersection n'etait guere connu (en fait, 
beaucoup de matMmaticiens le connaissaient toujours en tant que conjec
ture bien apres l'apparition des premieres preuves), jusqu'a ce que Lasz16 
Szekely montre son utilite dans un bel article, en l'appliquant a differents 
problemes geometriques extremaux difficiles. La preuve que nous presen
tons maintenant est le fruit de conversations par courrier electronique entre 
Bernard Chazelle, Micha Sharir et Emo Welzl. Elle appartient sans aucun 
doute au Grand Livre . 

• Preuve. Considerons un plongement de G, c'est-a-dire une representa
tion plane minimale de G. Soit p un nombre reel compris entre 0 et 1 (qui 
sera choisi plus tard). On genere un sous-ensemble des sommets de G en 
effectuant un tirage independant de chaque sommet de G avec une proba
bilite p. Le graphe induit ainsi obtenu est appele Gp • 

Soient np , m p et X p les variables aleatoires qui comptent le nombre de 
sommets, d'aretes et d'intersections dans Gp • Puisque l'on a cr( G) - m + 
3n ~ 0 d'apres (4) pour tout graphe, l'esperance doit satisfaire : 

Calculons maintenant chaque esperance E(np ), E(mp ) et E(Xp ). nest 
clair que E(np ) = pn et E(mp ) = p2m, puisqu'une arete est dans Gp si 
et seulement si ses deux extremites y sont. Finalement, E(Xp ) = p4cr(G), 
puisqu'une intersection est dans Gp si et seulement si les quatre sommets 
(distincts !) y figurent. 

Par linearite de l'esperance, nous obtenons donc que : 

c'est-a-dire: 
m 3n 

(5) 
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Voici maintenant l' argument final. En posant p = ;;: (qui vaut 1 au plus 
par hypothese), (5) devient : 

1 [4m 3n] 
cr(G) ~ 64 (n/m)2 - (n/m)3 

ce que nous voulions etablir. D 

Paul Erdos aurait beaucoup aime cette preuve. 
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