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9. Sikba rajzolhaté grafok

Dr. Szalkai Istvdin
2020.04.04.

Definicié: Tetszoleges G = (V, E) grif sikba terithetd/ rajzolhaté vagy sikbeli (planar),
ha léteznek injektiv  f:V —R? és g: E— P(R?) figguények:
-e={x,y} € E esetén g(e) egy v (vonal/girbe), amely az f(x) és f(y) pontokat kéti dssze,

- ezek az tvek csak a kdzos végpontjaikban metszik eqgymdast. [

e Hzz
K33 = "hdarom hdz hdarom kut”:

Allitas: A K5 és K5 grafok nem rajzolhatok sikba.
Bizonyitas: Ld. Tankényv (Jordan tételével). [

Ezeket késébb Euler 1. poliédertételébdl vezetjiik le egyszeriien.
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Kuratowsky tétele

Miért csak K5 és K3’3 ?

Tétel: kb: " Tiltott részgrifok halmaza {Ks, K33} teljes. "

Kazimierz Kuratowsky (1896-1980), lengyel, (1930),
Orrin Frink Jr. (1901-1988), amerikai, (1930),
Paul Althaus Smith (1900-1980), amerikai, (1930),

Precizen: ... mésodfoku cstics megsziintetése / éllel helyettesitése, graf redukaltja, élek felosztdsa (subdivision),

topologikus részgraf, H 4 G , homeomorf gréfok, él 6sszehiizdsa / végpontjainak sszeragasztédsa, graf minorja, H < G | ...

Gyakorlati alkalmazasoknal:
Tétel (az eredeti Tétel ekvivalens viltozata):

Egy tetszoleges G grif pontosan akkor teritheté sikba ha nem taldlhato benne
- sem 0t csics azokat paronként osszekitod (paronként) csicsdiszjunkt utakkal,
- sem hdrom piros és hdrom kék csics, kilenc pdronként csiucsdiszjunkt ttal,

amelyek mindegyik piros csicsot mindegyik kék csiccsal dsszekotik. [

1010 101]

1000 _—1001

A1=0000 B;=0001



Algoritmusok:

William Thomas Tutte (1917-2002) brit, 1963 polinomidlis
John Edward Hopcroft (1939-) ES Robert Endre Tarjan (1948) amerikaiak, 1974, linedris idejfi.

Tétel (Wagner 1936, Fary 1948): Ha G egyszert sikbarajzolhaté => egyenes szakasszal is lerajzolhats. [
Féary Istvdn (1922-1984) magyar.

»VLSI” (very large scale integration) probléma: minimélis teriilet{i sikrészre rajzolés.
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Euler poliédertételei

Lap (tartomdny, orszag) = 7 = precizen bonyolult, de pl. grafelméleti kor esetén van,

kb. = korlappal (topoldgiailag) homeomorfak = gumibdl kivagva korlappd lehet alakitani.

Eredetileg csak poliéderhdlokra (1752), de most dltaldnosabban:

Tétel (Euler 1. poliédertétele) G tetszbleges, dsszefiiggd, sikba rajzolt (1) graf =>

’€+c—e:2‘.

A grdfon “kivili” végtelen tartomdany is egy lap!

Bizonyitds: HA van G -ben (grafelméleti) kor, akkor ennek barmely élét elhagyva
az élek szama ES a lapok szdma is 1 -el csokken, de G’ 6sszefiiggd marad!

=> végiil kormentes 6sszefiiggd = fa grafot kapunk:
c—1=¢,

¢' =1, tehat elhagytunk (¢ — 1) lapot = ugyanennyi élet.
Mindkét oldalhoz ¢ —1 -et adva megkapjuk (1) -t. O

Megjegyzés: Tehdt a lapok szdma (¢) nem fiigg a sikba teritéstol.



Kovetkezmények: i) HA G egyszeri sikba rajzolhaté graf —=>

e<3c—06

ii) HA G egyszert sikba rajzolhato paros grif (4 <g) =>

e<2c—4

iii) HA G egyszert sikba rajzolhato, g = legrovidebb kor hossza (= girth(G) = derékbdség)

g
< —— - (c—2
e g—2 (c )

Bizonyitas: ldasd tankoényv, nem nehéz. U
Megjegyzés: Egyik becslés sem fordithatd, egyszerti ellenpélddk vannak.
Kovetkezmény: K5 és K33 nem sikba rajzolhatd grifok.

Bizonyitas: Ks: e=10,c=5és 10£3-5—6.
Kss: (3) teljesil, de (4) nem: e=9,¢=6,9¢£2-6—4. O



Tétel (Euler II. poliédertétele) G tetszdleges dsszefiiggd, 3 -requldris, sikba rajzolt, hurokmentes,

minden éle G egy (grifelméleti) korében van, és n; := i -oldalid lapok szdma

o0

> (6—i)m=12.

1=2

Bizonyitas: Euler 1. poliédertétele alapjan:

3 -reguldris => minden csiics 3 laphoz tartozik:

minden él pontosan két lap kozos hatéara

és
Beirva (1) -be kapjuk (6) -t. O

Megjegyzés: Hatszogek szdma (ng ) lényegtelen!

(1eN,i>2),

=>



Fullerének

A szén (C) harmadik tiszta médosulata, a ”futball-labda” molekula.
Kisérleti vegyészek 1984-ben jelenségeket észleltek, elméletileg leirtdk tulajdonsdgait, sot Euler is.
Csak 1990 -ben sikeriilt laborban eldallitani.

R.Buckminster Fuller amerikai épitészmérnokrol nevezték el.

Matematika,

! ﬁﬁ'fk&,' : =
..: kémi a,
‘; épitészet...

Topkapi Palota
("Agyukapu palota", Isztambul, 1465 és 1853 kozott)

Térképek

Sikba / gombre rajzolt grafok lapjai = particio.
Forditva: (sikbeli) térkép dudlis grafja: orszagok és szomszédok.

Szinezések a kovetkezo fejezetben.
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Egyéb feliiletek (= pihenés)

F = gomb, térusz ("iszégumi”), Mobius szalag, Klein -palack, perec, kétfiilii bogre, ...
Allitas: Minden sikbeli graf F -re rajzolhaté ("kicsiben").

Allitas: G rajzolhaté gombre <=> sikba :

F -re néha tobbet is lehet, pl. tdruszra :  Ky4 és K7 lehet (K55 és Kg mér nem):
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Tétel: Tetszoleges F feliiletre létezik véges sok tiltott” grdf: tetszoleges G graf

F -re ragzolhats  <=>  eqyik tiltott grafot sem tartalmazza. U

A tiltott részgrafok pontos listdjdt csak az Fuklideszi és a projektiv sikra ismerjiik.

Gombre rajzolt gréfokra is teljesiil Euler I. poliéder tétele (a bizonyitds ugyanaz).

Toruszon {4+ ¢ — e =0 mindig, pl. képkeret = H, kockagraf :

S6t, tetszOleges F feliiletre létezik o € Z szédm (i.n. Euler karakterisztika):

tetszoleges 0sszefiliggd graf rajzoldsakor
l+c—e=o0.

Stk: 0 =2,
térusz, Mobius -szalag, kétlyukid gomb, hengerpaldst o =0 ,

a két lyukid papirlap =0 = -1, ... .



