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De første 6 opgaver løses uden hjælpemidler 

 

a) Udtrykket reduceres.: 

(𝑝 + 𝑞)2 + 2𝑝 · (𝑝 − 𝑞) 
= 𝑝2 + 𝑞2 + 2𝑝𝑞 + 2𝑝2 − 2𝑝𝑞 
= 3𝑝2 + 𝑞2 

Dermed har man reduceret udtrykket. Undervejs blev første kvadratsætning anvendt. 

 

a) Tallene 𝑎 og 𝑏 bestemmes.: 

4 = 3𝑎 + 𝑏    (1) 
10 = 5𝑎 + 𝑏  (2) 

Vi ganger igennem (1) med −1: 

−4 = −3𝑎 − 𝑏 
10 = 5𝑎 + 𝑏 

Ovenstående ligninger lægges sammen.: 

6 = 2𝑎 ⇔ 𝑎 = 3 
Dernæst indsættes 𝑎 = 3 i enten (1) eller (2).: 

4 = 3 · 3 + 𝑏 ⇔ 𝑏 = −5 

Alternativt kunne man bruge formlerne for 𝑎 og 𝑏.: 

𝑎 =
𝑦2 − 𝑦1

𝑥2 − 𝑥1
=

10 − 4

5 − 3
=

6

2
= 3 

𝑏 = 𝑦1 − 𝑎𝑥1 = 4 − 3 · 3 = −5 
Dermed er tallene 𝑎 og 𝑏 bestemt. 

𝑎 = 3; 𝑏 = −5 

Og den lineære funktion er: 

𝑓(𝑥) = 3𝑥 − 5 
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a) For andengradsfunktionen 𝑝(𝑥) gælder der, at 𝑎 < 0, 𝑏 < 0 og 𝑑 < 0. Det oplyses også 

hvordan hældningskoefficienten for tangenten til grafen for 𝑝(𝑥), som oplyses til at være 

positiv. Hvis den er positiv, så betyder det, at 𝑏 > 0 og den eneste graf der opfylder det, er 

𝐷. 

 

a) Arealet bestemmes.: 

𝑀 = ∫ −𝑥3 + 9𝑥
3

0

𝑑𝑥 = [−
1

4
𝑥4 +

9

2
𝑥2]

0

3

= −
1

4
34 +

9

2
32 − (−

1

4
04 +

9

2
02) = −

81

4
+

81

2

= −
81

4
+

81

2
= −

81 · 2

4 · 2
+

81 · 4

2 · 4
=

−162 + 324

8
=

162

8
=

81

4
= 20.25 
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a) Det ses, at der er givet en funktion med eksponentialfunktionen 𝑒. Funktionen differentieres.: 

𝑓′(𝑥) = 𝑒𝑥 + 7 

Eftersom den afledede funktion er positiv og ligger på den positive side af 𝑥-aksen, og da 7 er 

lagt til vil grafen for 𝑓(𝑥) skærer 𝑦-aksen i 8. Endelig vides det, at den afledede aldrig skærer 

𝑥-aksen og pr. definition er det betydningen for, at 𝑓(𝑥) altid er voksende.  

 

a) Ligningen for cirklen er pr. definition (𝑥 − 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2 = 𝑟2 

Med oplysningerne er cirklens ligning: 

(𝑥 − 0)2 + (𝑦 − 0)2 = √2
2
⇔ 𝑥2 + 𝑦2 = 2 

Der er givet parameterfremstillingen. Indsættes parameterfremstillingen i cirklens ligning har 

man en ligning med en ubekendt.: 

(3 + 𝑡)2 + (−3 − 𝑡)2 = 2 ⇔ 
32 + 𝑡2 + 6𝑡 + 32 + 𝑡2 + 6𝑡 = 2 ⇔ 
2𝑡2 + 12𝑡 + 18 = 2 ⇔ 
2𝑡2 + 12𝑡 + 16 = 0 ⇔ 
𝑡2 + 6𝑡 + 8 = 0 

Dermed har man en andengradsligning. Ligningen kan omskrives til den faktoriseret form, 

nemlig: 

(𝑡 + 2)(𝑡 + 4) = 0 
Hermed er værdierne af 𝑡 fundet. Dernæst kan skæringspunkterne findes. 

(
𝑥
𝑦) = (

3
−3

) + 𝑡 · (
1

−1
) 

Indsættes værdierne af 𝑡 fås: 

𝑠𝑘æ𝑟𝑖𝑛𝑔𝑠𝑝𝑢𝑛𝑘𝑡 1 (
𝑥
𝑦) = (

3
−3

) + (−2) · (
1

−1
) = (

1
−1

) 

𝑠𝑘æ𝑟𝑖𝑛𝑔𝑠𝑝𝑢𝑛𝑘𝑡 2 (
𝑥
𝑦) = (

3
−3

) + (−4) · (
1

−1
) = (

−1
1

) 

Dermed er det ønskede fundet.  
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De resterende opgaver løses med hjælpemidler 

 

a) Der udnyttes eksponentiel regression. Dette udføres i Maple. Bemærk, at 1990 svarer til 𝑥 =

0.: 

 
Hermed blev konstanterne 𝑎 og 𝑏 fundet. 
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b) Tallet 𝑎 = 1.09521 betyder, at for hvert år der går (fra år 1990), stiger antallet af Tysklands 

elektricitetsproduktivitet med 9.521%.  Fordoblingstiden bestemmes.: 

𝑇2 =
ln(2)

ln(𝑎)
=

ln(2)

ln(1.09521)
= 7.621 

Dvs. hver gang der går ca. 7 − 8 år, fordobles Tysklands elektricitetsproduktivitet.  

 

c) Tallet 2020 svarer til 𝑥 = 30. Dette indsættes i forskriften.: 

𝑃(30) = 2.88330 · 1.0952130 = 44.137 
Eftersom Tyskland ønsker, at i år 2020 skal 35% af landets elektricitetsproduktivitet være 

vedvarende energi, så viser ovenstående beregning, at det snildt kan lade sig gøre, for ifølge 

modellen ville det være 44.137%.  

 

a) Ligningen for tangenten bestemmes. Først differentieres funktionen.: 

𝑓′(𝑥) =
1

𝑥
+ 2𝑥 

Heri indsættes punktet i 𝑓 og 𝑓′, dvs.: 

𝑓(5) = ln(5) + 52 = 26.609 

𝑓′(5) =
1

5
+ 2 · 5 = 10.2 

Dermed er den rette linje: 

𝑦 = 10.2 · (𝑥 − 5) + 26.609 = 10.2𝑥 − 24.391 

Hvilket er det ønskede. 
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a) Højden fra 𝐶 indtegnes.:  

 
Dernæst bestemmes den vha. arealformlen.: 

22.9 =
1

2
· ℎ · 10.6 ⇔ 22.9 = 5.3 · ℎ ⇔ ℎ =

22.9

5.3
= 4.320 

Hvilket er højden. 

 

b) Omkredsen ønskes. Længden |𝐵𝐶| bestemmes.:  

ℎ = |𝐵𝐶| · sin(𝐵) ⇔ |𝐵𝐶| =
ℎ

sin(𝐵)
 

Indsættes tallene fås: 

|𝐵𝐶| =
4.320

sin(32.3)
= 8.0845 

Endelig findes |𝐴𝐶| ved cosinusrelationerne.: 

|𝐴𝐶| = √|𝐴𝐵|2 + |𝐵𝐶|2 − 2 · |𝐴𝐵| · |𝐵𝐶| · cos(𝐵)

= √10.62 + 8.08452 − 2 · 10.6 · 8.0845 · cos(32.3) = 5.731 

Omkredsen er dermed: 

𝑂 = 10.6 + 8.0845 + 5.731 = 24.4155 
Hvilket var det. 
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a) Ligningen for planen 𝛼 som indeholder glasfladen 𝐴𝐵𝐷 bestemmes. Der bestemmes to 

vektorer for efter at man kan lave et krydsprodukt.:  

𝑨𝑩 = 𝐵 − 𝐴 = (
0
0
3
) − (

2
0
0
) = (

−2
0
3

) 

𝑨𝑫 = 𝐷 − 𝐴 = (
0
2
0
) − (

2
0
0
) = (

−2
2
0

) 

Hermed blev der bestemt to vektorer1 således man kan tage krydsproduktet af dem.: 

𝑨𝑩×𝑨𝑫 = (
−6
−6
−4

) 

I Maple kan det skrives sådan, alt efter om man bruger worksheet eller document: 

 
 

                                                           
1 Bemærk, at notationen i dette dokument for vektorer er 𝑨𝑩 og ikke 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
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Planen har ligningen 𝑎(𝑥 − 𝑥0) + 𝑏(𝑦 − 𝑦0) + 𝑐(𝑧 − 𝑧0) = 0 og indsættes resultaterne fra 

krydsproduktet (dvs. normalvektoren) samt et vilkårligt punkt, er planen altså: 

𝛼:    − 6(𝑥 − 2) − 6(𝑦 − 0) − 4(𝑧 − 0) = 0 

Kan også skrives som: 

𝛼:    − 6𝑥 − 6𝑦 − 4𝑧 + 12 = 0 

Dermed er denne plan en der ligger i glasfladen 𝐴𝐵𝐷.  

 

b) Der er givet endnu en plan for glasfladen 𝐵𝐶𝐷.: 

𝛽:    − 3𝑥 + 3𝑦 + 2𝑧 − 6 = 0 

Vinklerne mellem planerne bestemmes udelukkende ved deres normalvektorer.: 

𝒏𝜶 = (
−6
−6
−4

) , 𝒏𝜷 = (
−3
3
2

) 

Vinklen bestemmes.: 

𝑣 = arccos (
𝒏𝜶 · 𝒏𝜷

|𝒏𝜶| · |𝒏𝜷|
) 

Indsættes tallene fås: 

𝑣 = arccos (
−6 · (−3) + (−6) · 3 + (−4) · 2

√(−6)2 + (−6)2 + (−4)2 · √(−3)2 + 32 + 22
) ≈ 100.475𝑜 

Hermed er den ønskede vinkel mellem glasfladen 𝐴𝐵𝐷 og 𝐵𝐶𝐷 fundet. I GeoGebra vises hele 

pivtøjet.  
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a) Først opstilles nulhypotesen.  
𝐻0 = 𝐴𝑙𝑙𝑒 𝑠𝑙𝑖𝑘𝑝𝑜𝑠𝑒𝑟 ℎ𝑎𝑟 𝑙𝑖𝑔𝑒 𝑚𝑎𝑛𝑔𝑒 𝑎𝑛𝑡𝑎𝑙 𝑓𝑎𝑟𝑣𝑒𝑟 𝑠𝑙𝑖𝑘 𝑖 𝑠𝑖𝑔 

Dernæst beregnes de forventede værdier. Eftersom firmaet praler med, at der er lige mange 

af hver farve, så gøres antallet af observationerne op med det, som Hans og Grethe fandt.: 

9 + 19 + 15 + 10 + 7 = 60 
Der er 5 kategorier og dermed er de forventede værdier: 

𝑅ø𝑑 𝐺𝑟ø𝑛 𝐺𝑢𝑙 𝑂𝑟𝑎𝑛𝑔𝑒 𝐵𝑙å 
12 12 12 12 12 

Dermed kan man nu fortsætte og lave en statistisk test. En GOF-test. Signifikansniveauet er 

valgt til at være 5%. Der er 4 frihedsgrader.: 

𝜒2 =
(9 − 12)2

12
+

(19 − 12)2

12
+

(15 − 12)2

12
+

(10 − 12)2

12
+

(7 − 12)2

12
= 8 

Dvs. teststørrelsen er 8 og frihedsgraderne er 4. Konklusionen fortsættes efter Maples 

metode. I Maple kan en sådan test løses sådan: 

 
Dvs. nulhypotesen accepteres, da test størrelsen er mindre end den kritiske værdi. Der er 

ingen slikposer med lige antal farver.  
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a) Grafen for 𝑓(𝑡) tegnes i Maple.: 

 
Dernæst indsættes 7 i 𝑓(𝑡) (husk radianer).: 

𝑓(7) = 67.5 · sin(0.209 · 7 − 1.57) + 70 = 62.791 

Dvs. efter 7 minutter er gondolen i 62.791 meters højde.  
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b) Ligningen løses. 

𝑓(𝑡) = 40 

Dvs.: 

67.5 · sin(0.209 · 𝑡 − 1.57) + 70 = 40 ⇔ 
67.5 · sin(0.209 · 𝑡 − 1.57) = −30 

sin(0.209 · 𝑡 − 1.57) = −
30

67.5
⇔ 

arcsin(sin(0.209 · 𝑡 − 1.57)) = arcsin (−
30

67.5
) ⇔ 

0.209 · 𝑡 − 1.57 = arcsin (−
30

67.5
) ⇔ 

0.209 · 𝑡 = arcsin (−
30

67.5
) + 1.57 ⇔ 

𝑡 =
arcsin (−

30
67.5

) + 1.57

0.209
≈ 5.308 

Altså ca. 5 minutter og 30 sekunder efter start er gondolen ca. 40 meter over jorden.  
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a) Denne type differentialligning er en logistisk vækst.: 

𝑁′(𝑡) = 0.00029 · 𝑁(𝑡) · (1500 − 𝑁(𝑡)) 

Her indsættes 𝑁(𝑡) = 500, så: 

𝑁′(𝑡) = 0.00029 · 500 · (1500 − 500) = 145 

Dvs. da der var 500 traner er væksthastigheden 145 traner pr. år.  

 

b) Forskriften bestemmes. Den fuldstændige løsning er: 

𝑁(𝑡) =
1500

1 + 𝑐 · e−0.00029·1500·𝑡
 

Der kan findes en partikulær løsning ved at benytte punktet 𝑁(0) = 194: 

194 =
1500

1 + 𝑐 · e−0.00029·1500·0
⇔ 194 =

1500

1 + 𝑐
⇔ 𝑐 = 6.731 

Dermed er forskriften: 

𝑁(𝑡) =
1500

1 + 6.731 · e−0.00029·1500·𝑡
 

 

c) Denne opgave kan besvares på to måder. Ligningen: 

𝑁(𝑡) =
1500

2
 

Kan løses eller man bestemmer den dobbelte afledede og løser 𝑁′′(𝑡) = 0. Begge metoder 

vises.: 

𝑁(𝑡) =
1500

2
 

Svarer til at løse: 
1500

1 + 6.731 · e−0.00029·1500·𝑡
=

1500

2
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Og i Maple er udregningen af ligningen: 

 
Inden konklusionen, så vises den dobbelte afledede også: 

 
Dvs. da år 1975 er begyndelsesåret, så må væksthastigheden være størst i løbet af år 1979.  
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a) Maksimum for 𝑓(𝑥) bestemmes. Bemærk hvordan koordinatsystemet er på tegningen. 

Bredden ved karaflen er faktisk der hvor toppunktet er for 𝑓(𝑥).: 

𝑓′(𝑥) = −0.4𝑥 + 2 

Løses ligningen 𝑓′(𝑥) = 0 fås: 

−0.4𝑥 = −2 ⇔ 𝑥 =
2

−0.4
= 5 

Dernæst bestemmes bredden af karaflen.: 

2 · 𝑓(5) = 2 · (−0.2 · 52 + 2 · 5 + 2.5) = 15𝑐𝑚 

 

b) Man anvender volumeformlen. Volumen bestemmes således: 

𝑉 = 𝜋 · ∫ (−0.2𝑥2 + 2𝑥 + 2.5)2
ℎ

0

𝑑𝑥 

Indsættes ovenstående i Maple kan man udtrykke en formel for ℎ.: 

 
Endelig oplyses det, at 𝑉 = 500𝑐𝑚3. Her er ℎ ubekendt, da er ligningen: 

500 = 𝜋 · ∫ (−0.2𝑥2 + 2𝑥 + 2.5)2
ℎ

0

𝑑𝑥 

Og i Maple 2016 løses ligningen for ℎ.: 

 
Dermed fandt man det ønskede. 
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a) Ved at se på tegningen er konklusionen at trekanten er retvinklet. Endelig er |𝐴𝐶| = 𝑥, 

|𝐴𝐵| = 7 og |𝐵𝐶| har ikke fået nogen oplysninger. Man kan give |𝐵𝐶| nogle oplysninger ved 

udnyttelse af Pythagoras.: 

|𝐴𝐶|2 + |𝐵𝐶|2 = |𝐴𝐵|2 

Indsættes oplysningerne fås: 

𝑥2 + |𝐵𝐶|2 = 72 ⇔ |𝐵𝐶| = √49 − 𝑥2 
Dernæst bruges resultatet til at vise det næste i opgaveformuleringen. 

Man har to retvinklede trekanter, en stor og en lille. Derfor må dette kunne skrives som: 
|𝐵𝐶|

|𝐴𝐵|
=

𝑑

𝑥
 

Indsættes oplysningerne er: 

√49 − 𝑥2

7
=

𝑑

𝑥
⇔ 𝑥 · √49 − 𝑥2 = 7 · 𝑑 ⇔ 𝑑 =

𝑥 · √49 − 𝑥2

7
 

Og dermed er det ønskede vist.  
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b) Opskrives 𝑑 som en funktion mht. 𝑥, er den givet som følger: 

𝑑(𝑥) =
𝑥 · √49 − 𝑥2

7
 

Da er den afledede givet ved: 

𝑑′(𝑥) =
1

7
· (1 · √49 − 𝑥2 + 𝑥 ·

−𝑥

√49 − 𝑥2
) =

√49 − 𝑥2

7
−

𝑥2

7 · √49 − 𝑥2
 

Dernæst løses ligningen 𝑓′(𝑥) = 0, dvs.: 

√49 − 𝑥2

7
−

𝑥2

7 · √49 − 𝑥2
= 0 

 ⇕ Ligningen løses for x vha. CAS-værktøjet WordMat.  

𝑥 = −4.949747    ∨     𝑥 = 4.949747 

Da 𝑥 ikke kan være negativ forkastes den negative værdi. Dvs. vi bestemmer monotoniforhold 

for at bekræfte at 𝑥 = 4.949747 er den værdi, der er størst. Den dobbelte afledede 

bestemmes og deri indsættes løsningen fra 𝑑′(𝑥) = 0.: 

 
Da outputtet er mindre end 0, er konklusionen, at 𝑥 = 4.949747 må være størst.  

 

a) Alle ingredienserne opskrives. Man har at 𝑥 er tid, og 𝑇 er stegens indre temperatur. 

Temperaturen er 150𝑜𝐶 og proportionalitetskonstanten er 0.011. Ovnens temperatur og 

stegens temperatur er (150 − 𝑇)Derved er differentialligningen givet ved: 
𝑑𝑇

𝑑𝑥
= 0.011 · (150 − 𝑇) 

Som er det ønskede. 

 

NB: Flere af ovenstående opgaver har jeg vist pr. håndkraft. Mest af alt fordi folk har efterspurgt 

hvordan diverse ligninger mv. kunne løses uden brug af CAS. 


