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Plan referatu

© VaR definicja, wtasnosci, przyktady

@ Ostona VaR za pomoca opcji

© Warunkowa wartoé¢ narazona na ryzyko: CVaR
@ Ostona CVaR za pomoca opgji

© Pordéwnanie z ostong za pomoca sterowania stochastycznego
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Warto$¢ narazona na ryzyko (VaR)

X przychéd z inwestycji.

kwantyl (gérny)
g*(X) =inf{x:a < Fx(x)}

4 Fx (%)
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Warto$¢ narazona na ryzyko (VaR)

X przychéd z inwestycji.

kwantyl (gérny)
g*(X) =inf{x:a < Fx(x)}

Fx (z)
Definicja 1 /’
VaR definiujemy jako
VaR“(X) = —q“ (X) - la T
: >
—VaR*(X)

a to mata liczba: 1%, 2%, 5%.
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a to mata liczba: 1%, 2%, 5%.

Konferencja KNMF Ostona ryzyka opcjami 15 kwietnia 2015 3 / 1



Warto$¢ narazona na ryzyko (VaR)

z punktu widzenia gestosci

g*(X) =inf{x:a < Fx(x)}

Sefinic 1 B
efinicja -
VaR definiujemy jako /
VaR® (X) = —¢° (X) e
—VaR®(X) g
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€rinicja r
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VaR*(X) = —q" (X) /'/ o N
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a = Fx (—VaR* (X))
= P (X < —-VaR* (X))

Konferencja KNMF Ostona ryzyka opcjami 15 kwietnia 2015 4 / 1



Warto$¢ narazona na ryzyko (VaR)

z punktu widzenia gestosci

g*(X) =inf{x:a < Fx(x)}

Definicja 1 ‘f/Fim
VaR definiujemy jako
VaR*(X) = —q" (X) // S
—VaR®(X)
a = Fx (=VaR* (X)) ‘Prawdopodobienstwo, ze strata

= P (X < —VaR* (X)) przekroczy VaR jest mate’

= P (VaR*(X) < —X) a = 1%, 2%, 5%

Konferencja KNMF Ostona ryzyka opcjami 15 kwietnia 2015 4 / 1



Warto$¢ narazona na ryzyko (VaR)

z punktu widzenia gestosci

g*(X) =inf{x:a < Fx(x)}

A
Definicja
VaR definiujemy jako N
VaR“(X) = —q“ (X) >(/ >
—VaR*(X) ”
o = Fx (—VaR® (X)) ‘Prawdopodobienstwo, ze strata

= P (X < —VaR* (X)) przekroczy VaR jest mate’

= P (VaR*(X) < —X) a = 1%, 2%, 5%

Konferencja KNMF Ostona ryzyka opcjami 15 kwietnia 2015 4 / 1



Warto$¢ narazona na ryzyko (VaR)

alternatywny warunek

g*(X) =inf{x:a < Fx(x)}

A
Definicja
VaR definiujemy jako N
VaR*(X) = —q“ (X) >/ >
—VaR%(X) ”
a = Fx (—VaR* (X)) Lemat

= P (X < —VaR® (X))

= P (VaR* (X) < —X) VaR*(X) =inf {x: P (x < —X) < a}
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Warto$¢ narazona na ryzyko (VaR)

alternatywny warunek

g*(X) =inf{x:a < Fx(x)}

Fx(z
Definicja ] e
VaR definiujemy jako /
VaR*(X) = —q“ (X) —TfC K
—VaR®*(X) g

a = Fx (—VaR* (X)) Lemat
=P (X < —VaR* (X))

= P (VaR* (X) < —X) VaR*(X) =inf {x: P (x < —X) < a}
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Warto$¢ narazona na ryzyko (VaR)
(bardzo) Przydatny lemat

VaR?(X) = —q” (X)

Lemat Fy(z)

Jezeli f jest ciagfa i /

niemalejaca to dla X = f(Z) //
__ YV 1l
VaR*(X) = —f(q"(2)). '

Y
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Warto$¢ narazona na ryzyko (VaR)
(bardzo) Przydatny lemat

VaR?(X) = —q” (X)

Lemat Fy(z)

Jezeli f jest ciagfa i /

niemalejaca to dla X = f(Z) //
___ Y la
VaR*(X) = —f(q"(2)). '

Y

szkic dowodu:
(dla f i Fz silnie rosnacej)

Fz(q%(2)) = o

a:=f(q"(2))
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Lemat Fy(z)

Jezeli f jest ciagfa i /
niemalejaca to dla X = f(Z) //
___ Y la
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a
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Warto$¢ narazona na ryzyko (VaR)
(bardzo) Przydatny lemat

VaR?(X) = —q” (X)

Lemat Fy(z)

Jezeli f jest ciagfa i /

niemalejaca to dla X = f(Z) //
___ Y la
VaR*(X) = —f(q"(2)). '

szkic dowodu: Fx (a) = P(f(Z) < a)
(dla f i Fz silnie rosnacej) _p(z< f‘l(a))
Fz(q*(2)) = o = P(Z<q%(2))
= Fz(q*(2))
s = f(4"(2) ~o -

Konferencja KNMF Ostona ryzyka opcjami 15 kwietnia 2015 6 / 1



Przydatny lemat
Model Blacka-Scholesa

o2 ) t+oW(t)

M|

S(O)e(u_
e "TS(T)—5(0)

X = f(2) > ()

>
|

Lemat
Jezeli f jest ciagta i niemalejaca to

VaR?(X) = —f(q*(2)).

\ 4
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Przydatny lemat
Model Blacka-Scholesa

(u—é) t+oW(t)

X = £(2) S(t) =5(0)e
X =e"TS(T)-5(0)
A
Lemat
Jezeli f jest ciagta i niemalejaca to
«
VaR® (X) = —£(¢°(2)).
q*(2)
2 oV Tz
f(z) = e_’TS(O)e(u_T> TroVTE 5(0)
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Przydatny lemat
Model Blacka-Scholesa

X =f(2)

Lemat
Jezeli f jest ciagta i niemalejaca to

VaRO‘(X):_f(qa(Z)). a
2 qa(Z) >
() = @l )T )
VaR® (X) = 5(0) - e_rTS(O)e(H_%z) T+oVTq*(Z)
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Ostona VaR opcjami

Example
o Kupujemy akcje za S(0) = 100. Cena spada do 90. Tracimy 10.
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Ostona VaR opcjami

Example
o Kupujemy akcje za S(0) = 100. Cena spada do 90. Tracimy 10.
o Jedli posiadamy opcje sprzedazy z K = 95 to stracimy 5 (nie 10)

S(T) = S(O)e<”_gz_2> TrovTZ

X =e T [S(T)+ (K=S(T))*] - [5(0) + P(K)]
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Ostona VaR opcjami

S(T) = S(O)e(u—gﬁ) T+oVTZ

X = e T [S(T) + (K - S(T))*] - [5(0) + P(K)]
Lemat
VaR (X) = S(0) + P(K) —e™ T |:5a 4 (K- 50‘)+]

50 = 5(0)el=F) THVTE @

S(T) X

Z S(T)
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Ostona VaR opcjami
h < 1 opgji put

S(T) = S(O)e(u—";) T+oVTZ

X =T [S(T)+h(K=S(T))"]| - [S(0) + hP(K)]
Lemat
VaR (X) = $(0) + hP(K) — el [Sa +h(K - Sa)-i-}

5% = 5(o)e(“‘§> Y ()

S(T) X

.

Z S(T)

Konferencja KNMF Ostona ryzyka opcjami 15 kwietnia 2015 10 / 1




Ostona VaR opcjami
h < 1 opgji put

S(T) = S(O)e(u—";) T+oVTZ

X =T [S(T)+h(K=S(T))"]| - [S(0) + hP(K)]
Lemat
VaR (X) = $(0) + hP(K) — el [Sa +h(K - Sa)-i-}

5% = 5(o)e(“‘§> Y ()

S(T) X

_

Z S(T)

Konferencja KNMF Ostona ryzyka opcjami 15 kwietnia 2015 10 / 1




Ostona VaR opcjami

Inwestujemy ¢ na ostone

X =e"T[S(T) + pfy (K= S(T))*| = [S(0) + ]

Lemat

VaR (X) = S(0) +c—e T [S‘“r P(K) (K—5%) ]

S5

UL
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Ostona VaR opcjami

Zaleznos$¢ od K

Lemat

23

22

21

r>§<

20

80 8 90 95 100

Konferencja KNMF Ostona ryzyka opcjami

5 (0) = 100,

w=0.1, c=20.2,
r=3%, T=1,
a = 5%, c = 10.
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Wyboér ceny realizacji

VaR (X1) = S(0)+c—e T [Sa + %

Konferencja KNMF Ostona ryzyka opcjami

(K~ 5%)"]

23
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20
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K

0 85

>
90 95 100
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Wyboér ceny realizacji

VaR(X1) = S(0) +c—e " [SQ + %

Mamy opcje put o cenach realizacji Ky, ..., K,.
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Wyboér ceny realizacji

c
VaR (X;) = T « -
aR(X1) =S(0)+c—e [5 +P(K1)
Mamy opcje put o cenach realizacji Ky, ..., K,.

4l 1 Hi (t)

zp 1 Hn (t)
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Wyboér ceny realizacji

VaR(X1) = S(0) +c—e " [SQ + %

Mamy opcje put o cenach realizacji Ky, ..., K,.

4l 1 Hi (t)

Twierdzenie

Jesliz"1 <1 orazz"H(0) = ¢, to

(Ki—S5%)"

21

20

"~

K

>
0 8 90 95 100

VaR (X) = S(0) + c— e~ |S* + 2 H°]
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Problem liniowy

c
VaR (X;) = T « K, — S@ +:|
SR (X) = S(0) +c—e {5 + iy (K= 5%
Mamy opcje put o cenach realizacji Ky, ..., K,.
23\
min —z ' H®
T 22
pw.z'1<1
ZTH (0) =C 21
z>0 K
20 >
80 8 90 95 100

Twierdzenie

Jesliz™1 <1 orazz™H (0) =c, to

VaR(X) = S(0)+c—e " [50‘ —I—zTHO‘]
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VaR jest miarg z problemami

Lemat

C

vwwxy:ﬂm+f—e”T5a+PUQ

(K =57

e Jedli K < 5%, to opcja nie zmniejsza VaR?, (K-59)" =0

23

22
21

K

20 >
80 8 90 95 100
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VaR jest miarg z problemami

Lemat

C

VWNX%=ﬂ®+f—e”T5“+PUQ

(K-s%7

e Jedli K < §%, to opcja nie zmniejsza VaR®, (K-59)" =0
o Krétka pozycja w takiej opcji zmniejsza VaR® (17!)

23‘

22
21

K

20 >
80 8 90 95 100
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VaR jest miarg z problemami

Lemat

C

VaR(X) = S(0) +c—e T |5+ R)

(K-s%7

e Jedli K < §%, to opcja nie zmniejsza VaR®, (K-59)" =0
o Krétka pozycja w takiej opcji zmniejsza VaR® (17!)

Yy
\V&

—VaR“ (:X) —VaR® (:X)
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VaR jest miarg z problemami

Lemat

VaR(X) = S(0) +c—e T |5+ (K—S*)7"

P(CK )

e Jedli K < §%, to opcja nie zmniejsza VaR®, (K-59)" =0
o Krétka pozycja w takiej opcji zmniejsza VaR® (17!)

A A

—VaR*(X) —VaR*(X
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Warunkowa warto$¢ narazona na ryzyko CVaR

. 1‘5 Fx(z)
Definicja F
CVaR® definiujemy jako

a 1 @ B _ ‘ - Te X
CVaR®(X) =~ ["" (x)dp , ;
el ~VaR®(X)
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Warunkowa warto$¢ narazona na ryzyko CVaR

Definicja
CVaR® definiujemy jako

CVaR*(X) = —é /0 "% (X)dB
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Warunkowa warto$¢ narazona na ryzyko CVaR

Definicja
CVaR® definiujemy jako

CVaR*(X) = —é /O "% (X)dB

Twierdzenie
CVaR“ jest koherentng miara ryzyka:
o Jesli X <Y to CVaR® (X) > CVaR* (Y)
o CVaR* (X + m) = CVaR*(X)—m
o CVaR* (AX) = ACVaR™ (X)
o CVaR* (X +Y) < CVaR® (X) 4 CVaR*(Y)
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Warunkowa warto$¢ narazona na ryzyko CVaR

Definicja
CVaR*(X) = —éfoo‘ q° (X)dpg

Lemat
Jesli X ma rozkfad ciagty to

o 1
CVaR®(X) = = ~E (XLix<qe(x)})
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Definicja
CVaR*(X) = —éfoa q° (X)dpg
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o 1
CVaR®(X) = = ~E (XLix<qe(x)})

Konferencja KNMF Ostona ryzyka opcjami 15 kwietnia 2015 17 / 1



Warunkowa warto$¢ narazona na ryzyko CVaR

Definicja
CVaR*(X) = —éfoa q° (X)dpg

—VaR*(X)
Dowdd:
Lemat CVaR*(X) = 1[5 q” (X) B
Jesli X ma rozkfad ciagty to
—2 Js FxM(B)dB

o 1
CVaR®(X) = = ~E (XLix<qe(x)})
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Warunkowa warto$¢ narazona na ryzyko CVaR

Definicja
CVaR*(X) = —éfoa q° (X)dpg

—VaR*(X)
Dowadd:
Lemat CVaR*(X) = -1 [ % (X) dB
Jesli X ma rozktad ciagty to
1 —L J5 Fx1(B)ds
CVaR*(X) = ——E (Xl{x<qa(x>}) = L 70 e (x) dx

|
X = F;l(ﬁ) B = Fx(x) dp = fx(x)dx
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Warunkowa warto$¢ narazona na ryzyko CVaR

Definicja
CVaR*(X) = -1 [ g% (X) dp A \

—VaR*(X
Dowdd:
Lemat CVaRO‘(X) —
Jesli X ma rozktad ciagty to f
0
CVaR™(X) = — 1 (x1 1
d =7, ( {x<qa(X>}) = fo

X = F;l(ﬁ) B = Fx(x) dp = fx(x)dx

Konferencja KNMF Ostona ryzyka opcjami

\/

L d? (X)dp

x'(B)dp

fo( )dx
|

15 kwietnia 2015 17 / 1



Warunkowa warto$¢ narazona na ryzyko CVaR

A

Definicja N

CVaR*(X) = —3 [5 4’ (X) df J /\\

—VaR“(X) "
Lemat Wiiosek
Jesli X ma rozktad ciagty to niose
CVaR*(X)

o 1 —E(—X|— a

CVaR?(X) = ~~E (X1(x<qn(x))) E (=X| - X > VaR?(X))
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Warunkowa warto$¢ narazona na ryzyko CVaR

A
Definicja N
CVaR*(X) = ~ L [ ¢ (X) d J \
—VaR®(X)
Twierdzenie
Ogdlnie

CVaR*(X) = —é [E (X1(xcqaixy) + a(X) (@ = P (X < ¢ (X)))]
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CVaR w modelu Blacka-Scholesa
CVaR*(X) = =1 [ 4" (X) dp3

Lemat

CVaR* (e~TS(T) - S(0))

=5(0)— £5(0) "IN (q%(2) - oV T)
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=5(0)— £5(0) "IN (q%(2) - oV T)

Dowéd: Jsiq® (S(T))dB = [5rS(0
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=5(0)— £5(0) "IN (q%(2) - oV T)

Dowdd: J5iq? (S(T))dB = [y S(O)e(ﬂ_aé)

= Oqa(z) %e‘xTS(O)e
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CVaR w modelu Blacka-Scholesa
CVaR*(X) = -1 [(*q” (X) d3
Lemat

CVaR* (e~TS(T) - S(0))
= 5(0)~ £5(0) e VTN (g°(2) — ov/T)

Dowéd: Jsiq® (S(T))dB = [5rS(0
o 2 _ac
:qu (Z)%G_TS(O)e(N 2
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CVaR w modelu Blacka-Scholesa
CVaR*(X) = -1 [(*q” (X) d3
Lemat

CVaR® (e=TS(T) - 5(0))
= 5(0)~ £5(0) e VTN (g°(2) — ov/T)

—VaR*(X)

( )e(,u—";) T+oVTq?(Z)

Dowdd: Jsiq® (S(T))dB = [5rS(0 dg
o ><2 —ﬁ o X
= j§"@ %e‘?sm)e(” )Ty,
(x=ovT)?

= 5(0) fo re“T Tz dx
=5(0 )e“TN(qa(Z)—Uﬁ) [ |
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CVaR w modelu Blacka-Scholesa

Podobnie mozna obliczy¢:

Jod’ ([K=S(T)|")dp

_a? oV Tab
_ oK sl E) T T @ g
- . _VaR*(X)
(N*”—2) T+oVTq?(2)
Dowdéd: J55q? (S(T))dB = [ S(0)e\ 2 dg
0_2
_ foqa(z) ﬁe%S(O)e(uT) T+o‘ﬁxdx
o x—oVT)?
= 5(0) [y @ \/Lz?e’”e_( = dx

=5(0)et TN (¢°(2)-oVT) ™
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CVaR w modelu Blacka-Scholesa

Podobnie mozna obliczy¢:

Jod? ([K=S(T)]*)dpB

= et - el %)

—VaR*(X)
Rozwazmy
X=e"T[S(T)+h(K—-S(T))"] —[S(0) + hP(K)]
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CVaR w modelu Blacka-Scholesa

Podobnie mozna obliczy¢:
Jo a” ([K=S(T)]*)dp

~ etk - s@el %)

Rozwazmy
X=e"T[S(T)+h(K—-S(T))"] —[S(0) + hP(K)]

Twierdzenie
CVaR*(X) = [S(0) + hP(K)]

~Leli=n) (S (0) N (¢ (2) — oV'T) + hP*(K))

gdzie

P(K) = Ke TN (—d"®) — § (0) N (—d"*) .
v




CVaR w modelu Blacka-Scholesa

Kilka cen realizacji

problem liniowy:

min —z' P —CVaR*(X)

pw.z ' H(0)=c
z'1<1
z>0

Twierdzenie
CVaR*(X) = [S(0) + hP(K)]

~Lel=n) (5 (0) N (47 (2) — oV'T) + hP*(K))
gdzie

P(K) = Ke "T N (—=d"*) — S (0) N (—d"*).
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CVaR w modelu Blacka-Scholesa

Wyniki numeryczne

c X z1 5 z3 Za Zs5 CVaR®
0 10 0 0 0 0 0 302.24
20 98 374 6.06 O 0 0 180.35
40 96 0 59 364 O 0 126.24
60 94 0 019 9.21 0 0 89.64
80 92 0 0 551 369 0 71.42
100 9 0 0 150 750 O 53.82
120 88 0 0 0 6.85 195 4164
140 86 0 0 0 352 508 3270
160 84 0 0 0 020 820 2375

e Parametry: S(0) =100, u = 10%, 0 = 0.2, r =3%, T = 1.
o Ceny realizacji: K1 = 80, K» =90, K3 = 100, K; = 110, K5 = 120.
@ Inwestujemy: Vy = 1000,
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CVaR w modelu Blacka-Scholesa

Wyniki numeryczne

350 1

300

250 -

200

150 +

100 -

e Parametry: S(0) =100, u = 10%, 0 =02, r =3%, T = 1.
@ Ceny realizacji: K1 = 80, K» =90, K3 = 100, K4 = 110, Ks = 120.
@ Inwestujemy: Vy = 1000.
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Ostona CVaR za pomocg strategii

o Kupujemy akcje za S(0).
e Inwestujemy ¢ w strategie samofinansujaca &(t).

@ Cel: zminimalizowaé CVaR dla

X=e"T[S(T)+ Ve(T)]—[S(0) +¢].
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Ostona CVaR za pomocg strategii
o Kupujemy akcje za S(0).

e Inwestujemy ¢ w strategie samofinansujaca &(t).

@ Cel: zminimalizowaé CVaR dla

X=e"T[S(T)+ Ve(T)]—[S(0) +¢].

[FL] Follmer, Leukert, Efficient hedging: Cost versus shortfall risk (2000)
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Ostona CVaR za pomocg strategii

o Kupujemy akcje za S(0).
e Inwestujemy ¢ w strategie samofinansujaca &(t).

@ Cel: zminimalizowaé CVaR dla

X=e"T[S(T)+ Ve(T)]—[S(0) +¢].

[FL] Follmer, Leukert, Efficient hedging: Cost versus shortfall risk (2000)
[RU1] Rockafellar, Uryasev, Optimization of conditional value-at-risk (2000)

[RU2] Rockafellar, Uryasev, Conditional value-at-risk for general loss
distributions (2002)

[MS] Melnikov, Smirnov, Dynamic hedging of conditional value-at-risk
(2012)
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Ostona CVaR za pomocg strategii

c x CVaR“®
20 9.8 172.06
40 9.6 120.23
60 9.4 89.25
80 9.2 67.85
100 9 52.10
120 8.8 40.12
140 8.6 30.84
160 8.4 23.59

o Parametry: S(0) =100, u = 10%, 0 =02 r =3%, T = 1.
@ Ceny realizacji: K1 = 80, K» =90, K3 = 100, K4 = 110, Ks = 120.

o Inwestujemy: Vo = 1000.

Konferencja KNMF Ostona ryzyka opcjami 15 kwietnia 2015 27 / 1



Ostona CVaR za pomocg strategii

350 1
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e Parametry: S(0) =100, u = 10%, 0 =02 r=3%, T = 1.
o Ceny realizacji: K1 = 80, K» =90, K3 = 100, K4 = 110, K5 = 120.
@ Inwestujemy: Vp = 1000.
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Uwagi koncowe

350
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@ Istnieja analityczne wzory na VaR i CVaR pozycji ostanianych
europejskimi opcjami sprzedazy.

o Optymalizacja pozycji ostaniajacej jest problemem liniowym.

@ Tego typu ostona daje podobne wyniki do ostony za pomoca strategii
rebalansowanych w sposéb ciggty.
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