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Aufgabe 1 (0 Punkte) Welche der folgenden Aussagen sind richtig? Sie brauchen keine Begründungen anzuge-
ben. Markieren Sie Sie die richtigen Aussagen. Richtige Markierungen liefern 1

2 Punkt, falsche −1
2 Punkt, nicht

beantwortete 0 Punkte. Die Gesamtpunktzahl für diese Aufgabe ist mindestens Null. Die Punkte aus diesen Mul-
tiple Choice-Aufgaben gehen nicht in die Gesamtwertung zur Klausurzulassung ein.
wahr falsch

� � Jedes lineare Gleichungssystem hat mindestens eine Lösung.
� � Jedes homogene lineare Gleichungssystem in R, das zwei Lösungen hat, hat unendlich viele.
� � 17 ≡ 3 (mod 7).
� � 83 ≡ 8 (mod 3).
� � Für jede ganze Zahl k ∈ Z ist Zk ein Körper.
� � Es seien v, w Vektoren im R2. Der Vektor u = 〈v, w〉v − ‖v‖2w steht senkrecht auf v.
� � Es seien v, w ∈ R2. Wenn v ⊥ w, dann folgt ‖v + w‖ = ‖v‖+ ‖w‖.
� � Es seien v, w ∈ Rn, n ∈ N, n ≥ 2. Es gilt 〈v − w, v + w〉 = ‖v‖2 − ‖w‖2.
� � Für jede Zahl a ∈ R ist U = {x ∈ R3 |x1 = a} ein Untervektorraum des R3.
� � Es seien A = {(−3, 14)+(2, 6)·λ |λ ∈ R} ⊂ R2 und A′ = {(−7, 2)+(5

6 ,
15
6 )·λ |λ ∈ R} ⊂ R2.

Es gilt A = A′.
� � Die drei Punkte (1, 2, 0), (1, 1, 1) und (0, 0,−1) liegen auf einer Ebene im R3.
� � Es sei V ein K-Vektorraum und (a, b, c) sei in V linear unabhängig. Dann ist für beliebige

λ, µ, ν ∈ K auch (λa+ µb+ νc, b, c) linear unabhängig.
� � Es sei U ein Untervektorraum eines K-Vektorraums V . Aus u, v 6∈ U folgt u+ v 6∈ U .
� � Es sei U ein Untervektorraum eines K-Vektorraums V . Aus u 6∈ U, v ∈ U folgt u+ v 6∈ U .
� � Es gibt eine lineare Abbildung ψ : R[x]→ R[x] mit ψ(x) = x2, ψ(x2) = x.
� � Es ist {x ∈ R3 |x1 = 0} ∪ {x ∈ R3 |x2 = 0} ein Untervektorraum des R3.
� � Es ist {x ∈ R3 |x1 = 0} ∩ {x ∈ R3 |x2 = 0} ein Untervektorraum des R3.
� � Es seien A,B und C beliebige Mengen und f : A→ B und g : B → C injektive Abbildun-

gen. Dann ist auch g ◦ f injektiv.
� � Jede lineare Abbildung F : V →W mit dim ker(F ) = 0 ist injektiv.
� � Für jede Matrix gilt: Zeilenrang = Spaltenrang.

Aufgabe 2 (4 Punkte).

a) Definieren Sie den Begriff der linearen Hülle.

b) Der Unterraum W ⊆ R4 sei durch die Vektoren

v1 :=


−2
1
0
1

 , v2 :=


1
−1
1
1

 , v3 :=


−1
−1
3
5


aufgespannt. Wählen Sie aus diesen Vektoren eine Basis von W .

c) Geben Sie die Koordinaten für jeden dieser Vektoren bezüglich der von Ihnen gewählten Basis an.

Aufgabe 3 (4 Punkte).

a) Definieren Sie die beiden folgenden Begriffe: Gruppe, Untergruppe einer Gruppe.



b) Geben Sie ein Beispiel für eine Gruppe (B, ◦) und eine Untergruppe U ( B an.

c) Geben Sie ein Kriterium zum Nachweis der Untergruppeneigenschaft an.

d) Es sei GL2(R) die Gruppe aller invertierbaren reellen 2× 2 - Matrizen und sei

G :=
{(

a −b
b a

) ∣∣∣∣ a, b ∈ R, a2 + b2 6= 0
}
.

Zeigen Sie, dass G eine Untergruppe von GL2(R) ist.

Aufgabe 4 (4 Punkte).
Es sei

A :=

 1 0 1
2 1 1
−1 1 −2



eine reelle Matrix, und F :
{

R3 7−→ R3

x 7−→ A · x die durch A gegebene lineare Abbildung.

a) Geben Sie eine Basis von Ker(f) an.

b) Geben Sie eine Basis von Im(f) an.

c) Finden Sie zwei Basen A = (v1, v2, v3) und B = (w1, w2, w3) von R3, so dass

MA
B (F ) =

 1 0 0
1 1 0
0 0 0

 .

Aufgabe 5 (4 Punkte).
Es sei V der Vektorraum der reellen Polynome vom Grad ≤ 3, d.h. Polynome p(x) der Form p(x) = a0 + a1x +
a2x

2 + a3x
3. Wir definieren ein Skalarprodukt auf V durch

〈p, q〉 :=
1
2
· a0b0 + a1b1 + a2b2 + 2 · a3b3

für beliebige Polynome p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 und q(x) = b0 + b1x+ b2x
2 + b3x

3.
Wir betrachten nun die Polynome p1(x) := 2x2, p2(x) := x+ x3, p3(x) := 2x− x2 + x3, sowie den Unterraum U
von V , welcher durch diese drei Polynome aufgespannt wird.

a) Wie ist die zum Skalarprodukt 〈·, ·〉 gehörende Norm ‖ · ‖ definiert?

b) Bestimmen Sie ‖p1‖.

c) Warum bilden p1, p2, p3 keine Orthonormalbasis von U?

d) Führen Sie das Gram-Schmidt-Verfahren für die Polynome p1, p2, p3 aus.

e) Beweisen Sie: Zwei orthogonale und normierte Vektoren sind stets linear unabhängig.

Abgabe:
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