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Résumé

Le but de ce travail est de donner quelques démonstrations de I’inégalité de Cauchy-Schwarz :
Yn € N Vo1, ..., 0, Y1, -, Yn > 0, (z191 +~~~+xnyn)2 < (a:f-l—-i—xi) (y%-i-"--f-yi)
2 bQ

1 Démonstration a I’aide de I’inégalité ab < % — 3 :

Soitx1,...,Tn,Y1,--.,Yn > 0.0na:
Ya,b> 0,0 < (a —b)* = a® +b° — 2ab

donc : ) )
b
VYa,b > 0,ab < % + 5
donc : ) )
1 1
Vk e {l,...,n}, —= Yk <3 Tk +5 R
2 2 z; Yi
)IEND DI
=1 1=1
d’ou : ) )
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n ) n ) 2 212 2 y2
1 (2
le Zyz =1 =1
=1 i=1
On déduit que :
i LkYk - } Lk + } Yk
k=1 n ) n ) i 2N 22 25 y?
xi Zyl =1 =1
i=1 i=1
1 " 1 "
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i=1 =1
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1k:11 k=1
= Z4+-=1
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Or:
" ThYk PRI
TrYk _ k=1 _ k=1
k:l n n n n n n
DRENDIN a? y? DBENDIN:
i=1 i=1 i=1 i=1 k=1 k=1
donc :
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donc :
n n n
DIEETEND DL ND DN
k=1 k=1 k=1
d’ou :

(&) < (E) (B2)

2 Démonstration a I’aide des sommes doubles :

Soitx1,...,Zn,Y1,-..,Yn > 0donc:

n

> (way; — asy:)?

ij=1
n

0

IA

= Z (ziy} — 2@y x5 + 2597
ij=1

= ziy; — 2 Z TiYiT;Y; + Z w3y

1,7=1 1,7=1 1,5=1

() (5] (Sn) ()< (5) (5
() () (B (o)« (£4) ()
(5) () (&)
(5 () (5))

() (5)- (B =0

(59 (59) = ()

3 Démonstration a I’aide d’une somme télescopique :

donc :

d’ou

Soit 1, ..., &Tn,Y1,...,Yn > 0.
On sait que Vz,y > 0,z + y > 2,/xy donc Ya, b,c,d > 0 :

2
(a+b)(c+d) =ac+ ad+ bc+ bd > ac+ 2V abed + bd = (\/%—&—\/@)

donc

V(a+0b)(c+d) > Vac+ Vbd
(a+b)(c+d) — vac > Vbd

d’ou:

On déduit que Vk € {1,...,n —1}:

\/(x% +o+ xi+1)(y% +- y£+1) - \/(55% +o 4+ xi)(yf +F yl%) > \/xi+1ylg+1 = Th+1Yk+1

n—1

n—1
(\/(w% +o @)W+ yi) — \/(x% ot ) (v +~--+yi)) > Tkriyen
k=1

k=1
donc :

V@it )@+ g2) \/1y1>2mkyk

donc :

\/($%+"'+$%)(y%+"'+y%)_lel Zzwkyk
k=2
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donc :

\/(1’% +oot 2R+ YR) 2 Ty +Zwkyk = kayk
k=2 k=1
d’ou :

n 2
@+ 2+ ) > <Zxkyk> = (@Y1 + - + Tayn)’
k=1

4 Démonstration par récurrence :

On va procéder par récurrence sur n. Soit n > 1. Soit 21,41 > 0. Ona (z1y1)? = 2337 < xy? donc la relation est vraie

pour n = 1.

Soitn > 1,z1,...,Zn+1,Y1,---,Yn+1 > 0 et supposons la relation vraie pour n donc :
Ty + -+ zayn)® < (21 4+ 4 20) (B + - +yn)

Ona:

(i 4 +ai) (T4 +a274) ((i4-+ap)+an) (BT + - +y) +yni1)

(2t + o +an) (Wi + - +wn) Fan (¥ +n)

tynir (BT 4+ +yn) T yns

Or par hypothese de récurrence :

(@7 4+ ) (v

+otyn) > (g + o Toyn)’
donc :
(T4 +am) (@l + -+ 2hi) = @y + o+ @ayn) e (U + oY) Hyaa (BT 4 Y)Y

D’autre part, on sait que Ya, b € R, a® + b* > 2ab, donc :

Togr (Y1 + - +un) +ngr (T + -+ o) 22%+1yn+1\/(w?+---+w%)(y%+~~~+y%)
Par hypothese de récurrence :
(i +-+a2) (U + +yi) > (g + -+ Tayn)®

donc :
Topr (Ui + -+ i) Fynsn (T3 + -+ Yn) > 2T Yngr (T1y1 + o+ Tnyn)
d’ou :
(@4 +ai) (@ + o Hann) = @yt Dayn)? + 201 Yng (T + o+ Taln) + Thg1Ynga

(zry1 + -+ $n+1yn+1)2
On déduit que la relation reste vraie pour n + 1 donc, d’apres le principe de récurrence,

VnGN*,VCM,...,xn,yh...,yn>0,(x1y1+-~~+xnyn)2 < (x%++x$b) (y?++y72b)

5 Démonstration a I’aide de la convexité :

n
Soit X1, ..., Tn, Y1, -, Yn >OetonposeA:Zmi.

k=1
La fonction f(x) = 2 est convexe sur R et Z Xk = 1 donc, d’apres ’inégalité de Jensen :
k=1
no2 no2
Lk Yk Lk Yk
Tk IR < Zk Ik
k=1 k=1
donc :
n 2 2 n 2 2
<Z xw) N~ (yi)
el A Tk 1 A Tk
donc :
1 [ g
- < -Tkyk> < 1 vi
k=1 k=1
d’ou :
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6 Démonstration a I’aide du produit scalaire :

Soit n € N* et on considére ’espace R™ muni du produit scalaire Vo = (z1,...,%n),y = (Y1,-.-,Yn) € R*, (z,y) =
T1y1 + - - - + TnYn et de la norme euclidienne associée ||z|| = /z2 + - - - + z2.
SOIt 1, ..oy Ty Y1y -y Yn > 0, = (1,...,Zn) ety = (Y1,...,Yn) € R"™.

6.1 Premiére démonstration :

Ona:
0 < [I(lyllz = NIzl = =l llyl* = 2(2, v) + lz1* 191> = 2ll=(lly] (ylllz] = (2, v))
donc :
(2,y) < [lz[lllyll
donc :
(@,9)* < ll«)*lyl*
d’ou :

(i 4+ zayn)? < (2T 4+ 2n) (W + - +yn)

6.2 Deuxieme démonstration :
On consideére la fonction f(t) = ||tz — y||* donc :
vt ER, f(t) = t*|* - 2t{z,y) + Iyl

donc f est une fonction polynomiale du second degré car ||z||* = 27 + - - - + 22 # 0 puisque 1, ..., 2, > 0.
OrVt € R, f(t) = ||tx — y||* > 0 donc le discriminant A de f est négatif d’oi :

A =4A(z,y)” — 4zl lyll* = 4 (@, 9)* = [ lylI*) >0

On déduit que :
2 201112
()" — ll=l"[lyl” =0

donc :

(@191 + -+ zayn)® < (2 + - +an) (Ui +- -+ o)
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