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3. Hamilton korok és utak

Dr. Szalkai Istvdn,
2020.03.24.

Definicié: A C C G it/kor a graf Hamilton dtja/kodre ha G minden csicsat pontosan egyszer tartalmazza,
azaz ha C -ben érintett csicsok sorrendben C' = (cq,...,¢y,) , akkor ezek a (c1,...,c,) csicsok sorozata
egyszeresen kiadja a G grif V csicsainak halmazdat. U

Szavakkal: (G minden csicsdn pontosan egyszer haladunk &t.

Megjegyzések:

Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) ir matematikus

Példaul sakktabla bejdrdsa, utazoé iigynok probléma.

M Csak egy széban ("cstcs"/"él") kiilonbozik az Euler koroktél, de hatalmas kiilsnbség !!!

A G grafban tobbszoros élek és hurokélek 1ényegtelenek.

A Hamilton kérben/tdtban nincs cstics- (és igy €él-) ismétlodés sem, tehat egyszerit utak és korok.
A G graf sziikségképpen Osszefiiggo.

A C = (c,...,c,) felsorolds a V' csticsoknak egy permutdcidja!

=> Algoritmus: Ellenorizziik a V' csicshalmaz 6sszes permutdciéjat: éleken keresztiil haladva megvaldsithaté-e.
DE: |V|=n esetén ez n! lépés, ami mar n = 50 — 100 esetén is évmilliardokig tarté programfutds!
Nem ismert rd gyors algoritmus! DE:
Tétel: A Hamilton korok (dltalénos) problémdja (=van/nincs) NP - teljes (Nondeterministic Polynomial Complete). [
Definicié: Egy szamitastechnikai II probléma NP - teljes, ha a kovetkezd implikdcié teljesiil:

" Ha a II problémdra lenne gyors algoritmus, AKKOR a vildg 6sszes problémdjdra is lenne gyors algoritmus. "




Negativ tételek

Nyakkend6 és szélkerék graf

1. Allitas: Ha a G grafban van k db olyan csics, hogy e cstcsokat a hozzdjuk tartozé élekkel egyiitt G -bbl elhagyva

a graf k -ndl tobb komponensre esik szét, akkor a grifban nincs Hamilton kor . [

Definicié: Ez a k pont elvagé pontrendszer. [

2. Allitas: Ha a G grdfban van k db olyan csics, hogy e csicsokat a hozzdjuk tartozo élekkel egyiitt G -b6l elhagyva

a graf k+ 1 -nél tobb komponensre esik szét, akkor a grifban nincs Hamilton ut . [

Definicié: Ez a k pont erdsen elvigé pontrendszer. [

Figyelem: egyik &llitds sem fordithaté meg !



Pozitiv tételek

"Sok élt (nagy fokszamu pontokat) tartalmazé grafokban van H-kor/ut ".

Tétel (Dirac Gébor, 1952):  Ha egy egyszerti grafban minden pont foka

Vi

(V| > 3), akkor a grifban van Hamilton -kér. O
Tétel (Oysein Ore, ddn, 1960):  Ha egy egyszerti grafban tetszbleges u,v € V' csicsokra, ha {u,v,} ¢ E |

o(u) +6(v) = V|, (2)

(IV| > 3), akkor a grifban van Hamilton -kor. O

n
Tétel (Pésa Lajos, 1962): Ha G = (V| E) egyszert, grif,n = |V| >3 és minden k < B természetes szamra igaz,

hogy a legfeljebb k-foki pontok szama kisebb, mint k, akkor van G- ben Hamilton -kér. [

-1
Tétel (Erdos Pal): Ha G = (V, E) egyszerti graf, n = |V| > 2 és minden k < nT természetes szimra igaz

hogy a legfeljebb k-foki pontok szima legfeljebb k, akkor van G- ben Hamilton -iit. O



Kockagrafok és Gray-kodok

Definicié: (n € N) n-dimenziés kockagrafok és csicsaik standard cimkéi:

Hy := egyetlen pont él nélkil, cimkéje legyen (0) .

H, .1 := két példiny H, és a megfeleld csicsokat kissiik ossze eqy-eqy 1uj éllel, majd
eqyik példany H, csicsai eredeti cimkéi elé irjunk 0 -dt,

mdsik példiny H, csicsai eredeti cimkér elé irjunk 1 -et. 0

o Ho
0 1
o0—o0 H1
10 11
Hz
00 01

Allitas: H, -ben, n > 2 esetén mindig létezik Hamilton kér.

Bizonyitds: Indukciéval n € N -re. Hy = Cy (négyzet), amiben ldthatéan van Hamilton - kor.
Indukcids 1épés n + 1 -re: H,, két példdnyaban az indukcios feltétel szerint 1étezé Hamilton koroket azonos helyen megszakitjuk,
és a H, két példanydban levd megfeleld végpontokat 6sszekotd 1j élekkel e két megszakitott Hamilton kort osszekotjiik. 0

Allitas: H,, -ben az éllel ésszekitott (szomszédos) csiucsok standard kddjai pontosan eqy szdmjegyben (digit) térnek el egymdstol.
Bizonyitas: n-re vonatkozo6 indukciéval. U

Definicié: Az (s1,...,s;) C {0,1}" jelsorozat k hosszisagi Gray kéd, ha a szomszédos s;,siy1 (i < k) ES az sp, s
sorozatok pontosan egy koordindtdjukban (bit) térnek el eqgymdstol. 0

Tehat: Hamilton kor => 2" (max) hosszi Gray kéd. [



A kockagrafok tovabbi tulajdonsagai:
Allitas: Tetszoleges dimenzids kockagrafban
a) H, -nek 2" csicsa van, és a cimkék az osses n -hosszisdgu 0-1 sorozatok.
b) H, -ben minden, 2" -nél nem hosszabb péros hosszusigi kor megtaldlhato.
c) H, éleinek e, szamdra fenndll a kov. rekurzio:
eni1 = 2e, +2" e =0
d) H, n -regularis grdf.
e) H, kétpdlusi vagyis péaros grdf.
f) H, -ben barmely két csics tavolsdga éppen annyi, mint ahdny helyen a (standard) cimkéjik eltér egymdstol.

g) H, atmérbje n .

h) H, derékbosége girth (H,) =4 .

Bizonyitds: Indukciéval n -re.

-
=

_?6‘,
R

W

Sl
i
5

!

A

AN

f“ﬁr"

L N
Sh N 4“ \\ﬂ e T
= T

\
A
MNNVZ
il
N
Il
b
A\
A

i)
R

= )“

' l'r;’ s
!
';'# W
o -id’i'i

' md - ——— """--.._____E o = o
‘ e 2




. A e =
—\‘7'7..'.1.‘5;;'5}5;‘i‘.*"-é::,,a_-_-_... -r--.. S y ‘l “

IL\‘/‘ /nﬂ""ﬂl‘i_j/‘i‘.‘?‘- ‘-:4-.!1'.»

] V B »"'Vv‘
'\—'-; -ij'}“";‘fl' u;'- -nm.- o ’ ‘

e som e ::.-‘m_
= i l"’ i
/////’-7I””’s‘:;:l’llf..'==.’:; f..'l‘j;iz? 4”' ’
‘/ d’ 'ﬂ’" "/ _ " ’l','jﬂ"
" =% /4' nﬂ-;"",.;'-'l‘ -r-f:::?w LT ﬂll-,
‘f ﬂ,ﬂfi"‘? 7 "'T' th‘:ﬂ'mn‘:-
‘ til A\' /"\ ]i‘jufy ’
..A"iﬁ's#'i:;?“:'f_...,. -..-- = m l"
e == ..‘.'.'"‘-.L'a!.:i-:,
\ ,}‘ i d’t\!.

\f "m"“‘-dﬂ-' i— '!_lg_ "ﬁ‘;’.‘;,_:a--—--‘.._.-___ )
——-.-. q-m-—h% = g

’ 1

) I

S e Lo
‘--._=-.'_'-'_-"4m-—4—~
41’ """"‘ :
““" \.--A-_. i
i —— |




