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Delprgve 1
Opgave 1. Vi reducerer fglgende udtryk

(a+b)* —bla+b) =a* +b* + 2ab — ab — b*
=a®+ ab
=a(a+0)

Her anvendte vi forste kvadratseetning. Bade sidste og andensidste linje kan accepteres som
facit.

Opgave 2. Storrelsesforholdet mellem trekanterne betegnes med k og forholdet beregnes.

_IDE[ 15 3 o
S |BC| 10 2

Leengden |AC| kan bestemmes vha. Pythagoras.

|AC| = \/|BC|? — |AB|? = V102 — 82 = /100 — 64 = v/36 = 6

Leengden AD bestemmes.

|AD| = k-|AB| = 2.8 =12

[\CRGV]

Endelig er leengden |BD| beregnet ved
|BD|=|AD|— |AB|=12—-8=14
_>
Opgave 3. Hvis vektorerne skal veere parallelle, sa geelder der at det(ﬁ, b) = 0. Det giver
anledning til ligningen

det(@, D) =0 ‘2 -7

; Q_t‘:0<:>2~(2—t)—t-(—3)<:>4+tzo<:>t:—4

Dvs. t = —4 does the trick!
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Opgave 4. Fgrst bestemmes f'(z) i den angivende funktion.

1
f(z)=3" gx?’_l +2- 227 — 1220 0= 2% + 4w — 12

Dernaest lgses ligningen f'(x) = 0.
P H4r—-12=0<= (z+6)(z -2)=0<=a=-6Vr=2

Du kan med fordel verificere vha. determinantmetoden. Vi bestemmer nu den anden afled-
ede, dvs. f"(x).
') =(f(2)) =2-2* "+ 42" =22+ 4

Vi indsaetter . = —6 og x = 21 f”(x) og far

f"(—=6)=2-(—6)+4=-8 —8<0,lok. maks.
f"(2)=2-2+4=38, 8> 0,lok. min.

Dvs. funktionen f(x) er:

e voksende i intervallet | — co; —6]

e aftagende i intervallet [—6; 2]

e voksende i intervallet [2; 00|

Du kan med fordel lave fortegnsvariation, lave monotonilinje etc. Du skulle gerne fa samme
resultat.

Opgave 5. Det ses at alle tre grafer er eksponentielle funktioner af formen y = ba*. En
eksponentiel voksende funktion kraever a > 0 og en aftagende eksponentiel funktion kraever
0<a< 1

Det ses, at f(x) har en a-veerdi der ligger mellem 0 og 1, det betyder, at f(z) er aftagende.
Derudover har h(z) ogsa samme a-veerdi, sa den er ogsa aftagende. Da h(z) har veerdien
—1, sa er h(z) forskudt med 1 ned af y-aksen. Det betyder, at f(x) er graf for C, h(z) er
graf for B og ved udelukkelsesmetoden er g(x) graf for A, men kan ogsa ses fordi g(x) har
en a-vaerdi stgrre end 1. Kort opsummeret.

e f(x)for C
e g(z)for A
e hx) for B

Opgave 6. Den angivende funktion f differentieres. Her anvendes reglen for sammensatte
funktioner. Her er den indre funktion 2? som differentieret er 2z. Den ydre funktion er
3e” 4+ 4 som differentieret er 3e”.

fl(z) =2z - 3¢" = 6ae”

Indseettes f'(z) i ¢ og f(x) i y kan vi undersgge om begge sider passer. Altsa med andre
ord kan vi afggre, om f er en lgsning til differentialligningen.

y = 2m(y —4) <= 6ze” =22(3¢" +4 —4) < 61" = 6xe”

Sa f er en lgsning til differentialligningen.
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Delprgve 2
Opgave 7. Denne opgave besvares vha. Maple.

(a) Bemeerk, at nar man skal lave eksponentiel regression, sa skal man starte arstallene
med z = 0,1,2,... alt efter hvor mange arstal der er angivet. Sa i denne delopgave er

x =0 ar 2011
restart -, with{ Gym) - ~
El:=[0,12 34 5]:;;E2:= [5202, 23023, 53734, 69277, 125379,
226639 -
Fflx) == ExpReg(EI E2 x) :
Sx)
§565.70912981435 1.99714635706667" (1)

Dvs. tallene a og b er hhv.

a~1997 og b= 8565.709

(b) Her lgses ligningen f(x) = 600000. I Maple fas svaret.

flx) = 600000
8565.70912981435 1.99714685706667" = 600000 @

zolve forx

[[x=6.142897774]] 3)

Dvs. i lgbet af ar 2017 var antallet af daglige transaktioner med Bitcoin oversteget
600000. Hvis man skal veere sikker pa, at det er oversteget, sa er det i begyndelsen af
ar 2018, da f(7) > 600000.

(c) Fordoblingstiden beregnes ved formlen Ty = Egzg, sa vi far

In(2)
In(1.99715)

2 =

Sa for hvert ar der gar, fordobles antallet af daglige transaktioner med Bitcoins ifplge
modellen.
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Opgave 8. Denne opgave besvares vha. Maple.

(a) I Maple opstilles en matrix, hvori de observerende veerdier indtastes.

restart -, with| Gym ) -, with{ Lineardlgebra) -
0BS 0.20 20 .40 40 _60 60_70 70 _80 80 .90 90 _110 _
. 2336 2442 2737 1197 853 3151 0.84 .
plotSum kunve( Transpose( OBS) )
SUMEKURVE
Kvartiler = [21.3,41.6,59.9]
1 =
0.8
|
0.6 |
|
_____ |
0.4- | |
| |
L | |
024 | |
| | |
| | |
I v M II M |I ! L) 0 L]
=20 0 20 40 60 80 100 120
De kumulerede frekvenser kan findes ved
JreivensTabel( Transpase( OBS) )
observation hyppighed frekvens (%) kumulsrst (%)
o .. 20 23.3¢ 23.3¢ 23.4
20 .. 40 24,42 24,42 47 .8
40 .. &0 27.37 27.37 75.1
60 .. 70 11.597 11.57 87.1
TJO0 .. BO B.33 B.53 95.6
g0 .. S0 3.51 3.31 99._2
S0 .. 110 0.84 0.84 100

En lille bemeerkning. T begge screenshots er der blevet anvendt with(LinearAlgebra):
og dette er ikke ngdvendigt. Pakken er indleest, da matricen OBS ikke er en lang lodret
matrix, dvs. matricen er ikke pa formen 7 x 2 men 2 x 7 og det kan gym-pakken ikke

lide. Derfor ordet ” Transpose”.
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(b) Denne delopgave skal vi finde en @endring i antallet af danskere over pensionsalderen.
Det ggres i Maple.

flt) = sumlanve( Transpose( OBS), 1)
fi= t > suminve( OBS™. 1)

(. f167) — £(65))-3700000
136458.000000000

Sa det drejer sig omkring 136458 danskere.

Opgave 9. Denne opgave besvares vha. GeoGebra.

(a) Forst tegnes trekanten sa forklaringerne bliver lettere.

C E
49°
16.6
H
B D F
A B =p

Leengden |DH| bestemmes vha. formlen |DH| = |DE| - sin(E), sa
IDH| = 16.6 - sin(49) ~ 12.52817903

Da skitsen er symmetrisk, sa er
|AG| = 2 - 12.52817903 = 25.05635806

Og det kan det sluttes, at vejen |AG| har leengden 25.06m

(b) Her anvendes formlen y = a(x —r1)(x —rg). Denne opgave kan laves pa mange mader.
Bare parablen er korrekt! Det vides, at D er midten, dvs. punktet D kan svare til
toppunktet i et koordinatsystem, hvorfor der er symmetri pa begge sider af den lodrette
linje. Hgjden er ogsa kendt ved B og F. Dermed er

5.2 =a(0 — (—12.52817903))(0 — 12.52817903) + 4.3 <= —0.0057341
Benyttes ligningen ovenfor igen uden toppunktet fas
y = —0.0057341(x — (—12.52817903))(z — 12.52817903) + 4.3 = —0.00573412” + 5.2

Parablen er skitseret pa naeste side.
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flx) = —0.01x?+52, (—1253 <x<1253)

Bemeerk, at GeoGebra afrunder. Det ER parablen.

Nu vises anden mulighed, hvor man ikke ggr brug af symmetrien om D. Vi kender
afstanden mellem A og G, som svarer til afstanden mellem r; og r3. Vi kender top-
punktet som er halvdelen afstanden mellem r; og ro. Derudover kendes et par hgjder.
Det giver ligningen

5.2 = a(12.52817903 — 0)(12.52817903 — 25.05635806) + 4.3 <= a = —0.005734117759
Sa er den gnskede parabel fundet ved
y = —0.005734117759(x — 0)(z — 25.05635806) + 4.3
Afrundet er parablen ca.
y = —0.005732% + 0.144x + 4.3, z € [0;25.056]

Parablen er skitseret nedenfor.
o

y=—0005732" +0.14dr + 43, e [0; 25.056]
&

— T -

4

=4

] :’2 ‘Il IB I8 1‘0 1‘2 1‘4 1‘5 1‘8 2‘0 2‘2 2‘4
Opgave 10. Denne opgave handler om vektorer.

(a) Af de angivende punkter kan der opstilles en parameterfremstilling. Med A som fast
punkt og en retningsvektor

0-17.3 —17.3
7 =[20—(-10) | = | 30
45— 0 45

Og parameterfremstillingen som vi betegner [ er

x 0 —-17.3
l: yl =120 +1¢ 30 , teR
z 45 45
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(b) zy-planen svarer til « : z = 1 Parameterfremstillingens retningsvektor betegnes med

7 og normalvektoren til xy-planen betenes med na, og man anvender fglgende formel
(vinkel mellem linje og plan)
- =
r-n
v =90° — cos ™" (ﬁa)
7] [nal

Vi indsaetter vektorerne og far

—17.3 0
30 |- 0
45 -1
v =90° — cos™! ~ 52.42°

V(—17.3)2 + 302 + 452 - V02 + 02 + 12

Dvs. vinklen mellem linjen [ og zy-planen er 52.42°.

Opgave 11. Denne opgave lgses vha. Maple.

(a) I Maple defineres funktionen og den indtegnes i et koordinatsystem.

restart :; with{Gym )
Ax) = 1n(* +3) -
plot flx), x=-30_.30,p=10.10)

107

-30 -20 -10 ] 10 20 30

Tangentligningen i punktet P = (1, f(1))

y=-11)-(x—1) + 1)
+ 21n(2) (29)
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Men kan ogsa regnes pr. handkraft. Den indre funktion er 22 + 3 og den ydre funktion
er In(x), sa er den afledede lig med

Og sa fas f(1) og f'(1):

Og tangentligningen er:
1
y=FW-1)+1) =5 -1)+2m(@2)

(b) Da g(x) ligger over f(x) sa er ligningen for k givet ved

5
mfve[sm :J‘ i—1In( +3) dr 6.189447138

] at 10 digits
—_————
-5

(c¢) Volumen af rumfanget nar M drejes 360° om forsteaksen er givet ved formlen

5
Vi = w/ (5% — In(z* 4+ 1)*)dr ~ 618.83

5

Som blev beregnet i Maple.
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Opgave 12. Denne opgave lgses vha. Maple.

(a) I Maple tegnes grafen for K ().

restart ; with( Gym)
K(f) = 1007 + 150 sin(f + 1) + 100 -
plotl (1), i=0_10)

900+
800
700
600-
5004
400-

3004

og K (3) beregnes.
K(3) =100-3+ 150 - sin(3 + 1) 4+ 100 =~ 286.48
Sa i ar 2010 var aktiekursen 286.48, malt i kurspoint.

(b) i Maple beregnes K'(8)

100 + 150 cos(9) (35)

—36.67 (36)

Tallet forteeller, at i ar 2015 faldt aktiekursen om aret med 36.67 kurspoint.
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(c)

Det tidspunkt hvor aktiekursen vokser hurtigst beregnes i Maple.

intervalsolve{ K'(t) =0, i=0_10)

[-1+m2n—1,3n—1] (39)
evalf15]( %)
[2.1416, 52832, §.4248) (40)
is(K"(2.1416) < 0)
faise (41)
is(K"(52832) < 0)
friie (42)
is(K"(8.4248) < 0)
faise (43)

For at finde ud af hvor henne funktionen vokser hurtigst kreeves der, at man lgser
ligningen K”(t) = 0, som i dette tilfeelde giver tre t-veerdier. En af disse jf. grafen fra
(a) viser det sted, hvor funktionen vokser hurtigst. Ved hjeelp af K®)(¢) eller tredje
afledede kan vi afggre, at det er t = 5.2832 som angiver det tidspunkt, hvor funktionen
vokser hurtigst. Konklusionen er, at i lgbet af ar 2012 voksede aktiekursen hurtigst.
Det er altsa ikke en opgave, hvor du skal finde K'(t) = 0 og lave monotoniforhold.

Opgave 13. Denne opgave omhandler differentialligninger.

(a)

Man har proportionalitetsfaktoren k& = —0.000121. Da veeksthastigheden y/(¢) er pro-
portional med y(t), sa er den sggte differentialligning

y'(t) = —0.000121y(t)

Ovenstaende ODE beskriver udviklingen i andelen af kulstof-14 i dgdt organisk mate-
riale.

250ar for vor tidsregning betegnes med ¢ = 0. Derfra er y(0) = 100 hvor enheden er i
procent. Den fuldsteendige lgsning til differentialligningen er

y(t) = ce0-000121¢
og den partikuleere lgsning bestemmes ved betingelsen som angivet i opgavesaettet.
100 = ce 00— ¢ = 100
Sa den sggte partikuleere lgsning er
y(t) = 10060000121t

Da t = 0 er 250ar for vor tidsregning, sa er ar 2018 lig med ¢ = 2018 4 250 = 2268 og
dermed er
y(t) — 1006—0.0001212268 ~ 76

Sa andelen af kulstof-14 i Grauballemanden i 2018 er 76% i ar 2018.

10
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Opgave 14.

(a)

Tangentligningen i punktet P = (a, f(a)) bestemmes. Fgrst beregnes f’(x), og man
far f'(z) = 22 — 10. Indseettes a i f(z) og f'(z) fas

f(a) = a* — 10a + 29
f'(a) =2a—10

Tangentligningen er
y = f'(a)(x —a) + f(a) = (2a — 10)(z — a) + a® — 10a + 29 = —a® + 2ax — 10z + 29

Koordinatszettet til @Q har fgrstekoordinaten z = 0, og andenkoordinaten er —a? + 29
sa koordinatseettet () udtrykt ved a er

Q = (0,~a* +29)

Afstanden mellem R og P er a, svarende til grundlinjen. Hgjden er afstanden mellem
Q og R, svarende til —a®+ 29 — f(a) = —2a* + 10a Arealformlen generelt er T' = %hg,
sa vi far . .

T(a) = Sa- (=a®+29 = f(a)) = Sa(—a® + 100) = 50° — @’

Hvor T'(a) har en a-veerdi liggende mellem 0 og 5.

Den stgrste veerdi af a bestemmes vha. T'(a) = 0. Her er T"(a) = —3a® + 10a, sa
ligningen er
10
—3a2+10a:0<:>a:0\/a:§

Da a = 0 ikke er med i intervallet, sa er a = % den veerdi, der giver det storste areal.
Dette kan nemt verificeres ved fortegnsvariation.

11
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