Operator roznicowania

Niech f,, bedzie funkcja zespolong okreSlong na zbiorze liczb
naturalnych. (Na przyktad f,, = n? + 2.)

Operator réznicowania o podstawie z, oznaczany symbolem A4,,
zdefiniowany jest nastepujgco:

Azfn — fn—i—l - zfna

gdzie z jest ustalong liczbg zespolona.



Przyktady roznicowania

A 2" =2ontl _1.9n = 97

A2" =27t 9. 97 —

Az2" =27+l _g.9n — _9n
Ogolnie

FR RO S, 01 _ 97 (2 — 2).

Inny przyktad:

Ai(n*+2)=n+1)2+2-n*-2=2n+1.



Liniowosc operatora roznicowania

Az(a.fn + Bgn) — aAz.fn + BAzgn-
Sprawdzmy:

Az(afn + ﬁgn) — afnJrl + BgnJrl 1 Z(Oéfn + Bgn) -

— a(fn+1 — an) + 5(gn+1 o Zgn)
— aAzfn -+ ﬁAzgn-



Ogolne wzory roznicowania

A, (au, + Bv,) = al,u, + BA,v, dla a,f stalych,

Az(unvn) == AOUnAlvn + UnAzuna

A (u_n) i AOUnAzun — AOunAl’Un

Un UnAOUn



Liczby harmoniczne i funkcja digamma (psi)

¢(n) — Hn—l — Y,
gdzie v statg Eulera-Mascheroniego wynoszaca okoto 0,5772156649.

Warto tez zapamietac:

H, =1lnn+ O(1).



Roznicowanie operatorem A,

fn A, fn Warunki
i z”“Al(f—Z) z# 0
C C(1-z) C' stata
a” a"(a — z) a stata
n(¥) n®) (1 — 2) + knk—1) k catkowite
a"n®) | a”[n*)(a — 2) + akn*~V] | k catkowite, a stata
Y(n) |1+ (1-2)yn)

zn+1

n




Operator sumowania

Operator sumowania A;! definiujemy dla dowolnego z zespolonego
nastepujaco:

A_lfn:Fna gdy Aan:fn

z



Sumowanie jest dziataniem wieloznacznym

Twierdzenie 1. Jezeli funkcja F), jest wynikiem zastosowania
operatora A, ! do funkcji f,,, to kazda funkcja postaci F,, + C'z", gdzie
C jest dowolng stalg, jest takze wynikiem dziatania operatora A, ! na
funkcje f,,.

Dowo0d. RzeczywiScie,

A, (F,+C2")=A,F,+ A,Cz" = A,F, = f,,

co dowodzi twierdzenia.



Na ile wieloznacznym?
Twierdzenie 2. Jezeli funkcje F}, i G,, spetniajg warunki
A fn=Fny, A fn =Gy,
to funkcje F), i G,, moga sie r6zni¢ co najwyzej o sktadnik typu C'z".
Dowod. Z definicji operatora sumowania mamy
A Fy = fny, A.Gn = fa,
co po odjeciu stronami oraz z uwagi na liniowo$¢ operatora 4, daje

A (F, —G,) = 0.
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Cigg dalszy dowodu twierdzenia 2

Oznaczmy teraz przez T, = F,, — G,. Wowczas A,T, = 0, a zatem
T,.1—27T,=0 dla n=0,1,...

Otrzymane rownanie jest rownaniem rekurencyjnym, ktorego
rozwiazaniem jest T,, = z" 1T}, jak to mozna sprawdzié¢ przez
indukcje. W tym rozwigzaniu 7} jest dowolng statg, mozna wiec
przyjac¢ Ty = Cz, gdzie C tez jest dowolng stalg. Wobec tego T;,, = Cz"
skad wynika, ze

F,—G,=Cz".
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Whioski z twierdzenia 2

/7 = . . . . _1 .
Operatory roznicowania A, i sumowania A" sg w nastepujacym
sensie odwrotne wzgledem siebie:

A (AN fn) = fa,
A (ALF,) = F, + C2".
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Sumowanie operatorem A; !

fn Al_lfn Warunki
af, + Bgn | @A f, + BA g, a, B state
Uy A1 Uy, Uy — A7 (Un 1410y
0 C
A An+ C A stata
a” a‘ill +C a # 1
n(*) ’"’:i:ll) +C k % —1 catkowite
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Cigg dalszy tabeli

Ay fo

Warunki

a Z?;o(—l)j k(jég(_kl_)j;ffﬂ + C | a # 1, k naturalne

L Y(n) 4+ C

(n+1a)k (—1)1 ‘b(k(klir(f):ra’) a stata, k naturalne
an--b (k+1)

(an + b)*®) | { aall) + C a#0,k+# —1, k catk.
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Podstawowe twierdzenie dla sumowania

Twierdzenie 3. Jezeli

Aan — fn7

k, m za$ s3 liczbami naturalnymi lub zerem, przy czym k£ < m, to

m

an: m—l—l_Fk-

n==k

DOW(’)d- Z?:k n — Z?:klAan — Z?:k(Fn—Fl o Fn) —
= Z?;Lkﬂ Fop =3 ne Frn = Fni1 = Fy.
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