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2018/4. Feladat

Legendak sz6lnak réla, hogy bizonyos bennsziilottek képesek a bumerangot 100 méter tavolsagra eldobni
ugy, hogy visszatérjen hozzajuk.
Vizsgaljuk meg ennek lehetségét, egyszertisité modellezéssel! Feltételezhetjiik, hogy a bumerang doba-
sanak id6tartama alatt a gravitacié elhanyagolhatd, a bumeréng j6 kozelitéssel vizszintes sikban mozog,
kozelitéen korpalyan.
Fejezziik ki a kor sugarat a dobas paramétereivel, illetve a bumerang tulajdonsagaival! Déntsiik el, hogy
lehetséges-e a legenda allitésa, illetve hogy min milik ez!

(Gombkots Akos)

Szerkesztette: Gombkots Akos.
A versenyre bekiild6tt megoldasok ko6ziil felhasznalasra keriilt: -
A megoldast ellendrizte: -

A bumerangok koziil meg kell kiilénbéztetniink a "visszatérs" és "nem visszatéré" bumerangokat. A to-
vabbiakban —a tipikus sz6hasznélatnak megfelel6en— a bumerang kifejezéssel annak visszatérd tipusat jeloljik,
ha mast nem mondunk. Megjegyezziik, hogy a nem visszatéré bumerangok készitése nehezebb, mivel a cél az,
hogy a roppalya ne térjen el (megfelel6 dobas esetén) az egyenestsl. [1]

A bumerangok torténetérsl

A bumerangok széles rétegek képzeletében kdtddnek 6ssze az Ausztral bennsziildttekkel, am ilyen eszkozok
szinte minden kontinensen eléfordultak. A legrégibb, —durvan 25.000 éves— mai napig fennmaradt bumerangot
a Lengyelorszag déli hatarvidékén 1évé Obtazowa barlangban talalték.

1. 4bra. Az Oblazowai bumerdng. Mamutagyarbol késziilt, feltehetéen nem visszatérd tipust.

A gallok szintén hasznaltak bumerdngokat durvin kétezer éve. Ez a tény is mutatja, hogy a bumerangok nem
elszigetelt populaciok sajatos talalméanyai, hanem az emberiség egésze altal univerzalisan alkalmazott eszkoz
volt, gyakorlatilag az {jak elterjedéséig.

Mivel a nyilvessz6k sokkal kiszamithatébb dinamikaval rendelkeznek, a gyakorlati célok tekintetében jobb
hatasfoki. Pontosan a bonyolultsiaga révén azonban —nem lebecsiilve az {jaszatban rejl§ érdekességeket— a
bumeringok nagyobb dnmagdért valo szellemi értéket képviselnek.



A bumerangokrol altalaban

A bumerédngok legalabb két karral rendelkeznek, melyek valamilyen széget zarnak be, és minden kar kereszt-
metszete szarnyprofil jellegt.

Leading edge

2. dbra. Egy bumerang szerkezetének szemléltetése.

A bumerangra hat egyrészrél a gravitacid, masrészrél a bumerangnak a légtérrel valo kélesénhatasa: kozegellen-
allas, felhajtoers, és a szél altal kifejtett erd. A lokalis felhajtéers a szarnyprofil alakjatol fiigg, és —bizonyos,
elfogadhat6 kozelitések mellett— irdnya meréleges egyrészrél a kar tengelyére, mésrészr6l a bumering adott
darabjahoz rendelhets, a levegéhoz viszonyitott sebességének a profil hosszirdnyaval parhuzamos irdanya o
komponensére. Nagysaga kozelitGen:

Fio ~ Cypvi = Cof,

ahol minden komplex, geometridtol és orientaciotol fiiggd tényezét a Cy, C egyiitthatokban egyesitiink. A
levegd§ stirtiségét p jeloli.

A bumerangok palyija

Nyilvanvaléan a bumerangok palyaja roppant sokféle lehet. A bumerang aerodinamikai tulajdonsagain kiviil
a dobas, illetve a szél er@ssége és iranya mind jelentGsen befolyasoljak a dinamikat.

A tomegkozéppont trajektoridja altalaban nem egyetlen sikban fog elhelyezkedni. Mint 4ltaldban a merev
testek esetén, a tomegkozépponti és forgasi dinamika csatolt, csak ezek egylittes vizsgalataval lehet a teljes
dinamikat lefrni.

Alabb néhéany, a dobéssal kapcsolatos gyakorlati eredményt sorolunk fel.
A bumerangok tilnyomo tobbségét (tehat eltekintve bizonyos specialis célra késziilt sportvaltozatoktol) ugy
szokéas dobni, hogy a bumerang sikja kozel fiiggsleges. A dobas soran alapveté fontossagi a bumeriang meg-
porgetése.

A bumeréang trajektoridjanak néhany tipikus alakja lathato az (4.) abran:
a) Kissé elnyujtott palya, mely tipikus kicsit nagyobb délésszogii dobasok esetén, szélcsendes idében.
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3. abra. A bumerang dobasank sematikus abrazolasa. A délésszog tipikusan 10-30 fok. [2]
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Kor alaka palya enyhe szélben, kis d6lésszog, és gyongéd dobés esetén alakul ki.

¢) Azonos koriilmények kozott, de tul erds dobas mellett a palya erésen modosul a visszatérés el6tti szakaszon.
d) Tul gyenge dobés esetén a bumerang azeltt ér foldet, hogy visszatérhetne hozzank.
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Tl nagy délésszog esetén a palya fiiggtleges kiterjedése dsszemérhetévé valik a vizszintessel.

4. abra. Néhany tipikus palyalak. [2]

Megjegyezziik, hogy a bumerangok sulytalansag allapotdban is kvalitativan azonos palyakat frnak le [1].



A bumerang modellezése

A bumeréng dinamikijinak modellezése a konkrét geometria rogzitése utén, pontosan csak numerikusan old-
hat6é meg. Ilyen szamitésok talalhatoak kétkart bumerdng esetén példaul [3-5]-ben.
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5. dbra. Kétkard bumerdng numerikusan szamolt trajektoridjanak harom vetiilete, adott kezdeti feltételek
esetén. [3]

Amennyiben a célunk a visszatérd bumerdng hatotavolsaganak becslése, egyrészrél elhanyagolhatjuk a
kozegellenallast, méasrészrdl élhetiink azzal az egyszertsitéssel, mely a feladat szévegében is szerepel: hogy a
bumeréng j6 kozelitéssel vizszintes sikban mozog, kérpalyan.

Fizikailag ez a kovetkez6t jelenti:

1) A bumeréngra hato erék eredGjének, —vagyis a nehézségi erd és a felhajtoers egyiittesének— fiiggsleges kom-
ponense a trajektorian végig kozelitGen nulla.

2) Mivel ez fiigg a bumeréang sikjanak délésszogétdl, kovetkezik beldle, hogy a bumerdng délésszoge a trajek-
toria mentén nem valtozik.

3) A felhajtoers vizszintes komponense a korpélydhoz sziikséges centripetélis erét adja (természetesen a bu-
merang sikjanak is minden pontban érintenie kell a trajektoriat).

Effektiven tehat, mivel a fiiggsleges irdnyd er6k nem jatszanak szerepet, a gravitaciot figyelmen kiviil

hagyhatjuk, mikézben a bumeréng sikjanak délésszogérdl feltételezhetjitk hogy kicsi. A felhajtéers vizszintes
komponense gyakorlatilag akkora, mintha a délésszég nulla lenne.
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6. abra. A bumerang pélyaja a modelliinkben.



A kovetkezSkben az egyszeriiség kedvéért négykara bumerangra vonatkozoan irjuk fel a modell egyenleteit.
Vegyiik fel a koordinata-rendszeriinket a (7). képnek megfelelen. A tomegkozéppont sebessége a levegdhoz

7. abra. Négykaru bumerang alkotérészeinek sebességei (bal oldal), illetve a ra es6 felhajtoersk (jobb oldal).

4]

képest:
V=-Vve, (1)

A bumerang az x tengely koriil forog w szogsebességgel. A karok azonos [ hosszisagiak, egyenként M /4
tomegiiek. Karokat kvazi-egydimenzios testeknek tekintjiik, a kis részeikhez (vagyis kicsi, szarnyprofil alapa
hasabokhoz atlagosan) rendelt, tomegkdzépponthoz viszonyitott helyvektorait tigy irjuk fel, mint:

7= 1 (8 cos(wt + ¢) + & sin(wt + ¢)); ¢ € (g0, do +7/2,¢0 + T, o + 37/2) (2)

ahol ¢ kiilonb6z6 értékeket vesz fel kiillonb6z6 karoknal. A felhajtéerét a bumerang minden pontjaban ki
kell értékelniink. Ehhez tudnunk kell, hogy a kis részeihez mekkora, kdzeghez viszonyitott és a szarnyprofil
hosszaval parhuzamos vy sebességkomponenst rendelhetiink. A tovabbiakban r-el jeldljiik a kicsiny résznek a
tomegkozépponttol valo tavolsagat.

lve(r,t, @) = wr + V sin(wt + ¢) (3)
A kis részekre hato felhajtoers ennek megfelelGen:
dF(r,t,¢) = &,Cvldr = é'zC(w2r2 + 2wrV sin(wt + ¢) + V2 sin? (wt + ¢))dr (4)

A négy kar altal Gsszesitetten kifejtett felhajtoers:
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F= / &0 (4’12 + 2V?)dr = 536401( °"3l + V2)
0

Mivel korpalyat tételeziink fel, a tomegkozépponti dinamikira vonatkozéan teljesiilnie kell, hogy:

212 V2 V2
4cz<“’3 + 2) -7 (6)

ahol R a korpalya sugara. A tomegkoézépponti dinamika vizsgélata onmagaban nem elegendé ahhoz, hogy ezt
expliciten ki tudjuk fejezni, viszont a fenti 6sszefiiggés fontos annak megéllapitidsdhoz, hogy milyen volna az



optimalis dobas a targyalt modellben.
Vizsgéljuk meg a forgasi dinamikit is. Ehhez ki kell fejezniink —majd sszegezniink— a kis részekre hato
forgatényomatékokat.

dM(r,t,¢) = 7 x dF =

=1 (&, cos(wt + ¢) + & sin(wt + ¢)) x &C(w?r* + 2wrV sin(wt + ¢) + VZsin®(wt + ¢))dr =
= rCdr (€, sin(wt + @) — &, cos(wt + ¢)) (w 2 + 2wrV sin(wt + ¢) + VZsin?(wt + ¢ ). (7)
A teljes forgatonyomatékban pedig csak az egyik tag nem fog kiesni:
- ! 4
M(r,t,¢) = /0 4CT*Vwé,dr = §C'le3€y. (8)
Megjegyezziik, hogy tipikus, kétkarti bumerangok esetén mind az erd, mind a forgatényomaték fiiggeni fog

az id6t6l is. Ez az oszcillacié az egyik oka annak, hogy a bumerangok dinamikaja igen Gsszetett lehet.

Tudjuk, hogy a bumerdngnak precesszalnia kell, a kdrbeéréssel azonos periédusidével:

M|V
w. — y 9
ahol L a bumering impulzusmomentuma.
! 2
- l
L= 4ez%w r2dr = ezme

A fentiek értelmében, (9) atalakithato:

V\L| Vwmli? m

=5 = —. 10
| M| A0V w3 401 (10)
Ha ezt az eredményt behelyettesitjiik (6) egyenletbe, azt kapjuk hogy:
272 2
2
4cz(”3l + V2> — 401V = Swl=V. (11)

Megjegyzés: A modelliinkben feltételeztiik, hogy a kiilénb6z6 karokra haté aerodinamikai ersk fiiggetle-
nek. Ez a gyakorlatban sohasem teljesiil pontosan, egy adott kar altal megzavart kiézeg a kovetkezd karra
kisebb er&vel hathat, emiatt a forgatényomatékok koziil nem fognak a z-irdnyd tagok kiesni. Ez a kezdeti
enyhe délésszoget jelentdsen befolyasolhatja. Ez az egyik jelentds tényezd, amely a vizszintes sikban mozgés
idealizaci6jat érvénytelenitheti.

Kovetkeztetések

A modelliinkb6l azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy a bumerang altal megtett palya sugara nem fiigg a
dobés paramétereit6l. A modelliink alapjan ugyanakkor a korpalya megtételéhez a dobédsnak (a bumerang
sebességének és szogsebességének) megfelel§ aranyban kell allnia.

Ez megfelel annak a tapasztalati ténynek, hogy a palya alakja eltérs lesz, ha a dobéas példaul tul erds (vagyis
ha V' az optimumnal nagyobb).



Az altalunk vizsgalt egyszerii modell alapjan tehat a bumerang hatotévolsdga akkor névelhets, ha:

-A bumeréang tomegét /stirtiségét noveljiik.

-A karok hosszéat cstkkentjiik.

-A felhajtoerdst, illetve parhuzamosan a kozegellendllast csokkentjiik.

-A kornyez§ levegs stirtiségét csokkentjiik, példdul alacsonyabb nyomasa koriilmények kézott.

Kérdés, hogy a kdvetkeztetéseink mennyire fogadhatoak el a gyakorlatban. Pontosabb numerikus sza-
molésok szerint a dobas paramétereinek megvaltoztatasa csak csekély mértékben befolyasolja a bumerang
hatotavolsagat. Ezek a vizsgalatok természetesen nem fedhetik le az dsszes lehetGséget.

A gyakorlatban nehéz egy adott bumerang optimalis palyajat megvalésitani. Mindazonaltal elfogadhato
az az allitas, hogy a hatotavolsagot (megfelel gyakorlat/tehetség megléte esetén) a bumerang tulajdonsiagai
hatarozzak meg.

Emiatt ha a legenda szerint egy bennsziilott képes volt R = 50 méteres sugart palya mentén dobni, akkor
ugyanazon bumeranggal elvileg barki méas is képes lehet erre. A legtobb koézonséges bumerang ennek a tavol-
sagnak hozzéavettlegesen a feléig dobhato el.

Létezik ugyanakkor a visszatérd bumerangoknak egy specidlis, kifejezetten nagy tavolsdgokat megtevs
osztéalya [5]. Ezeket stird anyagokbol alakitjak ki, a lehets legcsekélyebb kozegellenallassal, és alacsony fel-
hajtoerdvel. A hosszo-tavih bumerangok alakja manapsag igen asszimetrikus, S, vagy 7 alaka. A palyajuk
rendkiviil elnyult, és a megfelel§ eldobésa rendkiviil nehéz, egyben drasztikusan kiilonbézik az egyéb bume-
rangokétol, a délésszognek majdnem 90 fokosnak kell lennie. Ilyen tipust bumerangokkal akar 200 méteres
tavolsag elérése (majd visszatérés) is lehetséges. Ilyen tipusok megjelenése a huszadik szézad eleje 6ta doku-
mentélt. Hogy hasonlé parameéterekkel bird bumeréngot kialakithattak-e az ausztral bennsziilottek (vagy mas
torzsi szervezédest tarsadalmak), az megkérdéjelezhets, de teljesen ki nem zarhato.
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