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PAT 1 (ก.พ. 62) 

รหสัวิชา 71 วิชา ความถนดัทางคณิตศาสตร ์(PAT 1) 
วนัเสารท์ี่ 23 กมุภาพนัธ ์2562 เวลา 13.00 - 16.00 น. 
 

ตอนที่ 1 ขอ้ 1 - 30 ขอ้ละ 6 คะแนน 

1. ก าหนดให ้ 𝑃 แทน  267 < 530  และ  𝑄 แทน 269 > 531 

 ประพจน ์ (𝑄 ↔ ~𝑃) → 𝑄  มีคา่ความจรงิตรงกบัคา่ความจรงิของประพจนใ์นขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. (𝑄 ∧ 𝑃) → 𝑃 2. (𝑃 ↔ 𝑄) → (𝑃 ∧ 𝑄) 3. (~𝑄 → 𝑃) → 𝑄 

 4. (𝑃 ↔ ~𝑄) ∧ 𝑃 5. 𝑃 ↔ (~𝑄 ∧ 𝑃) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. ให ้ℝ แทนเซตของจ านวนจรงิ ประพจน ์ ∃𝑥[4𝑥 + 2𝑥 = 72]  มีคา่ความจรงิเป็นจรงิ 
 เมื่อเอกภพสมัพทัธเ์ป็นเซตในขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. { 𝑥 ∈ ℝ | |2𝑥 − 3| ≤ 7 } 2. { 𝑥 ∈ ℝ | |3𝑥 − 2| > 7 } 3. { 𝑥 ∈ ℝ | 𝑥2 + 8 = 6𝑥 } 

 4. { 𝑥 ∈ ℝ | |𝑥 − 3| > 1 } 5. { 𝑥 ∈ ℝ | |𝑥 + 1| < 3 } 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. ให ้𝐴 เป็นเซตของจ านวนเตม็ทัง้หมดที่สอดคลอ้งกบัอสมการ  |𝑥2 − 2𝑥| − 𝑥  ≤  4 

 จ านวนสมาชิกของเพาเวอรเ์ซตของ 𝐴 เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. 4 2. 8 3. 16 4. 32 5. 64 
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4. เซตค าตอบของอสมการ  22𝑥+1 + 32𝑥+1  ≤  5(6𝑥)  เป็นสบัเซตของช่วงในขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. (−∞, −3) ∪ (3, ∞) 2. (−∞, −3) ∪ (−1, 3) 3. (−5, −1) ∪ (0, 5) 

 4. (−3, 0) ∪ (1, ∞) 5. (−2, 1) ∪ (3, ∞) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. ให ้ℝ แทนเซตของจ านวนจรงิ 
 ให ้ 𝑓 = { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ × ℝ | 𝑦 + 𝑥 = |𝑥| }  และ  𝑔 = { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ × ℝ | 𝑦 − 𝑥 = |𝑥| } 

 พิจารณาขอ้ความตอ่ไปนี ้
 (ก) 𝑔 ∘ (𝑓 ∘ 𝑔)  =  (𝑓 ∘ 𝑔) ∘ 𝑔 

 (ข) (𝑔 ∘ 𝑓) − 𝑓  =  (𝑓 ∘ 𝑔) + 𝑓 
 (ค) 𝑓 ∘ (𝑓 ∘ 𝑔)  =  𝑓𝑔 
 ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กูตอ้ง 
 1. ขอ้ (ก) และ ขอ้ (ข) ถกู แต ่ขอ้ (ค) ผิด 2. ขอ้ (ก) และ ขอ้ (ค) ถกู แต ่ขอ้ (ข) ผิด 
 3. ขอ้ (ข) และ ขอ้ (ค) ถกู แต ่ขอ้ (ก) ผิด 4. ขอ้ (ก)  ขอ้ (ข)  และ ขอ้ (ค)  ถกูทัง้สามขอ้ 
 5. ขอ้ (ก)  ขอ้ (ข)  และ ขอ้ (ค)  ผิดทัง้สามขอ้ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. คา่ของ  arccos (sin
17𝜋

7
) − arcsin (sin

10𝜋

7
)  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. −
5𝜋

14
 2. 𝜋

14
 3. 2𝜋

7
 4. 𝜋

2
 5. 3𝜋

2
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7. ถา้ 𝑥 และ 𝑦 เป็นจ านวนจรงิที่สอดคลอ้งกบัสมการตอ่ไปนี ้
 (𝑥 + 𝑦)3𝑦−𝑥  =  

2

9
    และ    2 log2(𝑥 + 𝑦)  =  𝑥 − 𝑦 

 แลว้คา่ของ  𝑥2 + 𝑦2  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. 4 2. 8 3. 9 4. 10 5. 16 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8. ใหพ้าราโบลารูปหนึง่มีสมการ  𝑦 = 𝑥2 + 1  สรา้งรูปสามเหลีย่ม ABC โดยที่จดุ A เป็นจดุยอดของพาราโบลา 

 จดุ B(𝑥, 𝑦) และจดุ C(2, 5) เป็นจดุบนพาราโบลา  ถา้มมุ AB̂C เป็นมมุฉาก แลว้พืน้ท่ีของรูปสามเหลีย่ม ABC 

 เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. 2√2  ตารางหนว่ย 2. 3  ตารางหนว่ย 3. 3√2  ตารางหนว่ย 

 4. 4  ตารางหนว่ย 5. 4√3  ตารางหนว่ย 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

9. ก าหนดให ้ 𝑎 = cos 15° + cos 50°  และ  𝑏 = sin 15° + sin 50°  คา่ของ  (𝑎+𝑏)2

𝑎2+𝑏2   ตรงกบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. 1 + cos 25° 2. 1 + cos 35° 3. 1 + cos 65° 

 4. 1 + cos 75° 5. 1 + cos 85° 
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10. ให ้ 𝑦 = 𝑓(𝑥)  เป็นเสน้โคง้ผา่นจดุ (0, 1) และจดุ (1, 1)  และเสน้สมัผสัของเสน้โคง้ที่จดุ (𝑥, 𝑦) ใดๆ มคีวามชนั 

 เทา่กบั 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐  เมื่อ 𝑎, 𝑏 และ 𝑐 เป็นจ านวนจรงิ    ถา้ 𝑓′(0) = 1  และ  𝑓′′(1) = 2  แลว้ฟังกช์นั 𝑓 มี 
 คา่สงูสดุสมัพทัธเ์ทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. 11

27
 2. 13

27
 3. 31

27
 4. 34

27
 5. 43

27
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11. กลอ่งใบหนึง่มีลกูบอลขนาดเดยีวกนั 3 ส ีสลีะ 𝑛 ลกู เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเตม็บวก  สุม่หยิบลกูบอล 3 ลกูจากกลอ่งนี ้
โดยหยิบทีละลกู แบบไมใ่สก่ลบัคืนลงในกลอ่ง  ถา้ความนา่จะเป็นท่ีจะไดล้กูบอลสลีะลกู เทา่กบั 2

5
 แลว้ความนา่จะ

เป็นท่ีจะไดล้กูบอล 3 ลกูโดยมเีพยีง 2 สเีทา่นัน้เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. 2

15
 2. 4

15
 3. 7

15
 4. 8

15
 5. 9

15
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

12. เมื่อ  𝑎, 𝑏, 𝑐 และ 𝑑  เป็นจ านวนเต็มบวกที่แตกตา่งกนัและสอดคลอ้งกบัอสมการตอ่ไปนี ้
 (ก) log2 𝑎  <  log2 𝑏 

 (ข) 2𝑏 × 3𝑑   >  2𝑑 × 3𝑏 

 (ค) 6𝑎 − 9𝑐  >  3𝑐(2𝑎 − 3𝑎) 

 ผลบวกในขอ้ใดตอ่ไปนี ้ท่ีมีคา่มากที่สดุ 
 1. 𝑎 + 𝑏 2. 𝑏 + 𝑑 3. 𝑎 + 𝑐 4. 𝑐 + 𝑑 5. 𝑎 + 𝑑 
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13. ลกูอมรสนม ราคาเมด็ละ 5 บาท และลกูอมรสน า้ผึง้ ราคาเมด็ละ 7 บาท  ตอ้งการซือ้ลกูอมทัง้สองรสเป็นเงิน 

 ทัง้สิน้ 287 บาท (โดยมีลกูอมรสนมอยา่งนอ้ย 1 เม็ดและลกูอมรสน า้ผึง้อยา่งนอ้ย 1 เม็ด) พิจารณาขอ้ความตอ่ไ่ปนี ้
 (ก) จ านวนวิธีที่ไดล้กูอมทัง้สองรส มทีัง้หมด 9 วิธี 
 (ข) ไดจ้ านวนลกูอมทัง้สองรส อยา่งนอ้ย 43 เมด็ 
 (ค) ไดล้กูอมทัง้สองรส มีจ านวนมากที่สดุ 57 เม็ด 
 ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กูตอ้ง 
 1. ขอ้ (ก) และ ขอ้ (ข) ถกู แต ่ขอ้ (ค) ผิด 2. ขอ้ (ก) และ ขอ้ (ค) ถกู แต ่ขอ้ (ข) ผิด 
 3. ขอ้ (ข) และ ขอ้ (ค) ถกู แต ่ขอ้ (ก) ผิด 4. ขอ้ (ก)  ขอ้ (ข)  และ ขอ้ (ค)  ถกูทัง้สามขอ้ 
 5. ขอ้ (ก)  ขอ้ (ข)  และ ขอ้ (ค)  ผิดทัง้สามขอ้ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

14. วงกลมวงหนึง่มีสมการเป็น  𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑥 − 2𝑦 + 1 = 0  และสมัผสักบัแกน 𝑦 ที่จดุ P 

 ให ้L เป็นเสน้ตรงผา่นจดุศนูยก์ลางของวงกลมและขนานกบัเสน้ตรง  2𝑥 − 2𝑦 = 1 

 ระยะระหวา่งจดุ P กบัเสน้ตรง L เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. √5

5
 2. √2

2
 3. √2 4. 3√2

2
 5. √5 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

15. ก าหนดให ้𝐴𝐵𝐶 เป็นรูปสามเหลีย่ม โดยที่มีความยาวของดา้นตรงขา้มมมุ 𝐴 มมุ 𝐵 และมมุ 𝐶 

 เทา่กบั 𝑎 หนว่ย  𝑏 หนว่ย และ 𝑐 หนว่ย ตามล าดบั  ถา้  𝑏 = 𝑎(√3 − 1)  และมมุ 𝐶 มีขนาด 30° 

 แลว้คา่ของ sin 3𝐵 เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. −
√3

2
 2. −

√2

2
 3. 1 4. √2

2
 5. √3

2
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16. ก าหนดให ้H เป็นไฮเพอรโ์บลา ซึง่มีสมการเป็น  𝑥2 − 3𝑦2 − 3  =  0  และให ้F เป็นโฟกสัของไฮเพอรโ์บลา H ที่
อยูท่างขวาของจดุ (0, 0)  ให ้E เป็นวงรทีีม่ีจดุยอดอยูท่ี ่(0, 0) และโฟกสัอยูท่ี่ F โดยที่จดุ (0, 0) และจดุ F อยู่
ทางซา้ยของจดุศนูยก์ลางของวงร ีE    ถา้ผลตา่งของความยาวแกนเอกและความยาวแกนโท เทา่กบั 2    แลว้ความ
เยือ้งศนูยก์ลางของวงร ีE ตรงกบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 0.2 2. 0.3 3. 0.4 4. 0.5 5. 0.6 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

17. ก าหนดให ้ 𝐴 = [
1 5
1 1

]  ,    𝐵 = [
−2 0
0 2

]    และ 𝐶 เป็นเมทรกิซท์ีม่ีมิต ิ2 × 2 ที่สอดคลอ้งกบั  𝐶𝐴 = 𝐴𝐵 

 ถา้ 𝑥 เป็นจ านวนจรงิบวกที่สอดคลอ้งกบั  det(𝐶2 + 𝑥𝐵)  =  −20 

 แลว้คา่ของ  𝑥2 + 𝑥 + 1  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 3 2. 7 3. 13 4. 21 5. 31 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

18. ให ้𝑛(𝑆) แทนจ านวนสมาชิกของเซต 𝑆    ถา้ 𝐴, 𝐵 และ 𝐶 เป็นเซต โดยที ่ 𝑛(𝐴) = 10 ,  𝑛(𝐴 ∩ 𝐵) = 4 ,  

𝑛(𝐴 ∩ 𝐶) = 3  และ  𝑛(𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶) = 18    แลว้ คา่มากที่สดุที่เป็นไปไดข้อง 𝑛(𝐵 ∪ 𝐶)  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 10 2. 12 3. 13 4. 14 5. 15 
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19. ให ้�̅�, �̅� และ 𝑐̅ เป็นเวกเตอรบ์นระนาบ โดยที ่ �̅� + �̅� + 𝑐̅ = 0̅  และ มมุระหวา่งเวกเตอร ์�̅� กบั �̅� เทา่กบั 60° 

 ถา้ขนาดของเวกเตอร ์�̅� และเวกเตอร ์�̅� เทา่กบั 2 หนว่ย และ 1 หนว่ย ตามล าดบั 

 แลว้มมุระหวา่งเวกเตอร ์�̅� กบัเวกเตอร ์𝑐̅ เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 𝜋

2
 + arccos

2

√7
 2. 𝜋 − arcsin √

3

7
 3. 𝜋

2
+ arcsin √

3

7
 

 4. 𝜋 − arccot
√3

2
 5. 2𝜋

3
+ arctan

√3

2
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

20. ให ้𝑧 เป็นจ านวนเชิงซอ้น โดยที่  |𝑧 − 2 + 𝑖|  =  |𝑧 + 2 − 2𝑖|  และ  |𝑧 + 1|  =  |𝑧 + 𝑖| 

 เมื่อ |𝑧| แทนคา่สมับรูณข์อง 𝑧    คา่ของ |2𝑧|2 เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. 10 2. 12 3. 15 4. 18 5. 32 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

21. ก าหนดให ้ 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … , 𝑎𝑛, …  เป็นล าดบัเรขาคณิตของจ านวนจรงิ โดยที่ มีผลบวก 5 พจนแ์รกเป็น 275 

 ถา้ 
n






1

𝑎𝑛 = 243  แลว้คา่ของ 
n






1

1

2𝑛−1  𝑎𝑛  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 0 2. 60.75 3. 121.5 4. 303.75 5. 607.5 
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22. ก าหนดให ้ 𝑓(𝑥)  เป็นพหนุามก าลงัสอง ซึง่มีสมัประสทิธ์ิเป็นจ านวนจรงิ  ถา้เสน้โคง้  𝑦 = 𝑓(𝑥)  ผา่นจดุ (2, 2) 

 และมีจดุสงูสดุสมัพทัธท์ี่จดุ (1, 3)    แลว้คา่ของ 



2

1
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 7 2. 6 3. 16

3
 4.14

3
  5. 8

3
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

23. ให ้�̅� และ �̅� เป็นเวกเตอรห์นึง่หนว่ย ถา้  �̅� + �̅�  เป็นเวกเตอรห์นึง่หนว่ย 

 แลว้ขนาดของเวกเตอร ์ �̅� × �̅�  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 0 2. 1

2
 3. √2

2
 4. √3

2
 5. 1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

24. ผลการสอบของนกัเรยีนหอ้งหนึง่ มีการแจกแจงความถ่ี ดงันี ้
เมื่อ 𝑎, 𝑏 และ 𝑐 เป็นจ านวนเตม็บวก 

ถา้ควอรไ์ทลท์ี่ 1 (𝑄1) ของขอ้มลูชดุนีเ้ทา่กบั 54.5 

แลว้นกัเรยีนทัง้หมดในหอ้งนี ้มจี  านวนเทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 36  คน 2. 40  คน 

 3. 44  คน 4. 48  คน 

 5. 52  คน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

คะแนน ความถ่ี 

30 – 39 2 
40 – 49 5 
50 – 59 8 
60 – 69 7 
70 – 79 𝑎 
80 – 89 𝑏 
90 – 99 𝑐 
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25. ก าหนดขอ้มลูของประชากรชดุหนึง่ ดงันี ้   2  ,    2 + 𝑑  ,    2 + 2𝑑  ,    2 + 3𝑑  ,    …  ,    2 + 30𝑑 

เมื่อ 𝑑 เป็นจ านวนจรงิบวก    ถา้ความแปรปรวนของขอ้มลูชดุนี ้เทา่กบั 320  แลว้คา่เฉลีย่เลขคณิตของขอ้มลูชดุนี ้
เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 24.5 2. 32 3. 39.5 4. 47 5. 54.5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

26. ให ้ℝ แทนเซตของจ านวนจรงิ  ให ้ 𝑓 : ℝ → ℝ  เป็นฟังกช์นัท่ีมีอนพุนัธแ์ละสอดคลอ้งกบั                
   𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)  =  2ℎ3 + (6𝑥 + 1)ℎ2 + 2𝑥(3𝑥 + 1)ℎ    ส  าหรบัทกุจ านวนจรงิ 𝑥 และ ℎ 

 ถา้คา่ต ่าสดุสมัพทัธข์อง 𝑓  เทา่กบั 4  แลว้คา่ของ  𝑓(2) + 𝑓(−
1

2
)  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 28 2. 32 3. 34 4. 36 5. 40 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

27. ก าหนดให ้𝕀 แทนเซตของจ านวนเต็ม  ถา้  𝑓 : 𝕀 → 𝕀  เป็นฟังกช์นัโดยที่  𝑓(5) = 16 

 และ  𝑓(𝑛)  =  {
𝑓(𝑛 − 2) + 2𝑛 เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนคี่
𝑓(𝑛 + 1) − 𝑛 เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนคู่

 

 แลว้คา่ของ  
n


3

3
𝑓(𝑛)  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 8 2. 10 3. 12 4. 15 5. 24 
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28. ก าหนดตารางแสดงพืน้ท่ีใตเ้สน้โคง้ปกตมิาตรฐานระหวา่ง 0 ถึง 𝑧 ดงันี ้
 
 
 
 

 ความสงูของนกัเรยีนกลุม่หนึง่มีการแจกแจงปกติ  โดยมคีา่เฉลีย่เลขคณิตเทา่กบั 162 เซนตเิมตร 
        ถา้นกัเรยีนที่มีความสงูนอ้ยกวา่ 155 เซนติเมตรมีอยู ่ 8.08%   แลว้นกัเรยีนทีม่ีความสงู 
 ในช่วง 155 – 170 เซนติเมตร มีจ านวนคิดเป็นรอ้ยละเทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. 82.24 2. 83.84 3. 85.24 4. 86.44 5. 87.46 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

29. ก าหนดใหส้มการจดุประสงค ์ 𝑃 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦  เมื่อ 0 < 𝑎 < 𝑏 ≤ 2𝑎    และอสมการขอ้จ ากดั ดงันี ้
 
 
 
 
 

 ถา้คา่มากที่สดุของ 𝑃 เทา่กบั 15 และคา่นอ้ยที่สดุของ 𝑃 เทา่กบั 10.5 

 แลว้คา่ของ  𝑎2 + 𝑏2 เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. 5 2. 10 3. 13 4. 20 5. 25 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑧  1.30 1.40 1.50 1.60 1.70 

พืน้ที่ไตเ้สน้โคง้ 0.4032 0.4192 0.4332 0.4452 0.4545 

 

𝑥 + 3𝑦 ≤  12 
𝑥 + 𝑦 ≥  4 
3𝑦 − 𝑥 ≥  6 

และ  𝑥 ≥ 0 ,  𝑦 ≥ 0 
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30. จากการสอบถามพนกังานบรษัิทแหง่หนึง่จ านวน 𝑛 คน ท่ีมีเงินเดือนตัง้แต ่10,000 บาท ถึง 100,000 บาท 
เก่ียวกบัเงินออมตอ่เดือน ดงันี ้

 
 
 
 
 
 
 
 

 โดยมีคา่เฉลีย่เลขคณิตของเงินเดอืนเทา่กบั 64,000 บาท คา่เฉลีย่เลขคณิตของเงินออมเทา่กบั 2,000 บาท 

 และความสมัพนัธร์ะหวา่งเงินเดอืนและเงินออมเป็นความสมัพนัธเ์ชิงฟังกช์นัแบบเสน้ตรง 

 ถา้พนกังานมเีงินออม เดือนละ 1,000 บาท  ประมาณไดว้า่พนกังานคนนีม้เีงินเดือน 26,000 บาท 

        แลว้ถา้พนกังานมีเงินออม เดือนละ 1,500 บาท  จะประมาณไดว้า่เขามเีงินเดือนเทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. 39,000  บาท 2. 45,000  บาท 3. 52,000  บาท 

 4. 58,000  บาท 5. 65,000  บาท 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ตอนที่ 2 ขอ้ 31 - 45 ขอ้ละ 8 คะแนน 

31. ให ้𝐴 แทนเซตของจ านวนจรงิทัง้หมดที่สอดคลอ้งกบัสมการ  √2𝑥+3

𝑥−2
 + 3√

𝑥−2

2𝑥+3
  =  4 

 ถา้ 𝑎 เป็นจ านวนจรงิที่นอ้ยสดุในเซต 𝐴    และ 𝑏 เป็นจ านวนที่มากที่สดุในเซต 𝐴 

 แลว้  𝑎2 + 𝑏2  มีคา่เทา่กบัเทา่ใด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

พนกังาน 

คนที่ 
เงินเดือน (หม่ืนบาท) 

(𝑎) 
เงินออม (พนับาท) 

(𝑏) 

1 𝑎1 𝑏1 
2 𝑎2 𝑏2 
3 𝑎3 𝑏3 
⋮ ⋮ ⋮ 
𝑛 𝑎𝑛 𝑏𝑛  
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32. คนกลุม่หนึง่ มีผูช้าย 10 คนและผูห้ญิง 7 คน โดยมีนาย ก. และนาย ข. รวมอยูด่ว้ย  จะมีก่ีวิธีในการเลอืก
คณะกรรมการ 6 คน จากคนกลุม่นี ้ประกอบดว้ย ผูช้ายอยา่งนอ้ย 2 คน  และผูห้ญิงอยา่งนอ้ย 3 คน โดยมีเง่ือนไขวา่ 
นาย ก. และ นาย ข. จะเป็นกรรมการพรอ้มกนัไมไ่ด ้

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

33. ให ้ 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … , 𝑎𝑛, …  เป็นล าดบัเลขคณิตของจ านวนจรงิบวก  โดยมีผลบวก 𝑛 พจนแ์รกของล าดบั 

 เทา่กบั  3𝑛2 + 2𝑛  ส าหรบั 𝑛 = 1, 2, 3, …    ถา้  1
2

𝑎2 + 
1

22 𝑎22 +  1

23 𝑎23 + … + 
1

210 𝑎210   =  𝑚 

 แลว้จ านวนเต็มบวกที่มากที่สดุทีน่อ้ยกวา่ 𝑚 เทา่กบัเทา่ใด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

34. ก าหนดให ้𝐴𝐵𝐶 เป็นรูปสามเหลีย่มมมุฉาก  โดยที่มมุ 𝐶 เป็นมมุฉาก  และมมุ A สอดคลอ้งกบัสมการ 
 2 cos 2𝐴 − 8 sin 𝐴 + 3  =  0    ให ้𝑎, 𝑏 และ 𝑐 เป็นความยาวของดา้นตรงขา้มมมุ 𝐴  มมุ 𝐵  และมมุ 𝐶 

 ตามล าดบั    ถา้  𝑎 + 𝑐 = 30  แลว้คา่ของ  𝑎 sin 𝐴 + 𝑏 sin 𝐵  เทา่กบัเทา่ใด 
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35. ก าหนดให ้ 𝑈 = { 1, 2, 3, … , 10 }    และให ้𝐴 และ 𝐵 เป็นสบัเซตของ 𝑈    โดยที ่ 𝐴 ∩ 𝐵 = { 1, 9 } , 

 (𝐴 − 𝐵) ∪ (𝐵 − 𝐴)  =  { 2, 3, 4, 5, 8, 10 }    และ  𝑈 − 𝐴 = { 3, 5, 6, 7 } 

 จ านวนสมาชิกของเซต  𝐴 × 𝐵  เทา่กบัเทา่ใด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

36. ให ้ℝ แทนเซตของจ านวนจรงิ    ให ้ 𝑓 : ℝ → ℝ  และ  𝑔 : ℝ → ℝ  เป็นฟังกช์นั 

 โดยที่  𝑓(𝑥)  =  {
𝑥 − 2 ;  𝑥 ≤ 4

3𝑥 − 10 ;  𝑥 > 4
    และ  𝑔(𝑥)  =  {

𝑥 + 2 ;  𝑥 < 1
1

2
(𝑥 + 5) ;  𝑥 ≥ 1

 

 ถา้  (𝑓 ∘ 𝑔−1)(𝑥) = 2  แลว้  𝑥 เทา่กบัเทา่ใด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

37. ให ้𝐴 เป็นเซตของจ านวนจรงิบวก 𝑥 ทัง้หมดที่สอดคลอ้งกบัสมการ    (log3 9𝑥)2 − 3 log√3 𝑥 − 7  =  0 
 ผลคณูของสมาชิกทัง้หมดในเซต 𝐴 เทา่กบัเทา่ใด 
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38. ก าหนดให ้𝑓 และ 𝑔 เป็นฟังกช์นัท่ีนยิามโดย  𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 𝑥 + 𝑎  และ  𝑔(𝑥) = 𝑥2 + 𝑏𝑥  ส  าหรบัทกุ 

จ านวนจรงิ 𝑥  เมื่อ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนเตม็    ถา้  (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥) = (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥)  ส  าหรบัทกุจ านวนจรงิ 𝑥 

 แลว้  𝑓(𝑏) + 𝑔(𝑎)  เทา่กบัเทา่ใด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

39. คา่ของ  lim
x0

𝑥√𝑥+√1+𝑥

√8+𝑥
3

 − 2
  เทา่กบัเทา่ใด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

40. ก าหนดให ้𝑎, 𝑏, 𝑐 เป็นจ านวนจรงิจดัเรยีงกนัเป็นล าดบัเรขาคณิต  โดยที ่ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐  =  14 

 และ   𝑎 ,   𝑏 + 3 ,   𝑐 + 4   จดัเรยีงกนัเป็นล าดบัเลขคณิต  คา่ของ  𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2  เทา่กบัเทา่ใด 
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41. ก าหนดตารางแจกแจงความถ่ีแสดงผลทดสอบของนกัเรยีนหอ้งหนึง่ ดงันี ้ 
 

 เมื่อ 𝑎 เป็นจ านวนเต็มบวก   
 ถา้คะแนนเฉลีย่เลขคณิตของผลทดสอบเทา่กบั 2.8 

 แลว้จ านวนนกัเรยีนหอ้งนีเ้ทา่กบัเทา่ใด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

42. ให ้ℝ เป็นเซตของจ านวนจรงิให ้ 𝑓 : ℝ → ℝ  เป็นฟังกช์นั 

 โดยที ่ 𝑓(𝑥)  =  {
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 4 ; 𝑥 ≥ 0

4𝑥 + 𝑐 ; 𝑥 < 0
  เมื่อ 𝑎, 𝑏 และ 𝑐 เป็นจ านวนจรงิ    

 ถา้ 𝑓 เป็นฟังกช์นัตอ่เนื่องบนเซตของจ านวนจรงิและสอดคลอ้งกบั  𝑓′(3) + 𝑓(3)  =  45  และ  
1

0
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥  =  

9

2
 

 แลว้คา่ของ  𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏) + 𝑓(𝑐) เทา่กบัเทา่ใด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

43. ก าหนดให ้𝐴 เป็นเซตของล าดบัเลขคณิต  1, 4, 7, 10, … 

 ให ้ 𝑓(𝑥) = 5𝑥 + 3  และ  𝑔(𝑥) = 𝑥 + 4  ส  าหรบัทกุจ านวนจรงิ 𝑥 

 ถา้  ℎ(𝑥)  =  {
𝑓(𝑥) ;  𝑥 ∈ 𝐴

𝑔−1(𝑥) ;  𝑥 ∉ 𝐴
      แลว้คา่ของ  ℎ(ℎ(ℎ(100)))  เทา่กบัเทา่ใด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

คะแนน จ านวนนกัเรยีน (คน) 
0 𝑎 − 2 
1 𝑎 
2 𝑎2 
3 (𝑎 + 1)2 
4 2𝑎 
5 𝑎 + 1 
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44. กลอ่งใบหนึง่มีลกูบอลสแีดง ลกูบอลสเีขียวและลกูบอลสเีหลอืง โดยมีจ านวนลกูบอลสแีดงคดิเป็นรอ้ยละ 30 และมี
จ านวนลกูบอลสเีขยีวคิดเป็นรอ้ยละ 20    ถา้เพิ่มจ านวนลกูบอลสเีหลอืงอีก 20 ลกู ใสล่งในกลอ่งใบนี ้พบวา่จ านวน
ลกูบอลสเีหลอืงคิดเป็นรอ้ยละ 60    จงหาวา่ในกลอ่งใบนีม้ีจ านวนลกูบอลสแีดงทัง้หมดก่ีลกู 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

45. ก าหนดให ้ 𝐵 = [
𝑎 2 −1
3 𝑏 2

−1 3 𝑐
]  เมื่อ  𝑎, 𝑏 และ 𝑐 เป็นจ านวนจรงิ  และ  𝐶 = [

1

3
0 0

0 −
1

2
0

0 0 1

] 

 ถา้ 𝐴 เป็นเมทรกิซท์ี่มมีิติ 3 × 3 โดยที ่ 𝐴𝐵 = 𝐶  และ  𝐴 [
4𝑎 + 1
5𝑏 + 2
4𝑐 + 3

]  =  [
1

−2
3

] 

 แลว้ คา่ของ  𝑎 + 𝑏 + 𝑐  เทา่กบัเทา่ใด 
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เฉลย 

1. 3 11. 5 21. 4 31. 34 41. 60 
2. 1 12. 2 22. 2 32. 5460 42. 76 
3. 5 13. 3 23. 4 33. 59 43. 2498 
4. 5 14. 3 24. 3 34. 20 44. 24 
5. 4 15. 4 25. 2 35. 24 45. 23 
6. 4 16. 5 26. 1 36. 4.5 
7. 1 17. 3 27. 1 37. 9 
8. 2 18. 5 28. 4 38. 2 
9. 1 19. 2 29. 3 39. 12 
10. 3 20. 4 30. 2 40. 84 
 
 

แนวคิด 

1. ก าหนดให ้ 𝑃 แทน  267 < 530  และ  𝑄 แทน 269 > 531 

 ประพจน ์ (𝑄 ↔ ~𝑃) → 𝑄  มีคา่ความจรงิตรงกบัคา่ความจรงิของประพจนใ์นขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. (𝑄 ∧ 𝑃) → 𝑃 2. (𝑃 ↔ 𝑄) → (𝑃 ∧ 𝑄) 3. (~𝑄 → 𝑃) → 𝑄 

 4. (𝑃 ↔ ~𝑄) ∧ 𝑃 5. 𝑃 ↔ (~𝑄 ∧ 𝑃) 

ตอบ 3 
ไลห่าวา่ 5𝑛 อยูร่ะหวา่ง 2𝑚 อะไรบา้ง เพื่อยกก าลงัเพิม่ใหใ้กลก้บั  267 หรอื  530  แลว้ดวูา่สว่นท่ีเหลอืไปตอ่ไดห้รอืไม่ 
กรณี  22 < 51 < 23 : 

 
 

กรณี  24 < 52 < 25 : 

 
 

กรณี  26 < 53 < 27 : 

 
 

กรณี  29 < 54 < 210 : 

 
 
 
 
 
 

แทน  𝑃 ≡ T  และ  𝑄 ≡ F  ในโจทย ์จะได ้ (F ↔ ~T) → F  ≡  T → F  ≡  F 

1. (F ∧ T) → T  ≡  T   2. (T ↔ F) → (T ∧ F)  ≡  T 3. (~F → T) → F  ≡  F 

4. (T ↔ ~F) ∧ T  ≡  T 5. T ↔ (~F ∧ T)  ≡  T 

 
 
 
 
 
 

22 <  51 
260 <  530 

51 <  23 
520 <  260 

ยกก าลงั 30 

(ไปตอ่ไมไ่ด ้ 27 ≮ 50) 

ยกก าลงั 20 

(ไปตอ่ไมไ่ด ้ 510 ≮ 27) 
24 <  52 

(สดัสว่นเลขชีก้ าลงั ซ า้กรณีบน) 
52 <  25 
526 <  265 

ยกก าลงั 13 

(ไปตอ่ไมไ่ด ้ 54 ≮ 22) 
26 <  53 53 <  27 

527 <  263 
ยกก าลงั 9 

(ไปตอ่ไมไ่ด ้ 53 ≮ 24) 
(สดัสว่นเลขชีก้ าลงั ซ า้กรณีบน) 

29 <  54 
263 <  528 

ยกก าลงั 7 

เนื่องจาก  24  <  52 

ดงันัน้  267  <  530 →  𝑃 จรงิ 
คณูอสมการ 

เนื่องจาก  22  <  51 

ดงันัน้  269  <  531 →  𝑄 เท็จ 
คณูอสมการ 
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2. ให ้ℝ แทนเซตของจ านวนจรงิ ประพจน ์ ∃𝑥[4𝑥 + 2𝑥 = 72]  มีคา่ความจรงิเป็นจรงิ 
 เมื่อเอกภพสมัพทัธเ์ป็นเซตในขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. { 𝑥 ∈ ℝ | |2𝑥 − 3| ≤ 7 } 2. { 𝑥 ∈ ℝ | |3𝑥 − 2| > 7 } 3. { 𝑥 ∈ ℝ | 𝑥2 + 8 = 6𝑥 } 

 4. { 𝑥 ∈ ℝ | |𝑥 − 3| > 1 } 5. { 𝑥 ∈ ℝ | |𝑥 + 1| < 3 } 

ตอบ 1 
แกส้มการ 
 
 
 
 
 

1. |2(3) − 3|  ≤  7    จรงิ 2. |3(3) − 2|  >  7    เท็จ 3. 32 + 8  =  6(3)    เท็จ 
4. |3 − 3|  >  1    เท็จ 5. |3 + 1|  <  3    เท็จ 
 

3. ให ้𝐴 เป็นเซตของจ านวนเตม็ทัง้หมดที่สอดคลอ้งกบัอสมการ  |𝑥2 − 2𝑥| − 𝑥  ≤  4 

 จ านวนสมาชิกของเพาเวอรเ์ซตของ 𝐴 เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. 4 2. 8 3. 16 4. 32 5. 64 
ตอบ 5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

จะได ้𝑥 ที่ท าใหท้ัง้ 3 เง่ือนไขเป็นจรงิ คือ  [−1 , 4]  ซึง่จะมีจ านวนเตม็อยู ่ 4 − (−1) + 1  =  6 จ านวน 
ดงันัน้ เพาเวอรเ์ซตของ 𝐴 จะมีสมาชิก  26  =  64 ตวั 
 

4. เซตค าตอบของอสมการ  22𝑥+1 + 32𝑥+1  ≤  5(6𝑥)  เป็นสบัเซตของช่วงในขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. (−∞, −3) ∪ (3, ∞) 2. (−∞, −3) ∪ (−1, 3) 3. (−5, −1) ∪ (0, 5) 

 4. (−3, 0) ∪ (1, ∞) 5. (−2, 1) ∪ (3, ∞) 

ตอบ 5 
 
 
 
 
 
 

4𝑥 + 2𝑥 =  72 
22𝑥 +  2𝑥 − 72 =  0 
(2𝑥 + 9)(2𝑥 − 8) =  0 
    2𝑥 = −9 ,  8 
    2𝑥 =           23 
     𝑥 =            3 →  ดวูา่ตวัเลอืกขอ้ไหนมี 3 เป็นสมาชิก โดยดวูา่ขอ้ไหนที่แทน 𝑥 = 3 แลว้เป็นจรงิ 

|𝑥2 − 2𝑥| − 𝑥 ≤  4 
|𝑥2 − 2𝑥| ≤  4 + 𝑥 

                         −(4 + 𝑥)    ≤    𝑥2 − 2𝑥    ≤    4 + 𝑥 เมื่อ 4 + 𝑥  ≥  0 

−(4 + 𝑥)  ≤  𝑥2 − 2𝑥                  และ                 𝑥2 − 2𝑥  ≤  4 + 𝑥 และ 4 + 𝑥  ≥  0 

                0     ≤  𝑥2 − 𝑥 + 4 
ลองแยกตวัประกอบด ูจะพบวา่ แยกไมไ่ด ้

เพราะ  𝑏2 − 4𝑎𝑐 =  (−1)2 − 4(1)(4) 

 =        −15       เป็นลบ 

เน่ืองจาก สปส หนา้ 𝑥2 เป็นบวก 

ดงันัน้ อสมการนีจ้ะจรงิเสมอ  (𝑥 เป็นอะไรก็ได)้ 

     𝑥2 − 3𝑥 − 4 ≤  0 
(𝑥 + 1)(𝑥 − 4) ≤  0 

−1          4 

+        −          + 

𝑥  ≥  −4 

                  22𝑥+1  +  32𝑥+1 ≤  5(6𝑥) 
22𝑥 ∙ 21 − 5(2 ∙ 3)𝑥 + 32𝑥 ∙ 31  ≤    0 
2(22𝑥) − 5(2𝑥)(3𝑥) + 3(32𝑥) ≤    0 

 
2(22𝑥)

32𝑥   −  
5(2𝑥)(3𝑥)

32𝑥    +  
3(32𝑥)

32𝑥  ≤    0 

2 (
2

3
)

2𝑥
−   5 (

2

3
)

𝑥
    +     3 ≤    0 

÷ 32𝑥 ตลอด เพ่ือจดัรูปตวัแปรใหเ้ป็น (2

3
)

𝑥
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5. ให ้ℝ แทนเซตของจ านวนจรงิ 
 ให ้ 𝑓 = { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ × ℝ | 𝑦 + 𝑥 = |𝑥| }  และ  𝑔 = { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ × ℝ | 𝑦 − 𝑥 = |𝑥| } 

 พิจารณาขอ้ความตอ่ไปนี ้
 (ก) 𝑔 ∘ (𝑓 ∘ 𝑔)  =  (𝑓 ∘ 𝑔) ∘ 𝑔 

 (ข) (𝑔 ∘ 𝑓) − 𝑓  =  (𝑓 ∘ 𝑔) + 𝑓 
 (ค) 𝑓 ∘ (𝑓 ∘ 𝑔)  =  𝑓𝑔 
 ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กูตอ้ง 
 1. ขอ้ (ก) และ ขอ้ (ข) ถกู แต ่ขอ้ (ค) ผิด 2. ขอ้ (ก) และ ขอ้ (ค) ถกู แต ่ขอ้ (ข) ผิด 
 3. ขอ้ (ข) และ ขอ้ (ค) ถกู แต ่ขอ้ (ก) ผิด 4. ขอ้ (ก)  ขอ้ (ข)  และ ขอ้ (ค)  ถกูทัง้สามขอ้ 
 5. ขอ้ (ก)  ขอ้ (ข)  และ ขอ้ (ค)  ผิดทัง้สามขอ้ 
ตอบ 4 
𝑓 : 𝑔 : 
 
 
 
 
 
 

ดงันัน้    𝑓(𝑥)  =  {
0 , 𝑥 ≥ 0

 −2𝑥 , 𝑥 < 0
     และ     𝑔(𝑥)  =  {

 2𝑥 , 𝑥 ≥ 0
0 , 𝑥 < 0

 

(ก) (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥) =  𝑓(𝑔(𝑥)) 

  =  {
 𝑓(2𝑥) , 𝑥 ≥ 0
𝑓(0) , 𝑥 < 0

 

  =       0        ในทกุๆ กรณี 

 ฝ่ังซา้ย : (𝑔 ∘ (𝑓 ∘ 𝑔))(𝑥)  =  𝑔((𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥))  =  𝑔(0)  =  2(0)  =  0 

 ฝ่ังขวา : ((𝑓 ∘ 𝑔) ∘ 𝑔)(𝑥)  =  (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑔(𝑥))  =  0    ( 𝑓 ∘ 𝑔 อะไรก็ตาม เป็น 0 เสมอ )  →  (ก) ถกู 

(ข) (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥) =  𝑔(𝑓(𝑥)) 

  =  {
 𝑔(0) , 𝑥 ≥ 0

𝑔(−2𝑥) , 𝑥 < 0
 

  =  {
 0 , 𝑥 ≥ 0

   −4𝑥    , 𝑥 < 0
 

 
 
 

1           
3

2
 

+         −          +   1 ≤  (
2

3
)

𝑥
 ≤    

3

2
 

(
2

3
)

0
 ≤  (

2

3
)

𝑥
 ≤  (

2

3
)

−1
 

    0 ≥      𝑥 ≥      −1 

      เป็นสบัเซตของขอ้ 5. 

  (2 (
2

3
)

𝑥
− 3) ((

2

3
)

𝑥
− 1) ≤    0 

เปลี่ยนเป็นฐาน  2
3
 

ตดัฐานตลอด 

 2
3
 < 1  ตอ้งกลบันอ้ยกวา่เป็นมากกวา่ 

𝑦 + 𝑥 =   |𝑥| 
𝑦 =   |𝑥| − 𝑥 

 = {
𝑥 − 𝑥 , 𝑥 ≥ 0

−𝑥 − 𝑥 , 𝑥 < 0
 

 = {
0 , 𝑥 ≥ 0

 −2𝑥     , 𝑥 < 0
 

𝑦 − 𝑥 =   |𝑥| 
𝑦 =   |𝑥| + 𝑥 

 = {
𝑥 + 𝑥 , 𝑥 ≥ 0

−𝑥 + 𝑥 , 𝑥 < 0
 

 = {
    2𝑥     , 𝑥 ≥ 0

0 , 𝑥 < 0
 

|𝑥| = {
𝑥 , 𝑥 ≥ 0

−𝑥 , 𝑥 < 0
 

→  เมื่อ 𝑥 ≥ 0  จะได ้ 2𝑥 ≥ 0  ดว้ย  →  𝑓(2𝑥) = 0 

→  จะได ้ 𝑓(0) = 0 

ใชส้ตูรของ 𝑔(𝑥) 

ใชส้ตูรของ 𝑓(𝑥) 

→  𝑔(0) = 2(0) = 0 

→  เมื่อ 𝑥 < 0  จะได ้ −2𝑥 > 0  →  𝑔(−2𝑥) = 2(−2𝑥) = −4𝑥 
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 ฝ่ังซา้ย :  ((𝑔 ∘ 𝑓) − 𝑓)(𝑥) =  (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥) − 𝑓(𝑥) 

  =  {
 0 − 0 , 𝑥 ≥ 0

   −4𝑥 − (−2𝑥)  , 𝑥 < 0
      =  {

 0 , 𝑥 ≥ 0
 −2𝑥 , 𝑥 < 0

 

 ฝ่ังขวา :  ((𝑓 ∘ 𝑔) + 𝑓)(𝑥) =  (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥) + 𝑓(𝑥) 

  =          0          + 𝑓(𝑥) =    𝑓(𝑥)     =  {
0 , 𝑥 ≥ 0

 −2𝑥 , 𝑥 < 0
    →  (ข) ถกู 

(ค) ฝ่ังซา้ย :  (𝑓 ∘ (𝑓 ∘ 𝑔))(𝑥)  =  𝑓((𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥))  =  𝑓(0)  =  0 

 ฝ่ังขวา :  (𝑓𝑔)(𝑥) =     𝑓(𝑥)  ∙  𝑔(𝑥) 

  =  {
     0    ∙     2𝑥 , 𝑥 ≥ 0
 −2𝑥  ∙      0 , 𝑥 < 0

    =  0  ในทกุๆ กรณี    →  (ค) ถกู 
 

6. คา่ของ  arccos (sin
17𝜋

7
) − arcsin (sin

10𝜋

7
)  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. −
5𝜋

14
 2. 𝜋

14
 3. 2𝜋

7
 4. 𝜋

2
 5. 3𝜋

2
 

ตอบ 4 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ดงันัน้  arccos (sin
17𝜋

7
) − arcsin (sin

10𝜋

7
)  =  

𝜋

14
− (−

3𝜋

7
)    =  

7𝜋

14
    =  

𝜋

2
 

 

7. ถา้ 𝑥 และ 𝑦 เป็นจ านวนจรงิที่สอดคลอ้งกบัสมการตอ่ไปนี ้
 (𝑥 + 𝑦)3𝑦−𝑥  =  

2

9
    และ    2 log2(𝑥 + 𝑦)  =  𝑥 − 𝑦 

 แลว้คา่ของ  𝑥2 + 𝑦2  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. 4 2. 8 3. 9 4. 10 5. 16 
ตอบ 1 

𝑥 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

arccos (sin
17𝜋

7
) =  arccos (sin (2𝜋 +

3𝜋

7
)) 

 =  arccos (sin        
3𝜋

7
       ) 

 =  arccos (cos (
𝜋

2
−

3𝜋

7
)) 

 =  arccos (cos       
𝜋

14
      ) 

 =                    
𝜋

14
 

เปลี่ยนเป็น cos ดว้ยสตูรโคฟังกช์นั 

ใหห้กัลา้งกบั arccos ได ้

เรนจข์อง arccos คือ [0, 𝜋] 

𝜋

14
 อยูใ่นเรนจนี์แ้ลว้ จงึตดั arccos กบั cos ได ้

arcsin (sin
10𝜋

7
) =  arcsin (sin (𝜋 +

3𝜋

7
)) 

 =  arcsin (sin     −
3𝜋

7
     ) 

 =                    −
3𝜋

7
 

เรนจข์อง arcsin คือ [−
𝜋

2
 , 

𝜋

2
 ] 

ตอ้งวาด  𝜋 + 
3𝜋

7
  แลว้สะทอ้นเขา้เรจน ์

จะได ้ − 3𝜋

7
  ดงัรูป 

𝜋 + 
3𝜋

7
 −

3𝜋

7
  

2 log2(𝑥 + 𝑦) =  𝑥 − 𝑦 

   log2(𝑥 + 𝑦) =   
𝑥−𝑦

2
 

             𝑥 + 𝑦 =  2
𝑥−𝑦

2  

(𝑥 + 𝑦)3𝑦−𝑥 =    
2

9
 

  2
𝑥−𝑦

2     3𝑦−𝑥 =    
2

9
 

      
2

𝑥−𝑦
2

3𝑥−𝑦 =    
2

32 

      
2𝑥−𝑦

32(𝑥−𝑦) =  (
2

32)
2

 

      (
2

32)
𝑥−𝑦

 =  (
2

32)
2

 

          𝑥 − 𝑦 =         2      …(1) 
             𝑥 + 𝑦 =  2

   2   

2  
             𝑥 + 𝑦 =  2        …(2) 

ยกก าลงัสองทัง้สองขา้ง 
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 จะได ้ 𝑥2 + 𝑦2  =  22 + 02  =  4 
 

8. ใหพ้าราโบลารูปหนึง่มีสมการ  𝑦 = 𝑥2 + 1  สรา้งรูปสามเหลีย่ม ABC โดยที่จดุ A เป็นจดุยอดของพาราโบลา 

 จดุ B(𝑥, 𝑦) และจดุ C(2, 5) เป็นจดุบนพาราโบลา  ถา้มมุ AB̂C เป็นมมุฉาก แลว้พืน้ท่ีของรูปสามเหลีย่ม ABC 

 เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. 2√2  ตารางหนว่ย 2. 3  ตารางหนว่ย 3. 3√2  ตารางหนว่ย 

 4. 4  ตารางหนว่ย 5. 4√3  ตารางหนว่ย 

ตอบ 2 

เทียบสมการพาราโบลา  𝑦 = 𝑥2 + 1  กบัรูปสมการ  𝑦 = (𝑥 − ℎ)2 + 𝑘 

จะไดจ้ดุยอด (ℎ, 𝑘)  คือ  A(0, 1)  ดงัรูป 
AB̂C เป็นมมุฉาก ดงันัน้  ความชนั AB̅̅ ̅̅   ×  ความชนั BC̅̅̅̅   =  −1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

แทน  𝑥 = −1  ในสมการพาราโบลา  𝑦 = 𝑥2 + 1  จะได ้ 𝑦 = (−1)2 + 1  =  2  →  จะไดพ้ิกดั B คือ (−1, 2) 

ใชส้ตูรระยะระหวา่งจดุ  √(∆𝑥)2 + (∆𝑦)2  จะได ้ AB =  ระยะจาก (0, 1) ไป (−1, 2) 

 = √(0 − (−1))2 + (1 − 2)2  =   √1 + 1  =  √2 

 และ จะได ้ BC =  ระยะจาก (−1, 2) ไป (2, 5) 

  = √(−1 − 2)2 + (2 − 5)2  =   √9 + 9  =  3√2 

จะไดพ้ืน้ท่ี ∆ABC  =  
1

2
 ∙ AB ∙ BC    =  

1

2
 ∙ √2 ∙ 3√2    =  3 

 

9. ก าหนดให ้ 𝑎 = cos 15° + cos 50°  และ  𝑏 = sin 15° + sin 50°  คา่ของ  (𝑎+𝑏)2

𝑎2+𝑏2   ตรงกบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. 1 + cos 25° 2. 1 + cos 35° 3. 1 + cos 65° 

 4. 1 + cos 75° 5. 1 + cos 85° 

ตอบ 1 

สงัเกตวา่ตวัเลอืกทกุขอ้ มี 1 บวกอยูข่า้งหนา้  →  จดัรูป  (𝑎+𝑏)2

𝑎2+𝑏2   ใหม้ี 1 อยูข่า้งหนา้ก่อน 
 
 
 

 
 

(1) + (2) : 𝑥 + 𝑦 + 𝑥 − 𝑦 =  2 + 2 
            2𝑥 =     4 
              𝑥 =     2 2 + 𝑦 =  2 

        𝑦 =  0 
→  แทนใน (2) : 

   
𝑦−1

𝑥−0
    ∙    

𝑦−5

𝑥−2
 =  −1 

𝑥2+1−1

𝑥
 ∙ 

𝑥2+1−5

𝑥−2
 =  −1 

    
𝑥2

𝑥
     ∙    

𝑥2−4

𝑥−2
 =  −1 

    𝑥     ∙ 
(𝑥−2)(𝑥+2)

𝑥−2
 =  −1 

   𝑥      ∙   (𝑥 + 2) =  −1 

A(0,1) 

B(𝑥,𝑦) 

C(2,5) 

B(𝑥, 𝑦) อยูบ่นพาราโบลา ตอ้งสอดคลอ้ง
กบัสมการพาราโบลา →  𝑦 = 𝑥2 + 1 

    𝑥2 + 2𝑥 + 1 =   0 
        (𝑥 + 1)2 =   0 
         𝑥 = −1 

(𝑎+𝑏)2

𝑎2+𝑏2   =  
𝑎2+2𝑎𝑏+𝑏2

𝑎2+𝑏2  =  
𝑎2+𝑏2

𝑎2+𝑏2 + 
2𝑎𝑏

𝑎2+𝑏2 

 =     1   +  
2𝑎𝑏

𝑎𝑏(
𝑎

𝑏
+

𝑏

𝑎
)
 

 =     1   +     
2

𝑎

𝑏
+

𝑏

𝑎

        …(∗) 

ดงึ 𝑎𝑏 ออกจากตวัสว่น เพื่อตดักบั 𝑎𝑏 ที่เศษ 
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เปลีย่น 𝑎 กบั 𝑏 เป็นผลคณู โดยหวงัวา่ตอนหา  𝑎
𝑏

  กบั  𝑏
𝑎
  จะมีอะไรตดักนัได ้

 
 
 
 
 
 

จะเห็นวา่ 𝑎 กบั 𝑏 หารกนั จะตดั  2 cos
35°

2
  ได ้ →  จะได ้  

𝑎

𝑏
  =  

cos
65°

2

sin
65°

2

   และ   𝑏
𝑎

  =  
sin

65°

2

cos
65°

2

 

แทนใน (∗)  จะได ้  =  1 +   
2

cos
65°

2

sin
65°

2

 + 
sin

65°
2

cos
65°

2

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

10. ให ้ 𝑦 = 𝑓(𝑥)  เป็นเสน้โคง้ผา่นจดุ (0, 1) และจดุ (1, 1)  และเสน้สมัผสัของเสน้โคง้ที่จดุ (𝑥, 𝑦) ใดๆ มคีวามชนั 

 เทา่กบั 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐  เมื่อ 𝑎, 𝑏 และ 𝑐 เป็นจ านวนจรงิ    ถา้ 𝑓′(0) = 1  และ  𝑓′′(1) = 2  แลว้ฟังกช์นั 𝑓 มี 
 คา่สงูสดุสมัพทัธเ์ทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. 11

27
 2. 13

27
 3. 31

27
 4. 34

27
 5. 43

27
 

ตอบ 3 

ความชนั คือ 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐  แสดงวา่  𝑓′(𝑥)  =  𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 ซึง่จะได ้ 𝑓′′(𝑥)  =  2𝑎𝑥 + 𝑏 

 
 
 
 

แทนคา่ 𝑏 , 𝑐 ใน 𝑓′(𝑥)  จะได ้ 𝑓′(𝑥)  =  𝑎𝑥2 + (2 − 2𝑎)𝑥 + 1 

 
 

แทน 𝑥 = 0 : แทน 𝑥 = 1 : 

( 𝑦 = 𝑓(𝑥)  ผา่น (0, 1) แสดงวา่  𝑓(0) = 1 ) ( 𝑦 = 𝑓(𝑥)  ผา่น (1, 1) แสดงวา่  𝑓(1) = 1 ) 
 
 
 
 
 
 

แทนคา่ 𝑑 , 𝑎  จะได ้

 
 
 
 

𝑎 =    cos 15°  +  cos 50° 
 =    cos 50°  +  cos 15° 

 = 2 cos
50°+15°

2
cos

50°−15°

2
 

 = 2 cos
65°

2
cos

35°

2
 

𝑏 =    sin 15°  +  sin 50° 
 =    sin 50°  +  sin 15° 

 = 2 sin
50°+15°

2
cos

50°−15°

2
 

 = 2 sin
65°

2
cos

35°

2
 

=  1 + 
2

cos2  
65°

2  + sin2  
65°

2

sin
65°

2
cos

65°
2

 

=  1 + 
               2               

1

sin
65°

2
cos

65°
2

  

=  1 + 2 sin
65°

2
cos

65°

2
 

=  1 +   sin 2 (
65°

2
) 

=  1 +     sin 65° 
=  1 +     cos 25° 

sin2 𝜃 + cos2 𝜃  =  1 

sin 2𝜃  =  2 sin 𝜃 cos 𝜃 

โคฟังกช์นั 

𝑓′(0) =  𝑎(02) + 𝑏(0) + 𝑐 
   1 =                                 𝑐 

 𝑓′′(1) =  2𝑎(1) + 𝑏 
     2 =     2𝑎   +  𝑏 
2 − 2𝑎 =                  𝑏 

แทน 𝑥 = 0 แทน 𝑥 = 1 

𝑓(𝑥)   =  
𝑎𝑥3

3
  +   

(2−2𝑎)𝑥2

2
   + 𝑥 + 𝑑 

อินทิเกรต 

𝑓(0) =  
𝑎(0)3

3
 + 

(2−2𝑎)(0)2

2
 + 0 + 𝑑 

  1 =                                              𝑑 

𝑓(1) =  
𝑎(1)3

3
  +   

(2−2𝑎)(1)2

2
  + 1 + 𝑑 

   1 =    
𝑎

3
        +    1 − 𝑎      + 1 + 1 

  
2

3
𝑎 =    2 

     𝑎 =    3 

 𝑓(𝑥) =  
3𝑥3

3
 + 

(2−2(3))𝑥2

2
 + 𝑥 + 1 

 =    𝑥3 − 2𝑥2 + 𝑥 + 1 
𝑓′(𝑥) =   3𝑥2 − 4𝑥 + 1 
 =  (3𝑥 − 1)(𝑥 − 1) 

คา่สงูสดุสมัพทัธ ์จะเกิดเม่ือ 

𝑓′(𝑥) เปลี่ยนจากบวกเป็นลบ 

→  สงูสดุสมัพทัธ ์เมื่อ 𝑥 = 
1

3
 

1

3
            1 

+         −          + 



 PAT 1 (ก.พ. 62) 23 

แทน  𝑥 = 
1

3
  จะได ้คา่สงูสดุสมัพทัธ ์ 𝑓 (

1

3
) =  (

1

3
)

3
− 2 (

1

3
)

2
+ (

1

3
) + 1 

 =   
1

27
   −    

2

9
        +    

1

3
   + 1      =  

1−6+9+27

27
    =  

31

27
 

 

11. กลอ่งใบหนึง่มีลกูบอลขนาดเดยีวกนั 3 ส ีสลีะ 𝑛 ลกู เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเตม็บวก  สุม่หยิบลกูบอล 3 ลกูจากกลอ่งนี ้
โดยหยิบทีละลกู แบบไมใ่สก่ลบัคืนลงในกลอ่ง  ถา้ความนา่จะเป็นท่ีจะไดล้กูบอลสลีะลกู เทา่กบั 2

5
 แลว้ความนา่จะ

เป็นท่ีจะไดล้กูบอล 3 ลกูโดยมเีพยีง 2 สเีทา่นัน้เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. 2

15
 2. 4

15
 3. 7

15
 4. 8

15
 5. 9

15
 

ตอบ 5 

หาความนา่จะเป็นท่ีหยิบไดส้ลีะลกูในรูปของ 𝑛 แลว้จบัมาเทา่กบั 2
5
  เพื่อแกส้มการหา 𝑛 

จ านวนแบบทัง้หมด :  มีลกูบอล 3𝑛 ลกู จะหยิบได ้ (3𝑛)(3𝑛 − 1)( 3𝑛 − 2)  แบบ 

จ านวนแบบที่ไดส้ลีะลกู : ลกูแรก หยิบลกูไหนก็ได ้ →  จะหยิบได ้3𝑛 แบบ 

 ลกูที่สอง ตอ้งหยิบ 2 สทีี่ไมซ่  า้สกีบัลกูแรก  →  จะหยิบได ้2𝑛 แบบ 

 ลกูที่สาม ตอ้งหยิบสสีดุทา้ยที่ยงัไมถ่กูหยิบ  →  จะหยิบได ้𝑛 แบบ 

 จะไดจ้ านวนแบบ  =  (3𝑛)(2𝑛)(𝑛)  แบบ 

จะไดค้วามนา่จะเป็น  =  
(3𝑛)(2𝑛)(𝑛)

(3𝑛)(3𝑛−1)( 3𝑛−2)
  =  

(2𝑛)(𝑛)

(3𝑛−1)( 3𝑛−2)
     ดงันัน้ 

 
 
 
 
 

แต ่𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก  →  เหลอื 𝑛 = 2 คา่เดยีว  นั่นคือ มีลกูบอลสลีะ 2 ลกู  (มี 3 ส ี= 6 ลกู) 
โจทยถ์าม ความนา่จะเป็นท่ีจะหยิบได ้2 ส ี →  จะคิดจากเหตกุารณต์รงขา้ม    =  1 − 𝑃(ไดส้เีดียว) − 𝑃(ได ้3 ส)ี 
  ไดส้เีดียวกนัทัง้ 3 ลกู จะเป็นไปไมไ่ด ้(เพราะมีสลีะ 2 ลกู)  →  𝑃(ไดส้เีดียว) = 0 

  ได ้3 ส ีคือไดส้ลีะลกู  →  โจทยก์ าหนดใหเ้ทา่กบั  
2

5
 

จะไดค้วามนา่จะเป็นท่ีจะหยิบได ้2 ส ี  =  1 − 0 −
2

5
     =  

3

5
     =  

9

15
 

หมายเหต ุ:  ถา้ไมค่ดิเหตกุารณต์รงขา้ม  →  เลอืกสทีี่มี 2 ลกู ได ้3 แบบ  (ตอ้งใชท้ัง้ 2 ลกูจากสนีี)้ 
 →  เลอืก 1 ลกู จากทีเ่หลอื 2 ส ีสลีะ 2 ลกู ได ้ 2 × 2 = 4 แบบ 

 →  สลบัท่ีลกูทัง้ 3 ลกู ได ้ 3! แบบ  จะไดค้วามนา่จะเป็น  =  
(3)(4)(3!)

(6)(5)(4)
  =  

3

5
 

 

12. เมื่อ  𝑎, 𝑏, 𝑐 และ 𝑑  เป็นจ านวนเต็มบวกที่แตกตา่งกนัและสอดคลอ้งกบัอสมการตอ่ไปนี ้
 (ก) log2 𝑎  <  log2 𝑏 

 (ข) 2𝑏 × 3𝑑   >  2𝑑 × 3𝑏 

 (ค) 6𝑎 − 9𝑐  >  3𝑐(2𝑎 − 3𝑎) 

 ผลบวกในขอ้ใดตอ่ไปนี ้ท่ีมีคา่มากที่สดุ 
 1. 𝑎 + 𝑏 2. 𝑏 + 𝑑 3. 𝑎 + 𝑐 4. 𝑐 + 𝑑 5. 𝑎 + 𝑑 
ตอบ 2 

(ก) ตดั log ทัง้สองฝ่ัง จะได ้ 𝑎 < 𝑏  (ไมต่อ้งกลบัเครือ่งหมาย เพราะฐาน 2 > 1) 

(2𝑛)(𝑛)

(3𝑛−1)( 3𝑛−2)
 =  

2

5
 

        5𝑛2 =  (3𝑛 − 1)(3𝑛 − 2) 
         0 =   4𝑛2 − 9𝑛 + 2 
         0 =   (4𝑛 − 1)(𝑛 − 2) 

                                    𝑛  =  
1

4
 ,  2 
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(ข) (ค) 
 
 
 
 
 

เรยีงจากนอ้ยไปมาก จะได ้ 𝑐 < 𝑎 < 𝑏 < 𝑑    →  คูท่ี่มากที่สดุคือ  𝑏 + 𝑑 

 

13. ลกูอมรสนม ราคาเมด็ละ 5 บาท และลกูอมรสน า้ผึง้ ราคาเมด็ละ 7 บาท  ตอ้งการซือ้ลกูอมทัง้สองรสเป็นเงิน 

 ทัง้สิน้ 287 บาท (โดยมีลกูอมรสนมอยา่งนอ้ย 1 เม็ดและลกูอมรสน า้ผึง้อยา่งนอ้ย 1 เม็ด) พิจารณาขอ้ความตอ่ไ่ปนี ้
 (ก) จ านวนวิธีที่ไดล้กูอมทัง้สองรส มทีัง้หมด 9 วิธี 
 (ข) ไดจ้ านวนลกูอมทัง้สองรส อยา่งนอ้ย 43 เมด็ 
 (ค) ไดล้กูอมทัง้สองรส มีจ านวนมากที่สดุ 57 เม็ด 
 ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กูตอ้ง 
 1. ขอ้ (ก) และ ขอ้ (ข) ถกู แต ่ขอ้ (ค) ผิด 2. ขอ้ (ก) และ ขอ้ (ค) ถกู แต ่ขอ้ (ข) ผิด 
 3. ขอ้ (ข) และ ขอ้ (ค) ถกู แต ่ขอ้ (ก) ผิด 4. ขอ้ (ก)  ขอ้ (ข)  และ ขอ้ (ค)  ถกูทัง้สามขอ้ 
 5. ขอ้ (ก)  ขอ้ (ข)  และ ขอ้ (ค)  ผิดทัง้สามขอ้ 
ตอบ 3 

ใหซ้ือ้รสนม 𝑎 เมด็ (เป็นเงิน 5𝑎 บาท)  และซือ้รสน า้ผึง้ 𝑏 เม็ด (เป็นเงิน 7𝑏 บาท)  →  จะได ้ 5𝑎 + 7𝑏  =  287 

 

เนื่องจาก 𝑎 ตอ้งเป็นจ านวนเต็ม →  287 − 7𝑏  ตอ้งหารดว้ย 5 ลงตวั 

 →  287 และ 7𝑏 ตอ้งหารดว้ย 5 เหลอืเศษเทา่กนั 

 →  เนื่องจาก  287 ÷ 5  เหลอืเศษ 2    ดงันัน้  7𝑏 ÷ 5  ตอ้งเหลอืเศษ 2 ดว้ย 

การหาเศษเหลอื สามารถกระจายในการคณูได ้ →  7 ÷ 5 เหลอืเศษ 2 

 →  สมมติให ้ 𝑏 ÷ 5 เหลอืเศษ 𝑘 (เมื่อ 𝑘 = 0, 1, 2, 3, 4) 
 →  จะได ้ 7𝑏 ÷ 5 เหลอืเศษเทา่กบั  2𝑘 ÷ 5 

ลองแทน  𝑘 = 0, 1, 2, 3, 4  จะได ้2𝑘 ÷ 5 เหลอืเศษ 2 เมื่อ 𝑘 = 1 เทา่นัน้ 

นั่นคือ  287−7𝑏

5
  ลงตวัเมื่อ  𝑏 ÷ 5  เหลอืเศษ 1  →  𝑏 = 1, 6, 11, 16, … , 36 

 

จะมีคา่ 𝑏 ที่เป็นไปไดท้ัง้หมด  36−1

5
 + 1  =  8 แบบ    →  (ก) ผิด 

จะไดล้กูอมนอ้ย ถา้ซือ้ลกูอมราคาแพง (รสน า้ผึง้) เยอะๆ →  ซือ้ 𝑏 เต็มแมก็ = 36 เม็ด 

 →  จะได ้ 𝑎 = 
287−7(36)

5
  =  7 เม็ด 

 →  ไดล้กูอมนอ้ยสดุ = 36 + 7  =  43 เม็ด  →  (ข) ถกู 
จะไดล้กูอมเยอะ ถา้ซือ้ลกูอมราคาแพง (รสน า้ผึง้) นอ้ยๆ →  ซือ้ 𝑏 นอ้ยสดุ = 1 เม็ด 

 →  จะได ้ 𝑎  =  
287−7(1)

5
  =  56 เม็ด 

 →  ไดล้กูอมเยอะสดุ  = 1 + 56  =  57 เม็ด  →  (ค) ถกู 
 
 

2𝑏 × 3𝑑 >  2𝑑 × 3𝑏 

 
2𝑏

3𝑏 >  
2𝑑

3𝑑 

(
2

3
)

𝑏
 >  (

2

3
)

𝑑
 

      𝑏 <        𝑑 

       6𝑎 − 9𝑐 >  3𝑐(2𝑎 − 3𝑎) 
(2 ∙ 3)𝑎 − (32)𝑐 >  2𝑎3𝑐 − 3𝑎3𝑐  
   2𝑎3𝑎 + 3𝑎3𝑐 >  2𝑎3𝑐 + 32𝑐 
    3𝑎(2𝑎 + 3𝑐) >  3𝑐(2𝑎 + 3𝑐) 
    3𝑎 >  3𝑐 
      𝑎 >    𝑐 

2

3
 < 1 →  ตอ้ง 
กลบัเครอืงหมาย  

2𝑎 + 3𝑐  เป็นบวก  

3𝑏 , 3𝑑  เป็นบวก  

𝑎       =    
287−7𝑏

5
 

𝑎 ตอ้งเป็นบวก ดงันัน้ 
  287 − 7𝑏 >  0 
    41 >  𝑏 
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14. วงกลมวงหนึง่มีสมการเป็น  𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑥 − 2𝑦 + 1 = 0  และสมัผสักบัแกน 𝑦 ที่จดุ P 

 ให ้L เป็นเสน้ตรงผา่นจดุศนูยก์ลางของวงกลมและขนานกบัเสน้ตรง  2𝑥 − 2𝑦 = 1 

 ระยะระหวา่งจดุ P กบัเสน้ตรง L เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. √5

5
 2. √2

2
 3. √2 4. 3√2

2
 5. √5 

ตอบ 3 

จดัรูปวงกลม : 
 
 
 

เทียบกบัรูป  (𝑥 − ℎ)2 + (𝑦 − 𝑘)2 = 𝑟2 
จะไดจ้ดุศนูยก์ลาง (ℎ, 𝑘) = (2, 1)  และรศัมี 𝑟 = 2  →  วาดไดด้งัรูป 
จะเห็นวา่วงกลม สมัผสัแกน 𝑦 ที่ P(0, 1) 

เสน้ตรง L ขนานกบัเสน้ตรง  2𝑥 − 2𝑦  =  1 
 
 
 
 

L ผา่นจดุศนูยก์ลางวงกลม (2 ,1) และมีความชนั = 1  →  จะไดส้มการ L คือ    𝑦−1

𝑥−2
   =   1 

 
 
 

จะไดร้ะยะจากจดุ P(0, 1) ไปยงัเสน้ตรง  L :  𝑥 − 𝑦 − 1 = 0 

คือ  |(1)(0)+(−1)(1) −1|

√12+(−1)2
  =  

2

√2
  =  √2 

 

15. ก าหนดให ้𝐴𝐵𝐶 เป็นรูปสามเหลีย่ม โดยที่มีความยาวของดา้นตรงขา้มมมุ 𝐴 มมุ 𝐵 และมมุ 𝐶 

 เทา่กบั 𝑎 หนว่ย  𝑏 หนว่ย และ 𝑐 หนว่ย ตามล าดบั  ถา้  𝑏 = 𝑎(√3 − 1)  และมมุ 𝐶 มีขนาด 30° 

 แลว้คา่ของ sin 3𝐵 เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. −
√3

2
 2. −

√2

2
 3. 1 4. √2

2
 5. √3

2
 

ตอบ 4 

จากกฏของ sin จะได ้

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑥 − 2𝑦 + 1 =    0 
𝑥2 − 4𝑥   +   𝑦2 − 2𝑦 =  −1 
𝑥2 − 4𝑥 + 4 + 𝑦2 − 2𝑦 + 1 =  −1 + 4 + 1 
    (𝑥 − 2)2    +    (𝑦 − 1)2 =   4 

2𝑥 − 1 =  2𝑦 

  𝑥 −
1

2
 =  𝑦 → เทียบกบัรูป  𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑐  จะไดค้วามชนั 𝑚 = 1 

 ดงันัน้ L จะมีความชนั = 1  ดว้ย 

𝑦 − 1 =  𝑥 − 2 

     0 =  𝑥 − 𝑦 − 1 

ระยะจากจดุ (𝑎, 𝑏) ไปยงัเสน้ตรง 

𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0  คือ  |𝐴𝑎+𝐵𝑏+𝐶|

√𝐴2+𝐵2
 

(2,1) 
P(0,1) 

            
𝑎

sin 𝐴
 =        

𝑏

sin 𝐵
 

       
𝑎

sin(150°−𝐵)
 =      

𝑎(√3−1)

sin 𝐵
 

            sin 𝐵 =  (√3 − 1) sin(150 − 𝐵) 

            sin 𝐵 =  (√3 − 1)(sin 150° cos 𝐵 − cos 150° sin 𝐵) 

            sin 𝐵 =  (√3 − 1) (
1

2
cos 𝐵 +

√3

2
sin 𝐵) 

            sin 𝐵 =  
√3

2
cos 𝐵 +

3

2
sin 𝐵 −

1

2
cos 𝐵 −

√3

2
sin 𝐵 

√3

2
sin 𝐵 −

1

2
sin 𝐵 =  

√3

2
cos 𝐵 −

1

2
cos 𝐵 

   (
√3

2
−

1

2
) sin 𝐵 =     (

√3

2
−

1

2
) cos 𝐵 

                   sin 𝐵 =                     cos 𝐵 
                      𝐵 =                      45° 

จาก ∆ จะได ้  𝐴 =  180° − 𝐵 − 𝐶 
 =  180° − 𝐵 − 30° 
 =  150° − 𝐵 

มมุใน ∆ จะมีคา่ระหวา่ง 0° และ 180° 
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จะได ้ sin 3𝐵  =  sin 3(45°)  =  sin 135°  =  
√2

2
 

 

16. ก าหนดให ้H เป็นไฮเพอรโ์บลา ซึง่มีสมการเป็น  𝑥2 − 3𝑦2 − 3  =  0  และให ้F เป็นโฟกสัของไฮเพอรโ์บลา H ที่
อยูท่างขวาของจดุ (0, 0)  ให ้E เป็นวงรทีีม่ีจดุยอดอยูท่ี ่(0, 0) และโฟกสัอยูท่ี่ F โดยที่จดุ (0, 0) และจดุ F อยู่
ทางซา้ยของจดุศนูยก์ลางของวงร ีE    ถา้ผลตา่งของความยาวแกนเอกและความยาวแกนโท เทา่กบั 2    แลว้ความ
เยือ้งศนูยก์ลางของวงร ีE ตรงกบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 0.2 2. 0.3 3. 0.4 4. 0.5 5. 0.6 
ตอบ 5 

จดัรูป H หาโฟกสั : 
 
 
 

จะไดร้ะยะโฟกสั  𝑐 =  √3 + 1  =  2 →  จะไดจ้ดุโฟกสั คือ  (±2, 0) 

 →  จดุที่อยูท่างขวาของ (0, 0) คือ  F(2, 0)  

ดงันัน้วงร ีE มีจดุยอด V(0, 0) และจดุโฟกสั F(2, 0) อยูท่างซา้ยจดุศนูยก์ลาง 
V และ F อยูห่า่งกนั 2 หนว่ย  →  จะได ้  𝑎 − 𝑐  =  2    ดงัรูป 
 

โจทยใ์หแ้กนเอกกบัแกนโทยาวตา่งกนั 2  →  จะได ้ 2𝑎 − 2𝑏  =  2 

 
 

จากสตูรระยะโฟกสัวงร ี: 
 
 
 
 
 

แต ่ 𝑎 = 1  แทนใน (1) จะได ้𝑐 ตดิลบ  จึงใชไ้มไ่ด ้ →  เหลอื  𝑎 = 5  คา่เดียว 

แทน  𝑎 = 5  ใน (1)  จะได ้ 𝑐  =  5 − 2  =  3  →  จะไดค้วามเยือ้ง  =  
𝑐

𝑎
  =  

3

5
  =  0.6 

 

17. ก าหนดให ้ 𝐴 = [
1 5
1 1

]  ,    𝐵 = [
−2 0
0 2

]    และ 𝐶 เป็นเมทรกิซท์ีม่ีมิต ิ2 × 2 ที่สอดคลอ้งกบั  𝐶𝐴 = 𝐴𝐵 

 ถา้ 𝑥 เป็นจ านวนจรงิบวกที่สอดคลอ้งกบั  det(𝐶2 + 𝑥𝐵)  =  −20 

 แลว้คา่ของ  𝑥2 + 𝑥 + 1  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 3 2. 7 3. 13 4. 21 5. 31 
ตอบ 3 

จาก    𝐶𝐴 =  𝐴𝐵 

จะได ้  𝐶 =  𝐴𝐵𝐴−1 =  [
1 5
1 1

] [
−2 0
0 2

] [
1 5
1 1

]
−1

 

 
 
 
 
 

𝑥2 − 3𝑦2 − 3 =  0 
𝑥2 − 3𝑦2 =  3 
𝑥2

3
−

𝑦2

1
 =  1 

𝑎 − 2 =  𝑐    …(1) V(0,0) 

F(2,0) 

𝑐  

𝑎  

𝑎 − 𝑏 =  1 
𝑎 − 1 =  𝑏    …(2) 

                 𝑐2 =  𝑎2 − 𝑏2 
          (𝑎 − 2)2 =  𝑎2 − (𝑎 − 1)2 
   𝑎2 − 4𝑎 + 4 =  𝑎2 − (𝑎2 − 2𝑎 + 1) 
   𝑎2 − 6𝑎 + 5 =  0 
(𝑎 − 1)(𝑎 − 5) =  0 
   𝑎  =  1 ,  5 

จาก (1) และ (2) 

=        [
−2 10
−2 2

]  ∙  
1

1−5
[

1 −5
−1 1

] 

=    −
1

2
[
−1 5
−1 1

] [
1 −5

−1 1
] 

=    −
1

2
[
−6 10
−2 6

]                    =  [
3 −5
1 −3

] 
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ดงันัน้    𝐶2 + 𝑥𝐵  =  [
3 −5
1 −3

] [
3 −5
1 −3

] + 𝑥 [
−2 0
0 2

] 

 
 
 
 
 

จะได ้

 
 
 

ดงันัน้  𝑥2 + 𝑥 + 1  =  32 + 3 + 1  =  13 

 

18. ให ้𝑛(𝑆) แทนจ านวนสมาชิกของเซต 𝑆    ถา้ 𝐴, 𝐵 และ 𝐶 เป็นเซต โดยที ่ 𝑛(𝐴) = 10 ,  𝑛(𝐴 ∩ 𝐵) = 4 ,  

𝑛(𝐴 ∩ 𝐶) = 3  และ  𝑛(𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶) = 18    แลว้ คา่มากที่สดุที่เป็นไปไดข้อง 𝑛(𝐵 ∪ 𝐶)  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 10 2. 12 3. 13 4. 14 5. 15 
ตอบ 5 

จากสตูร Inclusive – Exclusive จะได ้
 
 
 
 
 

ดงันัน้  𝑛(𝐵 ∪ 𝐶)  จะมีคา่ไมเ่กิน 15  (เพราะ  𝑛(𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶)  เป็นลบไมไ่ด)้ 
โดยจะเป็น 15 ได ้เมื่อ 𝑛(𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶) = 0 

ซึง่จะแสดงใหเ้ห็นวา่เป็นไปได ้ดว้ยตวัอยา่งดงัรูป 
 

19. ให ้�̅�, �̅� และ 𝑐̅ เป็นเวกเตอรบ์นระนาบ โดยที ่ �̅� + �̅� + 𝑐̅ = 0̅  และ มมุระหวา่งเวกเตอร ์�̅� กบั �̅� เทา่กบั 60° 

 ถา้ขนาดของเวกเตอร ์�̅� และเวกเตอร ์�̅� เทา่กบั 2 หนว่ย และ 1 หนว่ย ตามล าดบั 

 แลว้มมุระหวา่งเวกเตอร ์�̅� กบัเวกเตอร ์𝑐̅ เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 𝜋

2
 + arccos

2

√7
 2. 𝜋 − arcsin √

3

7
 3. 𝜋

2
+ arcsin √

3

7
 

 4. 𝜋 − arccot
√3

2
 5. 2𝜋

3
+ arctan

√3

2
 

ตอบ 2 

ใหม้มุระหวา่ง �̅� กบั 𝑐̅ คือ 𝜃   → จากสตูรการดอท จะได ้

 
 
 

 จะหา  �̅� ∙ 𝑐̅  และ  |𝑐̅|  มาแทนใน (∗) เพือ่หา 𝜃 

 
 
 
 
 

=         [
4 0
0 4

]              +  [
−2𝑥 0

0 2𝑥
] 

=               [
4 − 2𝑥 0

0 4 + 2𝑥
] 

det(𝐶2 + 𝑥𝐵) =  (4 − 2𝑥)(4 + 2𝑥) − (0)(0) 
      −20 =        16 − 4𝑥2 
         4𝑥2 =        36 
           𝑥 =         3 (โจทยก์ าหนดให ้𝑥 เป็นบวก) 

𝑛(𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶) =  𝑛(𝐴) + 𝑛(𝐵) + 𝑛(𝐶) − 𝑛(𝐴 ∩ 𝐵) − 𝑛(𝐴 ∩ 𝐶) − 𝑛(𝐵 ∩ 𝐶) + 𝑛(𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶) 
        18 =    10   + 𝑛(𝐵) + 𝑛(𝐶)   −      4          −       3         − 𝑛(𝐵 ∩ 𝐶) + 𝑛(𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶) 
        15 =                𝑛(𝐵) + 𝑛(𝐶) − 𝑛(𝐵 ∩ 𝐶)      +   𝑛(𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶) 
        15 =                              𝑛(𝐵 ∪ 𝐶)                     +   𝑛(𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶) 
15 − 𝑛(𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶) =             𝑛(𝐵 ∪ 𝐶) 

ใชส้ตูร Inclusive – 

Exclusive ที่ 𝐵 กบั 𝐶 

0 

𝐴  𝐵  

𝐶  

4 

3 

3 8 

0 
0 

�̅� ∙ 𝑐̅ =  |�̅�||𝑐̅| cos 𝜃 

�̅� ∙ 𝑐̅ =  (1)|𝑐̅| cos 𝜃 
�̅� ∙ 𝑐̅

|𝑐|̅
 =              cos 𝜃    …(∗) 
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จาก 
 
 
 
 
 
 
 
 

แทนใน (∗)  จะได ้ cos 𝜃  =  
−2

√7
 → cos เป็นลบ แสดงวา่ 𝜃 อยูใ่นจตภุาคที่ 2    →  จะได ้ 𝜃  =  𝜋 − arccos

2

√7
 

  (มมุระหวา่งเวคเตอร ์จะมคีา่ไดต้ัง้แต ่0 ถึง 𝜋) 

 → จากสามเหลีย่ม จะได ้ arccos
2

√7
  =  arcsin √

3

7
  =  arctan

√3

2
 

  พิจารณาตวัเลอืก จะเห็นวา่ขอ้ 2 เทา่นัน้ท่ีมีคา่เทา่กบั  𝜋 − arccos
2

√7
 

 

20. ให ้𝑧 เป็นจ านวนเชิงซอ้น โดยที่  |𝑧 − 2 + 𝑖|  =  |𝑧 + 2 − 2𝑖|  และ  |𝑧 + 1|  =  |𝑧 + 𝑖| 

 เมื่อ |𝑧| แทนคา่สมับรูณข์อง 𝑧    คา่ของ |2𝑧|2 เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. 10 2. 12 3. 15 4. 18 5. 32 
ตอบ 4 

ให ้ 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖 
จาก 

 
 
 
 
 
 
 
 

จะได ้   |2𝑧|2 =  |2 (−
3

2
−

3

2
𝑖)|

2
     =  |−3 − 3𝑖|2    =  (−3)2 + (−3)2    =  18 

 

21. ก าหนดให ้ 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … , 𝑎𝑛, …  เป็นล าดบัเรขาคณิตของจ านวนจรงิ โดยที่ มีผลบวก 5 พจนแ์รกเป็น 275 

 ถา้ 
n






1

𝑎𝑛 = 243  แลว้คา่ของ 
n






1

1

2𝑛−1  𝑎𝑛  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 0 2. 60.75 3. 121.5 4. 303.75 5. 607.5 
ตอบ 4 

ใชส้ตูรอนกุรมเรขาคณิตอนนัต ์ 𝑆∞ = 
𝑎1

1−𝑟
  จะได ้ 

n






1

𝑎𝑛 =  
𝑎1

1−𝑟
  =  243  …(∗) 

ใชส้ตูรอนกุรมเรขาคณิต  𝑆𝑛 = 
𝑎1(1−𝑟𝑛)

1−𝑟
    จะไดผ้ลบวก 5 พจนแ์รก    𝑆5  =  𝑎1(1−𝑟5)

1−𝑟
  =  275 

 

 
 
 
 

�̅� + �̅� + 𝑐̅ =  0̅ 
             𝑐̅ =  −(�̅� + �̅�) 

           |𝑐̅|2 =      |�̅� + �̅�|
2

 

           |𝑐̅|2 =   |�̅�|2 + |�̅�|
2

 + 2 �̅� ∙ �̅� 

           |𝑐̅|2 =   |�̅�|2 + |�̅�|
2

 + 2|�̅�||�̅�| cos 60° 

           |𝑐̅|2 =    22   +   12  + 2(2)(1)(
1

2
) =   7 

           |𝑐̅|  =  √7 

�̅� + �̅� + 𝑐̅ =  0̅ 

             �̅� =  −(�̅� + 𝑐̅) 

           |�̅�|2 =      |�̅� + 𝑐̅|
2

 

           |�̅�|2 =   |�̅�|
2

 + |𝑐̅|2 + 2 �̅� ∙ 𝑐̅ 

            22 =    12  + √7
2

  + 2 �̅� ∙ 𝑐̅ 
          −4 =                             2 �̅� ∙ 𝑐̅ 
          −2 =                                �̅� ∙ 𝑐̅ 

2 

√7  
√3  

        |𝑧 − 2 + 𝑖| =        |𝑧 + 2 − 2𝑖| 
    |𝑥 + 𝑦𝑖 − 2 + 𝑖| =    |𝑥 + 𝑦𝑖 + 2 − 2𝑖| 
    |𝑥 + 𝑥𝑖 − 2 + 𝑖| =    |𝑥 + 𝑥𝑖 + 2 − 2𝑖| 
   |𝑥 − 2 + (𝑥 + 1)𝑖| =    |𝑥 + 2 + (𝑥 − 2)𝑖| 

√(𝑥 − 2)2 + (𝑥 + 1)2 =  √(𝑥 + 2)2 + (𝑥 − 2)2 

                         (𝑥 + 1)2 =     (𝑥 + 2)2 
                 𝑥2 + 2𝑥 + 1 =  𝑥2 + 4𝑥 + 4 
                                  −3 =            2𝑥 

                                 −
3

2
 =              𝑥 

        |𝑧 + 1| =       |𝑧 + 𝑖| 
    |𝑥 + 𝑦𝑖 + 1| =    |𝑥 + 𝑦𝑖 + 𝑖| 
    |𝑥 + 1 + 𝑦𝑖| =   |𝑥 + (𝑦 + 1)𝑖| 

√(𝑥 + 1)2 + 𝑦2 =  √𝑥2 + (𝑦 + 1)2 
𝑥2 + 2𝑥 + 1 + 𝑦2 =  𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑦 + 1 
          2𝑥 =                      2𝑦 
            𝑥 =                        𝑦 

𝑎1

(1−𝑟)
∙ (1 − 𝑟5) =  275 

 243 ∙ (1 − 𝑟5) =  275 

             1 − 𝑟5 =   275

243
 

จาก (∗) 
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โจทยถ์าม  
n






1

1

2𝑛−1  𝑎𝑛  =  
1

20 𝑎1 + 
1

21 𝑎2 + 
1

22 𝑎3 + … →  แตล่ะพจนม์ีการเอาพจนก์่อนหนา้มาคณู 1
2
 เพิ่มเขา้ไป 

 →  จะไดอ้ตัราสว่นรว่มใหม ่= 
𝑟

2
  และพจนแ์รก = 

1

20 𝑎1 

 ใชส้ตูรอนกุรมเรขาคณิตอนนัต ์จะได ้ 
n






1

1

2𝑛−1  𝑎𝑛  =  
1

20 𝑎1

1 − 
𝑟

2

  =  
405

1 −(−
2

3
)(

1

2
)
  =  

405
4

3

  =  303.75 

 

22. ก าหนดให ้ 𝑓(𝑥)  เป็นพหนุามก าลงัสอง ซึง่มีสมัประสทิธ์ิเป็นจ านวนจรงิ  ถา้เสน้โคง้  𝑦 = 𝑓(𝑥)  ผา่นจดุ (2, 2) 

 และมีจดุสงูสดุสมัพทัธท์ี่จดุ (1, 3)    แลว้คา่ของ 



2

1
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 7 2. 6 3. 16

3
 4.14

3
  5. 8

3
 

ตอบ 2 

ฟังกช์นัก าลงัสองจะมกีราฟเป็นรูปพาราโบลา และจดุสงูสดุ (1, 3)  จะคือจดุยอด (ℎ, 𝑘) 

เทียบกบัรูปสมการ  𝑦  =  𝑎(𝑥 − ℎ)2 + 𝑘    จะไดส้มการกราฟคือ       𝑦  =  𝑎(𝑥 − 1)2 + 3 

กราฟผา่น (2, 2)  แสดงวา่  (2, 2) ตอ้งท าใหส้มการกราฟเป็นจรงิ  → 

 
จะได ้

 

ดงันัน้ 



2

1
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =  −

𝑥3

3
+ 𝑥2 + 2𝑥 |

2
 

−1
 

 =  (−
23

3
+ 22 + 2(2)) − (−

(−1)3

3
+ (−1)2 + 2(−1)) 

 =     −
8

3
  + 4   +   4                −

1

3
       −     1      +    2            =  6 

 

23. ให ้�̅� และ �̅� เป็นเวกเตอรห์นึง่หนว่ย ถา้  �̅� + �̅�  เป็นเวกเตอรห์นึง่หนว่ย 

 แลว้ขนาดของเวกเตอร ์ �̅� × �̅�  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 0 2. 1

2
 3. √2

2
 4. √3

2
 5. 1 

ตอบ 4 

 
 
 
 
 
 
 

จากสตูร จะได ้ |�̅� × �̅�|  =  |�̅�||�̅�| sin 𝜃  =  (1)(1)sin 120°  =  
√3

2
 

 

 −
32

243
 =   𝑟5 

   −
2

3
 =   𝑟 

𝑎1

1−(−
2

3
)
 =  243 

    𝑎1 =  243 ∙ 
5

3
    =  405 

แทน  𝑟  ใน (∗)  จะได ้

   2 =  𝑎(2 − 1)2 + 3 
−1 =  𝑎 

𝑓(𝑥) =  (−1)(𝑥 − 1)2 + 3 
 =  (−1)(𝑥2 − 2𝑥 + 1) + 3    =  −𝑥2 + 2𝑥 + 2 

|�̅� + �̅�|
2

 =  |�̅�|2 + |𝑏|2 + 2 �̅� ∙ �̅� 

|�̅� + �̅�|
2

 =  |�̅�|2 + |𝑏|2 + 2|�̅�||�̅�| cos 𝜃 

       12 =    12  +   12  + 2(1)(1)cos 𝜃 

    −
1

2
 =                                           cos 𝜃 

    120° =                                                 𝜃 

ให ้𝜃 เป็นมมุระหวา่ง �̅� กบั �̅� 

�̅� , �̅�  และ  �̅� + �̅�  เป็นเวกเตอร ์1 หน่วย 

มมุระหวา่งเวกเตอร ์จะมีคา่ในชว่ง 0° ถึง 180° 
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24. ผลการสอบของนกัเรยีนหอ้งหนึง่ มีการแจกแจงความถ่ี ดงันี ้
เมื่อ 𝑎, 𝑏 และ 𝑐 เป็นจ านวนเตม็บวก 

ถา้ควอรไ์ทลท์ี่ 1 (𝑄1) ของขอ้มลูชดุนีเ้ทา่กบั 54.5 

แลว้นกัเรยีนทัง้หมดในหอ้งนี ้มจี  านวนเทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 36  คน 2. 40  คน 

 3. 44  คน 4. 48  คน 

 5. 52  คน 
ตอบ 3 

ใชส้ตูร  𝑄𝑟 = 𝐿 + 
(

𝑟

4
)𝑁−∑ 𝑓𝐿

𝑓𝑄
 ∙ 𝐼    แทน  𝑟 = 1  จะได ้ 𝑄1  =  𝐿 + 

(
1

4
)𝑁−∑ 𝑓𝐿

𝑓𝑄
 ∙ 𝐼    …(∗) 

โจทยใ์ห ้ 𝑄1 = 54.5  อยูใ่นชัน้ 50 – 59  จะไดข้อบลา่ง 𝐿 = 49.5 

ชัน้ 50 – 59 มีขอ้มลู 8 จ านวน  →  จะได ้ 𝑓𝑄 = 8 

ชัน้ท่ีต ่ากวา่ 50 – 59 จะไดแ้ก่ 2 ชัน้แรก  ซึง่มีผลรวมความถ่ี  =  ∑ 𝑓𝐿  = 2 + 5 = 7 
ความกวา้งอนัตรภาคชัน้  =  59.5 − 49.5  = 10 

แทนทกุคา่ที่ได ้ใน (∗)  จะได ้ 54.5 =  49.5 + 
(

1

4
)𝑁 − 7

8
 ∙ 10 

 
 
 
 

25. ก าหนดขอ้มลูของประชากรชดุหนึง่ ดงันี ้   2  ,    2 + 𝑑  ,    2 + 2𝑑  ,    2 + 3𝑑  ,    …  ,    2 + 30𝑑 

เมื่อ 𝑑 เป็นจ านวนจรงิบวก    ถา้ความแปรปรวนของขอ้มลูชดุนี ้เทา่กบั 320  แลว้คา่เฉลีย่เลขคณิตของขอ้มลูชดุนี ้
เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 24.5 2. 32 3. 39.5 4. 47 5. 54.5 
ตอบ 2 

จะแปลงขอ้มลูใหง้า่ยขึน้ โดย ลบ 2  และ ÷ 𝑑 

(1) 2  ,    2 + 𝑑  ,    2 + 2𝑑  ,    2 + 3𝑑  ,    …  ,    2 + 30𝑑 
(2) 0  ,            𝑑  ,            2𝑑  ,            3𝑑  ,    …  ,            30𝑑 
(3) 0  ,            1  ,            2     ,            3     ,    …  ,            30 

จะหา  �̅�  และ 𝑠  ของขอ้มลูชดุ (3) แลว้ยอ้นการลดทอนขอ้มลู กลบัไปหา (2) และ (1) ตามล าดบั 

ขอ้มลู  0, 1, 2, … , 30 จะม ี  �̅� =  0+1+2+ … +30

31
 

  =      
30(30+1)

2

31
      =  15 

 และ   𝑠 =  √∑ 𝑥2

𝑁
− �̅�2 

  =  √
02+12+22+ … +302

31
− 152 

  =  √
30(30+1)(2(30)+1)

6

31
− 152    =  √305 − 225    =  √80 

 
 

คะแนน ความถ่ี 

30 – 39 2 
40 – 49 5 
50 – 59 8 
60 – 69 7 
70 – 79 𝑎 
80 – 89 𝑏 
90 – 99 𝑐 

 

  4 =             (
1

4
) 𝑁 –  7 

 44 =                    𝑁 

ลบ 2 ตลอด 
÷ 𝑑 ตลอด 

  1 + 2 + 3 + … + 𝑛 =     
𝑛(𝑛+1)

2
 

12 + 22 + 32 + … + 𝑛2 =  
𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)

6
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คิดยอ้นกลบั จะเห็นวา่ ขอ้มลู (2) ไดจ้ากขอ้มลู (3) × 𝑑 

ดงันัน้ ขอ้มลู (2) จะมี  �̅� = 15𝑑  และมี  𝑠 = √80𝑑    (โจทยใ์ห ้𝑑 เป็นบวก จึงไมต่อ้งกลวัวา่ 𝑠 จะติดลบ) 
ยอ้นกลบัอีกครัง้ ขอ้มลู (1) จะไดจ้ากขอ้มลู (2) + 2 

ดงันัน้ ขอ้มลู (1) จะมี �̅� = 15𝑑 + 2  และมี  𝑠 = √80𝑑    (การบวกขอ้มลูทกุตวัเทา่ๆ กนั จะไมท่ าให ้𝑠 เปลีย่น) 
แตโ่จทยใ์หข้อ้มลู (1) มีความแปรปรวน 320  →  จะได ้ 𝑠 = √320    ดงันัน้ 

 
 

แทนคา่ 𝑑 ใน  �̅� = 15𝑑 + 2  จะไดค้า่เฉลีย่ของขอ้มลู (1) คือ  15(2) + 2  =  32 

 

26. ให ้ℝ แทนเซตของจ านวนจรงิ  ให ้ 𝑓 : ℝ → ℝ  เป็นฟังกช์นัท่ีมีอนพุนัธแ์ละสอดคลอ้งกบั                
   𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)  =  2ℎ3 + (6𝑥 + 1)ℎ2 + 2𝑥(3𝑥 + 1)ℎ    ส  าหรบัทกุจ านวนจรงิ 𝑥 และ ℎ 

 ถา้คา่ต ่าสดุสมัพทัธข์อง 𝑓  เทา่กบั 4  แลว้คา่ของ  𝑓(2) + 𝑓(−
1

2
)  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 28 2. 32 3. 34 4. 36 5. 40 
ตอบ 1 

จากสตูร  𝑓′(𝑥)  =  lim
h0

𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥)

ℎ
 =  lim

h0

2ℎ3+(6𝑥+1)ℎ2+2𝑥(3𝑥+1)ℎ

ℎ
 

 =  lim
h0

2ℎ2 + (6𝑥 + 1)ℎ + 2𝑥(3𝑥 + 1) 

 =                                                2𝑥(3𝑥 + 1) 
 
 
 
 
 
 

อินทิเกรต 𝑓′(𝑥)  เพื่อหา 𝑓(𝑥)  →  จาก 
 
 
 
 

แทนคา่  𝑐 = 4  ใน (∗)  จะได ้ 𝑓(𝑥) = 2𝑥3 + 𝑥2 + 4 

ดงันัน้  𝑓(2) + 𝑓(−
1

2
) =  2(23) + 22 + 4 + 2 (−

1

2
)

3
+ (−

1

2
)

2
 + 4 

 =    16     + 4  +  4  +   −
1

4
       +      

1

4
       + 4    =  28 

 

27. ก าหนดให ้𝕀 แทนเซตของจ านวนเต็ม  ถา้  𝑓 : 𝕀 → 𝕀  เป็นฟังกช์นัโดยที่  𝑓(5) = 16 

 และ  𝑓(𝑛)  =  {
𝑓(𝑛 − 2) + 2𝑛 เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนคี่
𝑓(𝑛 + 1) − 𝑛 เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนคู่

 

 แลว้คา่ของ  
n


3

3
𝑓(𝑛)  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 8 2. 10 3. 12 4. 15 5. 24 
ตอบ 1 

จะเห็นวา่ 
n


3

3
𝑓(𝑛)  =  𝑓(−3) + 𝑓(−2) + 𝑓(−1) + … + 𝑓(3) 

√80𝑑 =  √320 

        𝑑 =   
√320

√80
    =  √

320

80
    =  2 

คา่ต  ่าสดุสมัพทัธ ์จะเกิดเม่ือ 

𝑓′(𝑥) เปลี่ยนจากลบเป็นบวก 
→  ต ่าสดุสมัพทัธ ์เมือ่ 𝑥 = 0 

โจทยใ์หค้า่ต ่าสดุสมัพทัธ ์คือ 4  ดงันัน้  𝑓(0) = 4 

−
1

3
            0 

+         −          + 

𝑓′(𝑥) =  2𝑥(3𝑥 + 1) 
𝑓′(𝑥) =  6𝑥2 + 2𝑥 
 𝑓(𝑥) =  2𝑥3 + 𝑥2 + 𝑐   …(∗) 
 𝑓(0) =  2(03) + 02 + 𝑐 
   4 =                            𝑐 

อินทิเกรต 
แทน 𝑥 = 0 



32    PAT 1 (ก.พ. 62) 

โจทยใ์ห ้ 𝑓(5) = 16 →  ถา้แทน  𝑛 = 5 (เป็นคี่) ใน 𝑓(𝑛)  จะใชส้ตูรบน และจะหา 𝑓(3) ได ้

 →   

 
 

ท าแบบเดมิ จะไลย่อ้นหา  𝑓(1) ,  𝑓(−1) , 𝑓(3) ได ้
แทน  𝑛 = 3 แทน 𝑛 = 1 แทน 𝑛 = −1 

 
 
 
 

จะไดเ้ลขคี่ทัง้หมด  →  ถดัมา แทน 𝑛 ดว้ยเลขคูท่ีเ่หลอื  −2 , 0 , 2  จะใชส้ตูรลา่ง และจะหาเลขคูท่ี่เหลอืได ้

แทน  𝑛 = −2 แทน 𝑛 = 0 แทน 𝑛 = 2 

 
 
 
 

จะได ้
n


3

3
𝑓(𝑛) 

 
 

28. ก าหนดตารางแสดงพืน้ท่ีใตเ้สน้โคง้ปกตมิาตรฐานระหวา่ง 0 ถึง 𝑧 ดงันี ้
 
 
 
 

 ความสงูของนกัเรยีนกลุม่หนึง่มีการแจกแจงปกติ  โดยมคีา่เฉลีย่เลขคณิตเทา่กบั 162 เซนตเิมตร 
        ถา้นกัเรยีนที่มีความสงูนอ้ยกวา่ 155 เซนติเมตรมีอยู ่ 8.08%   แลว้นกัเรยีนทีม่ีความสงู 
 ในช่วง 155 – 170 เซนติเมตร มีจ านวนคิดเป็นรอ้ยละเทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. 82.24 2. 83.84 3. 85.24 4. 86.44 5. 87.46 
ตอบ 4 

นอ้ยกวา่ 155 ซ.ม. มี 8.08%  →  นอ้ยกวา่ 50%  ไมถ่ึงครึง่ของนกัเรยีนทัง้หมด 

ดงันัน้ นกัเรยีนที่สงูนอ้ยกวา่ 155 ซ.ม. จะคิดเป็นพืน้ท่ี  
8.08

100
 = 0.0808  ทางซา้ย 

จะไดพ้ืน้ท่ีจากแกนกลางเพื่อใชเ้ปิดตาราง  = 0.5 − 04192  = 0.4192  ดงัรูป 
 

จากตาราง เมื่อพืน้ท่ี = 0.4192  จะได ้𝑧 = 1.40 

แตพ่ืน้ท่ีอยูท่างซา้ย จะได ้𝑧 เป็นลบ →  เมื่อ 𝑥 = 155  จะได ้ 𝑧 = −1.40 

 →  แทนในสตูร 
 
 
 
 
 
 

𝑓(5) =  𝑓(5 − 2) + 2(5) 
  16 =     𝑓(3)     +  10 
   6 =     𝑓(3) 

𝑓(3) =  𝑓(3 − 2) + 2(3) 
   6 =     𝑓(1)     +  6 
   0 =     𝑓(1) 

𝑓(1) =  𝑓(1 − 2) + 2(1) 
   0 =    𝑓(−1)     +  2 
 −2 =    𝑓(−1) 

𝑓(−1) =  𝑓(−1 − 2) + 2(−1) 
  −2 =      𝑓(−3)     +  −2 
    0 =      𝑓(−3) 

𝑓(−2) =  𝑓(−2 + 1) − (−2) 
𝑓(−2) =     𝑓(−1)       +   2 
𝑓(−2) =       −2           + 2 
𝑓(−2) =                  0 

𝑓(0) =  𝑓(0 + 1) − 0 
𝑓(0) =     𝑓(1) 
𝑓(0) =        0 

𝑓(2) =  𝑓(2 + 1) − 2 
𝑓(2) =     𝑓(3)      − 2 
𝑓(2) =        6         − 2 
𝑓(2) =               4 

=  𝑓(−3) + 𝑓(−2) + 𝑓(−1) + … + 𝑓(3) 
=      0     +        0     +     −2    +  0 + 0 + 4 + 6    =  8 

𝑧  1.30 1.40 1.50 1.60 1.70 

พืน้ที่ไตเ้สน้โคง้ 0.4032 0.4192 0.4332 0.4452 0.4545 

 

     𝑧𝑖  =    
𝑥𝑖 − �̅�

𝑠
 

−1.40 =  
155−162

𝑠
 

−1.4𝑠 =     −7 
         𝑠 =       5 

โจทยใ์ห ้�̅� = 162 

𝑥 = 155 

=  0.5 − 0.0808 
=     0.4192 

0.0808 
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และเมื่อ 𝑥 = 170  จะได ้ 𝑧 = 
170 − �̅�

𝑠
  =  

170−162

5
  =  1.6 

เปิดตารางจะไดพ้ืน้ท่ี 0.4452 ดงัรูป 
ดงันัน้ ในชว่ง 155 – 170 ซ.ม. จะม ี 0.4192 + 0.4452 

 =        0.8644         = 86.44% 
 

29. ก าหนดใหส้มการจดุประสงค ์ 𝑃 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦  เมื่อ 0 < 𝑎 < 𝑏 ≤ 2𝑎    และอสมการขอ้จ ากดั ดงันี ้
 
 
 
 
 

 ถา้คา่มากที่สดุของ 𝑃 เทา่กบั 15 และคา่นอ้ยที่สดุของ 𝑃 เทา่กบั 10.5 

 แลว้คา่ของ  𝑎2 + 𝑏2 เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. 5 2. 10 3. 13 4. 20 5. 25 
ตอบ 3 

วาดกราฟ หาสว่นท่ีแรเงา จะไดด้งัรูป 
 
 
 
 
 
 

ซอ้นทกุรูป แลว้หาสว่นท่ีแรเงา จะไดพ้ืน้ท่ีดงัรูป 
และจะไดจ้ดุมมุคือ A, B, C 
หาพิกดัจดุมมุ  →  จะได ้ A(0, 4) ก่อนเลย 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

จดุที่ใหค้า่ 𝑃 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 มากสดุ / นอ้ยสดุ จะตอ้งอยูใ่น 

 
 

เทียบคา่ 𝑃 ทัง้ 3 คา่ วา่คา่ไหนมากกวา่หรอืนอ้ยกวา่คา่ไหน  (ยงัไมรู่ว้า่ใน    ?   จะเป็นเครือ่งหมาย  >  หรอื  <  ) 
 
 
 
 

 
 
 

𝑥 + 3𝑦 ≤  12 
𝑥 + 𝑦 ≥  4 
3𝑦 − 𝑥 ≥  6 

และ  𝑥 ≥ 0 ,  𝑦 ≥ 0 

𝑥 = 155 

0.4452 0.4192 

𝑥 = 170 

4 

12 

𝑥 + 3𝑦 ≤ 12 
4 

𝑥 + 𝑦 ≥ 4 

4 −6 

3𝑦 − 𝑥 ≥ 6 

2 
𝑥 ≥ 0 , 𝑦 ≥ 0  

B : 3𝑦 − 𝑥 =  6 …(1) 
 𝑥 + 𝑦 =  4 …(2) 
  (1) + (2) :   4𝑦 = 10 
     𝑦 =  2.5 
  (1) : 𝑥 + 2.5 =  4 
 𝑥 = 1.5 

จะไดพ้ิกดั B คือ (1.5, 2.5) 

C : 3𝑦 − 𝑥 =  6 …(1) 
 𝑥 + 3𝑦 = 12 …(3) 
  (1) + (3) :   6𝑦 = 18 
     𝑦 =  3 
  (3) : 𝑥 + 3(3) = 12 
 𝑥 =  3 

จะไดพ้ิกดั C คือ (3, 3) 

 4𝑏   ?    1.5𝑎 + 2.5𝑏 
1.5𝑏   ?    1.5𝑎 
  𝑏   ?      𝑎 

4𝑏   ?     3𝑎 + 3𝑏 
 𝑏   ?     3𝑎 

𝑥 + 𝑦 = 4 

𝑥 + 3𝑦 = 12 

3𝑦 − 𝑥 = 6 A 

B 
C 

A(0, 4) : 𝑃  =  𝑎(0) + 𝑏(4)  =  4𝑏 
B(1.5, 2.5) : 𝑃  = 1.5𝑎 + 2.5𝑏 
C(3, 3) : 𝑃  = 3𝑎 + 3𝑏 

โจทยใ์ห ้𝑏 > 𝑎  ดงันัน้    ?    ตอ้งเป็น   >   

ไลย่อ้นกลบัไป จะได ้ 4𝑏  >  1.5𝑎 + 2.5𝑏 

โจทยใ์ห ้ 𝑏 ≤ 2𝑎 ซึง่จะสรุปไดว้า่  𝑏 < 3𝑎  (เพราะ 𝑎 เป็นบวก) 
ดงันัน้    ?    ตอ้งเป็น   <   ไลย่อ้นกลบัไป จะได ้ 4𝑏  < 3𝑎 + 3𝑏 
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เรยีงคา่ จะได ้  1.5𝑎 + 2.5𝑏   <   4𝑏   <   3𝑎 + 3𝑏  ดงันัน้ คา่นอ้ยสดุ 

 

 คา่มากสดุ    15  =  3𝑎 + 3𝑏 …(5) 

 
 
 
  

 จะได ้ 𝑎2 + 𝑏2  =  22 + 32  =  13 

 

30. จากการสอบถามพนกังานบรษัิทแหง่หนึง่จ านวน 𝑛 คน ท่ีมีเงินเดือนตัง้แต ่10,000 บาท ถึง 100,000 บาท 
เก่ียวกบัเงินออมตอ่เดือน ดงันี ้

 
 
 
 
 
 
 
 

 โดยมีคา่เฉลีย่เลขคณิตของเงินเดอืนเทา่กบั 64,000 บาท คา่เฉลีย่เลขคณิตของเงินออมเทา่กบั 2,000 บาท 

 และความสมัพนัธร์ะหวา่งเงินเดอืนและเงินออมเป็นความสมัพนัธเ์ชิงฟังกช์นัแบบเสน้ตรง 

 ถา้พนกังานมเีงินออม เดือนละ 1,000 บาท  ประมาณไดว้า่พนกังานคนนีม้เีงินเดือน 26,000 บาท 

        แลว้ถา้พนกังานมีเงินออม เดือนละ 1,500 บาท  จะประมาณไดว้า่เขามเีงินเดือนเทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. 39,000  บาท 2. 45,000  บาท 3. 52,000  บาท 

 4. 58,000  บาท 5. 65,000  บาท 

ตอบ 2 

ขอ้นี ้จะท านายเงินเดือน (𝑎) จากเงินออม (𝑏)  →  ให ้ 𝑦 = เงินเดือน (𝑎)  และ  𝑥 = เงินออม (𝑏) 
สมมติใหส้มการท านาย คือ  �̂�  =  𝑐 + 𝑚𝑥  จากสตูร จะได ้
 
คา่เฉลีย่เงินเดือน  =  64,000 บาท คา่เฉลีย่เงินออก  =  2,000 บาท 
ดงันัน้ (𝑎 มีหนว่ยเป็นหมื่นบาท) ดงันัน้ (𝑏 มีหนว่ยเป็นพนับาท) 
 
 
 

แทน  ∑ 𝑦  และ  ∑ 𝑥  ใน (1) จะได ้  
 

จากโจทย ์ เมื่อมเีงินออม 1,000 บาท (𝑥 = 1)  จะท านายเงินเดือนได ้26,000 บาท   (�̂� = 26) 
แทนในสมการท านาย 

  
 
 
 
 
 

10.5  = 1.5𝑎 + 2.5𝑏 
  21  =  3𝑎 + 5𝑏 …(4) 

×2 ตลอด 

(4) − (5) :   6 =            2𝑏 
   3 =              𝑏 
(5) : 15 =   3𝑎 + 3(3) 
   2 =     𝑎 

พนกังาน 

คนที่ 
เงินเดือน (หม่ืนบาท) 

(𝑎) 
เงินออม (พนับาท) 

(𝑏) 

1 𝑎1 𝑏1 
2 𝑎2 𝑏2 
3 𝑎3 𝑏3 
⋮ ⋮ ⋮ 
𝑛 𝑎𝑛 𝑏𝑛  

 

 ∑ 𝑦 =    𝑐𝑛  +  𝑚 ∑ 𝑥 …(1) 
∑ 𝑥𝑦 =  𝑐 ∑ 𝑥 + 𝑚 ∑ 𝑥2 …(2) 

  �̅� =   64 

 
∑ 𝑦

𝑛
 =   64 

∑ 𝑦 =  64𝑛 

  �̅� =   2 

 
∑ 𝑥

𝑛
 =   2 

∑ 𝑥 =  2𝑛 

64𝑛 =  𝑐𝑛  +  𝑚(2𝑛) 
64 =  𝑐    + 2𝑚 …(3) 

 �̂� =  𝑐 + 𝑚𝑥 
26 =  𝑐 + 𝑚(1) 
26 =  𝑐 + 𝑚 …(4) 

(3) − (4) :    38 =         𝑚 
(4) :    26 =  𝑐 + 38 
 −12 =  𝑐 

ดงันัน้ เมื่อมีเงินออม 1,500 บาท (𝑥 = 1.5) 
จะได ้

 

ซื่งคดิเป็นเงินเดือน  45,000 บาท 

�̂� =     𝑐   + 𝑚𝑥 
�̂� = −12 + 38(1.5)    =  45 
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31. ให ้𝐴 แทนเซตของจ านวนจรงิทัง้หมดที่สอดคลอ้งกบัสมการ  √2𝑥+3

𝑥−2
 + 3√

𝑥−2

2𝑥+3
  =  4 

 ถา้ 𝑎 เป็นจ านวนจรงิที่นอ้ยสดุในเซต 𝐴    และ 𝑏 เป็นจ านวนที่มากที่สดุในเซต 𝐴 

 แลว้  𝑎2 + 𝑏2  มีคา่เทา่กบัเทา่ใด 
ตอบ 34 

สงัเกตวา่  √2𝑥+3

𝑥−2
  กบั  √ 𝑥−2

2𝑥+3
  เป็นสว่นกลบักนั →  ถา้ให ้ √

2𝑥+3

𝑥−2
  =  𝑘      จะได ้ √

𝑥−2

2𝑥+3
  =  

1

𝑘
 

จะไดส้มการคือ 
 
 
 
 
 
 
 
 

จะได ้ 𝑎 = −5  และ  𝑏 = 3 

ดงันัน้  𝑎2 + 𝑏2  =  (−5)2 + 32 

 

32. คนกลุม่หนึง่ มีผูช้าย 10 คนและผูห้ญิง 7 คน โดยมีนาย ก. และนาย ข. รวมอยูด่ว้ย  จะมีก่ีวิธีในการเลอืก
คณะกรรมการ 6 คน จากคนกลุม่นี ้ประกอบดว้ย ผูช้ายอยา่งนอ้ย 2 คน  และผูห้ญิงอยา่งนอ้ย 3 คน โดยมีเง่ือนไขวา่ 
นาย ก. และ นาย ข. จะเป็นกรรมการพรอ้มกนัไมไ่ด ้

ตอบ 5460 

จะใชว้ิธีนบัแบบตรงขา้ม  โดยหาจ านวนแบบที่  ช ≥ 2 และ ญ ≥ 3 ทัง้หมด 

แลว้หกัออกดว้ยจ านวนแบบ  ช ≥ 2 และ ญ ≥ 3 ที่ ก. ข. เป็นกรรมการพรอ้มกนั 
ก็จะไดจ้ านวนแบบ  ช ≥ 2 และ ญ ≥ 3 ที่ ก. ข. ไมเ่ป็นกรรมการพรอ้มกนั 

ช ≥ 2 และ ญ ≥ 3 ทัง้หมด →  จะมีแค ่2 ประเภท คือ ช 2 ญ 4  กบั  ช 3 ญ 3 

 →  กรณี  ช 2 ญ 4  เลอืก ช 2 คนจาก 10 คน  และ ญ 4 คนจาก 7 คน ได ้(10
2

)(7
4
) แบบ 

 →  กรณี  ช 3 ญ 3  ท าแบบเดียวกนั จะได ้(10
3

)(7
3
) แบบ 

 →  รวมจ านวนแบบทัง้หมด  =  (10
2

)(7
4
) + (10

3
)(7

3
) แบบ 

ช ≥ 2 และ ญ ≥ 3 และ ก. ข. เป็นกรรมการ → กรณี  ช 2 ญ 4  จะมี ช คือ ก. ข. ครบแลว้  เลอืก ญ 4 คน ได ้(7
4
) แบบ 

 → กรณี  ช 3 ญ 3  จะเหลอื ช 1 คนท่ีตอ้งเลอืกจาก 8 คน (ที่ไมร่วม ก.ข.) 
  กบั ญ 3 คน ท่ีตอ้งเลอืก จะได ้(8

1
)(7

3
) แบบ 

 → รวมจ านวนแบบท่ีตอ้งหกั  =  (7
4
) + (8

1
)(7

3
) แบบ 

จะไดค้  าตอบ 

 
 
 
 
 
 
 

𝑘 +  3(
1

𝑘
) =  4 

𝑘2 + 3 =  4𝑘 
𝑘2 − 4𝑘 + 3 =  0 
(𝑘 − 1)(𝑘 − 3) =  0 
    𝑘 = 1 ,  3 

√
2𝑥+3

𝑥−2
 =  1 

   
2𝑥+3

𝑥−2
 =  1 

2𝑥 + 3 =  𝑥 − 2 
  𝑥 =  −5 

√
2𝑥+3

𝑥−2
 =  3 

   
2𝑥+3

𝑥−2
 =  9 

2𝑥 + 3 =  9𝑥 − 18 
        21 =  7𝑥 
          3 =    𝑥 

=  [(10
2

)(7
4
) + (10

3
)(7

3
)] − [(7

4
) + (8

1
)(7

3
)] 

=    (10
2

)(7
3
) + (10

3
)(7

3
) − (7

3
) − (8

1
)(7

3
) 

=  (7
3
)  [ (10

2
) + (10

3
) − 1 − (8

1
) ] 

=  
7∙6∙5

3∙2
∙ [

10∙9

2
+

10∙9∙8

3∙2
− 1 − 8] 

=   35  ∙ [ 45 + 120 − 1 − 8]          =  (35)(156)    =  5460 
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33. ให ้ 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … , 𝑎𝑛, …  เป็นล าดบัเลขคณิตของจ านวนจรงิบวก  โดยมีผลบวก 𝑛 พจนแ์รกของล าดบั 

 เทา่กบั  3𝑛2 + 2𝑛  ส าหรบั 𝑛 = 1, 2, 3, …    ถา้  1
2

𝑎2 + 
1

22 𝑎22 +  1

23 𝑎23 + … + 
1

210 𝑎210   =  𝑚 

 แลว้จ านวนเต็มบวกที่มากที่สดุทีน่อ้ยกวา่ 𝑚 เทา่กบัเทา่ใด 
ตอบ 59 

จากผลบวก 𝑛 พจนแ์รก = 3𝑛2 + 2𝑛 → ผลบวก 1 พจนแ์รก คือ  𝑎1  =  3(12) + 2(1)  =  5 

 →  ผลบวก 2 พจนแ์รก คือ  𝑎1 + 𝑎2  =  3(22) + 2(2)  =  16 

  แต ่ 𝑎1 = 5  ดงันัน้ จะเหลอื  𝑎2  =  16 − 5  =  11 

 →  จะได ้ 𝑑  =  𝑎2 − 𝑎1  =  11 − 5  =  6 

แทน  𝑎1 = 5  และ  𝑑 = 6  ในสตูร 
 
 

 
จะได ้ 1

2
𝑎2 + 

1

22 𝑎22 +  1

23 𝑎23 + … + 
1

210 𝑎210  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

เนื่องจาก  1

210  มีคา่นอ้ยกวา่ 1  ดงันัน้ จ านวนเต็มที่มากที่สดุ ที่นอ้ยกวา่  59  +  
1

210  คือ 59 

 

34. ก าหนดให ้𝐴𝐵𝐶 เป็นรูปสามเหลีย่มมมุฉาก  โดยที่มมุ 𝐶 เป็นมมุฉาก  และมมุ A สอดคลอ้งกบัสมการ 
 2 cos 2𝐴 − 8 sin 𝐴 + 3  =  0    ให ้𝑎, 𝑏 และ 𝑐 เป็นความยาวของดา้นตรงขา้มมมุ 𝐴  มมุ 𝐵  และมมุ 𝐶 

 ตามล าดบั    ถา้  𝑎 + 𝑐 = 30  แลว้คา่ของ  𝑎 sin 𝐴 + 𝑏 sin 𝐵  เทา่กบัเทา่ใด 
ตอบ 20 

 
 
 
 
 
 
 
 

จะเหลอื  𝐵  =  180° − 90° − 60°  =  30°  ดงัรูป 

หาความสมัพนัธร์ะหวา่ง 𝑎 และ 𝑐  จะได ้ sin 𝐴  =   แทนในสมการท่ีโจทยใ์ห ้
 
 

 และจะได ้ 𝑐  =  2(10)  =  20 

𝑎𝑛 =  𝑎1 + (𝑛 − 1)𝑑 
 =   5  + (𝑛 − 1)(6) 
 =   5 + 6𝑛 − 6 
 =           6𝑛 − 1 

=  
6(2)−1

2
 + 

6(22)−1

22  + 
6(23)−1

23  + … + 
6(210)−1

210  

=   6 −
1

2
 +  6 −

1

22 +  6 −
1

23 + …  +  6 −
1

210 

=  (6+6+6+…+6) − (
1

2
+

1

22 +
1

23 +  … +
1

210) 

=              60               −          

1

2
(1−(

1

2
)

10
)

1−
1

2

 

=              60               −        (1 − (
1

2
)

10
) 

=              60               −          1  +  
1

210 

=                             59  +  
1

210 

อนกุรมเรขาคณิต  𝑆𝑛 = 
𝑎1(1 − 𝑟𝑛)

1 − 𝑟
 

       2 cos 2𝐴 − 8 sin 𝐴 + 3 =  0 
2(1 − 2 sin2 𝐴) − 8 sin 𝐴 + 3 =  0 
     2 − 4 sin2 𝐴 − 8 sin 𝐴 + 3 =  0 
             4 sin2 𝐴 + 8 sin 𝐴 − 5 =  0 
      (2 sin 𝐴 − 1)(2 sin 𝐴 + 5) =  0 

        sin 𝐴   =   
1

2
    ,    −

5

2
 

        𝐴  =  30° ,  150° 

(sin ตอ้งอยูใ่นชว่ง [−1, 1]) 
(มมุประกอบมมุฉาก ตอ้งไม่เกิน 90°) 

𝐴  

𝐵  

𝐶  

60° 

𝑎  
𝑐  

𝑏  
30° 

sin 30° =    𝑎
𝑐
 

     
1

2
 =    𝑎

𝑐
 

     𝑐 =  2𝑎 

𝑎 + 𝑐 =  30 
𝑎 + 2𝑎 =  30 
𝑎 =  10 
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พีทากอรสั จะได ้ 𝑏  =  √𝑐2 − 𝑎2  =  √202 − 102  =  √300  =  10√3 

ดงันัน้  𝑎 sin 𝐴 + 𝑏 sin 𝐵 =  10 sin 30° + 10√3 sin 60° 

 =  10 (   
1

2
   )  + 10√3 (  

√3

2
  )     =   5 + 15    =  20 

 

35. ก าหนดให ้ 𝑈 = { 1, 2, 3, … , 10 }    และให ้𝐴 และ 𝐵 เป็นสบัเซตของ 𝑈    โดยที ่ 𝐴 ∩ 𝐵 = { 1, 9 } , 

 (𝐴 − 𝐵) ∪ (𝐵 − 𝐴)  =  { 2, 3, 4, 5, 8, 10 }    และ  𝑈 − 𝐴 = { 3, 5, 6, 7 } 

 จ านวนสมาชิกของเซต  𝐴 × 𝐵  เทา่กบัเทา่ใด 

ตอบ 24 

 

จาก  𝐴 ∩ 𝐵 = { 1, 9 }  จะไดส้ว่นตรงกลาง = 1, 9  ดงัรูป 

  

จาก  𝑈 − 𝐴 = { 3, 5, 6, 7 }  จะได ้3, 5, 6, 7 ตอ้งไมอ่ยูใ่น 𝐴 
ดงันัน้ สมาชิกที่เหลอื 1, 2, 4, 8, 9, 10  ตอ้งอยูใ่น 𝐴  ดงัรูป 

 

จาก  (𝐴 − 𝐵) ∪ (𝐵 − 𝐴)  =  { 2, 3, 4, 5, 8, 10 }     

แสดงวา่ 3 กบั 5 ตอ้งอยูใ่นซีกทางขวา  ดงัรูป 
จะได ้ 𝑛(𝐴 × 𝐵)  =  𝑛(𝐴) × 𝑛(𝐵)  =  6 × 4  =  24 

 

36. ให ้ℝ แทนเซตของจ านวนจรงิ    ให ้ 𝑓 : ℝ → ℝ  และ  𝑔 : ℝ → ℝ  เป็นฟังกช์นั 

 โดยที่  𝑓(𝑥)  =  {
𝑥 − 2 ;  𝑥 ≤ 4

3𝑥 − 10 ;  𝑥 > 4
    และ  𝑔(𝑥)  =  {

𝑥 + 2 ;  𝑥 < 1
1

2
(𝑥 + 5) ;  𝑥 ≥ 1

 

 ถา้  (𝑓 ∘ 𝑔−1)(𝑥) = 2  แลว้  𝑥 เทา่กบัเทา่ใด 
ตอบ 4.5 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 
9 

2  4 
8 10 

3 
5 

𝐴  𝐵  

1 
9 

𝐴  𝐵  

1 
9 

2  4 
8 10 

𝐴  𝐵  

(𝑓 ∘ 𝑔−1)(𝑥) =  2 
  𝑓(𝑔−1(𝑥)) =  2 

𝑔−1(𝑥) − 2 =  2 
𝑔−1(𝑥) =  4 
         𝑥 =  𝑔(4) 

         𝑥 =  
1

2
(4 + 5) 

         𝑥 =       4.5 

3𝑔−1(𝑥) − 10 =   2 
3𝑔−1(𝑥) =  12 
  𝑔−1(𝑥) =   4 

ไมรู่ว้า่ตอ้งใช ้𝑓 สตูรไหน เพราะไมรู่ว้า่ 𝑔(𝑥)  ≤ 4  หรอื > 4 

จะลยุใชท้ัง้ 2 สตูร แลว้คอ่ยดคูวามเป็นไปไดข้องเงื่อนไขทีหลงั 

กรณี  𝑔−1(𝑥)  ≤  4  →  ใช ้𝑓 สตูรบน กรณี  𝑔−1(𝑥)  >  4  →  ใช ้𝑓 สตูรลา่ง 

4 ≥ 1 

ใช ้𝑔 สตูรลา่ง 

→  ไมข่ดัแยง้ 

ขดัแยง้กบัเง่ือนไข  𝑔−1(𝑥) > 4 

กรณีนีจ้งึใชไ้มไ่ด ้
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37. ให ้𝐴 เป็นเซตของจ านวนจรงิบวก 𝑥 ทัง้หมดที่สอดคลอ้งกบัสมการ    (log3 9𝑥)2 − 3 log√3 𝑥 − 7  =  0 
 ผลคณูของสมาชิกทัง้หมดในเซต 𝐴 เทา่กบัเทา่ใด 

ตอบ 9 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

38. ก าหนดให ้𝑓 และ 𝑔 เป็นฟังกช์นัท่ีนยิามโดย  𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 𝑥 + 𝑎  และ  𝑔(𝑥) = 𝑥2 + 𝑏𝑥  ส  าหรบัทกุ 

จ านวนจรงิ 𝑥  เมื่อ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนเตม็    ถา้  (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥) = (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥)  ส  าหรบัทกุจ านวนจรงิ 𝑥 

 แลว้  𝑓(𝑏) + 𝑔(𝑎)  เทา่กบัเทา่ใด 
ตอบ 2 

โจทยใ์ห ้ (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥)  =  (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥)  ส  าหรบั 𝑥 ทกุตวั  →  จะจดัรูปตามก าลงัของ 𝑥 แลว้เทียบสมัประสทิธ์ิ 
  (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥)  
 
 
 
 
 
  (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥) 
 
 
 
 
 
 

เทียบ สปส 𝑥3 เทียบ สปส 𝑥2 ตรวจสอบ สปส 𝑥 ตรวจสอบพจนค์า่คงที ่
 
 
 

ดงันัน้  𝑓(𝑏) + 𝑔(𝑎) 

 
 

39. คา่ของ  lim
x0

𝑥√𝑥+√1+𝑥

√8+𝑥
3

 − 2
  เทา่กบัเทา่ใด 

ตอบ 12 

ลองแทน  𝑥 = 0  จะได ้0
0
  →  ตอ้งจดัรูปให ้𝑥 โผลม่าตดักนัก่อน 

  เศษมี 𝑥 พรอ้มตดัอยูแ่ลว้  →  ไมต่อ้งจดัรูปเศษ 

  สว่นเป็น √   
3

  ตอ้งคณูใหเ้ขา้สตูรผลตา่งก าลงัสาม  (น − ล)(น2 + นล + ล2)  =  น3 − ล3 

 

        (log3 9𝑥)2 − 3 log√3 𝑥 − 7 =  0 

(log3 9 + log3 𝑥)2 − 3 log
3

1
2

𝑥 − 7 =  0 

(    2    + log3 𝑥)2 −
 3 
1

2

log3 𝑥 − 7 =  0 

(    2    +     𝑘     )2 −  6     𝑘     − 7 =  0 
      4 + 4𝑘 + 𝑘2     −    6𝑘  − 7 =  0 
                   𝑘2 − 2𝑘 − 3 =  0 
               (𝑘 + 1)(𝑘 − 3) =  0 

       𝑘 =  −1  ,   3 
log3 𝑥 =  −1  ,   3 
         𝑥 =  3−1 ,  33 

จะไดผ้ลคณูค าตอบ  =  3−1 × 33  =  32  =  9 

ให ้ log3 𝑥 = 𝑘 

=  𝑓(𝑔(𝑥)) 

=  𝑓(𝑥2 + 𝑏𝑥) 
=  (𝑥2 + 𝑏𝑥)2 − (𝑥2 + 𝑏𝑥) + 𝑎 
=  𝑥4 + 2𝑏𝑥3 + 𝑏2𝑥2 − 𝑥2 − 𝑏𝑥 + 𝑎 
=  𝑥4 + 2𝑏𝑥3 + (𝑏2 − 1)𝑥2 − 𝑏𝑥 + 𝑎 

=  𝑔(𝑓(𝑥)) 

=  𝑔(𝑥2 − 𝑥 + 𝑎) 
=  (𝑥2 − 𝑥 + 𝑎)2 + 𝑏(𝑥2 − 𝑥 + 𝑎) 
=  𝑥4 + 𝑥2 + 𝑎2 − 2𝑥3 + 2𝑎𝑥2 − 2𝑎𝑥 + 𝑏𝑥2 − 𝑏𝑥 + 𝑎𝑏 
=  𝑥4 − 2𝑥3 + 𝑥2 + 2𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥2 − 2𝑎𝑥 − 𝑏𝑥 + 𝑎2 + 𝑎𝑏 
=  𝑥4 − 2𝑥3 + (1 + 2𝑎 + 𝑏)𝑥2 − (2𝑎 + 𝑏)𝑥 + 𝑎2 + 𝑎𝑏 

(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2 = 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 
  + 2𝑎𝑏 + 2𝑎𝑐 + 2𝑏𝑐 

2𝑏 =  −2 
𝑏 =  −1 

    𝑏2 − 1 =  1 + 2𝑎 + 𝑏 
(−1)2 − 1 =  1 + 2𝑎 + (−1) 
         0 =            𝑎 

  𝑏 =  2𝑎 + 𝑏 
−1 =  2(0) + (−1)     

𝑎 =  𝑎2 + 𝑎𝑏 
0 =  02 + 0(−1)     

=  𝑏2 − 𝑏 + 𝑎  +  𝑎2 + 𝑎𝑏 
=  (−1)2 − (−1) + 0 + 02 + 0(−1)    = 2 
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𝑥√𝑥+√1+𝑥

√8+𝑥
3

 − 2
 ∙ √8+𝑥

3  2
+ 2 √8+𝑥

3
 + 22

√8+𝑥
3  2

+ 2 √8+𝑥
3

 + 22
 

 
 
 
 

ตดั 𝑥 ไดแ้ลว้ ลองแทน 𝑥 = 0  ใหม ่ →  (√0 + √1 + 0) (√8 + 0
3  2

+ 2√8 + 0
3

+ 22) 

 = (         1            )(           4       +          4     + 4)    =  12 
 

40. ก าหนดให ้𝑎, 𝑏, 𝑐 เป็นจ านวนจรงิจดัเรยีงกนัเป็นล าดบัเรขาคณิต  โดยที ่ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐  =  14 

 และ   𝑎 ,   𝑏 + 3 ,   𝑐 + 4   จดัเรยีงกนัเป็นล าดบัเลขคณิต  คา่ของ  𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2  เทา่กบัเทา่ใด 
ตอบ 84 

ให ้ 𝑎, 𝑏, 𝑐  มีอตัราสว่นรว่ม = 𝑟   → จากสมบตัิของล าดบัเรขาคณิต จะได ้  𝑏 = 𝑎𝑟   และ   𝑐 = 𝑎𝑟2 

 แทนในสมการ 
 
 

โจทยใ์ห ้ 𝑎 ,   𝑏 + 3 ,   𝑐 + 4  เป็นล าดบัเลขคณิต    →  จากสมบตัขิองล าดบัเลขคณิต จะได ้  
 
 
 
 

(1) ÷ (2)  จะท าให ้𝑎 ตดักนัได ้: 
 
 
 
 
 
 

กรณี 𝑟 = 
1

2
  แทนใน (1) : กรณี 𝑟 = 2  แทนใน (1) :  

 
  
 
 

จะเห็นวา่ทัง้ 2 กรณี ไดต้วัเลขเหมือนกนั  →  จะได ้ 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2  =  22 + 42 + 82  =  84 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

=  
(𝑥√𝑥+√1+𝑥)( √8+𝑥

3  2
+ 2 √8+𝑥

3
 + 22)

√8+𝑥
3  3

 − 23
 

=  
(𝑥√𝑥+√1+𝑥)( √8+𝑥

3  2
+ 2 √8+𝑥

3
 + 22)

𝑥
 

=  (√𝑥 + √1 + 𝑥) (√8 + 𝑥
3  2

+ 2√8 + 𝑥
3

+ 22) 

    𝑎 + 𝑏 + 𝑐 =  14 
  𝑎 + 𝑎𝑟 + 𝑎𝑟2 =  14 
𝑎(1 + 𝑟 + 𝑟2) =  14 …(1) 

𝑏 + 3 − 𝑎 =  (𝑐 + 4) − (𝑏 + 3) 
𝑎𝑟 + 3 − 𝑎 =  𝑎𝑟2 + 4 − 𝑎𝑟 − 3 
          2 =  𝑎𝑟2 − 2𝑎𝑟 + 𝑎 
          2 =  𝑎(𝑟2 − 2𝑟 + 1) …(2) 

𝑎(1+𝑟+𝑟2)

𝑎(𝑟2−2𝑟+1)
 =  

14

2
 

1 + 𝑟 + 𝑟2 =  7𝑟2 − 14𝑟 + 7 
      0 =  6𝑟2 − 15𝑟 + 6 
      0 =  2𝑟2 − 5𝑟 + 2 
      0 =  (2𝑟 − 1)(𝑟 − 2) 

         𝑟  =  
1

2
  ,   2 

𝑎 (1 +
1

2
+

1

4
) =  14 

𝑎 (
  4 + 2 + 1  

4
) =  14 

𝑎 =   8 

𝑎(1 + 2 + 4) =  14 
𝑎 =   2 

จะไดล้  าดบั  𝑎, 𝑏, 𝑐  คือ  2 , 4 , 8 

จะไดล้  าดบั  𝑎, 𝑏, 𝑐  คือ  8 , 4 , 2 
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41. ก าหนดตารางแจกแจงความถ่ีแสดงผลทดสอบของนกัเรยีนหอ้งหนึง่ ดงันี ้ 
 

 เมื่อ 𝑎 เป็นจ านวนเต็มบวก   
 ถา้คะแนนเฉลีย่เลขคณิตของผลทดสอบเทา่กบั 2.8 

 แลว้จ านวนนกัเรยีนหอ้งนีเ้ทา่กบัเทา่ใด 
ตอบ 60 

จากสตูร  คา่เฉลีย่  =  ผลรวมคะแนน  ÷  จ านวนคน 
ผลรวมคะแนน 

 
 

จ านวนคน 
 
 
 

จะได ้คา่เฉลีย่ 

 
 
 
 
 
 
 

แต ่ 𝑎 = −
10

3
  ไมไ่ด ้เพราะจะท าใหบ้างแถวมีจ านวนคน ไมเ่ป็นจ านวนเต็มบวก  →  เหลอื  𝑎 = 4  คา่เดียว 

แทนคา่  𝑎 = 4  ใน (∗)  จะไดจ้ านวนคน  =  2(42) + 7(4)    =  60 

 

42. ให ้ℝ เป็นเซตของจ านวนจรงิให ้ 𝑓 : ℝ → ℝ  เป็นฟังกช์นั 

 โดยที ่ 𝑓(𝑥)  =  {
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 4 ; 𝑥 ≥ 0

4𝑥 + 𝑐 ; 𝑥 < 0
  เมื่อ 𝑎, 𝑏 และ 𝑐 เป็นจ านวนจรงิ    

 ถา้ 𝑓 เป็นฟังกช์นัตอ่เนื่องบนเซตของจ านวนจรงิและสอดคลอ้งกบั  𝑓′(3) + 𝑓(3)  =  45  และ  
1

0
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥  =  

9

2
 

 แลว้คา่ของ  𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏) + 𝑓(𝑐) เทา่กบัเทา่ใด 
ตอบ 76 

𝑓 ตอ่เนื่อง แสดงวา่ตรงรอยตอ่ของทัง้สองสตูร (ที่ 𝑥 = 0)  ตอ้งไดค้า่เทา่กนั 

 

เมื่อ 𝑥 = 3 ≥ 0  จะได ้ →  ใชใ้น 
 
 

และเมื่อ 𝑥 ∈ (0, 1)  จะได ้𝑥 ≥ 0  จะได ้
 
 
 
 
 

คะแนน จ านวนนกัเรยีน (คน) 
0 𝑎 − 2 
1 𝑎 
2 𝑎2 
3 (𝑎 + 1)2 
4 2𝑎 
5 𝑎 + 1 

 

            2.8 =    
5𝑎2+20𝑎+8

2𝑎2+7𝑎
 

             
14

5
 =    

5𝑎2+20𝑎+8

2𝑎2+7𝑎
 

     28𝑎2 + 98𝑎 =  25𝑎2 + 100𝑎 + 40 
  3𝑎2 − 2𝑎 − 40 =                  0 
(3𝑎 + 10)(𝑎 − 4) =                  0 

   𝑎  =  −
10

3
 ,  4 

=  (0)(𝑎 − 2) + (1)(𝑎) + (2)(𝑎2) + (3)(𝑎 + 1)2 + (4)(2𝑎) + (5)(𝑎 + 1) 

=          0           +      𝑎      +     2𝑎2   + 3𝑎2 + 6𝑎 + 3   +   8𝑎     +     5𝑎 + 5 

=                                                   5𝑎2 + 20𝑎 + 8 

=  (𝑎 − 2) +  𝑎 + 𝑎2  + (𝑎 + 1)2  +  2𝑎 + (𝑎 + 1) 

=    𝑎 − 2 +  𝑎 +  𝑎2  +  𝑎2 + 2𝑎 + 1 +  2𝑎 +  𝑎 + 1 

=                                     2𝑎2 + 7𝑎 …(∗) 

𝑎(02) + 𝑏(0) + 4 =  4(0) + 𝑐 
                              4 =                𝑐 

 𝑓(𝑥)  =  𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 4 
𝑓′(𝑥)  =  2𝑎𝑥 + 𝑏 

      𝑓′(3)   +           𝑓(3) =  45 
2𝑎(3) + 𝑏 + 𝑎(32) + 𝑏(3) + 4 =  45 
               15𝑎 + 4𝑏 =  41    …(1) 


1

0
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =  

1

0
(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 4) 𝑑𝑥 

     
9

2
 =        

𝑎𝑥3

3
 + 

𝑏𝑥2

2
 + 4𝑥  |

1
 
0
 

     
9

2
 =      (

𝑎

3
+

𝑏

2
+ 4) − (0) 

   27 =    2𝑎 + 3𝑏 + 24 
   2𝑎 + 3𝑏 =    3 …(2) 
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3×(1) − 4×(2) : 
 
 
 

แทนคา่ 𝑎 = 3 ,  𝑏 = −1 ,  𝑐 = 4    จะได ้ 𝑓(𝑥)  =  {
3𝑥2 − 𝑥 + 4 ; 𝑥 ≥ 0

4𝑥 + 4 ; 𝑥 < 0
 

และจะได ้ 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏) + 𝑓(𝑐) 

 
 

43. ก าหนดให ้𝐴 เป็นเซตของล าดบัเลขคณิต  1, 4, 7, 10, … 
 ให ้ 𝑓(𝑥) = 5𝑥 + 3  และ  𝑔(𝑥) = 𝑥 + 4  ส  าหรบัทกุจ านวนจรงิ 𝑥 

 ถา้  ℎ(𝑥)  =  {
𝑓(𝑥) ;  𝑥 ∈ 𝐴

𝑔−1(𝑥) ;  𝑥 ∉ 𝐴
      แลว้คา่ของ  ℎ(ℎ(ℎ(100)))  เทา่กบัเทา่ใด 

ตอบ 2498 

คา่  ℎ(ℎ(ℎ(100)))  หาไดโ้ดย เอา 100 มาหาคา่ ℎ ไป 3 ครัง้ 
หา ℎ(100) : สงัเกตวา่ตวัเลขใน 𝐴 บวกเพิ่มทีละ 3  ดงันัน้ ทกุตวัใน 𝐴 จะหารดว้ย 3 เหลอืเศษเทา่กนั คือเหลอืเศษ 1 

 100 หารดว้ยดว้ย 3 เหลอืเศษ 1  ดงันัน้  100 ∈ 𝐴  นั่นคือ  ℎ(100) จะใชส้ตูรบน 

 ได ้ ℎ(100)  =  𝑓(100)  =  5(100) + 3  =  503 

หา ℎ(503) : 503 หารดว้ย 3 เหลอืเศษ 2  ดงันัน้  503 ∉ 𝐴  นั่นคือ  ℎ(503) จะใชส้ตูรลา่ง 
 ได ้ ℎ(503)  =  𝑔−1(503)    →  ตอ้งหา  𝑔−1(𝑥)  ก่อน 

  
 
 
 
 
 
 

 ดงันัน้  ℎ(503)  =  𝑔−1(503)  =  503 − 4  =  499 

หา ℎ(499) : 499 หารดว้ย 3 เหลอืเศษ 1  ดงันัน้  499 ∈ 𝐴  นั่นคือ  ℎ(499) จะใชส้ตูรบน 

 ได ้ ℎ(499)  =  𝑓(499)  =  5(499) + 3  =  2498 

นั่นคือ  ℎ(ℎ(ℎ(100)))  =  ℎ(ℎ(503))  =  ℎ(499)  =  2498 

 

44. กลอ่งใบหนึง่มีลกูบอลสแีดง ลกูบอลสเีขียวและลกูบอลสเีหลอืง โดยมีจ านวนลกูบอลสแีดงคดิเป็นรอ้ยละ 30 และมี
จ านวนลกูบอลสเีขยีวคิดเป็นรอ้ยละ 20    ถา้เพิ่มจ านวนลกูบอลสเีหลอืงอีก 20 ลกู ใสล่งในกลอ่งใบนี ้พบวา่จ านวน
ลกูบอลสเีหลอืงคิดเป็นรอ้ยละ 60    จงหาวา่ในกลอ่งใบนีม้ีจ านวนลกูบอลสแีดงทัง้หมดก่ีลกู 

ตอบ 24 

มีสแีดง 30% สเีขียว 20%  →  ที่เหลอืเป็น สเีหลอืง 50%  →  มีสเีหลอืงครึง่หนึง่ของลกูบอลทัง้หมด 

ถา้สมมติใหม้ีสเีหลอืง 𝑥 ลกู  จะมีลกูบอลทัง้หมด = 2𝑥 ลกู 

ถา้เพิม่สเีหลอืง 20 ลกู  จะท าใหม้ีสเีหลอืง  𝑥 + 20  ลกู  และลกูบอลทัง้หมดจะเพิ่มเป็น  2𝑥 + 20  ลกู 
หลงัเพิ่ม จะมีสเีหลอืง 60%  แสดงวา่  𝑥+20

2𝑥+20
  =  

60

100
  =  

3

5
 

 
 

3(15𝑎 + 4𝑏) − 4(2𝑎 + 3𝑏) =  3(41) − 4(3) 
                     37𝑎 =          111 
                          𝑎 =              3 2(3) + 3𝑏 =   3 

                𝑏 =  −1 
→  แทนใน (2) : 

=  𝑓(3) + 𝑓(−1) + 𝑓(4) 
=  3(32) − 3 + 4  +  4(−1) + 4  +  3(42) − 4 + 4    =  76 

𝑔(𝑥) =    𝑥 + 4 
    𝑥 =  𝑔−1(𝑥 + 4) 
    𝑥 =  𝑔−1(    𝑘    ) 
𝑘 − 4 =  𝑔−1(    𝑘    ) 
𝑥 − 4 =  𝑔−1(    𝑥    ) 

ให ้ 𝑘  =  𝑥 + 4 
𝑘 − 4  =  𝑥 

จาก 

จะได ้ 𝑔−1(𝑥)  =  𝑥 − 4 

แทน 𝑘 ดว้ย 𝑥 

5𝑥 + 100 = 6𝑥 + 60 
40 =  𝑥 
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นั่นคือ เดิมมีสเีหลอืง 40 ลกู จากลกูบอลทัง้หมด  2(40) = 80 ลกู 

มีลกูบอลสแีดง 30%  จะคิดเป็น  30

100
× 80  =  24 ลกู 

 

45. ก าหนดให ้ 𝐵 = [
𝑎 2 −1
3 𝑏 2

−1 3 𝑐
]  เมื่อ  𝑎, 𝑏 และ 𝑐 เป็นจ านวนจรงิ  และ  𝐶 = [

1

3
0 0

0 −
1

2
0

0 0 1

] 

 ถา้ 𝐴 เป็นเมทรกิซท์ี่มมีิติ 3 × 3 โดยที ่ 𝐴𝐵 = 𝐶  และ  𝐴 [
4𝑎 + 1
5𝑏 + 2
4𝑐 + 3

]  =  [
1

−2
3

] 

 แลว้ คา่ของ  𝑎 + 𝑏 + 𝑐  เทา่กบัเทา่ใด 
ตอบ 23 

ขอ้นีห้า 𝐴 จากการแกส้มการ 𝐴𝐵 = 𝐶  คอ่นขา้งยาก  เพราะไมรู่ค้า่  𝑎, 𝑏, 𝑐  ใน 𝐵  ท าใหห้า  𝐵−1  ล  าบาก 
แตจ่ะเห็นวา่โจทยใ์ห ้𝐶 มาครบทกุสมาชิก  →  หา 𝐶−1 ง่ายกวา่ 𝐵−1 

( det 𝐶 = (
1

3
) (−

1

2
) (1)  ≠ 0  แสดงวา่  𝐶−1 และ  𝐴−1 หาคา่ได ้) 

→  จะหา 𝐴−1 จาก แทน แลว้คอ่ยน า 𝐴−1 ไปใชใ้น    𝐴 [
4𝑎 + 1
5𝑏 + 2
4𝑐 + 3

]   =         [
1

−2
3

] 

 
 
 
  
หา 𝐶−1 โดยการแกส้มการ  𝐶𝑋 = 𝐼  ดว้ยเมทรกิซแ์ตง่เติม [ 𝐶 | 𝐼 ] เพื่อหาคา่ 𝑋 

[ 

1

3
0 0   1 0 0

0 −
1

2
0   0 1 0

0 0 1   0 0 1

 ]   
3𝑅1

−2𝑅2

~
    [ 

1 0 0
0 1 0
0 0 1

  |  
3 0 0
0 −2 0
0 0 1

 ]    →  จะได ้ 𝑋  =  [
3 0 0
0 −2 0
0 0 1

]  =  𝐶−1 

แทน 𝐵 และ 𝐶−1 ใน (1) จะได ้   𝐴−1  =  [
𝑎 2 −1
3 𝑏 2

−1 3 𝑐
] [

3 0 0
0 −2 0
0 0 1

]  =  [
3𝑎 −4 −1
9 −2𝑏 2

−3 −6 𝑐
] 

แทน  𝐴−1 ใน (2) จะได ้   [
4𝑎 + 1
5𝑏 + 2
4𝑐 + 3

]   =  [
3𝑎 −4 −1
9 −2𝑏 2

−3 −6 𝑐
] [

1
−2
3

] 

 
 
 
 

ดงันัน้ 
 

จะได ้ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐  =  4 + 13 + 6  =  23 
 
 

เครดิต 

ขอบคณุ ขอ้สอบ และเฉลย จาก อ.ป๋ิง GTRmath 

ขอบคณุ คณุครูเบิรด์ จาก กวดวิชาคณิตศาสตรค์รูเบิรด์ ยา่นบางแค 081-8285490 

และ คณุ บญุช่วย ฤทธิเทพ 

[
4𝑎 + 1
5𝑏 + 2
4𝑐 + 3

]   =  𝐴−1 [
1

−2
3

]    …(2) 

𝐴𝐵 =         𝐶 
   𝐵 =  𝐴−1𝐶 
   𝐵𝐶−1 =  𝐴−1      …(1) 

[
4𝑎 + 1
5𝑏 + 2
4𝑐 + 3

]   =             [
3𝑎 + 5

4𝑏 + 15
3𝑐 + 9

] 

4𝑎 + 1 =  3𝑎 + 5 
   𝑎 =            4 

5𝑏 + 2 =  4𝑏 + 15 
   𝑏 =            13 

4𝑐 + 3 =  3𝑐 + 9 
   𝑐 =            6 
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