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เรียบเรียงโดย คณิต มงคลพิทักษ์สุข 
(พ่ีนวย kanuay.com) 

เผยแพร่ท่ีเวบ็ไซต์ kanuay.com และกรุ๊ปเฟซบุ๊ค MathHubb 
  Release 1.0 – 2.6.3 มีนาคม 2547 – ธันวาคม 2558 
  Release 2.6.4 ธันวาคม 2559 

เอกสาร Math E-Book ทุกรุ่นเป็นผลงานเรียบเรียงของนายคณิต มงคลพิทักษ์สุข 
ได้รับการคุ้มครองตามพระราชบัญญัติลิขสิทธิ์ พ.ศ.2537/2558 (ยกเว้นข้อสอบ) 

 เงื่อนไขในการใช้งาน เป็นไปตามสัญญาครีเอทีฟคอมมอนส์แบบ CC–BY–NC–ND 
    T อนุญาตให้ใช้อ่านส่วนบุคคล    T เผยแพร่ต่อได้โดยแสดงแหล่งที่มา (ชื่อผู้เขียน-เว็บไซต์) 
    F ไม่อนุญาตให้ใช้แสวงหารายได้   F ไม่อนุญาตให้แก้ไขดัดแปลง 

ผู้ท่ีต้องการเผยแพร่ส่วนใด ๆ  ของเอกสารนี้เพ่ือวัตถุประสงค์อื่น หรือใช้ประกอบการสอน 
กรุณาแจ้งให้พิจารณาและยินยอมเปน็ลายลักษณ์อักษรก่อน 

   ผลงานหนังสอืคณิต ม.4–5–6 จากผู้เขียน 

   สํานักพิมพ์ Science Center  (ซื้อได้จากร้านธรรมบัณฑิต ซีเอ็ด ศูนย์หนังสือจุฬาฯ แพร่พิทยา) 
2548 “คณิตศาสตร์ O-NET & A-NET” ฉบับตีพิมพ์ของ “Math E-Book” R2.0 
2552 “Hi-Speed Math” #1 #2 รวมข้อสอบจริง 33 พ.ศ. (2520–2552) แยกตามหัวข้อ 

+ แถมสรุปเนื้อหาจาก “Math E-Book ฉบับเข้มข้น”

   สํานักพิมพ์ Math E-Book  (สั่งซื้อได้ที่เว็บ kanuay.com และแฟนเพจ) 
2555 “O-NET สนทนา” #1 #2  สอนคณิต 9 บท ด้วยบทสนทนา แทนการเรียนพิเศษ 

+ แถมรหัสล็อกอิน ดูเฉลยแนวข้อสอบ ฯลฯ

2560* (“Hi-Speed Math” #3) รวมแนวข้อสอบ PAT1 + O-NET + สามัญ (2552–2559) 
2560* (ตะลุยข้อสอบ ปกแข็ง 3 เล่ม) รีมาสเตอร์ HSM #1-2-3 สั่งผลิตเท่าจํานวนผู้สั่งซ้ือ 

* ออกวางจําหน่ายในเร็วๆน้ี / ชื่อหนังสือยังไม่สรุป

ทดลองอ่านทกุเล่ม ฟรี อย่างนอ้ย 2–3 บท โหลดได้ที่เว็บ kanuay.com นะครับ 
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คําช้ีแจง 
 

ภายในหนังสอืเล่มนี้ประกอบด้วย เนื้อหาคณิตศาสตร ์ ตามหลักสูตรการศึกษาขั้น
พ้ืนฐาน พ.ศ.2551 ระดับชัน้ ม.4 – ม.6 ครบทุกหัวข้อ (ซึ่งพยายามเขยีนให้กระชับท่ีสุด) และ 
โจทย์แบบฝึกหัด ท่ีเรียงลําดับจากง่ายไปยาก พร้อมท้ังเนื้อหาและเทคนิคการคํานวณท่ีควรทํา
ความเข้าใจเพ่ิมเติม โดยเนื้อหาบางบทเรียนสามารถเร่ิมศึกษาได้ทันที แต่บางบทเรียนก็ต้อง
อาศัยพ้ืนฐานความรู้จากบทเรียนอืน่ประกอบด้วย ดังนั้นเพ่ือป้องกันการสับสนผู้อ่านควรศึกษา
ทําความเข้าใจเรียงตามหัวข้อดังแผนภาพนี ้
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ตอนท้ายของหนังสือได้ผนวก ข้อสอบเข้ามหาวิทยาลัย วชิาคณิตศาสตร์ 36 ฉบับ 
(2541 – 2559) และวิชาความถนัดทางวิศวกรรมเฉพาะข้อเนื้อหาคณิตศาสตร์ไว้ใหด้้วย เพ่ือให้
ผู้อ่านใช้ฝึกฝนเตรียมตัวสอบเข้ามหาวิทยาลัย (O-NET, PAT1, วิชาสามญั) ได้เป็นอยา่งดี 

หากต้องการขอ้สอบที่มากขึน้ ขอแนะนําหนังสือตะลุยข้อสอบ Hi-Speed Math เล่ม 
1 – 2 นะครับ และเร็ว ๆ  น้ีจะจัดพิมพ์ตะลุยฯ เล่ม 3 อัปเดตแนวข้อสอบถึงปี 2559 ด้วยครับ 
 

ในท้ายบทเรียนและท้ายข้อสอบมี เฉลยคําตอบและวิธีคิด กํากับไว้ครบถ้วน โดยวิธี
คิดในหนังสือเล่มนี้จะเปน็เพียงสรุปหลักการในภาพรวมของข้อนั้น ๆ  ไม่ได้แสดงวิธีทําละเอียด
ทุกขั้นตอน ท้ังนี้เป็นความต้ังใจจะให้ผู้อ่านได้ลองคิดตามและเกิดความเข้าใจไปพร้อมกัน เพ่ือ
จะทําข้อสอบเองได้อย่างรวดเร็วขึ้น 

เชื่อว่าหากผู้อ่านได้ให้เวลาทําความเข้าใจเนือ้หาอย่างถ่ีถ้วน ฝึกทําโจทย์แบบฝึกหัด
ไปทีละขั้น ๆ  พร้อมตรวจเฉลยวิธีคิดทุกขอ้ ก็จะติดตามบทเรียนจนจบลลุ่วงและมีประสิทธิภาพ 
ท่ีสําคัญหากเกิดข้อสงสยัในเร่ืองใดควรรีบถามผู้รู้ทันที ไม่ควรปล่อยให้ติดค้างอยู่นะครับ 
(สามารถพูดคุย สอบถามข้อสงสัยกับผู้เขียนได้ทั้งทางอีเมล เว็บบอร์ด แฟนเพจ ทีแ่จ้งไว้ในหน้าถัดไปครับ) 
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แนวโจทย์ข้อสอบเข้าฯ ในปัจจุบัน 
โจทย์ข้อสอบเข้ามหาวิทยาลัยปัจจุบันนี้เปล่ียนแนวไป ทําให้ผู้เรียนหลายคนบ่นว่ายากขึ้น

มาก ส่วนตัวผู้เขียนเห็นว่าเป็นข้อสอบที่ดีเพราะเร่ิมเน้นความเข้าใจในเนื้อหาและนิยามที่สําคัญ ๆ  ของ
บทเรยีนยิง่ข้ึน ลักษณะขอ้สอบแบบน้ีอนัทีจ่ริงไม่ถอืว่ายากแตค่อ่นไปในทางลึกซ้ึงมากกว่า นัน่คอืผูท้ี่
จะทําข้อสอบแบบน้ีได้จะต้องรู้ลึกและแม่นจริง สูตรลัดกลายเป็นส่ิงไร้ค่า และการขยันเรียนที่โรงเรียน
โดยตลอดพร้อมกับทําความเข้าใจในแบบฝึกหัดเพ่ิมเติมด้วยตนเองจะได้ผลดีมากกว่าการกวดวิชา 
 
เรียนคณิตศาสตร์อย่างไรให้ได้ผลดี 

(1) ปัญหาสําคัญของคนที่คิดว่าตัวเองเรียนไม่รู้เร่ืองเลย ทําโจทย์ไม่เป็นเลย อยู่ที่การเรียน
ที่ผิดวิธี ถ้าผู้อ่านรู้สึกว่าไม่เข้าใจบทเรียนให้ลองถามตัวเองก่อนว่าเกิดจากเหตุใดต่อไปนี้ 
(ก) ไม่ตั้งใจเรียน กรณีนี้ไม่มีวิธีแก้วิธีใดดีไปกว่าการบังคับตวัเองให้ตั้งใจเรียนครับ 
(ข) ตั้งใจแล้วแต่ก็ยังไม่เข้าใจ แปลว่าผู้สอนอาจจะถ่ายทอดได้ไม่ดี คงต้องย้ายไปเรียนกบัคนที่สอน
แล้วเข้าใจ (และต้องแยกให้ออกด้วยว่า ‘เข้าใจ’ กับ ‘สนุก’ หรือ ‘มีสูตรลัดเยอะ’ เป็นคนละเร่ืองกัน) 

(2) เม่ือเข้าใจบทเรียนแล้ว การจะทําคะแนนได้ดีหรือไม่ยังขึ้นกับการฝึกฝนด้วย ยิ่งเคยทํา
โจทย์เยอะและแปลกก็จะยิ่งได้เปรียบ เพราะความแม่นยําและลึกซ้ึงนั้นเป็นส่ิงที่สอนกันไม่ได้ ส่วนใคร
นั่งฟังอย่างเดียวแต่ไม่ลงมือฝึกเลย ก็เหมือนนั่งดูครูสอนว่ายน้ําในทีวี ถึงเวลาว่ายเองจะรอดเหรอครับ 

อีกส่ิงที่สําคัญคือ แทนที่จะจําวิธีแก้โจทย์เป็นรูปแบบตายตัว ว่าโจทย์ลักษณะนี้ต้องคิดแบบ
นี้ อยากให้เปล่ียนมา “มองคณิตศาสตร์เป็นเครื่องมือ” คือฝึกมองให้กว้างว่าแต่ละเร่ืองที่เราได้เรียน
นั้น ใช้เป็นเคร่ืองมือช่วยแก้ปัญหาอะไรได้บ้าง ต้องบอกได้ว่าทําไมโจทย์ข้อนี้ถึงควรแก้ด้วยวิธีนี้ และ
ต้องรู้จักมองภาพรวมว่าเนื้อหาบทไหนที่เชื่อมโยงถึงกันบ้าง (ในหนังสือเล่มนี้ได้พูดถึงความเกี่ยวโยงไว้
ให้บ้างแล้วในเนื้อหา รวมทั้งดรรชนีท้ายเล่ม) การฝึกทั้งหมดนี้น่าจะช่วยให้ทาํข้อสอบได้ดีขึ้นมาก 
 
 

มีข้อสงสัย คําแนะนํา หรือพบข้อบกพร่อง กรุณาติดตอ่ผู้เขียนที่ kanuay@hotmail.com 
ติดตามข่าวอัปเดต-กิจกรรมแจกหนงัสือ ได้ทีแ่ฟนเพจ http://facebook.com/MathEBook 
และสอบถามปัญหาตา่ง ๆ  ได้ทั้งทางอีเมล แฟนเพจ หรือที่เว็บบอร์ด http://kanuay.com 
ยินดีตอบทกุปญัหาเหมือนเดิมคร้าบ :] 

      ขอบคุณท่ีให้ความสนใจครับ 
        คณิต  มงคลพิทักษ์สุข 
 
 
 
 

NOTE: หวัข้อคณิตศาสตร์พื้นฐาน และสอบ O-NET 
 บทที่ ๑ เซต (ทั้งหมด) 
 บทที่ ๒ ระบบจํานวนจริง (ทั้งหมดยกเว้นหัวข้อ ๒.๒ และ ๒.๕) 
 บทที่ ๓ ตรรกศาสตร์ (เฉพาะหัวข้อ ๓.๕) 
 บทที่ ๕ ความสัมพันธ์และฟังก์ชัน (ทั้งหมดยกเว้นหัวข้อ ๕.๒ และ ๕.๕) 
 บทที่ ๖ ฟังก์ชนัตรีโกณมิติ (เฉพาะเกร่ินนํา และหัวข้อ ๖.๙) 
 บทที่ ๗ ฟังก์ชนัเอกซ์โพเนนเชียล (เฉพาะหัวข้อ ๗.๑) 
 บทที่ ๑๑ ลําดับและอนุกรม (เฉพาะหัวข้อ ๑๑.๑ และ ๑๑.๔ ที่ไม่เกี่ยวกับอนันต์) 
 บทที่ ๑๓ ความน่าจะเป็น (เฉพาะหัวข้อ ๑๓.๑ และ ๑๓.๖) 
 บทที่ ๑๔ สถิติ (ทั้งหมดยกเว้นหัวข้อ ๑๔.๕ และ ๑๔.๖ และสมบัติต่าง ๆ )



 

ผู้มีอุปการคุณ 
 

คําขอบคุณ (2548) 
นับตั้งแต่เร่ิมลงมือพิมพ์จนเสร็จสมบูรณ์ใช้เวลากว่า 2 ปี หนังสือเล่มนี้คงยังไม่สําเร็จด้วยดี

ถ้าขาดบุคคลเหล่านี้ หากหนังสือเล่มนี้มีส่วนดีประการใด ก็เป็นเพราะบุคคลทั้งหมดนี้ครับ 
๏ อาจารย์ทุกทา่นโดยเฉพาะอาจารย์คณิตศาสตร์ ที่ได้ให้วิชาความรู้กับผม ขอขอบพระคุณ 

อ.ชัยศักด์ิ และ อ.จงดี (สาธิตปทุมวัน) เป็นพิเศษครับ ทั้งสองท่านเป็นต้นแบบที่ดีที่สุดในการสอน 
๏ ป๊า ม้า ยังคงเข้าใจและยอมเร่ือยมา บอยกับน้องยุ ช่วยพิมพ์เฉลยอย่างขยันขันแข็ง 
๏ ผูเ้ขียนหนังสือเรียนและคู่มือต่าง ๆ  ผู้ออกขอ้สอบเข้าฯ รวมทั้งเว็บไซต์ของ สกอ. สทศ. 
๏ อ.สมพล (กวงเจ็ก) และ อ.พนม แห่ง Science Center ที่ให้โอกาสนําเสนอผลงาน 
๏ ชง สําหรับความคิดริเร่ิมพิมพ์ชีท และกล้า สําหรับความคิดเร่ืองข้อสอบพ้ืนฐานวิศวะฯ 
๏ น้องภัค น้องหน่ึง น้องโอ๊ต น้องเคน สําหรับข้อสอบทั้งสองวิชา รวมไปถึงน้อง ๆ  ทั้งหลาย

ที่เคยเป็นศิษย์กันมา ตั้งแต่ใช้ชีทลายมือเขียนมาจนกระทั่งพิมพ์เสร็จ (ยังจําได้ทุกคนนะ!) โดยเฉพาะ 
แอน–เนย์–เภา–ตูน น้องกลุ่มแรกที่ได้ใช้หนังสือเล่มนี้ ได้ให้คําแนะนําและช่วยตรวจแก้ข้อสอบอีกด้วย 

๏ เจ๊ชุดดํา ณ อดีตฟู้ดคอร์ทชั้น 3 ที่ทําให้ผมเกิดความคิดว่า คนเราควรทํางานในหน้าที่
ของตัวเองให้ดีที่สุด.. แล้วผมก็เดินกลับบ้านมาเร่ิมพิมพ์หนังสือเล่มนี้เม่ือสองปีที่แล้ว 

๏ Thaiware.com, Se-ed.net, f0nt.com สามเว็บไทยใจดี 
 
 

ทําเนียบศิษย์ (2543 – 2556) 
 เหลียง ต้น | ปอน อั้ม บัว ปอง มดใหญ่ และน้อง ๆ  44 | จา๋ อิ๋ง | ออม แนน พลอย
 โอ๊ต มด หน่ึง ก๊ิฟ | ตาล ปอบ รดี น้ิง จอย ทราม เบนซ์ จิ๊ก | สุจิน จิง วิว พิม เมย์
 เบสท์ เข่ง มิมิ แพร นุ้ย เจน | เบสท์ อิม | ถาวร | แบงค์ | แอน เนย์ เภา ตูน หยุ่น
 ตั้ม ท้อป เต็ก อุ้ย | เต๊าะ ยุ้ย | ภา มุก | ค้ี บี๋ | แชมป์ | นาจา บาบูน บอย | ไอซ์
 โน้ต พีม กร โอลีฟ ดล | พราว เต้ ต้า | เคน นัท บี | นํ้ามนต์ กระต่าย อ้อ เก๋ แพรว
 นิว | นํ้า | อากิ ลิน ไพลิน แพนเค้ก | เมฆ | โอ๊ต | แนน ทิพ ปอนด์ เบลล์ จอย แอม
 ปอ เจี๊ยบ เหมี่ยว วัน แอม พลอย พี ปู ซี นก นุ่น ผ้ึง เจน ป๊อ แก้ว | ก้อง เพ้นท์ เป๊ะ
 ดิ๊บ | ไกด์ ปลา แน๊ต | บุ้งก๋ี พีจัง โอโอ้ พังก์ หญิง พ่ีปิ เดียร์ | จูเนียร์ | นัท แน๊ท
 ปุ๊กก้ี | วาวา ท๊อป หยุก อุ้น หวาน เม้ง พี แจน เบิร์ด | ปลา เฟิร์น หยิน | เพชร 
 ออย เจม ผิงผิง มาย แม้ม จีจี้ เดียร์ จูเนียร์ จุ๊ย ปัน พลอย มีนา ว่าน มิลค์ | ปู พี 
 เบล ขวัญ มายด์ โบว์ วิจั่ง | ทัวร์ | หนอ | แจม จอย มิว ว ีแพรว ทราย วาด ก๊ิฟ เกด 
 มัดหมี่ ขวัญ เบสท์ | นัน 
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ผู้อ่านกลุ่มพิเศษ (ที่ช่วยให้ผลงานน้ีเดินต่อไปได้) 
 

ผลงาน Math E-Book แจกให้ใช้งานส่วนบุคคลได้ฟรีมาเป็นเวลา 13 ปี และยืนยันว่าจะ 
ยังคงแจกฟรีตลอดไปครับ.. แต่ในการพัฒนาและเผยแพร่ Math E-Book ย่อมมีต้นทุนท้ัง 
เรื่องเวลาและค่าใช้จ่ายหลายด้าน ผมจึงลองเปิดรับเงินสนับสนุนมาได้ระยะหน่ึงครับ 

 

คุณผู้อ่านท่ีเห็นว่าผลงาน Math E-Book มีประโยชน์ต่อสังคม สามารถให้ความสนับสนุนได้โดย 
อุทิศเงินเพียงเล็กน้อยตามความประสงค์ มาท่ีบัญชีออมทรัพย์ ธ.กสิกรไทย 738-2-19360-6  
หรือ ธ.ไทยพาณิชย์ 247-2-05440-9 ช่ือเจ้าของบัญชี คณิต มงคลพิทักษ์สุข ขอรับรองว่า 
เงินสนับสนุนของท่านจะไม่เสียเปล่าอย่างแน่นอนคร้าบ ขอขอบคุณทุกท่านล่วงหน้าครับผม :] 

 
01. คุณโบ๊ท Chatshai (30/05/51) 
02. คุณณพกร (27/06/51) 
03. คุณราเชนทร์ (21/07/51) 
04. คุณ Jes2u (02/08/51) 
05. คุณ iKalazen (04/09/51) 
06. คุณ Worawut (20/10/51) 
07. คุณประแมน (6/11/51) 
08. คุณกรินทร์ (16/11/51) 
09. คุณ Man Pornsiri (18/11/51) 
10. คุณลูกคิด (23/11/51) 
11. คุณเกรียงไกร (05/01/52) 
12. คุณ Pimpison (08/01/52) 
13. คุณ Toey (18/01/52) 
14. คุณ Surasan (27/01/52) 
15. คุณ Hattasit (06/03/52) 
16. คุณอดิศกัด์ิ (28/04/52) 
17. คุณตาล Wimolsiri (19/05/52) 
18. คุณ Patarasak (21/05/52) 
19. คุณโกวิทย์ (25/05/52) 
20. คุณ นพ.สมยศ (28/05/52) 
21. คุณ Ant (09/06/52) 
22. คุณ Mc 6837 (20/07/52) 
23. คุณ Singha (25/07/52) 
24. คุณ Piyaporn (26/08/52) 
25. คุณณัฐภัทร (07/09/52) 
26. คุณศิวะ (30/10/52) 
27. คุณพงษ์สิทธิ์ (11/12/52) 
28. (ไม่ระบุชื่อ) (07/01/53) 
29. คุณเฟรม รชต (17/01/53) 
30. คุณวีณา (14/07/53) 
31. คุณชัยพร (24/08/53) 
32. คุณ Nuttapon (03/10/53) 
33. คุณโน้ต นันทวัฒน์ (29/10/53) 
34. คุณณัฐ (14/11/53) 
35. คุณ Thanapong (16/11/53) 
36. คุณบุญช่วย (14/12/53) 
37. คุณ Guair Aiare (02/01/54) 
38. คุณเวิลด์ วิรดา (14/01/54) 

39. คุณรักษ์ (21/03/54) 
40. คุณ Kamolcu (03/04/54) 
41. คุณ Nopporn (19/04/54) 
42. คุณ Araya (22/04/54) 
43. คุณนํ้า Karuna (07/05/54) 
44. คุณวีรวัลย์ (24/05/54) 
45. คุณแม่น้องสิรภพ (30/05/54) 
46. คุณพ่อน้องโจ (09/06/54) 
47. คุณอาทิตย์ (18/06/54) 
48. คุณตี๋ Pittaya (18/09/54) 
49. คุณณัฐพล (29/10/54) 
50. คุณสินาด (06/10/54) 
51. คุณโตโต้ ธนพล (02/02/55) 
52. คุณปอ (17/02/55) 
53. (ไม่ระบุชื่อ) (01/03/55) 
54. คุณ ChochanG (21/03/55) 
55. คุณคชาธิศ (31/03/55) 
56. คุณ Kawinnun (02/04/55) 
57. (ไม่ระบุชื่อ) (11/04/55) 
58. (ไม่ระบุชื่อ) (20/04/55) 
59. คุณ Wichai (11/05/55) 
60. คุณอภิสรา (11/05/55) 
61. คุณด้าว (18/05/55) 
62. คุณพงศธร (06/06/55) 
63. (ไม่ระบุชื่อ) (17/06/55) 
64. คุณภัค Harittapak (10/07/55) 
65. คุณสุรกิจ (30/07/55) 
66. คุณคุณพัทธ์ (09/08/55) 
67. คุณนิฟาตมะห์ (04/09/55) 
68. (ไม่ระบุชื่อ) (21/09/55) 
69. (ไม่ระบุชื่อ) (27/09/55) 
70. คุณ นตท.กรกช (21/10/55) 
71. คุณ Annop (29/10/55) 
72. คุณศุภฤกษ์ (06/11/55) 
73. คุณ Pikajunin (20/11/55) 
74. คุณภูรินท์ (23/12/55) 
75. คุณธีรภัทธ์ (02/01/56) 
76. (ไม่ระบุชื่อ) (03/01/56) 

77. คุณ Nongnuch (17/01/56) 
78. (ไม่ระบุชื่อ) (08/03/56) 
79. คุณ Kan Tathie (14/05/56) 
๐๑. คุณอดิศร (12/06/56) 
80. (ไม่ระบุชื่อ) (25/06/56) 
๐๒. คุณเจษฎากร (26/06/56) 
๐๓. คุณพิพัฒน์ (02/01/57) 
81. คุณ Jam Arisa (12/01/57) 
82. คุณนัทธยา (26/01/57) 
83. (ไม่ระบุชื่อ) (04/02/57) 
84. คุณ Nutyla NP (28/03/57) 
85. คุณ Ake Tonliu (16/04/57) 
๐๔. คุณสีตรัศมิ์ (04/06/57) 
๐๕. คุณ Suparat (07/08/57) 
86. (ไม่ระบุชื่อ) (14/08/57) 
๐๖. คุณ ส.ท.พงศธร (17/09/57) 
87. คุณชนกนันท์ (04/12/57) 
88. คุณหยก จาตุรงค์ (17/12/57) 
๐๗. คุณเกรียงศักด์ิ (21/01/58) 
๐๘. คุณธนินวัชร์ (26/03/58) 
๐๙. คุณศุภณัฏฐ์ (27/03/58) 
89. คุณ Julwitul (30/03/58) 
90. (ไม่ระบุชื่อ) (28/05/58) 
91. คุณ Icefrozen (23/08/58) 
92. (ไม่ระบุชื่อ) (06/09/58) 
93. (ไม่ระบุชื่อ) (20/09/58) 
94. (ไม่ระบุชื่อ) (16/11/58) 
95. คุณเบนซ์ กิตติพัฒน์ (07/01/59) 
๑๐. คุณชูตระกูล (14/01/59) 
96. (ไม่ระบุชื่อ) (08/03/59) 
97. คุณระวิวรรณ (01/04/59) 
98. (ไม่ระบุชื่อ) (16/04/59) 
99. คุณ Jiradach (01/08/59) 
100. คุณธวัชชัย (04/08/59) 
101. คุณกรินทร์ (06/08/59) 
102. (ไม่ระบุชื่อ) (13/08/59) 
103. (ไม่ระบุชื่อ) (24/11/59) 

 
นอกจากนี้ยังมีผู้อ่านที่ช่วยเหลือด้านอื่น ๆ  เช่น ช่วยหาโจทย์ข้อสอบให้ (คุณแท้งค์ วงศกร, คุณวุฒิพงศ์, 

คุณปัน สุกฤตา, คุณวาว ภวิกา และคุณครูหลายท่านที่ไม่ประสงค์ออกนาม) หรือช่วยแจ้งจุดผิดตลอดระยะเวลา
ที่ผ่านมาของ Math E-Book ด้วยครับ ขอโทษด้วยนะครับที่ผมไม่สามารถรวบรวมช่ือมาไว้ในนี้ได้ครบจริงๆ 

ขอบคุณจากใจครับ ขอบคุณแทนผู้อ่านกลุ่มปกติด้วยคร้าบ :P



 

 

สารบัญ 
 

เร่ือง        หน้า 
 

บทที่ ๑ เซต         11 
 ๑.๑ สับเซตและเพาเวอร์เซต      15 
 ๑.๒ แผนภาพเวนน์-ออยเลอร์ และการดําเนินการของเซต   20 
 ๑.๓ โจทย์ปัญหาจํานวนสมาชิก      30 
 
บทที่ ๒ ระบบจํานวนจริง       47 
 ๒.๑ สมบัติของจํานวนจริง       50 
 ๒.๒ ทฤษฎีบทเศษเหลือ และสมการพหุนาม     55 
 ๒.๓ อสมการพหุนาม       63 
 ๒.๔ ค่าสัมบูรณ์        73 
 ๒.๕ ทฤษฎีจํานวนเบื้องต้น       81 
เรื่องแถม ถ้าไม่มีเคร่ืองคํานวณ จะหาค่ารากท่ีสองได้อยา่งไร    104 
 
บทที่ ๓ ตรรกศาสตร์       105 
 ๓.๑ ตัวเชื่อมประพจน์ และตารางค่าความจริง     106 
 ๓.๒ สัจนิรันดร์        113 
 ๓.๓ การอ้างเหตุผล       116 
 ๓.๔ ประโยคเปิดและตัวบ่งปริมาณ      119 
 ๓.๕ การให้เหตุผลแบบอุปนัยและนิรนัย     125 
เรื่องแถม มองตรรกศาสตร์ให้เป็นการคํานวณ จากพ้ืนฐานของดิจิตัล   142 
 
บทที่ ๔ เรขาคณิตวิเคราะห์       143 
 ๔.๑ เบื้องต้น : จุด       144 
 ๔.๒ เบื้องต้น : เส้นตรง       148 
 ๔.๓ ภาคตัดกรวย : พ้ืนฐานการเขียนกราฟ     159 
 ๔.๔ ภาคตัดกรวย : วงกลม      161 
 ๔.๕ ภาคตัดกรวย : พาราโบลา      165 
 ๔.๖ ภาคตัดกรวย : วงรี       168 
 ๔.๗ ภาคตัดกรวย : ไฮเพอร์โบลา      171 
 ๔.๘ ภาคตัดกรวยลดรูป       176 
 
บทที่ ๕ ความสัมพันธแ์ละฟังก์ชัน      197 
 ๕.๑ ลักษณะของความสัมพันธ์      198 
 ๕.๒ โดเมน เรนจ์ และตัวผกผันของความสัมพันธ์    200 
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 ๕.๓ กราฟของความสัมพันธ์      203 
 ๕.๔ ลักษณะของฟังก์ชัน       207 
 ๕.๕ ฟังก์ชันประกอบ และฟังก์ชันผกผัน     212 
เรื่องแถม หลกัในการหาโดเมนและเรนจ์ของฟังก์ชัน fog    233 
 
บทที่ ๖ ฟังก์ชันตรีโกณมิติ       235 
 ๖.๑ ฟังก์ชันตรีโกณมิติในวงกลมหนึ่งหน่วย     236 
 ๖.๒ ระบบเรเดียน และการลดรูปมุม      238 
 ๖.๓ สมการตรีโกณมิติ       241 
 ๖.๔ กราฟของฟังก์ชันตรีโกณมิติ      244 
 ๖.๕ ฟังก์ชันตรีโกณมิติของผลบวก และผลต่างมุม    246 
 ๖.๖ ฟังก์ชันผกผันของตรีโกณมิติ      249 
 ๖.๗ เอกลักษณ์ตรีโกณมิติ       252 
 ๖.๘ กฎของไซน์และกฎของโคไซน์      253 
 ๖.๙ การประยุกต์หาระยะทางและความสูง     255 
 
บทที่ ๗ ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลและลอการิทึม    273 
 ๗.๑ ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล และกฎของเลขยกกําลัง    273 
 ๗.๒ การแก้สมการที่เป็นเอกซ์โพเนนเชียล     277 
 ๗.๓ ฟังก์ชันลอการิทึม และกฎของลอการิทึม     279 
 ๗.๔ การแก้สมการที่เป็นลอการิทึม      282 
เรื่องแถม จําเป็นต้องตรวจคาํตอบของสมการ (หรืออสมการ) เมื่อใดบ้าง  293 
 
บทที่ ๘ เมทริกซ ์        295 
 ๘.๑ การบวก ลบ และคูณเมทริกซ์      296 
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 ๘.๓ อินเวอร์สการคูณ       304 
 ๘.๔ การดําเนินการตามแถว      308 
 ๘.๕ การใช้เมทริกซ์แก้ระบบสมการเชิงเส้น     310 
 
บทที่ ๙ เวกเตอร์        323 
 ๙.๑ การบวกและลบเวกเตอร์      324 
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เรื่องแถม สิ่งท่ีไม่ต้องรู้ก็ได้ : ลําดับการคิดค้นเนื้อหาคณิตศาสตร์   351 
 



คณิต มงคลพิทักษสุข  
kanuay.com 

9 

เร่ือง        หน้า 
 

บทที่ ๑๐ จาํนวนเชิงซอ้น       353 
 ๑๐.๑ การคํานวณเบื้องต้น       354 
 ๑๐.๒ สังยุค และค่าสัมบูรณ์      357 
 ๑๐.๓ รูปเชิงข้ัว        360 
 ๑๐.๔ สมการพหุนาม       363 
เรื่องแถม ใชจ้าํนวนเชิงซ้อนช่วยคํานวณเก่ียวกับวงจรไฟฟ้ากระแสสลับ  374 
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 ๑๑.๓ อนุกรมและซิกม่า       380 
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 ๑๔.๖ ความสัมพันธ์เชิงฟังก์ชันระหว่างข้อมูล     515 
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บทที ่๑ 
เซต 

 
 

“กลุ่มของสิ่งต่าง ๆ ” ในวิชาคณิตศาสตรจ์ะเรียกว่า 
เซต (Set) เช่น เซตของช่ือวันทั้งเจ็ด, เซตของจํานวน
เต็มที่ยกกําลังสองแล้วมีค่าน้อยกว่า 7, เซตของจํานวน
เฉพาะที่หาร 360 ลงตัว, ฯลฯ โดยส่ิงที่อยูภ่ายในแต่
ละเซต เรียกว่า สมาชิก (Element หรือ Member) 

 

การศึกษาเร่ืองเซต จะช่วยให้กล่าวถึงกลุ่มของจํานวน หรือสิ่งอ่ืน ๆ  ที่สนใจ 
ได้อย่างสะดวก นอกจากน้ียังช่วยให้ดําเนินการกับสมาชิกในกลุ่มได้อย่าง
เป็นระเบียบและชัดเจนด้วย ดังน้ัน ในบทเรียนคณิตศาสตร์ที่จะได้พบต่อ ๆ  
ไป จึงล้วนต้องอาศัยพ้ืนฐานความรู้เร่ืองเซตแทบทั้งสิ้น 

 
 

นิยมตั้งชื่อเซตด้วยอักษรตัวใหญ่ เช่น A, B, C และเขียนสัญลักษณ์แทน
เซตด้วยวงเล็บปีกกา ดังนี้ { } โดยการเขียนแจกแจงสมาชิกในเซต จะคั่นระหว่าง
สมาชิกแต่ละตัวด้วยจุลภาค (comma) เช่น ถ้าให้ A แทนเซตของชื่อวันในแต่ละ
สัปดาห์ และ B แทนเซตของจํานวนเต็มที่ยกกําลังสองแล้วมีค่าน้อยกว่า 7 จะได้ 

A { อาทิตย์, จันทร์, อังคาร, พุธ, พฤหัสบดี, ศุกร์, เสาร์}  
B { 2, 1, 0, 1, 2}     หรืออาจเขียนเป็น B {0, 1, 1, 2, 2}    
 
การแจกแจงสมาชิกภายในเซตน้ัน จะไม่คํานงึถึงลําดับก่อนหลัง ส่ิงเดียวที่

เราต้องคํานึงก็คือ สมาชิกตัวน้ัน “อยู” ในเซตหรือไม (หรือมีอะไรบ้างที่อยู่ในเซต
นั้น) เพียงเท่านั้น ด้วยเหตุนี้การสลับที่สมาชิกในเซตจึงไม่ทําให้เกิดการเปล่ียนแปลง
ใด ๆ  และเซตใหม่ยังคงถือว่าเหมือนกับเซตเดิม ดังที่แสดงให้เห็นในการเขียนแจก
แจงสมาชิกของเซต B ข้างต้น 

 
นอกจากนั้น ในการแจกแจงสมาชิก หากพบสมาชิกตัวที่ปรากฏซํ้า ก็จะ

นับเป็นสมาชิกตัวเดียวกันด้วย (และอันที่จริงไม่ควรเขียนซํ้า) เช่นถ้ากําหนดให้ 
C {2,5, 2, 3, 3, 2}  

จะถือว่า C เป็นเซตที่มีสมาชิกเพียง 3 ตัว ได้แก่ 2, 3 และ 5 จึงควรเขียนเป็น 
C {2, 3,5}  

การแจกแจง 
สมาชิก 

(บทท่ี ๑–๔ ยกมาจาก R2.9pre ซึ่งจะนําไปปรับปรุงและตีพิมพ์เป็นหนังสือ ม.4-5-6 ฉบับละเอียดต่อไปครับ) 

{ s
, e

, t
 } 
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เซตสองเซตจะเท่ากันก็ต่อเม่ือ มีจํานวนสมาชิกเท่ากัน และสมาชิกแต่ละตัว
ของเซตหน่ึงต้องอยู่ในอีกเซตหน่ึงด้วย (หรือเซตสองเซตจะเท่ากันได้ ก็เม่ือสองเซต
นั้น “เป็นเซตเดียวกัน” นั่นเอง) 

เช่น { 2, 1, 0, 1, 2} {0, 1, 1, 2, 2}      
ถ้า C {2, 3,5}  และ D {2,5, 2, 3}  จะสรุปได้ว่า C D  
เซต {a, b, c, d, e}  ไม่เท่ากับ {a, e, i, o, u}  เพราะสมาชิกไม่เหมือนกัน 
 
 
 
 
 

หากเซตมีสมาชิกเป็นจํานวนมาก อาจใช้เคร่ืองหมายจุด 3 จุด “...” เพ่ือละ
สมาชิกบางตัวไว้ในฐานที่เข้าใจ ไม่ต้องแสดงให้เห็นครบทุกตัว 

เช่น ถ้าให้ E แทนเซตของจํานวนเต็มที่มีค่าอยู่ระหว่าง 3 ถึง 33 จะได้ 
E {4,5,6, 7, 8, ..., 32}  

ถึงแม้สมาชิกของ E ในตัวอย่างนี้จะปรากฏให้เห็นเพียง 6 ตัว แต่ที่จริงภายในเซต E 
นี้ประกอบด้วยสมาชิกทั้งส้ิน 29 ตัว เคร่ืองหมายจุดเป็นส่ิงที่ส่ือให้ทราบว่าจํานวน 9, 
10, 11, 12, ไปจนถึง 31 ล้วนอยู่ในเซตน้ีด้วย 
 
 
 
 

 
เซตท่ีหาจํานวนสมาชิกได้ จะเรียกว่าเป็น เซตจํากัด (Finite Set) และ

สัญลักษณ์ที่ใช้แทน “จํานวนสมาชิกของเซต X” ก็คือ n(X) เชน่ในตัวอย่างทั้งหมดที่
ผ่านมา จะได้ n(A) 7 , n(B) 5 , n(C) n(D) 3   และ n(E) 29  

 
เซตท่ีเล็กที่สุดที่เป็นไปได้คือเซตที่ไม่มีสมาชิกใด ๆ  อยู่เลย เรียกว่า เซตว่าง 

(Null Set หรือ Empty Set) ใช้สัญลักษณ์เป็น { } หรือ   โดยเซตว่างนี้ถือเป็น
เซตจํากัดเช่นกันเพราะสามารถหาจํานวนสมาชิกได้ 

นั่นคือ n( ) 0   
 
 
 
 
 
 
 

จํานวน 
สมาชิก 

ถ้าเซตสองเซตเทา่กัน ย่อมสรปุไดว้่าจาํนวนสมาชิกต้องเทา่กันด้วยเสมอ 
แต่ถ้าทราบว่าจํานวนสมาชิกเทา่กนั ก็ไม่จาํเปน็ที่เซตสองเซตนั้นตอ้งเท่ากนั 
เช่น C {2, 3,5}  และ D {2, 3, 7}  ถึงแม้จํานวนสมาชิกจะเทา่กนั แต่วา่ C D  
..การที่เซตมีจาํนวนสมาชิกเทา่กัน จะกล่าวได้เพียงว่า C เป็นเซตที่ “เทียบเทา่” กับ D 

K

{ , 0, 1, {2, 3, 4}, {5, {6}},(7,8)}  
มีสมาชิก 6 ตัว ได้แก่ เซตว่าง, เลข 0, เลข 1, เซต {2,3,4}, เซต {5,{6}}, คูอ่นัดับ (7,8) 
..การนับจํานวนสมาชิกจะให้ 1 คูอ่ันดับหรอื 1 เซต เปน็สมาชิก 1 ตัวเทา่นัน้ 
 

{(1,2),(2, 1), {1,2}, {2, 1}}  
มีสมาชิก 3 ตวั ได้แก่ คูอ่นัดับ (1,2), คู่อนัดับ (2,1) และเซต {1,2} 
..คู่อันดับ 1,2 กบั 2,1 ถือวา่ตา่งกัน แต่เซต 1,2 กับเซต 2,1 ถือวา่เหมือนกันจึงไม่นับซ้ํา 

ข้อควรระวงัในการใช้จุดแทนสมาชิกของเซต คอืถ้าหากเราเขียนแสดงสมาชิกน้อยเกนิไป 
ผู้อ่านอาจไม่เหน็ความเกี่ยวโยงกนัอยา่งชดัเจน และอาจตีความผดิไปจากที่เราต้องการสื่อ 
เช่นการเขียนเพยีง {2, 4, ...}  ผู้อา่นอาจคิดว่าเป็น 6, 8, 10, … หรอืเป็น 8, 16, 32, … ก็ได ้

K

K
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ส่วนเซตที่จํานวนสมาชิกมากจนหาค่าไม่ได้ (มากจนนับไม่ถ้วน เขียนแจก
แจงสมาชิกออกมาได้ไม่ส้ินสุด) จัดเป็น เซตอนันต์ (Infinite Set) ตัวอย่างเช่น ให้ 
F แทนเซตของจํานวนเต็มที่น้อยกว่า 2, G แทนเซตของจํานวนใด ๆ  ตั้งแต่ 0 ถึง 1 

 

จะได้ F {1, 0, 1, 2, 3, ...}     เขียนแจกแจงสมาชิกได้ไม่ส้ินสุด 
G เขียนแจกแจงสมาชิกไม่ได้ เพราะมีค่าทศนิยมที่ต่อเนื่องกันอยู่มากมาย 
 

ทั้ง F และ G ต่างก็มีสมาชิกอยู่มากจนนับไม่ถ้วน จึงจัดว่าสองเซตน้ีเป็นเซตอนันต์ 
 
 
 

 
การเขียนระบุถึงสมาชิกในเซต นอกจากแบบแจกแจงสมาชิกที่พอจะได้เห็น

ตัวอย่างแล้ว ยังมีอีกรูปแบบหนึ่งคือ “แบบบอกเงื่อนไข” ซ่ึงเป็นการเขียนเซตในรูป 
 

{ ตัวแปรแทนสมาชิก | เง่ือนไขหรือลักษณะของตัวแปรน้ัน ๆ  } 
และอ่านได้ว่า “เซตของ (ตัวแปร) โดยที่ (เงื่อนไขหรือลักษณะ)” 
 

เช่นเซต G ที่ยกตัวอย่างมานี้ แม้ไม่สามารถเขียนแบบแจกแจงสมาชิก แต่
ก็สามารถเขียนแบบบอกเง่ือนไขได้ นั่นคือ G { x | 0 x 1} < <  
อ่านว่า “เซตของ x (สมาชิก) โดยที่ 0 x 1< <  (เงื่อนไขของ x)” 
หมายความว่าค่า x ใดก็ตามที่ตรงตามเงื่อนไข จะมาอยู่ในเซตนี้ทั้งหมด 
 
 
 

 
 
 

ตัวอย่าง 1.1  เซตแบบบอกเงือ่นไขในแต่ละข้อตอ่ไปนี ้อา่นได้ว่าอย่างไร 
และให้เขียนแบบแจกแจงสมาชิกดว้ย 
 
ก. A { x x| เป็นชือ่วนัในแต่ละสัปดาห์}  
 

ตอบ อ่านวา่ เซตของ x โดยที่ x เป็นช่ือวันในแตล่ะสปัดาห ์
และจะได ้A { อาทิตย์, จันทร์, อังคาร, พธุ, พฤหัสบดี, ศุกร์, เสาร์}  
 
 

  (เซตว่าง) เปรียบเสมือนกลอ่งวา่งเปลา่ ไม่มีอะไรอยู่ในนั้นเลย หรอืมีสมาชิก 0 ตวั 
แต่วา่ {0}  ไม่ใช่เซตว่างนะครับ เพราะมีสมาชิกอยู่ในนั้น 1 ตวั คอืเลขศูนย์ 
 

และหากถามว่ากล่องใบหนึ่งซึ่งมีกล่องเปลา่อกีใบอยู่ข้างใน นับเป็นกล่องว่างเปล่าหรือไม่ 
คําตอบก็คอื “ไม่เปล่าแล้ว” ..กเ็ชน่เดียวกันกับ “เซตของเซตว่าง” { }  นั้นไม่ถือวา่เป็นเซตวา่ง 
เพราะมี   อยูภ่ายใน หรือกลา่วสัน้ ๆ  n( )  ตอ้งเท่ากับ 0 แต่ว่า  n({ }) 1 จึงไม่ใช่เซตวา่ง 

“เซตของช่ือคนในประเทศไทย ณ เวลาปัจจุบัน” เซตนี้เปนเซตจํากัด 
..ถึงแม้จํานวนสมาชิกจะมากเปน็หลายสิบล้าน แต่ก็ยังสามารถนบัได้ถ้วน ไม่ได้มากจนถึงอนนัต ์

ตัวแปรที่ใช้ในการบอกเงือ่นไข ไม่จําเปน็ตอ้งเป็น x เพราะเราตั้งขึน้มาเพือ่บรรยายลกัษณะของมัน
เท่านั้น เช่น จะเขียนเซต G เปน็ { y | 0 y 1}< <  ก็ได ้ยังคงเปน็เซตเดิมไม่มีอะไรเปลี่ยนแปลง 

การบอก 
เงื่อนไข 
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ข. B { x x| เป็นจาํนวนเตม็ที่ยกกาํลงัสองแล้วมีคา่นอ้ยกว่า 7 }  
 

ตอบ อ่านวา่ เซตของ x โดยที่ x เป็นจาํนวนเต็มที่ยกกําลังสองแล้วมีคา่นอ้ยกวา่ 7 
และแจกแจงสมาชิกได้เปน็ B { 2, 1, 0, 1, 2}    
 
ค. 2Z { x | ค่าสัมบูรณ์ของจาํนวนเต็ม x ไม่เกิน 4}  
 

ตอบ อ่านวา่ เซตของ 2x  โดยทีค่่าสัมบูรณ์ของจาํนวนเตม็ x ไม่เกิน 4 
ในที่นี ้x คอื –4, –3, –2, –1, 0, 1, 2, 3, 4 
แต่สมาชิกที่ตอ้งการคอื 2x  ดงันัน้จงึได้ Z {0, 1, 4,9, 16}  

 

 
สัญลักษณ์ที่ใช้แทนคํากริยาว่า “เป็นสมาชิกของ” คือ   

และสัญลักษณ์ที่ใช้แทนคําว่า “ไม่เป็นสมาชิกของ” คือ   
 

รูปแบบ: สมาชิก   เซต 
 

เช่น จากตัวอยา่งทั้งหมดที่กล่าวมา สามารถบอกได้ว่า 
  จนัทร์ A , 2 B , 3 C , 0.5 G , 

2.5 B , 4 C , 1.5 G  เป็นต้น 
และจะอ่านสัญลักษณ์เหล่านี้ว่า “อยู่ใน” กับ “ไม่อยู่ใน” ก็ได้ 
นั่นคือ “2 อยู่ใน B”, “3 อยู่ใน C”, “2.5 ไม่อยู่ใน B”, ฯลฯ 
 
 
 
 
 

ขอบเขตของส่ิงที่เราสนใจ (ในแต่ละโจทย์ปัญหา) เรียกว่า เอกภพสัมพัทธ์ 
(Relative Universe) และมีสัญลักษณ์เป็นเซต U  ซ่ึงใช้ส่ือความหมายว่า “สมาชิก
ทุกตัวของเซตทุก ๆ  เซต (ในโจทย์ข้อนั้น) จะต้องอยู่ภายในเซต U  และเป็นที่ตกลง
กันว่าจะไม่สนใจส่ิงอื่นที่ไม่ได้อยู่ในเซต U ” 

เช่น เม่ือกําหนดให้ H { x | x 2} >  
ถ้าหาก { 2, 1, 0, 0.5, 1, 2, 4.5, 7}  U  จะได้ H {2, 4.5, 7}  
แต่ถ้าเปล่ียนเป็น U  เซตของจํานวนเต็ม ก็จะได้ H {2, 3, 4, 5, 6, ...}  
 

จะเห็นได้ว่าเอกภพสัมพัทธ์มีความสําคัญต่อการเขียนเซตแบบบอกเงื่อนไข 
เพราะจะทําให้ทราบขอบเขตของสมาชิกที่ตรงตามเงื่อนไขนั้น แต่ถ้าโจทย์ปัญหาไม่ได้
ระบุเอกภพสัมพัทธ์กํากับไว้ หากเป็นเซตของจํานวน ในระดับชั้นนี้ให้ถือว่าเอกภพ
สัมพัทธ์คือเซตของ “จํานวนจริง” ใด ๆ  (ซ่ึงใช้สัญลักษณ์เป็นเซต R ) 

เช่น การกําหนดให้เซต H { x | x 2} >  โดยไม่ได้กล่าวถึงเอกภพ
สัมพัทธ์ จะมีความหมายเดียวกับ H { x | x 2}  >R  และสมาชิกของเซตน้ีก็
คือจํานวนใด ๆ  ก็ตามที่มีค่ามากกว่าหรือเท่ากับ 2 (ซ่ึงมีทั้งจํานวนเต็มและทศนิยม) 

เร่ืองเกี่ยวกับจํานวนจริงและประเภทของจํานวน จะได้ศึกษาในบทถัดไป 

เอกภพ 
สัมพัทธ์ 

“อยู่ใน” 
(เป็นสมาชิก) 

เรื่องเซต กับเรือ่งจํานวน มีบางสว่นทีค่ลา้ยกนั และก็มีบางส่วนที่ไม่เหมือนกันเลย ยกตัวอย่างเชน่ 
“การเปรียบเทยีบ” สาํหรับเซตนัน้จะเหมือนกับระบบจํานวนตรงทีมี่การเปรียบเทียบ “เท่ากับ” 
(และไม่เท่ากับ) แต่จะต่างกันตรงที่เซตไม่มีการเปรียบเทียบ “มากกว่า”, “นอ้ยกว่า” 
..แต่เซตก็มีการเปรียบเทียบทีร่ะบบจํานวนไม่มีดว้ย นัน่คอื “เป็นสมาชิกของ”, “เป็นสับเซตของ” 

K
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๑.๑ สับเซต และเพาเวอร์เซต 
 

สับเซต (Subset) หรือ “เซตย่อย” คือเซตที่เล็กกว่าหรือเท่ากันกับเซตที่
กําหนด โดยต้องใช้สมาชิกร่วมกับเซตที่กําหนดเท่านั้น 

สัญลักษณ์ที่ใช้แทนประโยค “X เป็นสับเซตของ Y” คือ X Y  
และจะเกิดขึ้นได้ก็ต่อเม่ือ สมาชิกทุกตัวของเซต X นั้นเป็นสมาชิกของเซต Y ด้วย 
หรือเม่ือ X เป็นเซตว่างก็ได้ 
เช่น เรากล่าวว่า {1, 2} {0, 1, 2}  เนื่องจากทั้ง 1 และ 2 เป็นสมาชิกของ {0, 1, 2}  

 

รูปแบบ: เซต(เล็ก)   เซต(ใหญ่) 
 

และสัญลักษณ์ที่ใช้แทนประโยค “X ไม่เป็นสับเซตของ Y” คือ X Y  
จะเกิดขึ้นได้ก็ต่อเม่ือพบสมาชิกบางตัวของเซต X ที่ไม่เป็นสมาชิกของเซต Y 
เช่น เรากล่าวว่า {1, 3} {0, 1, 2}  เนื่องจาก 3 ไม่ได้เป็นสมาชิกของ {0, 1, 2}  
 
 
 
 
สมมติ A {m, p, r, w}  จะได้ว่า เซตเหล่านี้เป็นสับเซตของ A 

  
{m}  {p}  {r}  {w}  
{m, p}  {m, r}  {m, w}  {p, r}  {p, w}  {r, w}  
{m, p, r}  {m, p, w}  {m, r, w}  {p, r, w}  
{m, p, r, w}  

ดังนั้นสับเซตของ A มีทั้งหมด 16 แบบ (แบบที่เล็กที่สุดคือเซตว่าง และแบบที่ใหญ่
ที่สุดคือตัวมันเอง) หรือกล่าวว่า มีเซต B ที่ทําให้ B A  อยู่ 16 แบบน่ันเอง 
 
ข้อควรทราบ 

1. เซตว่างเป็นสับเซตของทุกเซต     A   
2. เซตทุกเซตเป็นสับเซตของตัวเอง     A A  
3. เซตท่ีมีสมาชิก n ตัว จะมีสับเซตทั้งส้ิน n2  แบบ 

เช่นในตัวอย่างข้างต้น.. A มีสับเซต 16 แบบ สามารถคิดได้จาก 42 16  ด้วย 
 
 
 

จากความหมายของสับเซต ทําให้เรานิยามการเท่ากันของเซตสองเซตได้ใน
อีกวิธีหนึ่งด้วย นั่นคือ “เซต A เท่ากับเซต B ก็ต่อเม่ือ A และ B ต่างเป็นสับเซต
ของกันและกัน” หรือเขียนเป็นประโยคสัญลักษณ์ได้ว่า 

 

A B ก็ต่อเมื่อ (A B และ B A)      
 

สับเซต 
สับเซตแท้ 

เราอาจมองการหาสับเซตวา่เปน็การ “เลอืกตดัสมาชิกบางตัวใน A ทิ้งไป” 
การมองแบบนี้จะทําให้เขา้ใจงา่ยย่ิงขึ้น ว่าทาํไมเซตว่างจึงตอ้งถือเป็นสับเซตของ A ดว้ย 

การเปน็สับเซต อาจมองเป็น “อยู่ใน” คลา้ยกับการเป็นสมาชิก 
ต่างกันเพียงการเป็นสับเซตนั้นเราพิจารณาทีละหลายตวัพร้อมกนัได้ และตอ้งใส่ปกีกาครอ่มเสมอ 
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นอกจากนั้น เม่ือพิจารณาความหมายของเอกภพสัมพัทธ์ ( U ) ยังสรุปได้
ด้วยว่า “เซตใด ๆ  ก็ตาม ทุกเซต ต้องเป็นสับเซตของ U ” (เพราะจะต้องไม่มีสมาชิก
ใดของเซตใด ที่ไม่อยู่ใน U ) 
 
หมายเหตุ 

บางตําราใช้สัญลักษณ์   แทนการเป็น สับเซตแท้ (Proper Subset) ซ่ึง
จะมีเพียง n2 1  แบบเท่านั้น (คือนบัเฉพาะเซตท่ีเล็กกว่า ไม่นับตวัมันเอง) และใช้
สัญลักษณ์   แทนการเป็นสับเซตใด ๆ  นั่นคือ A A  แต่ A A  
(เปรียบได้กับเคร่ืองหมาย <  และ   ในระบบจาํนวนนั่นเอง เพียงแต่การเป็นสับ
เซตน้ันเราไม่ได้พิจารณาเฉพาะขนาด แต่ต้องพิจารณาที่หน้าตาของสมาชิกด้วย) 

แต่ในหนังสือเล่มนี้จะขอรวบใช้เคร่ืองหมาย   เพียงอย่างเดียว แทนการ
เป็นสับเซตแบบใดก็ได้ รวมถึงตัวมันเองด้วย 
 
 
 
 

เพาเวอร์เซต (Power Set) คอืเซตที่บรรจุด้วยสับเซตทั้งหมดที่เป็นไปได้ 
เพาเวอร์เซตของ A จะใช้สัญลักษณ์ว่า P(A) 

ดังนั้น ถ้า A มีสมาชิก n ตัวแล้ว P(A) ย่อมมีสมาชิก n2  ตัว 
เช่นในตัวอย่างซ่ึง A {m, p, r, w}  
จะได้ P(A) {m} {p} {r} {w} {m, p} {m, r} ... {m, p, r, w} { , , , , , , , , }  
และ 4n(P(A)) 2 16   
 

จากความหมายของเพาเวอร์เซต ทําให้เรากล่าวประโยค “B เป็นสับเซต
ของ A” (B A ) ได้ในอีกรูปแบบหนึ่งเป็น “B อยู่ในเซต P(A)” (B P(A) ) 
และนอกจากนั้น การกล่าวว่า “A มีสับเซตทั้งหมด 16 แบบ” ก็สามารถเขียนเป็น
สัญลักษณ์ได้โดยอาศัยเพาเวอร์เซต นั่นคือ “n(P(A)) 16 ” 
 
 
 

 
 
 

ตัวอย่าง 1.2  ให้เขียนสับเซตทกุ ๆ  แบบ และเขยีนเพาเวอร์เซตของเซตที่กําหนดให ้
 

ก. A {a}  
 

ตอบ มีสับเซต 12 2  แบบ ได้แก่   และ {a}   ดงันั้น P(A) { , {a}}   
 

ข. B {a, b}  
 

ตอบ มีสับเซต 22 4  แบบ ได้แก่  , {a} , {b}  และ {a,b}  
ดังนั้น P(B) { , {a}, {b}, {a, b}}   
 

ประโยค {a,b, c} A  มีความหมายว่า “ a A  และ b A  และ c A ” 
การพิจารณาว่าประโยคแรกเปน็จริงหรอืไม่ สามารถพิจารณาได้จาก 3 เงือ่นไขทีต่ามมา 

เพาเวอร ์
เซต 

ประโยค {a, b} P(A)  มีความหมายว่า {a, b} A   ..นัน่ก็คอื “ a A  และ b A ” 
การพิจารณาว่าประโยคแรกเปน็จริงหรอืไม่ สามารถพิจารณาได้จาก 2 เงื่อนไขสุดท้ายที่ตามมา 
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ค. C {2, 3,5}  
 

ตอบ มีสับเซต 32 8  แบบ ได้แก่  , {2} , {3} , {5} , {2, 3} , {2,5} , {3,5}  และ {2, 3,5}  
ดังนั้น P(C) { , {2}, {3}, {5}, {2, 3}, {2,5}, {3,5}, {2, 3,5}}   
 

ง. D    
 

ตอบ มีสับเซต 02 1  แบบ ได้แก่     ดังนั้น P(D) { }   
 

 
 
 

ตัวอย่าง 1.3  กําหนด E {6, 7}  ให้หา P(E) และ P(P(E)) 
 

ตอบ P(E) {6} {7} {6, 7} { , , , }  
 

และ P(P(E)) { } {{6}} {{7}} {{6, 7}} { , {6}} { , {7}} { , {6, 7}} {{6}, {7}}     { , , , , , , , , ,  
                {{6}, {6, 7}} {{7}, {6, 7}} { , {6}, {7}} { , {6}, {6, 7}} { , {7}, {6, 7}}  , , , , ,  
                {{6}, {7}, {6, 7}} { , {6}, {7}, {6, 7}}, }  

 

 
 
 

ตัวอย่าง 1.4  ถ้าให้ F { , 1, {2, 3}}   ขอ้ความต่อไปนี้ถูกหรือผดิ 
 

ก. 
1 F  ..ถูก 1 F  ..ผิด  (เพราะ 1 ไม่ใช่เซต)     

F   ..ถูก F   ..ถูกเสมอ!  (เซตว่างเป็นสับเซตของทุกเซต) 
{ } F   ..ผิด { } F   ..ถูก  (เพราะ   อยู่ใน F) 
2 F  ..ผิด {2, 3} F  ..ผิด  (เพราะ 2 กับ 3 ไม่ได้อยู่ใน F) 
{2, 3} F  ..ถูก {{2, 3}} F  ..ถูก  (เพราะ {2, 3}  อยู่ใน F) 
 
ข. 
1 P(F)  ..ผิด (1 ไม่ใช่เซตจึงอยู่ใน P(F) ไม่ได้) 
{1} P(F)  ..ถูก เพราะ {1} F  

P(F)   ..ถูก เพราะ F   
{ } P(F)   ..ถูก เพราะ { } F   (เนื่องจาก F  ) 
{2, 3} P(F)  ..ผิด เพราะ {2, 3} F  
{{2, 3}} P(F)  ..ถูก เพราะ {{2, 3}} F  

 

 
 
 

ตัวอย่าง 1.5  กําหนด A, B เป็นเซตซึง่ A {1, 3,5, 7}  และ B {1,2, 3, 4,5,6, 7}  
 

ก. ใหห้าจํานวนแบบของเซต X ซึ่ง X P(A)  
 

ตอบ1 คําวา่ X P(A)  หมายความว่า X A  
ดังนัน้ มีเซต X ที่เป็นไปได้ทัง้หมด 42   16 แบบ 

 

ตอบ2 หากศึกษาเรื่องวธิีจดัหมู่ในบทที ่๑๓ แล้ว จะทราบวิธีคํานวณอีกแบบ ดังนี ้
4 4 4 4 4 1 4 6 4 10 1 2 3 4
                           
         

 16 แบบ 
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ข. ใหห้าจํานวนแบบของเซต X ซึ่ง X P(A)  และ n(X) 2<  
 

ตอบ1 คําวา่ X P(A)  หมายความว่า X A  ซึ่งมีอยู่ 16 แบบ (ดังที่คาํนวณไว้ในขอ้ ก.) 
แต่ขอ้นีต้้องการ n(X) 2<  เทา่นัน้ 
หากศึกษาเรื่องวธิีจดัหมู่ในบทที ่๑๓ แล้วจงึจะทราบวิธีคาํนวณ ดงันี ้
4 4 4 1 4 60 1 2
               
     

 11 แบบ 
 

ตอบ2 แต่ถ้ายงัไม่ได้ศึกษา ก็คงต้องเขียนนับเอาโดยตรง นั่นคือ X สามารถเป็น 
 , {1} , {3} , {5} , {7} , {1, 3} , {1,5} , {1, 7} , {3,5} , {3, 7} , หรอื {5, 7}  
รวมทั้งสิ้น 11 แบบ 

 
ค. ให้หาจาํนวนแบบของเซต Y ซึ่ง A Y  และ Y B  

 

วิธีคิด ต้องการ A Y  ก็แปลว่า สมาชิก 1, 3, 5, 7 ตอ้งอยู่ใน Y ครบทกุตัว (ไม่มีทางเลือกอืน่) 
แต่การที ่ Y B  ด้วยนัน้ สมาชิก 2, 4, 6 อาจจะอยู่ใน Y กี่ตัวก็ได้ หรอืไม่อยู่เลยก็ได ้
(เพราะมีเพียง 1, 3, 5, 7 ก็เพียงพอกับเงื่อนไข Y B  แล้ว) 
 

ซึ่งการที ่2, 4, 6 จะอยู่ใน Y กีต่ัวก็ได ้หรือไม่อยู่เลยก็ได้นัน้ 
ก็เปรียบเสมือนการหาสับเซตทุกแบบของ {2, 4,6}  นั่นเอง 

ตอบ จึงได้คาํตอบเป็น 32   8 แบบ 
 

หมายเหตุ  ลักษณะที่เปน็ไปได้ 8 แบบ ของเซต Y เขียนแสดงให้เหน็ชัดเจนได้ดงันี ้
{1, 3,5, 7} , {1, 3,5, 7,2} , {1, 3,5, 7, 4} , {1, 3,5, 7,6} , 
{1, 3,5, 7,2, 4} , {1, 3,5, 7,2,6} , {1, 3,5, 7, 4,6}  และ {1, 3,5, 7,2, 4,6}  

 

 
 

แบบฝึกหัด ๑.๑ 
 
(1) ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 (1.1) {a, {b, c}}     (1.9) {a, {b, c}}   
 (1.2) a {a, {b, c}}    (1.10) a {a, {b, c}}  
 (1.3) b {a, {b, c}}    (1.11) b {a, {b, c}}  
 (1.4) {a} {a, {b, c}}    (1.12) {a} {a, {b, c}}  
 (1.5) {b} {a, {b, c}}    (1.13) {b} {a, {b, c}}  
 (1.6) {b, c} {a, {b, c}}    (1.14) {b, c} {a, {b, c}}  
 (1.7) {{b, c}} {a, {b, c}}   (1.15) {{b, c}} {a, {b, c}}  
 (1.8) {a, {b, c}} {a, {b, c}}   (1.16) {a, {b, c}} {a, {b, c}}  
 
(2) ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 (2.1) { , 0, 1, {1}, {0, 1}}     (2.7) { , 0, 1, {1}, {0, 1}}    
 (2.2) {0} { , 0, 1, {1}, {0, 1}}    (2.8) {0} { , 0, 1, {1}, {0, 1}}   
 (2.3) {1} { , 0, 1, {1}, {0, 1}}    (2.9) {1} { , 0, 1, {1}, {0, 1}}   
 (2.4) {0, 1} { , 0, 1, {1}, {0, 1}}    (2.10) {0, 1} { , 0, 1, {1}, {0, 1}}   
 (2.5) {0, {1}} { , 0, 1, {1}, {0, 1}}    (2.11) {0, {1}} { , 0, 1, {1}, {0, 1}}   
 (2.6) {{0, 1}} { , 0, 1, {1}, {0, 1}}   (2.12) {{0, 1}} { , 0, 1, {1}, {0, 1}}   
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(3) ให้ A {{ }, a, b, {a}, {a, b}}   ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 (3.1) { } A      (3.3) {{a}, b} A  
 (3.2) { } A      (3.4) {a, b} A  และ {a, b} A  
 
(4) ถ้า A { , a, {b}, {a, b}}   แล้ว ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 (4.1) P(A)      (4.6) a P(A)  
 (4.2) { } P(A)     (4.7) {a} P(A)  
 (4.3) P(A)      (4.8) {b} P(A)  
 (4.4) { } P(A)     (4.9) {{b}} P(A)  
 (4.5) { , a, {b}} P(A)     (4.10) { , a, {b}} P(A)   
 
(5) ถ้า A { , 1, 2, 3, {1}, {1, 2}, {1, 2, 3}}   แล้ว ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 (5.1) { , {1}, {1, 2}} P(A)    (5.3) {{1}, {2}, {3}} P(A)  
 (5.2) { , {1}, {1, 2}} P(A)    (5.4) {{1}, {2}, {3}} P(A)  
 
(6) กําหนด B { , {0}, { }}    ให้เขียนแจกแจงสมาชิกของ P(B) 
และให้เติมเคร่ืองหมาย   หรือ   ลงในช่องว่าง เพ่ือให้ข้อความเป็นจริง 
(บางข้อความอาจเป็นไปได้ทั้งสองเคร่ืองหมาย หรืออาจไม่ได้เลยทั้งสองเคร่ืองหมาย) 
 (6.1) _____ B     (6.5) {0} _____ B  

(6.2) _____ P(B)    (6.6) {0} _____ P(B)  
(6.3) { } _____ B  
(6.4) { } _____ P(B)  

 
(7) ข้อความต่อไปนี้ถูกต้องหรือไม่ 
 (7.1)        (7.5) P ( )    
 (7.2)        (7.6) P ( )    
 (7.3) { }       (7.7) { } P ( )    

(7.4) { }       (7.8) { } P ( )    
 
(8) ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 (8.1) ถ้า n(A) 5  แล้ว สับเซตของ A มีทั้งหมด 32 แบบ 
 (8.2) ถ้า n(A) 5  แล้ว สับเซตแท้ของ A มีทั้งหมด 32 แบบ 
 (8.3) ถ้า n(A) 5  แล้ว เพาเวอร์เซตของ A มีทั้งหมด 32 แบบ 

(8.4) ถ้า n(A) 5  แล้ว สมาชิกของเพาเวอร์เซตของ A มีทั้งหมด 32 ตัว 
 
(9) ถ้า A มีสับเซตแท้ 511 เซต แสดงว่า A มีสมาชิกกี่ตัว 
และในจํานวน 511 เซตน้ัน สับเซตที่มีสมาชิกเพียง 5 ตัวมีกี่เซต* 

                                          
* คําถามล่างน้ีเกินเน้ือหา ม.4 แต่อยู่ในเน้ือหา ม.6 เรื่องการจัดหมู่ 
หากต้องการฝึกคํานวณ ให้ดูวิธีคิดจากกรอบ “เพิ่มเติม” ในหน้าถัดไป 
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 U  

A            B 

 U  

A        B 

 U  

B 

A 

เพิ่มเติม จากเนือ้หาเรื่องการเรียงสับเปล่ียนและจัดหมู ่
(กฎการนับนี้จะได้ศึกษาอยา่งละเอียดในบทที ่๑๓ หัวข้อ ๑๓.๓) 
เม่ือมีของ n ช้ิน สามารถหยิบออกมาทลีะ r ช้ิน ได้ผลไม่ซ้าํกนัทัง้สิ้น 
           

  

n n!(n r)! r!r
      

 แบบ 

โดยที่สญัลักษณ ์x! สําหรับจํานวนนับ มีนิยามว่า x! 1 2 3 ... x      
เช่น ถ้าเซตหนึ่งมีสมาชิก 7 ตัว จะมีสับเซตทีห่ยิบสมาชิกมาเพยีง 3 ตัว 
อยู่       

  

1 2 3 47 7!4! 3!3
        

    5 6    

      

7
1 2 3 4


         1 2 3  

  35 แบบ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(10) ให้ S {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}  แล้ว ให้หา n(X) และ n(Y) 
เม่ือกําหนด X { A P(S) | 1 A    และ 7 A }  
และ Y { A X |   ผลบวกของสมาชิกภายใน A ไม่เกิน 6 }  
 
 

๑.๒ แผนภาพเวนน์-ออยเลอร์ และการดําเนินการของเซต 
 

การแสดงเซตด้วย แผนภาพของเวนน์และออยเลอร์ (Venn-Euler 
Diagram) ช่วยให้เห็นลักษณะความเกี่ยวข้องกันของสมาชิกระหว่างหลาย ๆ  เซตได้
ชัดเจนข้ึน จึงเป็นประโยชน์ในการแก้ปัญหาส่วนใหญ่ที่เกี่ยวกับเร่ืองเซต ในการเขียน
แผนภาพดังกล่าวนิยมแทนเอกภพสัมพัทธ์ U  ด้วยกรอบส่ีเหล่ียม และภายในบรรจุ
รูปปิด (วงกลม วงรี ฯลฯ) ทีใ่ช้แทนขอบเขตของเซต A, B, C ต่าง ๆ  ซ่ึงจะต้อง
เขียนให้มีบริเวณที่เซตสองเซตซ้อนทับกันหากสองเซตนั้นมีสมาชิกร่วมกัน ดังภาพ 

 
 
 
 
 
 

  A และ B ไม่มีสมาชิกร่วมกัน    A และ B มีสมาชิกร่วมกัน      A เป็นสับเซตของ B 
  (เรียกว่าเป็น disjoint sets) 

 
 
 
 
 

 
 
 
 

แผนภาพ 
ของเซต 

เพื่อความเป็นระเบียบและลดความสับสนในการคดิคํานวณ ถ้าไม่ทราบรปูแบบชัดเจน ควรจะวาด
แผนภาพเซต A และ B ให้มีสมาชิกร่วมกนัก่อน (ในลักษณะเหมือนรูปกลาง) แล้วจากนั้นเม่ือ
คํานวณจนทราบแน่ชัดวา่ช้ินส่วนใดไม่มีสมาชิก จึงค่อยแรเงาทิ้งไป 

K
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 U  

A            B 

 U  

A        B 

 U  

B 

A 

A 

C  

B 

2 3 

1 0 4 

5 7 

  9 

11 

 U  

6 8 
10 A          B 

0  2 
4 

1 
3 

  5 
7  9 

6  8 10  11  U  

 

ตัวอย่าง 1.6  กําหนดเอกภพสมัพัทธ์ {0, 1,2, 3, 4, ..., 11}U  
ถ้า A เป็นเซตของจาํนวนที่นอ้ยกว่า 5, B เป็นเซตของจํานวนคีท่ี่ไม่เกิน 9 
และ C เปน็เซตของจํานวนเฉพาะ ให้เขยีนแผนภาพแสดงเซต A, B และแสดงเซต A, B, C 

 
วิธีคิด  จากโจทย ์จะทราบว่า A {0, 1,2, 3, 4} , B {1, 3,5, 7, 9}  และ C {2, 3,5, 7, 11}  

จึงเขียนแผนภาพแสดงเซต A, B ได้ดังนี ้ และเขียนแผนภาพแสดงเซต A, B, C ได้ดังนี ้
 
 
 
 
 
 
 

 
 

ในพ้ืนฐานของวิชาคณิตศาสตร์ เราได้รู้จักการดําเนินการเกี่ยวกับจํานวนอยู่
หลายลักษณะ เช่น การบวก, การลบ, การคูณ, การหาร, การยกกําลัง, การถอด
ราก, การหาคา่สัมบูรณ์ เป็นต้น ซ่ึงล้วนแล้วแต่เป็นวิธีการทําให้เกิดจํานวนใหม่ขึ้น
จากจํานวนที่มีอยู่เดิม การดําเนินการเกี่ยวกับเซตก็เป็นการทําให้เกิดเซตใหม่ขึ้นจาก
เซตท่ีมีอยู่เดิมเช่นเดียวกัน ซ่ึงการดําเนินการที่พบโดยท่ัวไปมีอยู่ 4 ลักษณะ ได้แก่ 
 

1. ยูเนียน (Union:  ) 
เซต A B  คือเซตของสมาชิกสมาชิกทั้งหมดของ A กับ B 
(เทียบได้กับคําว่า “A หรือ B”) ผลลัพธ์ที่ได้มักจะมีจํานวนสมาชิกเพ่ิมขึ้น 
 

 
 
 
 
 
 
                                                ยูเนียนของ A กับ B ได้เป็น B 

 
2. อินเตอร์เซกชัน (Intersection:  ) 

เซต A B  คือเซตของสมาชิกตัวที่ปรากฏซํ้ากันใน A และ B 
(เทียบได้กับคําว่า “A และ B”) ผลลัพธ์ที่ได้มักจะมีจํานวนสมาชิกน้อยลง 

 
 
 
 
 

 
  อินเตอร์เซกชันของ A กับ B                               อินเตอร์เซกชันของ A กับ B 
         เป็นเซตว่าง              ได้เป็น A 
 

 U  

A            B 

 U  

A        B 

 U  

B 

A 

การดําเนินการ 
เกี่ยวกับเซต 
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 U  

A 

 U  

A            B 

 U  

A        B 

 U  

B 

A 

สามารถเขียนนิยามของยูเนียนกับอินเตอร์เซกชัน ในรูปแบบบอกเงื่อนไขได้ดังนี้ 
A B { x | x A หรือ x B }     
A B { x | x A และ x B }     
 
หมายเหตุ 
ในภาษาอังกฤษอ่าน A B  ว่า A cup B และอ่าน A B  ว่า A cap B 
และบางตําราใช้สัญลักษณ์ AB แทน A B  (ละเคร่ืองหมายอินเตอร์เซกชันได้) 
 
 

3. คอมพลีเมนต์ (Complement: ' ) 
เซต A'  คือเซตของสมาชิกที่เหลือใน U  ที่ไม่ได้อยู่ใน A 
บางตําราใช้สัญลักษณ์เป็น cA  หรือ A  
 
 
สามารถเขียนนิยามของคอมพลีเมนต์ ในรูปแบบบอกเงื่อนไขได้ดังนี้ 
A ' { x | x A }   
 

4. ผลต่าง (Difference หรือ Relative Complement:  ) 
เซต B A  คือเซตของสมาชิกที่อยู่ใน B แตไมอยู่ใน A 
 
 
 
 
 
 
สามารถเรียก B A  ว่า “คอมพลีเมนต์ของ A ซ่ึงอยู่ใน B” 
คล้ายกับการมอง B เป็นเอกภพสัมพัทธ์ใหม่ หรือเขียนเป็นสัญลักษณ์ดังนี้ 

B A B A'    
และสามารถเขียนนิยามของผลต่าง ในรูปแบบบอกเงื่อนไขได้ดังนี้ 
B A { x | x B และ x A }     
 
ข้อสังเกต 
โดยทั่วไป n(B A) n(B) n(A)    
แต่ต้องคิดจาก n(B A) n(B) n(A B)     คือลบด้วยส่วนที่ซํ้ากันเท่านั้น 

สมมติเราทราบค่า n(B) 9  และ n(A) 4  จะยังกล่าวไม่ได้ในทันทีว่า 
n(B A) 9 4 5     เพราะสมาชิกของ A ทั้งส่ีตัวนั้นอาจไม่ได้อยู่ใน B ทั้งหมด 
แต่ต้องทราบก่อนว่า n(A B)  เท่ากับเท่าใด เช่นถ้า n(A B) 3   ก็จะสรุปได้ว่า 
n(B A) 9 3 6     และ n(A B) 4 3 1     
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A B 

ง จ 

 ก    ข    ค 

ฉ 

C 
ช ซ 

 U  

 

ตัวอย่าง 1.7  ถ้า A {2, 3,5, 7}  และ B { , 1,2, {3, 4},5}   
โดยที่ { , 1,2, 3, 4,5,6, 7, {1,2}, {3, 4},(5,6)} U  
ให้เขียนแจกแจงสมาชิกของเซต A B , A B , A ' , B' , B A  และ A B  
 

ตอบ A B { , 1,2, 3,5, 7, {3, 4}}    A B {2,5}   
A ' { , 1, 4,6, {1,2}, {3, 4},(5,6)}   B' {3, 4,6, 7, {1,2},(5,6)}  
B A { , 1, {3, 4}}    และ A B {3, 7}   

 
 
 
 

ตัวอย่าง 1.8  ให้แรเงาแสดงส่วนตา่ง ๆ  ของเซตในแผนภาพ ตามที่กําหนดต่อไปนี ้
 

ก. A B  
 

วิธีคิด พิจารณาจากแผนภาพ เซต A ประกอบดว้ยช้ินสว่น ก+ข+ง+จ 
เม่ือลบดว้ยสว่นที่มีสมาชิกรว่มกบัเซต B นัน่คอื ข+จ 
ก็จะเหลอืชิ้นส่วน ก+ง เป็นคําตอบ 
(ในข้อนี้มองเป็นแผนภาพสองเซต โดยไม่มีเซต C ก็ได้) 
 
ข. (A C) B   
 

วิธีคิด เซต A กับ C ยูเนียนกนั จะได้ช้ินส่วน ก+ข+ง+จ+ฉ+ช 
จากนั้นลบด้วยสว่นที่มีสมาชิกร่วมกับเซต B นัน่คือ ข+จ+ฉ 
ก็จะเหลอืชิ้นส่วน ก+ง+ช เปน็คาํตอบ 
 
ค. C (A B)'   
 

วิธีคิด เซต C ประกอบด้วยช้ินส่วน ง+จ+ฉ+ช 
ส่วนเซต A B  ประกอบด้วย ก+ข+ค+ง+จ+ฉ ดังนัน้ (A B)'  คือช้ินส่วน ช+ซ 
เม่ือนาํมาอินเตอร์เซกชันกัน จะได้ช้ินส่วนที่ซ้าํกนัคือ ช เทา่นั้น 
(ในข้อนีห้ากมองโจทย์เปน็ C (A B)   จะทําให้คิดได้เร็วขึ้น) 
 
ง. (A C') B   
 

วิธีคิด เซต A C '  หมายความว่า อยู่ใน A และไม่อยู่ใน C นัน่คือช้ินส่วน ก และ ข 
และเม่ือนํามายูเนียนกับเซต B ก็จะได้ช้ินสว่น ก+ข+ค+จ+ฉ เปน็คําตอบ 

 

 
 

สมบัติที่เกี่ยวกับการดําเนินการของเซต ช่วยให้จัดรูปแบบและหาสมาชิก
ของเซตที่กําหนดให้ได้อย่างง่ายขึ้น 

 

1. การแจกแจง 
 

A (B C) (A B) (A C)
A (B C) (A B) (A C)
A (B C) (A B) (A C)
A (B C) (A B) (A C)

     

     

     

     

 

 

 
 

สมบัติ 
เกี่ยวกับเซต 

2. คอมพลีเมนต์ 
 

(A B)' A' B'
(A B)' A' B'

  

  
 

 

3. เพาเวอร์เซต 
 

P(A) P(B) P(A B)
P(A) P(B) P(A B)
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 U  

A        B 
ง 

ข ก ค 

 

ตัวอย่าง 1.9  ให้เขียนเซตตอ่ไปนี้ในรปูอยา่งงา่ยที่สดุ 
 

ก. (A B) (B A) (A B)      
 

วิธีคิด เนื่องจากเป็นรูปแบบที่ประกอบดว้ยสองเซตเท่านัน้ 
เราจงึพจิารณาจากแผนภาพ 
จะได้ (A B)  คอืชิ้นส่วน ก   (B A)  คอืชิ้นสว่น ค 
และ (A B)  คือช้ินสว่น ข 
 

..จึงสรุปไดว้่า (A B) (B A) (A B) ก ข ค         
ตอบ ซึ่งรูปอยา่งงา่ยทีสุ่ดกค็ือ A B  นั่นเอง 

 
ข. [ A (A B)] ' [(A C) C ] '      
 

วิธีคิด เนื่องจาก A (A B)   เสมอ ดังนั้น A (A B) A    
และเนือ่งจาก (A C) C   เสมอ ดังนั้น (A C) C C    
..รูปแบบในโจทย์จึงกลายเป็น [A] ' [C] '  
จากนั้นเม่ือแปลงเครื่องหมายลบ จะได้เปน็ A' (C ') ' A' C C A      

ตอบ รูปแบบที่สัน้ทีสุ่ดคือ C A  
 

 
 
 

ตัวอย่าง 1.10  ให้เขยีน (A B' C ') (A' B C ') (A B' C) (A' B C)            ในรูปอย่างง่าย 
 

วิธีคิด วงเล็บทีห่นึ่งกับสามมีบางเซตที่เหมือนกนั วงเล็บทีส่องกับสี่ก็เช่นกนั 
จึงสลับตาํแหน่งการเขียนเป็น [(A B' C ') (A B' C)] [(A' B C ') (A' B C)]            
จากนั้น ดงึเซตทีเ่หมือนกนัออกจากวงเล็บ (ดว้ยกฎการแจกแจง) 
  [ A B' (C ' C)] [ A' B (C ' C)]        

[ A B' ] [ A' B ]     U U  
[ A B'] [ A' B ]      ..ไม่มีเซตที่เหมือนกนัแลว้ จึงไม่สามารถจดัรูปให้สัน้ลงได้อกี 

 

ตอบ (A B') (A' B)    ..หรือเขียนเป็น (A B) (B A)    
 
หมายเหต ุ
หากไม่ใช้วิธจีัดรปู เรายังสามารถคิดเกี่ยวกับอนิเตอร์เซกชันได้ง่าย ๆ  โดยแปลเป็นคาํวา่ “และ” 
เช่น A B' C '   คือส่วนที ่“อยู่ใน A และไม่อยู่ใน B และไม่อยู่ใน C” นั่นคอืชิ้นส่วน ก 
ด้วยวธิีเดยีวกนันีจ้ะได้ A' B C ' ค     A B' C ง     A' B C ฉ    
ดังนัน้คาํตอบข้อนี้คือช้ินส่วน ก+ค+ง+ฉ นัน่เอง 
 

 
 

สองตัวอย่างต่อไปนี้ เป็นตัวอย่างเพิ่มเติมจากหัวข้อเพาเวอร์เซตและสับเซต 
แต่จะได้อาศัยความรู้เกี่ยวกับการดําเนินการของเซต คือ ผลต่าง ยูเนียน อินเตอร์
เซกชัน ด้วย 
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C        P(C) 

 2     4     60 

 

ตัวอย่าง 1.11  ถ้า C { } 0 {{ }, 0} { , {0}} {{ , {0}}}     { , , , , , }  ใหห้าค่าของ 
 

 ก. n(P(C)) 
 

ตอบ เนื่องจาก n(C) 6  ดังนัน้ 6n(P(C)) 2   64 
 
 ข. n(P(C) C)  

 

*** n(P(C) C)  ไม่ได้คิดจาก 64 6 58   
เพราะโดยทั่วไปสมาชิกของ C นัน้ไมได้อยู่ใน P(C)  ทัง้หมด 
การจะคิด n(P(C) C)  ต้องดูว่า สมาชิกของ C นัน้อยูใน P(C)  กีต่ัว 
 

วิธีคิด เริ่มพิจารณาเรียงไปทีละตัว เริ่มจาก   “อยู”่ (เพราะ   เปน็สับเซตของทกุเซต) 
 

ต่อมา { }  ก็ “อยู่” ..อยู่ในขัน้ตอนทีห่ยิบสมาชิกจาก C ไปหนึ่งตัว 
(เซตวา่งทีป่รากฏในน้ีเปน็สมาชกิตัวแรกสดุใน C) หรือกลา่ววา่ “อยู่” เพราะ C   
 

ต่อมา 0 อนันี ้“ไม่อยู่” ..เพราะไม่ใช่เซต (สิง่ทีอ่ยู่ในเพาเวอร์เซตจะตอ้งเปน็เซตเสมอ) 
 

ต่อมา {{ }, 0}  อันนี้ “อยู่” มาจากขั้นตอนทีห่ยิบสมาชิกจาก C ไปสองตวั 
(ในที่นี้คอืตวัทีส่องกับตวัทีส่าม) หรือกลา่ววา่ “อยู่” เพราะ { } C   และ 0 C  
 

ต่อมา { , {0}}  อันนี้ “ไม่อยู่” ..เพราะ {0} C  
 

และสดุทา้ย {{ , {0}}}  อนันี้ก็ “อยู่” ..เพราะว่า { , {0}} C   
มาจากขัน้ตอนทีห่ยิบสมาชิกจาก C ไปหนึ่งตัว (ตัวทีห่า้) นั่นเอง 
 

ตอบ สรุปแล้ว สมาชิกของ C นัน้อยู่ใน P(C)  4 ตัว 
ดังนัน้ n(P(C) C) 64 4     60 

 
 ค. n(C P(C))  

 

ตอบ n(C P(C))  ก็ไม่ได้คดิจาก 6 64  แตต่้องดูวา่ สมาชิกของ P(C)  นั้นอยูใน C กีต่ัว 
ซึ่งมีวธิีคิดเช่นเดยีวกับข้อ ข. คือได้ 4 ตัว หรือกล่าวว่า n(C P(C)) 4   
ดังนัน้ จึงทําให้ n(C P(C)) 6 4     2 
 

หากดูแผนภาพประกอบจะเข้าใจย่ิงขึ้น 
เราทราบวา่ (ขอ้ ก.) n(C) 6  และ n(P(C)) 64  
จากนั้นนับในข้อ ข. แลว้ได้ n(C P(C)) 4   
จึงสรุปวา่ (ค.) n(C P(C)) 2   และ (ข.) n(P(C) C) 60   

 
 ง. n [(P(C) C) (C P(C))]    

 

ตอบ จากข้อ ข. กับ ค. (หรอืจากแผนภาพ) ไดค้ําตอบเป็น 60 2   62 
(นําจาํนวนสมาชิกมาบวกกนัไดท้นัที เพราะสองสว่นนี้ไม่ไดซ้้อนทบักัน) 

 
 
 
 

ตัวอย่าง 1.12  กําหนด A, B เป็นเซตซึง่ A {1, 3,5, 7}  และ B {1,2, 3, 4,5,6, 7}  
(ในข้อ ก. และ ข. จาํเปน็ตอ้งใชค้วามเข้าใจเร่ืองกฎการนับเบ้ืองตน้ จากหัวข้อ ๑๓.๑ ด้วย) 

 
ก. ใหห้าจํานวนแบบของเซต Y ซึ่ง A Y    และ Y B  
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วิธีคิด วิธีคดิตา่งจากตัวอย่าง 1.5 (A Y B  ) เลก็น้อย 
ข้อนีต้อ้งการ A Y    แสดงว่า สมาชิก 1, 3, 5, 7 ตอ้งมีอยู่ใน Y 
(มีกี่ตัวก็ได ้แต่ไม่มีเลยไม่ได้เพราะจะทาํให ้A Y   )  
การอยู่กีต่ัวก็ได้ แตไมอยูเลยไมได ก็คือการหาสับเซตทุกแบบของ {1, 3,5, 7}  ที่ไมใชเซตวาง 
ในขั้นตอนนีจ้ึงได ้ 42 1 15   แบบ 
 

อีกเงือ่นไขคือ Y B  แปลวา่ 2, 4, 6 จะอยู่ใน Y กี่ตวักไ็ด้ หรือไม่อยู่เลยก็ได ้
(เพราะมีเพียงบางตัวของ 1, 3, 5, 7 ก็เพียงพอกบัเงื่อนไข Y B  แล้ว) 
ขั้นนีเ้หมือนตัวอย่างที่แลว้ จงึได้ 32 8  แบบ 
 

ตอบ คําตอบขอ้นีต้้องนําสองเง่ือนไขมาประกอบกนั 
สรุปวา่ทั้งสองขั้นตอนทาํให้ได้ผลลพัธต์่าง ๆ  กนัทั้งสิน้ 15 8   120 แบบ 
 
ข. ใหห้าจํานวนแบบของเซต Z ซึ่ง {1,2, 3} Z    และ Z A  
 

วิธีคิด วิธีคดิเหมือนข้อ ก. ... นั่นคอื ตอ้งการ {1,2, 3} Z    แสดงว่า 
สมาชิก 1, 3 ตอ้งมีอยู่ใน Z (มีกีต่ัวก็ได ้แต่ไม่มีเลยไม่ได้เพราะจะทําให้   {1, 2, 3} Z ) 
ที่สาํคญัคอื สมาชิก 2 หา้มอยู่ใน Z เพราะจะขัดแย้งกับอีกเงื่อนไข ( Z A ) 
ในขั้นตอนนีจ้ึงได ้ 22 1 3   แบบ 
 

อีกเงือ่นไขคือ Z A  แปลวา่ 5, 7 จะอยู่ใน Z กี่ตวัก็ได ้หรอืไม่อยูเ่ลยกไ็ด้ 
(เพราะมีเพียงบางตัวของ 1, 3 ก็เพียงพอกับเงื่อนไข Z A  แล้ว) 
ขั้นนีเ้หมือนตัวอย่างที่แลว้ จงึได้ 22 4  แบบ 
 

ตอบ คําตอบขอ้นีต้้องนําสองเง่ือนไขมาประกอบกนั 
สรุปวา่ทั้งสองขั้นตอนทาํให้ได้ผลลพัธต์่าง ๆ  กนัทั้งสิน้ 3 4   12 แบบ 
 
ค. ให้หาจาํนวนแบบของเซต Z ซึ่ง {1,2, 3} Z    และ Z A  
 

วิธีคิด ข้อนีง้่ายทีสุ่ด เนือ่งจาก ตอ้งการ {1,2, 3} Z    แสดงว่า 
สมาชิก 1, 2, 3 ห้ามมีอยู่ใน Z เลยแม้แตต่ัวเดียว 
เม่ือประกอบกับอีกเงือ่นไขคือ Z A  จงึได้วา่ สมาชิก 5, 7 เท่านั้นที่จะอยู่ใน Z 
(กี่ตัวก็ได ้หรือไม่อยู่เลยก็ได้ เพราะแม้ Z    ก็ยังทาํให้เงือ่นไข Z A  เป็นจริงอยูด่ี) 
 

ตอบ ได้คําตอบเป็น 22   4 แบบ 
 

 
 

แบบฝึกหัด ๑.๒ 
 
(11) กําหนด A, B เป็นเซตที่มีลักษณะ A B  และ A B  
ถ้า x A  และ y B  แล้ว ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 (11.1) {x} B     (11.3) {A} {B}  
 (11.2) {y} A     (11.4) {A} {B}  
 
(12) ข้อความต่อไปนี้ถูกต้องหรือไม่ 
 (12.1) ถ้า A B  และ B C  แล้ว A C  
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 (12.2) ถ้า A B  และ B C  แล้ว A C  
(12.3) ถ้า A B  และ B C  แล้ว A C  

 
(13) ให้ A เป็นเซตใด ๆ  ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 (13.1) { x | x A } A     (13.3) { x | {x} A } {A}   
 (13.2) { x | x A } {A}    (13.4) { x | {x} }     
 
(14) กําหนดให้ A B {0, 1, 2, 3, 4, 5}      A B {1, 3, 5}      B C {2, 3, 5}   
A C {0, 1, 2, 3, 5}      A C {0, 3, 5}   แล้ว ข้อใดผิด 
 ก. A B ' {0}      ข. B C ' {1}   
 ค. A C ' {1}      ง. B A ' {2, 4}   
 
(15) ให้เขียนเซต C' B'  แบบแจกแจงสมาชิก เม่ือกําหนดให้ 

{ x | 1 x 10 }  < <U I  เม่ือ I  เซตของจํานวนเต็ม 
B { x | x  หารด้วย 3 ลงตัว}  และ C { x | x 5} <  
 
(16) ถ้า A {0, 1}  และ B {0, {1}, {0, 1}}  แล้ว 
 (16.1) ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด A P (B)  
 (16.2) ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด {1} P (A) P (B)   
 (16.3) ค่าของ n(P (A B)) n(P (A B))    เป็นเท่าใด 
 
(17) ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 (17.1) '  U     (17.7) A A '    
 (17.2) '  U     (17.8) A A '  U  
 (17.3) A (A B)     (17.9) A   U  และ A A ' U  
 (17.4) B (A B)     (17.10) A A    และ A     

(17.5) (A B) A     (17.11) A A    
(17.6) (A B) B     (17.12) A B A B '    

 
(18) ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 (18.1) ถ้า A B  แล้ว P (A) P (B)  
 (18.2) ถ้า A B    แล้ว A    และ B    
 (18.3) ถ้า A B    แล้ว A    และ B    
 (18.4) ถ้า A B    และ B C B   แล้ว A ' C '  U  
 (18.5) ถ้า A B    และ B C    แล้ว A C    
 
(19) สําหรับเซต A, B ใด ๆ  ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 (19.1) A B A B      (19.5) ถ้า x A  แล้ว x A B   
 (19.2) A B B A      (19.6) ถ้า x A  แล้ว x A ' B '   

(19.3) A B A B '      (19.7) ถ้า x A  แล้ว x A ' B '   
 (19.4) (A B) ' B ' A      (19.8) ถ้า x A  แล้ว x (A ' B ') '   
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(20) เขียนเซตต่อไปนี้ให้อยู่ในรูปที่ส้ันที่สุด 
 (20.1) A (A B)     (20.6) (A B) B   
 (20.2) (A B) B     (20.7) (A B) B   
 (20.3) (A B) B     (20.8) A (A B)   
 (20.4) A (A B)     (20.9) (A B) (B A')    
 (20.5) A (A B)   
 
(21) ข้อความต่อไปนี้เป็นจริงหรือไม่ 
 (21.1) ถ้า A C B C    แล้ว A B  
 (21.2) ถ้า A C B C    แล้ว A B  
 (21.3) ถ้า A C B C    แล้ว A B  
 (21.4) ถ้า A' B'  แล้ว A B  

 
 
 

 

(22) ให้บอกเงื่อนไขที่ทําให้ A B A   อย่างน้อย 3 กรณี 
 
(23) เขียนเซตต่อไปนี้ให้อยู่ในรูปที่ส้ันที่สุด 
 (23.1) (A B) (B A) (A B)      
 (23.2) [A (A' B)] [B (B' A')]      
 (23.3)    [(A B) (B A)] A' A' [(A B) (B A)]          

(23.4)  [(A B)' (B C ')] [(D E) (C ' E')] (A E') '          
 
(24) ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 (24.1) (A B C) (A ' B C) (B' C ')        U  
 (24.2) (A B C D') (A ' C) (B' C) (C D) C           
 (24.3) P (A B) P (A B)    
 (24.4) P (A B) P (B A) { }      
 (24.5) ถ้า A B  แล้ว P (A B) P (A) P (B)    
 
(25) ให้ A {0, 1, 2, 3} , B {{0}, 1, 2, {3}}  และ C {0, {1}, {2}, 3}  
ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 (25.1) P(A) P(B) P(C ') { , {1}, {2}, {1, 2}}     
 (25.2) P(A) P(B') P(C) { , {0}, {3}, {0, 3}}     
 (25.3) P(A') P(B) P(C) { , {0}}     
 (25.4) P(A) P(B') P(C ') { }     
 
(26) ถ้า n( ) 35U , n(A) 22 , n(B) 18  
ให้หาว่า n(A' B')  จะมีค่ามากที่สุดได้เท่าใด 

ถ้า   A B  แล้ว ไม่จําเป็นทีว่่า A B  
(ถ้า A B  ยอ่มทาํให ้   A B  แน่นอน แต่ยังมีกรณอีื่น ๆ  อีก คือเม่ือใดก็ตามที ่ A B ) 

K



คณิต มงคลพิทักษสุข    เซต 
kanuay.com 

29 

(27) ถ้า n(A) a , n(B) b , n(C) c , n(D) d  
n(A B) b  , n(B C) c   และ n(C D) d   แล้ว 
ให้หา n(A B C D)    และ n(A B C D)    
 
(28) ให้ A,B, C  เป็นเซตซ่ึง P (C) { , {a}, {c}, C}   
ถ้า n(P (A)) 8 , n(P (B)) 16  
และ C A , C B , {b, d, e} A B  , b A B '   แล้ว ข้อใดผิด 

ก. d (A B ') '     ข. e (C B ') '   
ค. b (A ' B ') '     ง. {b, e} (A ' B) '   
 

(29) เม่ือ A { , 1, {1}}   และ A B '    แล้ว ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 (29.1) n [ P (A) P (B) ] 8    (29.3) P (A B) { }    
 (29.2) {1} P (A B)     (29.4) P (B A) { }    
 
(30) ถ้า A { , { }, 0, {0}, {1}, {0, 1}}    
แล้ว ให้หาจํานวนสมาชิกของเซต [ P (A) A ] [ A P (A) ]    
 
(31) มีเซต A ที่ตรงตามเงื่อนไขต่อไปนี้กี่แบบ 
 (31.1) A B {1, 2, 3, 4, 5}   และ B {1, 3, 5}  
 (31.2) A B {1, 2, 3, ..., 15}   และ B {2, 4, 6, 8, 10}  
 
(32) กําหนดให้ A {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}  และ B {1, 2, 3}  
แล้ว จะมีเซต X ตามเงื่อนไขต่อไปนี้ได้กี่แบบ 
 (32.1) B X A   
 (32.2) X A  และ B X    
 
(33) ถ้า B A  โดย n(A) 10 , n(B) 4  
ให้หาค่า n(C)  ในแต่ละข้อต่อไปนี้ 
 (33.1) C { S | B S A }    
 (33.2) C { S A | S B }      
 
(34) กําหนด A {0, 2, 4, 6, 8}     B {0, 1, 2}     C {1, 2, 3}     D {0, 2, 3}  
ให้หาจํานวนเซต X ซ่ึง X A  และตรงตามเงื่อนไขต่อไปนี้ 
 (34.1) B C ' X     (34.3) B D X   
 (34.2) B C ' X     (34.4) B D X   
 
(35) ถ้า {1, 2, 3, 4, ..., 8}U  
A {1} U       B {2, 4, 6}     และ C {1, 7}  
มีเซต D ที่เป็นไปได้กี่แบบที่ตรงตามเงื่อนไข (B' C) D A    
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=       +       – 

=      +      +   –         –         –          + 

=        –  

(36) กําหนดให้ { x | 2 x 6}   < <U I  เม่ือ I  เซตของจํานวนเต็ม 
2A { k | k }  U  และ B { k | k }  U  

จํานวนสมาชิกของเซต   C { X | A B X  และ  X A B }  เป็นเท่าใด 
 
(37) ให้ A {a, b, c, d, f}  และ B {a, c, d, e}  
เซต X ซ่ึง X A B   และ A B X     มีกี่เซต 
 
(38) ให้ A {1, 3, 5, 7, 9}  และ kS { B A | n(B) k }    
ให้หาค่า n(S) เม่ือ 1 4 52 3S S S S S S      
 
(39) กําหนดเซต A, B เป็นสับเซตของ U  
ถ้า n( ) 100U , n(A') 40 , n(B) 55  และ n(A B') 32   
แล้ว ค่าของ n(A' B')  เป็นเท่าใด 
 
 

๑.๓ โจทย์ปัญหาจํานวนสมาชิก 
 

โจทย์ปัญหาที่เกี่ยวกับจํานวนสมาชิกในแต่ละส่วนของเซต นิยมใช้แผนภาพ
เวนน์-ออยเลอร์ช่วยในการคํานวณ เพราะทําให้มองเห็นลักษณะได้ชัดเจน 

ดังเช่นในหัวข้อที่แล้วที่ได้กล่าวว่า “จํานวนสมาชิกของ B A  โดยทั่วไปมัก
ไมเท่ากับจํานวนสมาชิกของ B ลบด้วยจํานวนสมาชิกของ A แต่จะต้องทราบจํานวน
สมาชิกส่วนที่ซํ้ากันของสองเซตนี้ แล้วคํานวณจาก n(B A) n(B) n(A B)    ” 
หากเราใช้แผนภาพเวนน์-ออยเลอร์ช่วยในการคํานวณ ก็จะทําให้เห็นที่มาของคํา
กล่าวนี้ได้อย่างชัดเจนยิ่งข้ึน 
 

n(B A) n(B) n(A B)     
 
 
 

ยูเนียนของเซต A กับ B ก็เช่นกัน โดยทั่วไปไมสามารถหาจํานวนสมาชิก
ได้จากผลบวกจาํนวนสมาชิกของแต่ละเซตในทันที แต่จะต้องคํานึงด้วยว่ามีสมาชิก
บางส่วนที่ซํ้ากันหรือไม่ เนื่องจากสมาชิกส่วนนั้นจะต้องไม่ถูกนบัซํ้า 

สูตรต่อไปนี้ช่วยในการหาจํานวนสมาชิกของยูเนียนของเซตโดยเฉพาะ จะ
เหมาะสมอย่างยิ่งกับสถานการณ์ที่ทราบข้อมูลตรงตามที่ปรากฏในสูตรพอดี 
 
สําหรับ 2 เซต  n(A B) n(A) n(B) n(A B)      
 
 
สําหรับ 3 เซต 
n(A B C) n(A) n(B) n(C) n(A B) n(A C) n(B C) n(A B C)               
                  

สูตรยูเนียน 
2–3 เซต 
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ตัวอย่าง 1.13  จากการสอบถามนักเรียนหอ้งหนึ่งซึ่งมีจาํนวน 30 คน พบวา่มีนกัเรียนชอบเรียน 
วิชาคณติศาสตร์ 12 คน ชอบเรียนวิชาภาษาอังกฤษ 15 คน โดยชอบทั้งสองวิชาอยู่ 5 คน 
ถามว่ามีนักเรยีนในหอ้งนีท้ี่ไม่ชอบเลยทัง้สองวิชาอยู่กี่คน 

 
วิธีคิด จะสังเกตได้วา่ U  คือนกัเรียนในห้องนี้ และมีเซตอยูส่องเซต คอื ชอบเรียนคณิตศาสตร์ 

กับชอบเรียนภาษาอังกฤษ (ซึ่งมีบางคนชอบทัง้สองวิชา แสดงวา่สองเซตนี้มีส่วนซ้อนทับกนั) 
 
     วิธีท่ี 1  “ชอบทั้งสองวิชาอยู่ 5 คน” จะได้ ช่อง ข เปน็ 5 
     “ชอบเรียนคณิตศาสตร์ 12 คน” จะได ้ช่อง ก เป็น 12 5 7   
     “ชอบเรียนภาษาอังกฤษ 15 คน” จะได้ ช่อง ค เป็น 15 5 10   
     ดังนั้น จาํนวนคนที่ไม่ชอบเลยทั้งสองวิชา คอืช่อง ง นัน้ 
     สามารถคํานวณได้ดงันี ้ 30 5 7 10     8 คน 
 
 

วิธีท่ี 2  ขอ้มูลที่โจทย์ให้มาได้แก่ n(M) 12 , n(E) 15  และ n(M E) 5   
ดังนัน้ เราหา n(M E)  ได้ตามสตูร     n(M E) 12 15 5 22  
แสดงว่าจํานวนคนที่ไม่ชอบเลยทั้งสองวิชา เทา่กับ 30 22   8 คน 

 
 
 
 

ตัวอย่าง 1.14  ในการสอบของนักเรียนช้ันหนึ่ง พบว่ามีผูส้อบผ่านวิชาคณติศาสตร์ 37 คน 
วิชาสังคมศึกษา 48 คน วิชาภาษาไทย 45 คน โดยมีผู้ทีส่อบผ่านทั้งวิชาคณิตศาสตร์ 
และสังคมศึกษา 15 คน ทัง้สังคมศึกษาและภาษาไทย 13 คน  
ทั้งคณิตศาสตร์และภาษาไทย 7 คน และมีผูท้ี่สอบผ่านทั้งสามวิชาเพียง 5 คน 
ถามว่า ทีก่ลา่วมานี้มีนักเรียนอยูท่ั้งหมดจาํนวนเทา่ใด 

 
วิธีคิด มีเซตอยู่สามเซต คือ สอบผ่านคณิตศาสตร์ สอบผ่านสังคมศึกษา และสอบผา่นภาษาไทย 

(ซึ่งมีผู้สอบผ่านหลายวิชา แสดงว่าสามเซตนี้มีส่วนซอ้นทับกัน) โจทย์ไม่ได้กล่าวถึงผู้สอบไม่ผา่น 
ดังนัน้อาจไมต่้องเขียนกรอบสี่เหลีย่มแทน U  ก็ได้ (คือไม่มีช่อง ซ) 
 
 
         วิธีท่ี 1  “ผ่านทั้งสามวิชาอยู่ 5 คน” จะได้ 

          จาํนวนสมาชิกช่อง จ เท่ากบั 5 
 

          พจิารณาการสอบผา่นสองวิชา จะได ้
          ช่อง ข มีจํานวนสมาชิก 15 5 10   
          ช่อง ฉ มีจํานวนสมาชิก 13 5 8   
          และชอ่ง ง มีจํานวนสมาชิก 7 5 2   
 

          พจิารณาการสอบผา่นหนึง่วิชา จะได ้
          ช่อง ก มีจํานวนสมาชิก 37 10 5 2 20     
          ช่อง ค มีจํานวนสมาชิก 48 10 5 8 25     
          และชอ่ง ช มีจํานวนสมาชิก 45 2 5 8 30     
 

          ดงันัน้ จาํนวนสมาชิกรวม 5 10 8 2 20 25 30        100 คน 

สูตรยูเนียนทัง้สองสูตรนี ้หากรูส้ึกว่ายาวเกนิกว่าจะจําได ้ลองสังเกตจากรูปประกอบดูนะครับ K
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ฟุตบอล กรีฑา 
30 

18 

ว่ายน้ํา 20 

x 

วิธีท่ี 2 ขอ้มูลทีโ่จทย์ให้มาได้แก ่n(M) 37 , n(S) 48 , n(T) 45  
n(M S) 15  , n(S T) 13  , n(M T) 7   และ n(M S T) 5    
ดังนัน้ เราหา n(M S T)   ได้จาก n(M S T) 37 48 45 15 13 7 5 100           
แสดงว่าจํานวนนกัเรียนทั้งหมดในช้ัน (ที่กล่าวถึง) เท่ากับ 100 คน 

 

 
 

สูตรยูเนียนของ 2 และ 3 เซต ดังได้กล่าวมานี้ ใช้หาจํานวนสมาชิกของทั้ง
เซต หรืออินเตอร์เซกชันของเซตก็ได้ เม่ือเราทราบค่าอ่ืน ๆ  ที่เหลือในสูตร เช่น ถ้า
ทราบว่า n(A) 10 , n(B) 12  และ n(A B) 18   ก็จะแทนค่าในสูตรแรกได้
ดังนี้ 18 10 12 n(A B)     ทําให้ทราบว่า n(A B) 4   

 
 

ตัวอย่าง 1.15  จากการสอบถามผู้ชมข่าวทางโทรทัศนจ์ํานวน 1,000 คน พบว่าในกลุ่มนี ้
มีผู้ที่ชมทางช่องฟรีทวีีทัง้สิน้ 810 คน และมีผูท้ี่ชมทั้งทางช่องฟรทีวีีและเคเบ้ิลทวีีอยู่ 650 คน 
ถามว่าในผู้ชมกลุม่นี้มีทั้งหมดกี่คนที่ได้ชมทางเคเบ้ิลทีว ี

 
วิธีคิด ให้ A คือเซตของผู้ที่ชมทางช่องฟรีทีว ีและ B คอืเซตของผูท้ี่ชมทางเคเบ้ิลทีว ี

ข้อมูลจากโจทย์คอื n(A B) 1000  , n(A) 810  และ n(A B) 650   
 

ต้องการทราบคา่ n(B) 
จึงใช้สตูรยูเนียนของ 2 เซต ดังนี.้. 1000 810 n(B) 650    
จะได้ n(B) 840  
 

ตอบ มีผู้ชมทางเคเบ้ิลทีวีเปน็จาํนวนทั้งหมด 840 คน 
 

 
 
แต่ถึงแม้การใช้สูตรยูเนียน (ตามวิธีที่ 2 ในตัวอย่างข้างตน้) จะช่วยให้

คํานวณได้รวดเร็ว โจทย์ปัญหาบางข้อก็เหมาะกับวิธีแรกคือพิจารณาชิ้นส่วนต่าง ๆ  ใน
แผนภาพเท่านั้น ดังเช่นในโจทย์ส่วนใหญ่ที่จะพบในแบบฝึกหัดต่อไป 

 
 

ตัวอย่าง 1.16  โรงเรียนแหง่หนึง่มีนักเรยีน 80 คน และมีชมรมกีฬา 3 ชมรม 
คือ ฟตุบอล กรฑีา และว่ายน้าํ นักเรียนทกุคนตอ้งเปน็สมาชิกอยา่งนอ้ย 1 ชมรม 
ถ้ามีนักเรียน 30 คนที่ไม่เปน็สมาชิกชมรมว่ายน้าํ 
มีนักเรียน 20 คนที่เปน็สมาชิกชมรมว่ายน้ําแต่ไม่เป็นสมาชิกชมรมฟุตบอล 
และมีนักเรียน 18 คนที่เป็นสมาชิกทั้งชมรมฟตุบอลและชมรมวา่ยน้ําแต่ไม่เป็นสมาชิกชมรมกรีฑา 
แล้ว จํานวนนักเรียนที่เป็นสมาชกิทั้ง 3 ชมรมเทา่กับเทา่ใด 

 
วิธีคิด ข้อมูลจากโจทย์ คือ 30, 20, 18 คน 

สามารถใสล่งในแผนภาพได้ดงัรปู 
 

จะพบวา่ ค่า x คํานวณได้โดยการลบออก 
จากจํานวนนกัเรยีนทัง้หมด (80 คน) 
 

ตอบ x 80 (30 18 20)      12 คน 
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ตัวอย่าง 1.17  กําหนดให ้A, B, C เป็นเซตซึ่ง 
n(A B) 92  , n(A C) 79  , n(B C) 75  , n(A B C) 32   , 
n((A B) C) 18   , n((A C) B) 6    และ n((B C) A) 2    
ดังนัน้ n(A B C)   เทา่กับเท่าใด 

 
วิธีคิด ข้อมูลจากโจทย์ ใส่ลงในแผนภาพได้ดังรปู 
 

ถ้าให้ n(A B C) m    
จะได้ z m 92  , y m 79  , x m 75   
 

แต่เม่ือบวกจาํนวนสมาชิกของทุกช้ินส่วนเขา้ด้วยกนั 
ย่อมได้เท่ากับ m ด้วย 
ดังนัน้ (m 75) (m 79) (m 92) 18 32 6 2 m           

ตอบ แก้สมการได ้m n(A B C) 94     
 

 
 

แบบฝึกหัด ๑.๓ 
 
(40) ในการสอบถามพ่อบ้านจํานวน 300 คน พบว่ามีคนที่ไม่ด่ืมทั้งชาและกาแฟ 100 คน มีคนที่
ด่ืมชา 100 คน และมีคนที่ด่ืมกาแฟ 150 คน พ่อบ้านที่ด่ืมทั้งชาและกาแฟมีจํานวนกี่คน 
 
(41) นักเรียนกลุ่มหนึ่งจํานวน 50 คน มี 32 คนไม่ชอบเล่นกีฬาและไม่ชอบฟังเพลง ถ้ามี 6 คน
ชอบฟังเพลงแต่ไม่ชอบเล่นกีฬา และมี 1 คนชอบเล่นกีฬาแต่ไม่ชอบฟังเพลง แล้ว นักเรียนในกลุ่มนี้ที่
ชอบทั้งเล่นกีฬาและฟังเพลง มีจํานวนกี่คน 
 
(42) นักเรียน 80 คน เป็นนักกีฬา 35 คน เป็นนักดนตรี 27 คน และไม่ได้เป็นทั้งนักกีฬาและนัก
ดนตรี 32 คน ถามว่ามีนักเรียนที่ไม่ได้เป็นนักกีฬาหรือไม่ได้เป็นนักดนตรี อยู่กี่คน 
 
(43) จากการสํารวจนักเรียนห้องหนึ่ง พบว่ามี 20 คนที่เรียนฝรั่งเศสหรือคณิตศาสตร์ (โดยท่ีหาก
เรียนฝร่ังเศสแล้วต้องไม่เรียนคณิตศาสตร์) มี 17 คนที่ไม่เรียนคณิตศาสตร์ และมี 15 คนที่ไม่เรียน
ฝร่ังเศส แล้วมีกี่คนที่ไม่เรียนทั้งสองวิชานี้เลย 
 
(44) จากการสอบถามผู้ด่ืมกาแฟ 20 คน พบว่าจํานวนผู้ใส่ครีม น้อยกว่าสองเท่าของผู้ใส่น้ําตาลอยู่ 
7 คน และจํานวนผู้ที่ใส่ทั้งครีมและน้ําตาล เท่ากับจํานวนผู้ที่ไม่ใส่ทั้งครีมและน้ําตาล ดังนั้นมีผู้ที่ใส่
ครีมทั้งหมดกี่คน 
 
(45) พนักงานบริษัท 34 คน ถูกสํารวจเกี่ยวกับการสวมนาฬิกา แว่นตา และแหวน ปรากฏว่าสวม
แว่นอย่างเดียว 5 คน จาํนวนคนสวมนาฬิกามากกว่าจํานวนคนสวมแว่นตาอยู่ 1 คน จํานวนคนไม่
สวมนาฬิกาเป็น 3 เท่าของจํานวนคนสวมแหวน นอกจากนั้น คนสวมแหวนทุกคนสวมแว่น แต่คน
สวมนาฬิกาไม่มีคนใดสวมแว่น จะมีคนสวมนาฬิกากี่คน 
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(46) นักเรียนคนหนึ่งไปพักผอ่นที่พัทยา ตลอดช่วงเวลานั้นเขาสังเกตได้ว่ามีฝนตก 7 วันในช่วงเช้า
หรือเย็น โดยถ้าวันใดฝนตกช่วงเช้าแล้วจะไม่ตกในช่วงเย็น, มี 6 วันที่ฝนไม่ตกในช่วงเช้า และมี 5 
วันที่ฝนไม่ตกในช่วงเย็น ถามว่านักเรียนคนนี้ไปพักผ่อนที่พัทยากี่วัน 
 
(47) จากการสํารวจสายตาและสุขภาพฟันของนักเรียน 160 คน ซ่ึงมีนักเรียนชายอยู่ 100 คน 
(นักเรียนชายสายตาไม่ดี 30 คน และฟันผุ 35 คน) พบว่ามีนักเรียนที่สายตาดีและฟันไม่ผุอยู่ 80 
คน (เป็นชาย 55 คน) และมีนักเรียนที่สายตาไม่ดีทั้งหมด 50 คน ฟันผุทั้งหมด 60 คน ถามว่ามี
นักเรียนที่สายตาดีหรือฟันไม่ผุ รวมทั้งหมดกี่คน 
 
(48) ในจํานวนนักเรียน 35 คนซ่ึงเป็นหญิง 11 คน ถ้าพบว่าชอบเล่นบาสเกตบอลกับฟุตบอลอย่าง
น้อยคนละอย่าง โดยมีนักเรียนชาย 16 คนชอบบาสเกตบอล นักเรียนหญิง 7 คนชอบฟุตบอล 
นักเรียนชอบบาสเกตบอลทั้งหมด 23 คน ฟุตบอล 21 คน นักเรียนชายที่ชอบท้ังสองอย่างมีกี่คน 
 
(49) โรงเรียนแห่งหนึ่งมีนักเรียนชาย 600 คน หญิง 500 คน ในจํานวนนี้มีนักเรียนที่มาจาก
ต่างจังหวัดรวม 300 คน เป็นผู้ชาย 200 คน และมีนักกีฬารวม 50 คน เป็นผู้ชาย 30 คน โดยมี
นักกีฬาที่มาจากต่างจังหวัด 25 คน เป็นชาย 15 คน ถามว่านักเรียนชายที่ไม่ได้มาจากต่างจังหวัด
และไม่ได้เป็นนักกีฬาด้วย มีกี่คน 
 
(50) เซตของจํานวนเต็มเซตหน่ึง หากนํา 3 หรือ 4 ไปหารจะปรากฏว่า 4 หารลงตัวอย่างเดียว 6 
จํานวน, 3 หารลงตัวทั้งหมด 8 จํานวน ซ่ึงเป็นจํานวนคู่ 3 จาํนวน, ทั้ง 3 และ 4 หารลงตัว มี 2 
จํานวน และ 4 หารไม่ลงตัว 18 จํานวน ซ่ึงเป็นจํานวนคู่ 4 จาํนวน ถามว่าจํานวนสมาชิกของเซตนี้
เป็นเท่าใด, จํานวนคู่ในเซตน้ีมีกี่จํานวน และมีจํานวนที่ 3 หรือ 4 หารไม่ลงตัวกี่จํานวน 
 
(51) เม่ือสอบถามนักเรียนกลุ่มหนึ่งเกี่ยวกับอาหารสามประเภทคือ ขนมปัง ข้าว และก๋วยเตี๋ยว ได้
ขอ้มูลว่าในจํานวน 370 คน มีอยู่ 140 คนที่ชอบทานขนมปัง มี 195 คนที่ชอบทานข้าว และมี 155 
คนที่ชอบทานกว๋ยเตี๋ยว 
     โดยมีนักเรียนที่ชอบทานทั้งขนมปังและข้าว 50 คน, ชอบทานทั้งข้าวและก๋วยเตี๋ยว 45 คน, 
ชอบทานทั้งขนมปังและก๋วยเตี๋ยว 60 คน และมีนักเรียนที่ชอบทานทั้งสามประเภทอยู่ 20 คน 
     ให้หาว่ามีนักเรียนกลุ่มนี้กี่คนที่ไม่ชอบอาหารประเภทใดเลย 
 
(52) จากข้อมูลในข้อที่แล้ว ให้หาจํานวนนักเรียนที่ 
 (52.1) ชอบทานขนมปังเท่านั้น 
 (52.2) ชอบทานก๋วยเตี๋ยว แต่ไม่ชอบทานขนมปัง 
 (52.3) ชอบทานทั้งขนมปังและก๋วยเตี๋ยว แต่ไม่ชอบทานข้าว 
 (52.4) ไม่ชอบทานขนมปัง 
 (52.5) ชอบทานอาหารดังกล่าวอย่างน้อยสองประเภท 
 (52.6) ชอบทานอาหารดังกล่าวอย่างมากหนึ่งประเภท 
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(53) สถาบันสอนภาษาแห่งหนึ่งเปิดสอนทั้งหมด 3 ภาษา จากการสอบถามผู้ที่ลงทะเบียนเรียน
จํานวน 42 คน ปรากฏผลดังนี้.. 
     ลงเรียนภาษาอังกฤษไว้ 29 คน  ลงเรียนภาษาจีนไว้ 22 คน  ลงเรียนภาษาญ่ีปุ่นไว้ 21 คน 
โดยมี 10 คนลงเรียนทั้งภาษาอังกฤษและจีน  มี 12 คนลงเรียนทั้งภาษาอังกฤษและญ่ีปุ่น 
และมี 15 คนลงเรียนทั้งภาษาจีนและญ่ีปุ่น 
     ถามว่ามีผู้ที่ลงเรียนครบทั้งสามวิชาอยู่กี่คน และมีผู้ที่ลงเรียนเพียงวิชาเดียวเท่านั้นรวมกี่คน 
 
(54) จากการสํารวจผู้ฟังเพลง 180 คน พบว่า 
     มีผู้ชอบเพลงไทยสากล 95 คน  เพลงไทยเดิม 92 คน  และลูกทุ่ง 125 คน 
โดยแบ่งเป็น ผู้ชอบเพลงไทยสากลและไทยเดิม 52 คน  เพลงไทยสากลและลูกทุ่ง 43 คน 
เพลงไทยเดิมและลูกทุ่ง 57 คน  และทุกคนจะชอบฟังเพลงอย่างน้อยหนึ่งในสามประเภท 
     ให้หาจาํนวนผู้ที่ชอบเพลงไทยสากลเพียงอย่างเดียว 
 
(55) จากการสํารวจความนิยมของผู้ไปเที่ยวสวนสัตว์ 100 คน พบว่า 
     50 คนชอบช้าง, 35 คนชอบลิง, 25 คนชอบหมี, 
     32 คนชอบแต่ช้าง, 20 คนชอบหมีแต่ไม่ชอบลิง, 10 คนชอบช้างและลิงแต่ไม่ชอบหมี 
ให้หาจํานวนคนที่ไม่ชอบสัตว์ทั้งสามชนิดนี้เลย 
 
(56) ในการสํารวจความนิยมของคน 100 คน ที่มีต่อนาย 
ก, ข, ค โดยทีทุ่กคนต้องแสดงความนิยมให้กับอย่างน้อย 1 คน 
ปรากฏว่านาย ก ได้รับคะแนนนิยมมากกว่านาย ข อยู่ 6 คะแนน 
และเขียนแผนภาพได้ดังรูป ต่อไปนี้ข้อใดผิด 
     ก. นาย ข ได้คะแนนนิยมน้อยที่สุด 
     ข. ผลรวมของคะแนนทั้งสามคน เป็น 199 
     ค. ผู้ที่ลงคะแนนให้ นาย ก เท่านั้น มี 10 คน 
     ง. ผลรวมของคะแนนที่ลงให้คนใดคนหน่ึงเพียงคนเดียว เท่ากับ 24 
 
(57) ในบรรดานักกีฬา 100 คนซ่ึงเป็นชาย 60 คน พบว่ามีนักบาสเกตบอล 35 คน เป็นชาย 20 
คน, มีนักเทนนิส 28 คน เป็นชาย 15 คน, มีนักวอลเลย์บอล 40 คน เป็นชาย 22 คน, เป็นทั้งนัก
บาสเกตบอลและเทนนิส 14 คน เป็นชาย 6 คน, เป็นทั้งนักเทนนิสและวอลเลย์บอล 16 คน เป็น
ชาย 10 คน, เป็นทั้งนักบาสเกตบอลและวอลเลย์บอล 20 คน เป็นชาย 11 คน และมีนักกีฬาที่ไม่ได้
เล่นกีฬาสามประเภทน้ีเลย 12 คน เป็นชาย 8 คน ให้หาว่านกักีฬาที่เล่นครบทั้งสามประเภทมีผู้ชาย
มากกว่าผู้หญิงกี่คน 
 
(58) จํานวนเต็มตั้งแต่ 0 ถึง 100 มีกี่จํานวนที่หาร 2 และ 3 และ 5 ไม่ลงตัว 
 
 
 
 
 
 



บทที่ ๑  Math E-Book 
Release 2.6.4 

36 

เฉลยแบบฝึกหัด (คาํตอบ) 
 
(1) ข้อ (1.2), (1.6), (1.9), 
   (1.12), (1.15), (1.16) ถูก 
(2) ข้อ (2.2), (2.5) 
   และ (2.6) ผิด 
(3) ขอ้ (3.1), (3.3) ถูก 
(4) ขอ้ (4.6), (4.8) 
   และ (4.10) ผิด 
(5) ข้อ (5.3) ผิด 
(6) P(B) , { }, {{0}},  {  
   {{ }}, { , {0}}, { , { }},     
   {{0}, { }}, { , {0}, { }}   }  
(6.1) ถึง (6.4) ถูกทั้งสองอย่าง 
(6.5) ถูกเฉพาะ   
(6.6) ไม่ถูกทั้งสองอย่าง 
(7) ขอ้ (7.1), (7.7) ผดิ 
(8) ขอ้ (8.1), (8.4) ถูก 
(9) 9 ตวั, 126 เซต 
(10) 32, 6 
(11) ข้อ (11.1), (11.4) ถูก 
(12) ข้อ (12.1) ถูก 
(13) ขอ้ (13.3) ผิด 
(14) ข. 
(15) {1,2, 4,5,6, 7,8,9, 10}  
(16) ผิด, ผดิ, 16–2=14 
(17) ถูกทุกข้อ 
(18) ข้อ (18.3), (18.5) ผดิ 
(19) ข้อ (19.3), (19.4) 
   และ (19.6) ถูก

(20.1) A B  
(20.2) A B  
(20.3)   
(20.4) A B  
(20.5) A 
(20.6) A B  
(20.7)   
(20.8) A B  
(20.9)   
(21) ข้อ (21.4) ถูก 
(22) A    หรือ B    
   หรอื A B    
(23.1) A B  
(23.2) B 
(23.3) B '  
(23.4) (A E)'  
(24) ถูกทุกข้อ 
(25) ข้อ (25.3) ผดิ 
(26) 13 
(27) d, a 
(28) ง. 
(29) ข้อ (29.4) ผดิ 
(30) 61+3=64 
(31.1) 8 
(31.2) 32 
(32.1) 16 
(32.2) 112 
(33.1) 64 
(33.2) 960 

(34.1) 16 
(34.2) 16 
(34.3) 8 
(34.4) 24 
(35) 16 
(36) 4 
(37) 56 
(38) 31 
(39) 13 
(40) 50 
(41) 11 
(42) 66 
(43) 6 
(44) 11 
(45) 13 
(46) 9 
(47) 130 
(48) 6 
(49) 385 
(50) 26, 12, 24 
(51) 15 
(52) 50, 95, 40, 
   230, 115, 255 
(53) 7, 19 
(54) 20 
(55) 13 
(56) ค. 
(57) 22–13=9 
(58) 26
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เฉลยแบบฝึกหัด (วธิีคิด) 
 
(1) เซตขวามือ มีสมาชิก 2 ตัวคอื a และ {b, c}  
ดังนัน้ สําหรับสญัลักษณ์ “เปน็สมาชิกของ” () ใน 
8 ข้อแรก ขอ้ที่ถูกคือ (1.2) และ (1.6) เทา่นัน้ 
 

ส่วนสับเซตของเซตนี ้มีทัง้หมด 4 แบบ ได้แก ่
 , {a} , {{b, c}}  และ {a, {b, c}}  
ดังนัน้ สําหรับสญัลักษณ์ “เปน็สบัเซตของ” ( ) 
ใน 8 ขอ้หลัง ขอ้ที่ถูกคือ (1.9) (1.12) (1.15) 
และ (1.16) เทา่นัน้ 
 

หมายเหต ุ อธิบายเหตุผลเก่ียวกับข้อท่ีผิดได้ดังน้ี 
(1.1) ผิด เพราะในเซตขวามือไม่มี   อยู่ในน้ัน 
(1.3) ผิด เพราะในเซตขวามือไม่มี b อยู่ในน้ัน 
    (มีแต่ {b, c}  ซึ่งตอ้งมองเป็นสมาชิกทั้งก้อน) 
(1.4) (1.5) (1.7) (1.8) วิธีคิดเดียวกับข้อ 1.3 
(1.10) (1.11) ผิด เพราะซ้ายมือไม่ใช่เซต 
(1.13) ผิด เพราะมีความหมายเดียวกับข้อ 1.3 
(1.14) ผิด เพราะในเซตขวามือไม่มี b และ c 

 
 
(2.1) ถูก เพราะ   เปน็สมาชิกของเซตขวามือ
จริง ๆ  (เซตขวามือมีสมาชิก 5 ตัว ซึ่งรวมถึง   
ด้วย โดยปรากฏเป็นตวัแรกสุด) 
(2.2) ผิด เพราะเซตขวามอืไม่มีสมาชิกใดเปน็ {0}  
(2.3) ถูก เพราะ {1}  เปน็สมาชิกของเซตขวามือ
จริง ๆ  (โดยปรากฏเป็นตัวทีส่ี่) 
(2.4) ถูก เพราะ {0, 1}  เปน็สมาชิกของเซต
ขวามือจริง ๆ  (โดยปรากฏเปน็ตวัที่หา้) 
(2.5) และ (2.6) ผิด ..เหตุผลเหมือนขอ้ 2.2 
 

(2.7) ถูก เพราะรูปแบบ     จะถูกต้องเสมอ 
ไม่ว่า   เป็นเซตใด ๆ  ก็ตาม 
(2.8) ถูก เพราะข้อนี้มีความหมายวา่ “0 เปน็
สมาชิกของเซตขวามือ” ซึ่งก็เป็นเช่นนัน้จรงิ ๆ  
(2.9) ถูก เพราะข้อนี้มีความหมายวา่ “1 เป็น
สมาชิกของเซตขวามือ” ซึ่งก็เป็นเช่นนัน้จรงิ ๆ  
(2.10) ถูก เพราะมีหมายความว่า “ทั้ง 0 และ 1 
เป็นสมาชิกของเซตขวามือ” ซึ่งก็เป็นเช่นนั้นจริง ๆ  
(2.11) ถูก เพราะมีหมายความว่า “ทั้ง 0 และ {1}  
เป็นสมาชิกของเซตขวามือ” ซึ่งก็เป็นเช่นนั้นจริง ๆ  
(2.12) ถูก เพราะมีหมายความว่า “ {0, 1}  เป็น
สมาชิกของเซตขวามือ” ซึ่งก็เป็นเช่นนัน้จรงิ ๆ  

 
 

(3.1) ถูก เพราะ { }  เปน็สมาชิกของ A จริง ๆ  
(เซต A มีสมาชิก 5 ตัว ซึ่งรวมถึง { }  ด้วย) 
(3.2) ผิด เพราะ { } A   แปลว่า A   
ซึ่งไม่จรงิ (เซต A ไม่ได้มีสมาชิกตัวใดเป็น  ) 
(3.3) ถูก เพราะ {{a}, b} A  แปลว่า 
{a} A  และ b A  ซึ่งก็เปน็จริงทั้งสองอย่าง 
(3.4) ผิด ..ขอ้ความ {a, b} A  นั้นถูกแลว้ 
(เซต A ในโจทย์ เขียนสมาชิกตัวนี้ไว้ลาํดับสดุท้าย) 
แต่ขอ้นี้ผดิทีข่้อความ {a, b} A  
เพราะเราพบวา่ a A  และ b A  ดว้ย 
ดังนัน้ {a, b}  จึงเป็นสบัเซตของ A 

 
 
(4.1) ถูก ..เพราะ P(A)   แปลว่า A   
ซึ่งเราทราบวา่รูปแบบ     จะถูกตอ้งเสมอ 
ไม่ว่า   เป็นเซตใด ๆ  ก็ตาม 
(4.2) ถูก ..เพราะ { } P(A)   แปลวา่ { } A   
และแปลได้อกีทอดวา่ A   
ข้อนีจ้ึงถูกต้องเพราะในโจทย์มี   อยู่ใน A ด้วย 
(4.3) ถูกทันที! ..เพราะเปน็รูปแบบ     
(4.4) ถูก ..เพราะ { } P(A)   แปลว่า P(A)   
จะเหมือนกับโจทย์ข้อ 4.1 ซึ่งถูก 
(4.5) ถูก ..เพราะ { , a, {b}} P(A)   
แปลวา่ { , a, {b}} A   
นั่นคอื A   และ a A  และ {b} A  
ซึ่งเราพบวา่ทั้งสามเง่ือนไขนีล้้วนเป็นจรงิ 
 
(4.6) ผิด ..สมาชิกของ P(A) ต้องเป็นเซตเทา่นั้น 
(4.7) ถูก ..เพราะ {a} P(A)  แปลว่า {a} A  
และแปลได้อกีว่า a A  ซึง่ก็พบวา่เปน็ตามนั้นจริง 
(4.8) ผิด ..เพราะ {b} P(A)  แปลว่า {b} A  
และแปลได้อกีว่า b A  ซึง่เราพบวา่ไม่เป็นจริง 
(4.9) ถูก ..วิธคีิดเดยีวกับขอ้ 4.8 
นั่นคอืขัน้สดุทา้ยจะได้ {b} A  ซึ่งพบวา่เป็นจรงิ 
(4.10) ผิด ..เพราะ { , a, {b}} P(A)   
แปลวา่ P(A)   และ a P(A)  และ {b} P(A)  
(ซึ่งได้คดิไว้แลว้ในข้อ 4.1, 4.6, 4.8) 
พบว่าเป็นจริงเพยีงเงื่อนไขแรกเทา่นัน้ ขอ้นีจ้ึงผิด 
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(5.1) ข้อความ { , {1}, {1, 2}} P(A)   
แปลวา่ { , {1}, {1, 2}} A   
นั่นคอื A   และ {1} A  และ {1, 2} A  
..ซึ่งพบวา่ลว้นเปน็จรงิทั้งหมด ดงันั้นขอ้นี้ถูก 
(5.2) ข้อความ { , {1}, {1, 2}} P(A)   
แปลวา่ P(A)   (นั่นคอื A  ) 
และ {1} P(A)  (นั่นคอื {1} A 1 A   ) 
และ {1,2} P(A)  (นั่นคอื {1,2} A  
                           1 A, 2 A   ) 
..ซึ่งพบวา่ลว้นเปน็ทั้งหมด ดงันัน้ข้อนี้ถูก 
(5.3) ข้อความ {{1}, {2}, {3}} P(A)  
แปลวา่ {{1}, {2}, {3}} A  
นั่นคอื {1} A  และ {2} A  และ {3} A  
..ซึ่งพบวา่สองเงือ่นไขหลงันัน้ไม่เป็นจรงิ ข้อนี้จึงผดิ 
(5.4) ข้อความ {{1}, {2}, {3}} P(A)  
แปลวา่ {1} P(A), {2} P(A), {3} P(A)    
นั่นคอื {1} A, {2} A, {3} A    
หรือแปลอีกที 1 A, 2 A, 3 A    ..ข้อนีจ้ึงถูก 

 
 
(6) P(B) , { }, {{0}}, {{ }}, { , {0}},    {  
          { , { }}, {{0}, { }}, { , {0}, { }}     }  
 
(6.1) “ B  ” ถูก ..เพราะใน B มี   อยู่จรงิ ๆ  
“ B  ” ถูก ..เพราะ   เป็นสับเซตของทุกเซต 
(ไม่เกี่ยวกับหนา้ตาของสมาชิกใน B แต่อยา่งใด) 
(6.2) “ P(B)  ” ถูก ..เพราะแปลว่า B   
และในขอ้ที่แล้วเราพจิารณาแล้ววา่ B   จริง ๆ  
“ P(B)  ” ถูก ..เพราะ   เป็นสับเซตของทกุเซต 
 

(6.3) “ { } B  ” ถูก ..เพราะใน B มี { }  อยู่
จริง ๆ  (ปรากฏอยู่ในลาํดับสดุทา้ย) 
“ { } B  ” ถูก ..เพราะแปลวา่ B   
และในขอ้แรกเราพิจารณาแล้ววา่ B   จริง ๆ  
(6.4) “ { } P(B)  ” ถูก ..เพราะหมายความว่า 
{ } B   และแปลตอ่ไดอ้กีว่า B   ซึ่งจริง 
“ { } P(B)  ” ถูก ..เพราะแปลวา่ P(B)   
และแปลต่อได้อกีว่า B   ซึ่งจริงเสมอ 
 

(6.5) “ {0} B ” ถูก ..เพราะใน B มี {0}  อยู่
จริง ๆ  (ปรากฏอยู่ในลาํดับทีส่อง) 
“ {0} B ” ผดิ ..เพราะแปลวา่ 0 B  ซึ่งไม่จริง 
(6.6) “ {0} P(B) ” ผดิ ..เพราะแปลว่า {0} B  
ซึ่งเราไดพ้ิจารณาแล้วในขอ้ที่แล้ว ว่าไม่จริง 
“ {0} P(B) ” ผดิ ..เพราะแปลวา่ 0 P(B)  
และแปลต่อได้อกีว่า 0 B  ซึ่งเปน็ไปไม่ได้ 

 

(7.1) ผิด ..เพราะเซตวา่งตวัขวานั้นไม่มีสมาชิกอยู่ 
(7.2) ถูก ..เพราะเซตวา่งตวัขวานั้น 
จะมีสับเซตอยู่ 02 1  แบบ คือ   (ตัวมันเอง) 
..หรืออาจกล่าววา่ เพราะ “  (ตัวซ้าย) จะเป็น 
สับเซตของเซตใด ๆ  ทุกเซต” ก็ได้เช่นกัน 
 
(7.3) ถูก ..เพราะเซตทางขวาไม่ใช่เซตวา่ง 
แต่เป็นเซตที่มีเซตว่างเป็นสมาชิก 
(อ่านว่า “เซตของเซตว่าง”) 
(7.4) ถูก ..เหตผุลเดียวกับขอ้ (7.2) นั่นคือ 
รูปแบบ     จะถูกเสมอ 
 
(7.5) ถูก ..เพราะ P( )    แปลว่า     
(จะเหมือนกับโจทย์ขอ้ 7.2 ซึ่งถูก) 
(7.6) ถูก ..เพราะรูปแบบ     จะถูกเสมอ 
(7.7) ผิด ..เพราะ { } P( )    แปลว่า { }    
และแปลได้อกีทอดเปน็     
(จะเหมือนกับโจทย์ขอ้ 7.1 ซึ่งผดิ) 
(7.8) ถูก ..เพราะ { } P( )    แปลว่า P( )    
และแปลได้อกีทอดเปน็     
(จะเหมือนกับโจทย์ขอ้ 7.2 ซึ่งถูก) 

 
 
(8.1) ถูก ..จาํนวนแบบของสับเซตของ A 
คํานวณได้จาก n(A) 52 2 32   แบบ 
(8.2) ผิด ..สับเซตแท้จะต้องเป็นเซตที่เลก็ลง
เท่านั้น (คือไม่นบัตัวมันเอง) จึงลดเหลือ 31 แบบ 
(8.3) ผิด ..เพราะ P(A) จะมีเพยีง 1 แบบเสมอ 
แต่วา่ภายใน P(A) มีสมาชิกอยู่ 32 ตัว 
(8.4) ถูก ..ดังที่ได้อธิบายในข้อ 8.3 

 
 
(9) ๏ คาํถามแรกคํานวณไดจ้าก n(A)2 512  
จึงได้คาํตอบ n(A) 9  ตวั 
 

๏ สับเซตของ A ที่ดงึสมาชิกมา 5 จาก 9 ตัว 
จะมีอยู ่

 

9! 1265! 4!   เซต (แบบ) 
(อาศัยสตูรที่ได้บอกไว้ในกรอบ “เนื้อหาเพิ่มเติม”) 
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B 

A 
x 

C 

A 

B 

(10) ๏ จํานวนสมาชิกของ X กค็ือ 
“จํานวนแบบของเซต A ที่เปน็ไปได้” ตามเงื่อนไขนี ้
(1) A P(S)  ..นัน่คอื A S  
(2) 1 A  และ 7 A  
..แปลวา่ ต้องมี 1 ใน A และต้องไม่มี 7 ใน A 
ดังนัน้เราสามารถเลือกจัดสมาชิก (ว่าจะให้อยู่ใน A 
หรือไม่) ไดเ้พียง 5 จํานวน คอื 2, 3, 4, 5, 6 
เปรียบเสมือนการคิดจํานวนสับเซตของ {2,3,4,5,6} 
จึงได ้ 5n(X) 2 32   
 

๏ ส่วนสมาชิกของ Y ก็นาํมาจากเซต A เดิม 
(ในบรรดา 32 แบบที่คิดไว้ภายในเซต X) 
แต่ใช้ได้เฉพาะทีมี่ผลบวกของสมาชิกไม่เกนิ 6 
..วิธีคดิในที่นีต้้องนับเอาโดยตรงเทา่นัน้ ได้แก ่
{1}, {1,2}, {1,3}, {1,4}, {1,5} และ {1,2,3} 
รวม 6 แบบ  ดงันั้น n(Y) 6  

 
 
(11.1) ถูก เพราะถ้า x A  
ก็แสดงวา่ x B  ด้วย ดังรปู 
(11.2) ผิด เพราะโจทย์บอกแค ่
เพียง y B , ยังไม่ชัดเจนวา่ 
y A  หรอืไม่ (อาจจะอยู่หรือไม่อยู่ก็ได)้ 
(11.3) ผิด ถ้า {A} {B}  แสดงว่า A {B}  
ซึ่งผิด เพราะ {B}  มีสมาชิกตัวเดียวคอื B 
(11.4) ถูก เพราะโจทย์กําหนด A B  
ดังนัน้จงึได้ {A} {B}  แนน่อน 

 
 
(12.1) ถูก (ขอ้นี้เปน็กฎที่ควรทราบ 
และสามารถพจิารณาได้จากการเขียนแผนภาพ) 
(12.2) ผิด ..เชน่ถ้าให ้B {A}, C {B}   
จะทาํใหข้้อความด้านหน้าของโจทย์เป็นจริง 
แต่จะพบว่า C {{A}}  นั่นคือ A C  
(12.3) ผิด ..เชน่กรณีที ่A, B, C เป็นดงัรูป 
ถึงแม้ว่า A B, B C   
แต่ก็ยังเกิด A C  ได้ 
 

 
 
 
 
 
 
 

(13.1) และ (13.2) ถูก 
(ถ้าเข้าใจการเขียนเซตแบบบอกเงือ่นไขก็จะตอบได)้ 
(13.3) ผิด เพราะ {x} A  นัน้แปลว่า x A  
ในข้อนี้จงึตอ้งไดผ้ลเหมือนกับข้อ (13.1) คือ A 
(13.4) ถูก เพราะ {x}    นั้นแปลว่า x    
ซึ่งพบวา่ไม่มี x ใด ๆ  ตรงตามนี ้เซตนีจ้ึงเป็นเซตว่าง 

 
 
(14) จาก A B, A C, B C    ที่กาํหนดให ้
จะทาํใหท้ราบว่า A B C {3, 5}    
จึงวาดแผนภาพและใส ่
สมาชิก 0, 1, 2 ลงไปไดด้ังรูป 
 
 
 
 

  จาก A C {0, 1, 2, 3, 5}   
  แสดงว่าใน A กับ C ส่วนที ่
  เหลอืไม่มีสมาชิกใดเลย 
  และ 4 B  อย่างแนน่อน 

 
ดังนัน้ขอ้ที่ผดิคอืข้อ ข. เพราะ B C ' {1, 4}   

 
 
(15) เนื่องจาก {1,2, 3, ..., 10}U  
ดังนัน้ B {3,6,9}  และ C {1, 2, 3, 4, 5}  
..ต้องการหาเซต C ' B'  นัน่คอื (C B) '  
ซึ่งเราทราบวา่ C B {3}   
จึงได้คาํตอบเป็น {1,2, 4,5,6, 7,8,9, 10}  

 
 
(16.1) จาก A P(B)  แปลวา่ A B  
แต่เราพบวา่ A B  เพราะ 1 ไม่อยู่ใน B 
ข้อความนี้จึงผิด 
 

(16.2) จาก P(A) P(B) P(A B)    
                        P({0}) { , {0}}    
ดังนัน้ขอ้ความนีจ้ึงผิด เพราะ {1} { , {0}}   
 

(16.3) เนื่องจาก A B {0, 1, {1}, {0, 1}}   
จึงได ้ 4n(P(A B)) 2 16    
และจาก A B {0}   
จึงได ้ 1n(P(A B)) 2 2    
..ดังนัน้คาํตอบคอื 16 2 14   
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A 

C 

B 
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 U  

A        B 

ก   ข    ค 
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(17.1) และ (17.2) ถูก ..เพราะ U  กับ   
ถือเป็นส่วนเติมเต็ม (complement) ของกนัและกัน 
(17.3) ถึง (17.6) ถูกทั้งหมด 
(17.7) และ (17.11) A A    ถูก 
(17.8) ถึง (17.10) ถูก 
(17.12) ถูก (ข้อนีเ้ป็นสิ่งที่ตอ้งรู้!) 
 
หมายเหต ุสําหรบัข้อ 17.3 ถึง 17.12 การ
พิจารณาความถกูต้องด้วยแผนภาพ จะสะดวกที่สดุ 

 
 
(18.1) ถูก (ขอ้นี้เปน็สิ่งทีค่วรทราบ) 
(18.2) ถูก ..เพราะการที ่A B    ได้นั้น 
แสดงว่าไม่มีเซตใดที่มีสมาชิกอยูส่กัตัวเลย 
(18.3) ผิด ..เชน่กรณีที ่A กับ B เป็นเซตใด ๆ  ที่
ไม่มีสมาชิกรว่มกัน กส็ามารถทาํให้ A B    ได้ 
..หรือเม่ือ A หรอื B เป็นเซตว่างเพียงเซตเดียวก็ได้ 
 

(18.4) ข้อความ A B    สรุปได้วา่ A B  
และข้อความ B C B   สรุปได้วา่ 
B กับ C ไม่มีสมาชิกร่วมกัน 
(B C   ) ดังรปู 
 
 
ดังนัน้ A ' C ' (A C)' '      U  ..ขอ้นี้ถกู 
(เพราะ A กับ C ถูกเงื่อนไขบังคบัให้แยกจากกนั) 
 

(18.5) ข้อความ A B    สรุปได้วา่ A B  
ข้อความ B C    สรุปได้ว่า B C  
และข้อความ A C    กส็รุปไดว้่า A C  
..ดังนัน้ ข้อความโจทย์จะกลายเป็น 
“ถ้า A B  และ B C  
แล้ว A C ” ..ซึ่งขอ้ความนี้ผิด 
เช่น กรณดีังในรปูนี้ A C  ได ้

 
 
(19.1) ผิด ..เชน่ถ้า A B  
จะได้ A B A B    (และเท่ากับ A, B ด้วย) 
(19.2) ผิด ..เชน่ถ้า A B  
จะได้ A B B A      
(19.3) ถูก ..สามารถพิสจูน์ได้จาก 
A B' A (B') ' A B      
(19.4) ถูก ..สามารถพิสจูน์ได้จาก 
B' A B' A' (B A)'      
 
 
 

(19.5) ผิด ..ใน A B  อาจมี x ซึ่งมาจาก B ก็ได ้
(19.6) โจทย์คอื “ถ้า x A  แล้ว x (A B) '  ” 
เราทราบวา่ถ้า x A  แล้ว x ยอ่มอยู่ใน A B   
ดังนัน้การที ่ x A  จึงทําให้ x (A B) '   ..ถูก 
(19.7) โจทย์คอื “ถ้า x A  แล้ว x (A B) '  ” 
..ผิด เพราะ x อาจอยู่ใน B ก็ได ้
(19.8) โจทย์คอื “ถ้า x A  แล้ว x A B  ” 
..ผิด เพราะโจทย์ไม่ได้กําหนดวา่ x อยู่ใน B ด้วย 

 
 
(20) ในข้อนี้ใช้การมองจากแผนภาพจะสะดวกทีสุ่ด 
(ต้องเขยีนแผนภาพเป็นแบบทั่วไป คือมีสว่นซ้อนกนั) 
 
       
 
 
 
 

          A B     A B     B A  
 
(20.1) A (A B) กข ข ก      
                    A B   
(20.2) (A B) B ก ขค กขค      
                    A B   
(20.3) (A B) B ก ขค       
 

ข้ออืน่ ๆ  กส็ามารถคิดดว้ยวธิีเดียวกัน ได้คําตอบดังนี ้
(20.4) A (A B) A B     
(20.5) A (A B) A    
(20.6) (A B) B A B     
(20.7) (A B) B     
(20.8) A (A B) A B     
(20.9) เนื่องจาก B A' B A    
ดังนัน้ (A B) (B A ') ก ข        

 
 
(21.1) ผิด ..เชน่ถ้า C  U  แลว้ 
A กับ B ไม่จําเป็นตอ้งเท่ากัน 
(21.2) ผิด ..เชน่ถ้า C    
(21.3) ผิด ..เชน่ถ้า C  U  
(21.4) ถูก 

 
 
(22) เม่ือ A    หรอืเม่ือ B    
หรือเม่ือ A, B ไม่มีสมาชิกร่วมกนั (A B )    
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(23) ถ้ามีเพียง 2 เซต สามารถใช้วิธีทดเอาจาก
แผนภาพเซตเหมือนขอ้ (20) 
(23.1) ก ค ข กขค A B      
(23.2) (กข ขคง) (ขค กคง)    
        ข ค B    
(23.3) (กค คง) (คง กค)    
        ก ง B'    
 

(23.4) ในข้อนีก้ล่าวถึงเซต 5 เซต จึงต้องคิดด้วย
การแจกแจงเทา่นั้น (ไม่สามารถวาดแผนภาพได)้ 
๏ กอ้นซ้ายคือ A' B ' B C    




 

๏ กอ้นกลางคอื D E ' C ' E    




 

๏ กอ้นขวาคอื A E  
จึงรวมกันได ้ ( (A E))' (A E)'        

 
 
(24.1) จากโจทย์ ดึง B C  ออกจาก 2 วงเล็บแรก 
จะได้ [(A A') B C] (B C)'    


U

 

    (B C) (B C)'     U  ..ถูก 
(24.2) จากโจทย์ ดึง C ออกจากทุกวงเล็บ 
จะได้ C [(A B D') A' B' D]       
จากนั้นจัดรูป A, B, D ดา้นหลัง ได้เป็น 
C [(A B D') (A B D ')' ] C      


U

 ..ถูก 

(24.3) ถูก ..เพราะ (A B) (A B)    
และมีกฎอยู่ว่า ถ้า    แล้ว P( ) P( )   
(24.4) ถูก ..เพราะ A B  กับ B A  ไม่มี
สมาชิกร่วมกนั ดังนัน้เซต P(A B)  กับ P(B A)  
จะมีสมาชิกทีเ่หมือนกนัเพียงตัวเดียวคอื   
 
(24.5) ถ้าหาก A B  ยอ่มได้วา่ P(A) P(B)  
ดังนัน้ P(A) P(B) P(B)   ......(1) 
และถ้าหาก A B  จะได้ A B B   ด้วย 
ดังนัน้ P(A B) P(B)   .....(2) 
..เนื่องจากสมการ (1) เทา่กับ (2) ขอ้นีจ้ึงถูก 

 
 
(25) ในข้อนี้อาศัยหลักที่วา่ 
P( ) P( ) P( ) P( )           
หมายเหต ุใช้ได้เฉพาะเครื่องหมาย   เท่าน้ัน 
 

(25.1) ถูก ..เพราะ A B C ' {1, 2}     

(25.2) ถูก ..เพราะ A B ' C {0, 3}    
(25.3) ผิด ..เพราะ A ' B C     
ที่ถูกตอ้งเปน็ P(A ' B C) { }     
(25.4) ถูก ..เพราะ A B ' C '     

 
 
(26) ต้องการ n(A' B ') n(A B)'    มากทีสุ่ด 
ก็หมายความวา่ n(A B)  มีค่าน้อยทีสุ่ด 
..ซึ่งจะเกิดขึน้เม่ือ B A  
เพื่อทาํให้คา่นอ้ยสุดของ n(A B) n(A) 22    
ดังนัน้คา่มากสดุของ n(A B)' 35 22 13     

 
 
(27) จาก n(A) a, n(B) b   แต ่n(A B) b   
แสดงว่าสมาชิกของ B อยู่ใน A ทั้งหมด (B A ) 
..และในทาํนองเดียวกนัจะพบวา่ D C B A    
 

ดังนัน้ n(A B C D) n(D) d      
และ n(A B C D) n(A) a      

 
 
(28) ๏ จาก P(C) ที่กําหนด จะไดว้า่ C {a, c}  
๏ จาก n(P(A)) 8  แสดงว่า n(A) 3  
๏ จาก n(P(B)) 16  แสดงว่า n(B) 4  
๏ จาก C A  กับ C B  
จะได้วา่ A {a, c, }   และ B {a, c, , }    
๏ และจาก {b, d, e} A B   โดยที ่b A B '   
ก็จะได้วา่ A {a, c, b}  และ B {a, c, d, e}  
ก. d A' B   (อยู่ใน B และไม่อยู่ใน A) ..ถูก 
ข. e C ' B   (อยู่ใน B และไม่อยู่ใน C) ..ถูก 
ค. b A B   ..ถูก 
ง. ผิด ..เพราะ (A' B)' A B' A B {b}       

 
 
(29) จาก A B ' A B      
จะสรปุได้วา่ A B   (นั่นคอื A B A  ) 
 

(29.1) 3n[P(A B)] n[P(A)] 2 8     ..ถูก 
(29.2) {1} P(A B)   แปลวา่ {1} A B   
นั่นคอื 1 A B   (ในขอ้นีแ้ปลวา่ 1 A ) ..ถูก 
(29.3) P(A B) P( ) { }      ..ถูก 
(29.4) ผิด เพราะ B A  ไม่จําเป็นตอ้งเปน็เซตวา่ง 
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 U  

A        B 

ก    ข   ค 
ง 

32     55 

(30) สมาชิกของ A และ P(A) ที่ซ้าํกันมีอยู่ 3 ตัว 
ได้แก่  , { }  และ {0}  
..ดังนัน้ 6n(P(A) A) 2 3 61     
และ n(A P(A)) 6 3 3     
จึงได้คาํตอบเป็น 61 3 64   ตวั 
 

หมายเหต ุP(A) A  กับ A P(A)  ไม่มีส่วนที่
ซ้อนทับกัน (ไม่มีสมาชิกร่วมกัน) จึงบวกได้ทันที 

 
 
(31.1) A {2, 4, สับเซตของ {1,3,5} }  
จึงมีไดท้ั้งหมด 32 8  แบบ 
(31.2) A {1, 3, 5, 7, 9, 11, 12, 13, 14, 15,  
สับเซตของ {2,4,6,8,10} }  
จึงมีไดท้ั้งหมด 52 32  แบบ 

 
 
(32.1) X {1, 2, 3, สับเซตของ {4,5,6,7} }  
จึงมีไดท้ั้งหมด 42 16  แบบ 
(32.2) X { สับเซตของ {1,2,3} ที่ไม่ใช่   , 
สับเซตใด ๆ  ของ {4,5,6,7} }  
จึงมีไดท้ั้งหมด 3 4(2 1) (2 ) 112    แบบ 

 
 
(33.1) n(C)   จํานวนแบบของ 6S 2 64   
(33.2) n(C)   จํานวนแบบของ S 
            4 6(2 1) (2 ) 960     
(วิธีคิดของข้อนี้เหมือนกับขอ้ 32) 

 
 
(34.1) {0} X {0, 2, 4, 6, 8}   
จึงมีเซต X ไดท้ั้งหมด 42 16  แบบ 
(34.2) {0} X  และ X {0, 2, 4, 6, 8}  
..นําจํานวนแบบ X {0, 2, 4, 6, 8}  ที่เปน็ไปได้
ทั้งหมด ลบด้วยวิธีที ่{0} X  (คําตอบขอ้ 34.1) 
นั่นคอื 5 42 2 16   แบบ 
 

(34.3) {0, 2} X {0, 2, 4, 6, 8}   
จึงมีเซต X ไดท้ั้งหมด 32 8  แบบ 
(34.4) {0, 2} X  และ X {0, 2, 4, 6, 8}  
..นําจํานวนแบบ X {0, 2, 4, 6, 8}  ที่เปน็ไปได้
ทั้งหมด ลบด้วยวิธีที ่{0,2} X  (ข้อ 34.3) 
นั่นคอื 5 32 2 24   แบบ 
 

หมายเหต ุข้อ 32.2 และ 33.2 คิดด้วยวิธีลบออก 
ในลักษณะเดียวกับข้อ 34.2 และ 34.4 ได้เช่นกัน 

 
 
(35) เงื่อนไขคอื {3, 5, 8} D {2, 3, 4, ..., 8}   
ดังนัน้ มีเซต D ที่เป็นไปได้ทัง้หมด 42 16  แบบ 

 
 
(36) จาก { 2, 1, 0, 1, 2, ..., 6}  U  
จะได้ A {0, 1, 4}  (ถ้าเกนินี ้ 2k  จะไม่อยู่ใน U ) 
และ B {0, 1, 2}  
แสดงว่าเงื่อนไขคอื {0, 1} X {0, 1,2, 4}   
..ดังนัน้ n(C)   จํานวนแบบของ X 
               ที่เป็นไปได้ทัง้หมด 22 4   

 
 
(37) เงื่อนไขขอ้นี้คือ X {a, b, c, d, e, f}  
และ {a, c, d} X    
แสดงว่า X { สับเซตของ {a,c,d} ที่ไม่ใช่   , 
สับเซตใด ๆ  ของ {b,e,f} }  
จึงมีไดท้ั้งหมด 3 3(2 1) (2 ) 56    แบบ 

 
 
(38) เนื่องจาก n(A) 5  
และ 1S {B | B A, n(B) 1}   , 
     2S {B | B A, n(B) 2}   , ... 
ไปจนถึง 3S {B | B A, n(B) 3 }    
จึงได้วา่ 1 2 3 4 5S S S S S S      
          = { สับเซตของ A ทกุแบบ ยกเว้น  } 
..ดังนัน้ 5n(S) 2 1 31    

 
 
(39) จากแผนภาพ 
n(A B') n(A B)    
          32 ก   
n(B) ข ค 55    
 

ต้องการหาคา่ n(A' B') n(A B)' ง     
โดยทีท่ราบวา่ n( ) ก ข ค ง 100    U  
..ดังนัน้ ง 100 32 55 13     
 

หมายเหต ุn(A ') 40  ที่กําหนดให้ในข้อน้ีไม่ได้ใช้ 
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 U  

นักกีฬา  นักดนตรี  

ก    ข    ค 
ง 

ฝรั่งเศส   คณิต 

ก       ข     ค 

 U  

 U  

 ครีม   น้ําตาล 

ก    ข    ค 
ง 

นาฬิกา 
 ก        ค    ง 

 U  

ข 
แหวน แว่น 

เล่นกีฬา   ฟังเพลง 

 1    x    6 

32  U  

(40) ให้ A แทนเซตของพอ่บ้านที่ดื่มชา 
และให้ B แทนเซตของพอ่บ้านทีด่ืม่กาแฟ 
จะได้ n(A) 100  และ n(B) 150  
..ข้อความ “มีคนที่ไม่ดื่มทัง้ชาและกาแฟ 100 คน” 
ทําให้ทราบวา่ n(A B) 300 100 200     
 
แทนค่าลงในสูตรจํานวนสมาชิกของสองเซต 
คือ n(A B) n(A) n(B) n(A B)      
จะได้ 200 100 150 n(A B)     

n(A B) 50    
ดังนัน้ พ่อบ้านทีด่ื่มทั้งชาและกาแฟ มีอยู่ 50 คน 

 
 
(41) ข้อมูลที่โจทย์กาํหนด 
ใส่ลงในแผนภาพได้ดังรปู 
..จึงได้วา่ 
x 50 32 6 1 11      
ดังนัน้ คําตอบคอื 11 คน 

 
 
(42) “นักกฬีา 35 คน” 

ก ข 35    
“นักดนตรี 27 คน” 

ข ค 27    
ไม่เป็นทัง้สองอยา่ง 32 คน ง 32   
บวกกันทั้ง 3 สมการ จะได ้ก 2ข ค ง 94     
 

แต่มีนักเรียนรวม 80 คน (ก ข ค ง 80)     
 นําสมการลบกนั จะได้ ข 14  คน 
โจทย์ถามค่า n(A' B') n(A B)'    
            ก ค ง 80 14 66       คน 
 

หมายเหต ุข้อน้ีจะใช้สูตรก็ได้ ตามขั้นตอนต่อไปน้ี 
..เน่ืองจาก n(A B) 80 32 48     
จึงใช้สูตรได้เป็น 48 35 27 n(A B)     
ดังน้ัน n(A B) 14   
และได้คําตอบ n(A B)' 80 14 66     คน 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

(43) ข้อความ “เรียน 
ฝรั่งเศสแล้วต้องไม่เรียน 
คณติศาสตร์” ทาํใหท้ราบ 
ว่าเซตสองเซตในข้อนี ้
ไม่มีสมาชิกรว่มกัน (แยกกันอยู่) 
 

ข้อมูลอื่น ๆ  ที่ใหม้าในโจทย์ ได้แก่ 
20 ก ข  , 17 ก ค   และ 15 ข ค   
เม่ือนาํทัง้สามสมการมาบวกกัน จะได้ 
2(ก ข ค) 20 17 15 52       
ก ข ค 26     

ดังนัน้ จํานวนคนที่ไม่เรียนทั้งสองวิชา (ค) เทา่กบั 
26 (ก ข) 26 20 6      คน 

 
 
(44) ข้อมูลที่ใหม้าใน 
โจทย์ ได้แก ่
ก ข ค ง 20    , 
ก ข 2(ข ค) 7     
และ ข ง  
 

จากสมการแรก จะได้ ก 2ข ค 20    .....(1) 
สมการทีส่อง จัดรูปได้ ข ก 2ค 7    .....(2) 
โจทย์ถามค่าของ ก ข  จงึตอ้งกาํจดัตวัแปร ค 
โดย 2  (1 ) (2) ; จะได้ 3ก 3ข 33   
ดังนัน้ ก ข 11   คน 

 
 
(45) จากข้อความ “คน 
สวมแหวนทุกคนสวมแวน่ 
แต่คนทีส่วมนาฬิกา 
ไม่มีคนใดสวมแวน่” 
จะวาดแผนภาพได้ดังนี ้
(คือเซต “แหวน” เป็นสับเซตของ “แว่น”, 
ส่วนเซต “นาฬกิา” กับ “แวน่” นัน้แยกจากกัน) 
 

ข้อมูลที่ให้มาในโจทย์ ได้แก ่
ก ข ค ง 34     .....(1)   ข 5  .....(2) 
ค ก ข 1    .....(3)    ก ข ง 3ก    .....(4) 
 

แทนค่าจากสมการที ่(2), (3) ลงในสมการ (1) 
และ (4) จะได ้ก 5 (ก 5 1) ง 34       
และ ก 5 ง 3ก    
ซึ่งแก้ระบบสมการได ้ก 7 , ง 9  
โจทย์ถามค่า ค ก ข 1 7 5 1 13        คน 
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ตกเช้า   ตกเย็น 

ก       ข     ค 

 U  

 U  

 ตาดี   ฟันไม่ผุ 

ก    ข   ค ง 

จ    ฉ   ช 
ซ 

ชาย 
100 
 
หญิง 
60 

 บาส   ฟุตบอล 

ก    ข   ค 
จ    ฉ   ช 

ชาย 
 24 
หญิง 
 11 

 U  

 ตจว.   นักกีฬา 

ก    ข   ค ง 

จ    ฉ   ช 
ซ 

ชาย 
600 
 
หญิง 
500 

3ลงตัว  4ลงตัว 

ก    ข   ค ง 

จ  
ซ 

คู่ 
 
ค่ี 

ก    ข   ค 
ง 

จ    ฉ   ช 
ซ 

 ชาย                  หญิง 

(46) (ข้อน้ีมีวิธีคิดเหมือนข้อ 43 ทุกประการ) 
จากข้อความ “ฝนตกช่วง 
เช้าแลว้จะไม่ตกช่วงเย็น” 
ทําให้ทราบวา่เซตสองเซต 
ในข้อนี้ไม่มีสมาชิกร่วมกนั 
(แยกกันอยู่) 
 

ข้อมูลที่ให้มาในโจทย์ ได้แก ่
ก ข 7  , ข ค 6   และ ก ค 5   
เม่ือนาํทัง้สามสมการมาบวกกัน 
จะได้ 2(ก ข ค) 18    
..ดังนัน้จาํนวนวันทั้งหมดคอื ก ข ค 9    วัน 

 
 
(47) เขียนแผนภาพ 
โดยลากเสน้ตดัแบ่ง 
เพื่อแยกเพศได้ดงันี ้
 
โจทย์กาํหนดว่า 
30 ค ง   ..แสดงว่า ช ซ 50 30 20     
35 ก ง   ..แสดงว่า จ ซ 60 35 25     
55 ข  ..แสดงว่า ฉ 80 55 25    
เม่ือบวกทัง้ 3 สมการเข้าด้วยกนั จะได ้
ก ข ค 2ง 120     และ จ ฉ ช 2ซ 70     
 

แต่เนือ่งจาก ก ข ค ง 100     ดังนั้น ง 20  
และเนือ่งจาก จ ฉ ช ซ 60     ดงันั้น ซ 10  
..คําตอบทีต่้องการคือ 160 ง ซ 130    คน 
 

หมายเหต ุ1. แยกชายกับหญิงคนละรูปกันก็ได้ 
แต่อาจทําให้คิดไม่สะดวก 
 
 
 
 
 
2. เขียนแผนภาพเป็นเซตของคนที่ “สายตาไม่ดี” 
หรือเซตของคนท่ี “ฟันผุ” ก็ได้คําตอบเช่นกัน 

 
 
 
 
 
 
 
 

(48) โจทย์กาํหนด 
ก ข 16   .....(1) 
และ ฉ ช 7   แสดงว่า 
ข ค 21 7 14     .....(2) 
นําสองสมการมาบวกกัน จะได ้ก 2ข ค 30    
แต่จากแผนภาพเราทราบวา่ ก ข ค 24    
..ดังนัน้ ข 30 24 6    คน 

 
 
(49) โจทย์กาํหนด 
ก ข 200   
และ ข ค 30   
รวมกันได้เปน็ 
ก 2ข ค 230    
แต่เนือ่งจาก ข 15  จึงได้ ก ข ค 215    
..โจทย์ถามค่า ง 600 215 385    คน 
 

หมายเหต ุในข้อ 48 และ 49 ไม่ได้คํานวณส่วนที่
เป็นผู้หญิงเลย, แต่ถ้าต้องคิดจะใช้วิธีเหมือนขอ้ 47) 

 
 
(50) สําหรับการแก้ 
โจทย์ขอ้นี ้จะต้องคิด 
ต่อเองด้วยวา่จาํนวนคี ่
ที่ 4 หารลงตวันัน้ไม่มี! 
(นั่นคอื ฉ, ช 0 ) 
 

สิ่งที่โจทย์บอกมา เรียงตามลําดับเป็นดงันี ้
๏ ค 6  
๏ ก ข จ 8    และ ก ข 3   (จะได ้ จ 5 ) 
๏ ข 2  
๏ ก ง 4   และ จ ซ 18 4 14     
 

จึงสามารถหาคําตอบแตล่ะอย่างได้ดังนี ้
๏ จํานวนสมาชิกทั้งหมด (ก ง) ข ค (จ ซ)       
                       4 2 6 14 26      
๏ จํานวนคู่ (ก ง) ข ค 4 2 6 12         
๏ จํานวนที่ 3 หรือ 4 หารไม่ลงตัว 
หมายถึงทุกจํานวนยกเวน้ที่อยู่ในช้ินส่วน ข 
มีอยู่ 26 2 24   จาํนวน 
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(51) ให้ A, B, C แทนเซตของนกัเรียนที่ชอบ 
ทานขนมปัง, ข้าว, ก๋วยเตี๋ยว ตามลําดับ 
จากข้อมูลที่โจทย์ให้มา จะได้.. 
n(A) 140 , n(B) 195 , n(C) 155 , 
n(A B) 50  , n(B C) 45  , n(A C) 60   
และ n(A B C) 20    
 

แทนค่าในสตูรยูเนียนของ 3 เซต จะได ้
n(A B C) 140 195 155 50 45 60 20          
           355  
มีนักเรียนที่ชอบทานทัง้สามประเภทนี้อยู ่355 คน 
 

แต่เนือ่งจากจํานวนนกัเรียน 
ทั้งหมดคอื 370 คน ดังนั้น 
มีนักเรียน 15 คนที่ไม่ชอบ 
ประเภทใดเลย 
 
 
หมายเหต ุเขียนเป็นสัญลักษณ์ได้ว่า 
n[(A B C)' ] n( ) n(A B C)     U  
              370 355 15    

 
 
(52) จากข้อมูลในโจทย์ จะเขียนจํานวนสมาชิกของ
ช้ินส่วนต่าง ๆ  ไดด้ังรูป (ใส่ช่องกลางก่อน 
เช่นเดียวกับในตวัอยา่ง 1.14 วธิทีี่ 1) 
 
 
 
 
 
 
 
๏ นักเรียนทีช่อบทานขนมปงัเทา่นั้น มีอยู่ 50 คน 
๏ นักเรียนทีช่อบทานก๋วยเตี๋ยว แต่ไม่ชอบทานขนม
ปัง มีอยู่ 70 25 95   คน 
๏ นักเรียนทีช่อบทานทั้งขนมปงัและก๋วยเตี๋ยว แต่ไม่
ชอบทานขา้ว มีอยู่ 40 คน 
๏ นักเรียนที่ไม่ชอบทานขนมปัง มีอยู ่
120 25 70 15 230     คน 
หรือ n(A') n( ) n(A) 370 140 230    U  
๏ นักเรียนทีช่อบทานอย่างนอ้ยสองประเภท มีอยู่ 
30 40 25 20 115     คน 
๏ นักเรียนทีช่อบทานอย่างมากหนึ่งประเภท มีอยู่ 
50 120 70 15 255     คน 

 

(53) ให้ A, B, C แทนเซตของผู้ที่ลงทะเบียนเรียน
ภาษาอังกฤษ, ภาษาจนี และภาษาญีปุ่่น ตามลาํดบั 
 
มีผู้ลงทะเบียนเรยีนทัง้หมด 42 คน ซึ่งแต่ละคนต้อง
ลงทะเบียนอย่างน้อย 1 วิชาอยู่แล้ว 
แสดงว่า n(A B C) 42    
แทนข้อมูลทั้งหมดลงในสตูรของ 3 เซตไดด้ังนี้.. 
42 29 22 21 10 12 15 n(A B C)          

n(A B C) 7     
นั่นคอื มีผูล้งทะเบียนครบทั้งสามวิชาอยู่ 7 คน 
 
จากนั้นเราสามารถ 
เขียนแผนภาพไดด้ังรูป 
 
พบว่ามีผูท้ี่ลงทะเบียนเรียน 
เพียงวิชาเดียวเทา่นัน้ อยู ่
14 4 1 19    คน 

 
 
(54) 
 
 
ข้อนีต้รงตามสตูร 
ยูเนียนของ 3 เซต 
นั่นคอื 180 95 92 125 52 43 57 x        
จะได้ x 20  คน 
และ y n(A C) 20 43 20 23       คน 
และ z n(A B) 20 52 20 32       คน 
..ดังนัน้ ผู้ชอบเพลงไทยสากลเพียงอย่างเดยีว 
มีอยู่ 95 20 23 32 20     คน 

 
 
(55) ข้อนี้มี 3 เซตคอื ชอบช้าง, ชอบลิง, ชอบหมี 
โจทย์ถาม n(A B C)' 100 n(A B C)       
 

..โดยการสังเกต จะพบวา่ 
ใช้ข้อมูลเพียง 3 ตัว คดิ 
คล้ายกับขัอ 39 ดังรูป 
จะทราบ n(A B C)   

32 35 20 87     
 

..ดังนัน้คาํตอบคอื 100 87 13   คน 
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(56) เขียนแผนภาพ 
และกําหนด x, y ดังรปู 
 
 
จะได้สมการ 
x y 20 23 22 11 9 100        
และ (x 20 23 22) (y 20 23 11) 6         
ซึ่งแก้ระบบสมการได้เป็น x 5, y 10   
 

 นาย ก ได ้70 คะแนน, นาย ข ได้ 64 คะแนน 
และนาย ค ได ้65 คะแนน 
ดังนัน้ ก. ถูก  ข. 70 64 65 199    ถูก 
ค. ผิด (ตอ้งเปน็ 5 คน)  ง. 5 10 9 24    ถูก 

 
 
(57) ข้อนี้มีเซตหลัก ๆ  อยู ่3 เซต (บาสเกตบอล, 
เทนนิส, วอลเลยบ์อล) และยังมีการแยกคิดเพศชาย
กับหญงิ จงึจาํเปน็ตอ้งเขยีนแผนภาพแยกจากกัน 
 
 
 
 
 
 
 
จากการสังเกตจะพบว่า ขอ้มูลที่ให้มาตรงตามสูตร
ยูเนียนของ 3 เซตพอด ีการคาํนวณจึงไม่ยุง่ยาก 
๏ ชาย n(A B C) 60 8     
               20 15 22 6 10 11 x        
..ดังนัน้ x 22  คน 
๏ หญงิ 
(แต่ละคา่ได้จากจํานวนทั้งหมดลบด้วยจาํนวนผู้ชาย) 
40 4 15 13 18 8 6 9 y         
..ดังนัน้ y 13  คน 
แสดงว่า มีชายมากกวา่หญงิอยู ่ x y 9   คน 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(58) ให้ {0, 1, 2, ..., 100}U  
A { x | x  หารดว้ย 2 ลงตัว}  
B { x | x  หารดว้ย 3 ลงตัว}  
C { x | x  หารดว้ย 5 ลงตัว}  
 

ต้องการค่า n(A' B' C ')   คือ n(A B C)'   
ซึ่งสามารถหาไดจ้าก n( ) n(A B C)  U  
โดยที่ n(A B C)   คาํนวณได้จากสตูร 3 เซต 
 

n(A) คอืหาร 2 ลงตวั ..มีอยู่ 51 จํานวน 
n(B) คือหาร 3 ลงตวั ..มีอยู่ 34 จํานวน 
n(C) คือหาร 5 ลงตวั ..มีอยู่ 21 จํานวน 
 

n(A B)  คือหาร 2 และ 3 ลงตัว 
         แปลว่าหาร 6 ลงตวั ..มีอยู่ 17 จาํนวน 
n(A C)  คือหาร 2 และ 5 ลงตวั 
         แปลว่าหาร 10 ลงตัว ..มีอยู่ 11 จํานวน 
n(B C)  คือหาร 3 และ 5 ลงตวั 
         แปลว่าหาร 15 ลงตัว ..มีอยู่ 7 จาํนวน 
n(A B C)   คือหาร 2 และ 3 และ 5 ลงตวั 
         แปลว่าหาร 30 ลงตวั ..มีอยู่ 4 จาํนวน 
 

ดังนัน้ 51 34 21 17 11 7 4n(A B C)          
                   75  
และเนือ่งจาก n( ) 101U  
จึงได้คาํตอบ n(A' B' C ') 101 75 26      

 
 

 
จากข้อ (58) หากโจทย์เปลี่ยนเป็น 
“A คอืเซตของจาํนวนที่หารด้วย 6 
ลงตวั และ B คอืเซตของจาํนวนที่
หารด้วย 8 ลงตวั” แล้ว A B  
จะเป็นเซตของจาํนวนแบบใด? 
 

..หากตอบว่า “หารทัง้ 6 และ 8 
ลงตวั” แปลว่า “หารด้วย 48 ลง
ตัว” จะผิดนะครบั! 
การนํา 6 กับ 8 มาคณูกนันัน้ผดิ! 
จะตองใช ค.ร.น. คือเป็น “หารดว้ย 
24 ลงตัว” จึงจะถูก 

K



 
 

บทที ่๒ 
ระบบจํานวนจริง 

 
 

จํานวนที่มนุษย์คิดขึน้ใช้ครั้งแรกในอดีต คือจํานวน
สําหรับนับสิ่งของต่าง ๆ  ซึ่งในปัจจบุันเรียกว่า จํานวน
ธรรมชาติ (Natural Number) หรือ จํานวนนบั 
(Counting Number) ได้แก่ 1, 2, 3, 4, ... สญัลักษณ์
แทนเซตของจํานวนนับคือ N             = {1,2, 3, 4, ...} 
 

นอกจากจํานวนนับแล้ว ยังมีจํานวนชนิดอ่ืน ๆ  อีกหลายชนิดที่จะไดศ้ึกษาใน
บทเรียนน้ี โดยเรียกรวมกันว่า “จํานวนจริง” และความรู้พื้นฐานที่สําคัญ
ที่สุดอยา่งหนึ่งของวิชาคณิตศาสตร์ก็คือ การดําเนินการเก่ียวกับจํานวนจริง 
(เช่น การบวกลบคูณหาร ไปจนถึงการแก้สมการหรืออสมการ) น่ันเอง 

 
 

เม่ือนําจํานวนนับใด ๆ  มาบวกหรือคูณกัน ผลลัพธ์ที่ได้ย่อมเป็นจํานวนนบั
เสมอ จึงเรียกได้ว่า “เซตของจํานวนนับมี สมบัติปิด สําหรับการบวกและการคูณ” 
(คําว่า สมบัติปิด หมายความว่าเม่ือนําสมาชิกใด ๆ  ในเซตมาดําเนินการแล้ว ผลลัพธ์
ที่ได้ยังคงเป็นสมาชิกของเซตน้ันอยู่เสมอ) แต่หากนําจํานวนนบับางจาํนวนมาลบหรือ
หารกันจะมีปัญหาขัดข้องเนื่องจากผลที่ได้กลับไม่เป็นจํานวนนับ ด้วยเหตุนี้จํานวนลบ 
จํานวนศูนย์ รวมทั้งจํานวน เศษส่วน (Fraction) จึงถูกกําหนดขึ้นเพ่ือใช้งานด้วย 
 

จํานวนนับ (จํานวนเต็มบวก) จํานวนศูนย์ และจํานวนเต็มลบ เรียกรวมกัน
ว่า จํานวนเต็ม (Integer) เซตของจํานวนเต็มทั้งหมดใช้สัญลักษณ์เป็น I  

{..., 3, 2, 1, 0, 1, 2, 3, ...}   I  
 

จํานวนเต็มทั้งหมด รวมทั้งเศษส่วนของจํานวนเต็ม (โดยที่ส่วนไม่ใช่ 0) 
จัดเป็น จํานวนตรรกยะ (Rational Number) ซ่ึงเซตของจํานวนตรรกยะนั้นใช้
สัญลักษณ์เป็น Q  

ab{ | a,b Q I  และ b 0 }  
 

จากที่กล่าวมาสามารถสรุปว่า เซตจํานวนนับเป็นสับเซตของเซตจํานวนเต็ม 
( N I ) และเซตจํานวนเต็มเป็นสับเซตของเซตจํานวนตรรกยะ ( I Q ) 
 

ประเภทของ 
จํานวนจริง 

(บทท่ี ๑–๔ ยกมาจาก R2.9pre ซึ่งจะนําไปปรับปรุงและตีพิมพ์เป็นหนังสือ ม.4-5-6 ฉบับละเอียดต่อไปครับ) 

R
 e

a  + 
l 
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ข้อควรทราบ 
1. เศษส่วนของจํานวนเต็ม จะเขียนเป็นทศนิยมซํ้าได้เสมอ 

จึงกล่าวในอีกแง่ได้ว่า “จํานวนตรรกยะคือจํานวนใด ๆ  ที่เขียนเป็นทศนิยมซํ้าได้” 
ตัวอย่างเช่น 515 5.0     21500.42 0.420     431.3333... 1.3   
 

2. จํานวนที่เป็นทศนิยมไม่ซํ้า จะไม่สามารถเขียนในรูปเศษส่วนของจํานวน
เต็มได้ เรียกว่า จํานวนอตรรกยะ (Irrational Number) โดยถ้าให้เอกภพสัมพัทธ์
เป็นเซตของจํานวนจริง จะเขียนสัญลักษณ์แทนเซตของจํานวนอตรรกยะได้ด้วย 'Q  

ตัวอย่างของจํานวนอตรรกยะ เช่น 
2 1.41421..    3 1.73205..    3.14159..    3 2 1.25992..  

ในการคํานวณมักแทนจํานวนอตรรกยะเหล่านี้ด้วยค่าประมาณ 
 
 
 
 
 

3. เซตจํานวนนับ N  มีสมบัติปิดสําหรับการบวกและการคูณ 
เซตจํานวนเต็ม I  และจํานวนตรรกยะ Q  มีสมบัติปิดสําหรับการบวก ลบ และคูณ 
..แต่เซตจํานวนอตรรกยะ 'Q  นั้นไม่มีสมบัติปิดแบบใดเลย 
 
 

จํานวนทุกประเภทที่ได้กล่าวถึงตั้งแต่ต้น อันได้แก่จํานวนนับ จาํนวนเต็มลบ 
จํานวนศูนย์ จํานวนตรรกยะ และจํานวนอตรรกยะ ล้วนถือว่าเป็น จํานวนจริง (Real 
Number) ซ่ึงส่ือความหมายว่าเป็นจํานวนที่มีอยู่จริงในโลก สามารถใช้แทนปริมาณ
ของส่ิงต่าง ๆ  ได้ ใช้บ่งบอกและเปรียบเทียบความมากน้อยได้ (โดยจํานวนจริงทุก
จํานวนจะต้องมีตําแหน่งบนเส้นจํานวน) สัญลักษณ์แทนเซตของจํานวนจริงคือ R  
 
 
 
 

ตัวอย่างของจํานวนประเภทอ่ืน ๆ  ซ่ึงไม่ใช่จํานวนจริง แต่จะได้เกี่ยวข้องใน
บทต่อ ๆ  ไปด้วย ได้แก่ 

1. รากที่คู่ของจาํนวนลบ (รากที่สอง, รากที่ส่ี ฯลฯ) 
เช่น 3  ซ่ึงจะถือเป็น “จํานวนจินตภาพ” 

2. เศษส่วนที่มีตัวส่วนเป็น 0 
(ดังที่ได้ทราบกันว่าการหารด้วย 0 จะไม่นิยามในระบบจํานวนจริง) 
โดยทั่วไปจะมีค่าเป็น   (มากจนไม่มีที่ส้ินสุด ในภาษาไทยใช้คําว่า “หาค่าไม่ได้”) 

 
 

๏ รากที่สองของจํานวนนับ (ที่ถอดค่าออกมาเป็นจาํนวนนับไม่ได)้ จะเป็นจํานวนอตรรกยะเสมอ 
๏ คา่ e ซึง่เป็นค่าคงทีท่ี่เกี่ยวกับลอการทิึม (บทที ่๘) ก็เปน็จาํนวนอตรรกยะเช่นกนั 
มีค่าประมาณ 2.71828.. 

แผนผัง 
ของจํานวน 

๏ จํานวนอตรรกยะก็เป็นจํานวนจริง เพราะสามารถเปรียบเทียบมากน้อยร่วมกับจาํนวนอื่นได ้
๏ แต่   ไม่เป็นจาํนวนจริง เพราะไม่มีค่าเทา่นีอ้ยูจ่ริง ไม่มีใครสามารถไปถึงหรอืสัมผัสได ้

K

K
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เพิ่มเติม จากเนือ้หาเรื่องจํานวนเชิงซ้อน 
รากที่สองของจํานวนลบ เชน่ 1  เรยีกว่า จํานวนจินตภาพ (Imaginary Number) 
เม่ือรวมกนักับเซตจาํนวนจริงแล้ว จะเรียกวา่ จํานวนเชิงซ้อน (Complex Number) 
หรือเซต C  ถือเปน็ระบบจํานวนที่ใหญท่ี่สดุ และจะได้ศึกษากันในบทที ่๑๐ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

แผนผังแสดงโครงสร้าง 
ของจํานวนประเภทต่าง ๆ  
 

หมายเหตุ 
สัญลักษณ์ mI  แทนเซตของจํานวนจินตภาพ และ C  แทนเซตของจํานวนเชิงซ้อน 
จํานวนทั้งสองประเภทนี้จะยังไม่ได้ศึกษาในบทนี้ 
 

 
 
 
 
 
 

 
 

ตัวอย่าง 2.1  เซตต่อไปนี้มีลักษณะตรงตามข้อใด (ใน A, B, C, D) บ้าง 
A มีสมบัตปิิดการบวก   B มีสมบัติปิดการคูณ 
C เป็นสับเซตของเซตจํานวนตรรกยะ Q  D เป็นสับเซตของเซตจํานวนเต็ม I  

 
 ก. เซตของจาํนวนนับ N  
ตอบ A ถูก เพราะไม่วา่จะยกจาํนวนนับจํานวนใดมาบวกกัน ผลลพัธ์ก็ยังคงเป็นจาํนวนนับ 

B ถูก เพราะไม่วา่จะยกจาํนวนนับจํานวนใดมาคูณกัน ผลลพัธ์ก็ยังคงเป็นจาํนวนนับ 
C ถูก เพราะจํานวนนับทุกจํานวนเป็นจํานวนตรรกยะ 
D ถูก เพราะจาํนวนนับทุกจํานวนเป็นจํานวนเต็ม 

 
 ข. เซตของจาํนวนอตรรกยะ 
ตอบ A ผิด เพราะมีจาํนวนอตรรกยะบางจาํนวน ที่บวกกันแล้วกลายเปน็จาํนวนตรรกยะ 

เช่น 2  บวกกับ 2  แล้วได ้0 
B ผิด เพราะมีจาํนวนอตรรกยะบางจาํนวน ที่คณูกันแล้วกลายเป็นจาํนวนตรรกยะ 
เช่น 2 2 2   
C ผิด เพราะเซตของจํานวนตรรกยะและอตรรกยะ เป็นคอมพลีเมนต์กัน 
D ผิด เพราะสมาชิกของเซตนี้ทกุจํานวนไม่ใช่จํานวนเต็ม 

 
 ค. { x | x 0 }<  
ตอบ A ถูก จํานวนลบหรือจาํนวนศูนย ์เม่ือนํามาบวกกันย่อมยงัเป็นจาํนวนลบหรือศูนย์แน่นอน 

B ผิด เพราะจํานวนลบคณูกันยอ่มได้ผลลพัธ์เปน็จาํนวนบวกเสมอ 
C และ D ผิด เพราะมีจาํนวนลบบางจํานวนไม่ใช่จํานวนตรรกยะ (และจาํนวนเตม็) เช่น 2  
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 ง. 22{1.414, }7  
ตอบ A และ B ผดิ เพราะเมื่อนําจํานวนจากเซตนี้มาบวกหรือคณูกนั ผลลพัธ์ไม่ไดอ้ยู่ในเซตนี ้

C ถูก เพราะเลขทศนิยม และเศษส่วนของจํานวนเต็ม เปน็จาํนวนตรรกยะเสมอ 
หมายเหตุ คา่ 1.414 ไม่เทา่กับ 2  และค่า 227  ก็ไม่ได้เท่ากับ   (แต่เป็นเพียงคา่ประมาณ) 
D ผิด เพราะสมาชิกของเซตนี้ไม่ใช่จํานวนเต็ม 

 
 จ. { 1, 0, 1}  
ตอบ A ผิด เพราะเม่ือนาํบางจํานวนมาบวกกัน ผลลพัธ์ที่ได้ไม่อยู่ในเซตน้ี เช่น 1 1 2   

B ถูก เพราะไม่วา่จะนําจํานวนใดมาคณูกัน ผลลพัธ์ที่ไดก้็ยังอยู่ในเซตนีเ้สมอ 
C และ D ถูก เพราะสมาชิกทุกตัวเปน็จาํนวนเตม็ และจาํนวนเตม็ใด ๆ  ถือเปน็จาํนวนตรรกยะ 

 
 ฉ. { 10 x | x } I  
ตอบ เซตนี้เขียนแจกแจงสมาชิกได้เป็น {0, 10, 20, 30, ...}    ดงันัน้ 

A และ B ถูก เพราะไม่ว่าจะนาํจํานวนใดจากเซตนี้มาบวกหรือคณูกัน ผลลพัธท์ี่ได้ยังอยู่ในเซตนี ้
C และ D ถูก เพราะสมาชิกทุกตัวเปน็จาํนวนเตม็ และจาํนวนเตม็ใด ๆ  ถือเปน็จาํนวนตรรกยะ 

 

 
 
 

๒.๑ สมบัติของจํานวนจริง 
 

เอกลักษณ์ (Identity) คือจํานวนที่ไปดําเนินการกับจํานวนจริง a ใดก็ตาม
แล้วได้ผลลัพธ์เป็นจํานวน a เดิม นั่นคือ ถ้าให้ e คือเอกลักษณ์ จะได้ 

a e e a a     
เนื่องจาก a 0 0 a a     ..เอกลักษณ์การบวกของจํานวนจริงใด ๆ  จึงเป็น 0 
และเนื่องจาก a 1 1 a a     ..เอกลักษณ์การคูณของจํานวนจริงใด ๆ  จึงเป็น 1 
 

อินเวอร์ส หรือ ตัวผกผัน (Inverse) ของ a คือจํานวนที่ไปดําเนินการกับ
จํานวนจริง a แล้วได้ผลลัพธ์เป็นเอกลักษณ์ นั่นคือ ถ้าให้ i คอือินเวอร์ส จะได้ 

a i i a e     
เนื่องจาก a ( a) ( a) a 0       ..อินเวอร์สการบวกของจํานวนจริง a จึงเป็น –a 
และเนื่องจาก 1 1a aa ( ) ( ) a 1     ..อินเวอร์สการคูณของจํานวนจริง a จึงเป็น 1a  
หรือเขียนเป็น 1a   ก็ได้ (อ่านว่า “a ยกกําลังลบหนึ่ง” หรือ “a อินเวอร์ส”) 
 

อินเวอร์สการบวกของจํานวนจริงใด ๆ  สามารถหาได้เสมอ แต่สําหรับอิน
เวอร์สการคูณนั้นมีข้อยกเว้นอยู่หนึ่งจํานวน นั่นคือ จํานวน 0 ซ่ึงไม่มีอินเวอร์สการ
คูณ เพราะไม่มีจํานวนจริงใดที่คูณกับ 0 แล้วได้ผลลัพธ์เป็น 1 
 

 

ตัวอย่าง 2.2  ถ้านยิามให้ x y x y 2     
 

ก. ใหห้าเอกลักษณ์ของการดาํเนนิการนี ้
 

วิธีคิด จาก a e a   จะได้ a e 2 a     ..นั่นคอื e 2  
และจาก e a a   จะได้ e a 2 a     ..นัน่คอื e 2  เช่นกัน 
ดังนัน้สรุปวา่ เอกลักษณข์องการดําเนินการนี้คอื 2 

เอกลกัษณ ์
และอินเวอร์ส 
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ข. ใหห้าอินเวอรส์ของ a สาํหรับการดําเนินการนี ้
 

วิธีคิด เนื่องจากเอกลักษณ์ของการดาํเนนิการนี้คอื 2 
ดังนัน้ a i 2   จะได ้ a i 2 2     ..นั่นคอื i 4 a   
(หรือคดิจาก i a 2   ก็จะได้ i 4 a   เช่นกัน) 
สรุปวา่อินเวอรส์ของ a ในข้อนี้คอื 4 a  

 

 
 
 

ตัวอย่าง 2.3  ถ้านยิามให้ x y x y 3     
 

ก. ใหห้าเอกลักษณ์ของการดาํเนนิการนี ้
 

วิธีคิด จาก a e a   จะได้ a e 3 a     ..นั่นคอื e 3  
และจาก e a a   จะได้ e a 3 a     ..นัน่คอื e 2a 3   
พบว่าเอกลักษณท์ี่หาไดจ้ากสองวธิีมีค่าไม่เทา่กัน ดังนัน้การดาํเนินการในข้อนี้ “ไม่มีเอกลกัษณ์” 
 
ข. ใหห้าอินเวอรส์ของ a สาํหรับการดําเนินการนี ้
 

ตอบ การดําเนินการนีจ้ะไม่มีอินเวอร์ส เพราะไม่มีเอกลกัษณ ์
 

 
 

 
 
 
 

นอกจากสมบัติปิดซ่ึงได้กล่าวถึงแล้ว ระบบจํานวนจริงยังมีสมบัติอีกหลาย
ลักษณะที่ควรทราบ เนื่องจากเป็นพ้ืนฐานที่จําเป็นสําหรับวิชาคณิตศาสตร์ และ
สมบัติส่วนใหญ่จะเคยพบหรือเกี่ยวข้องมาแล้วตั้งแต่ระดับ ม.ต้น 
 

สมบัติของการเท่ากัน 
[1] สมบัติการสะท้อน (Reflexive Property) 

a a  เสมอ 
[2] สมบัติการสมมาตร (Symmetric Property) 

ถ้าหาก a b  จะสรุปได้ว่า b a  ด้วย 
[3] สมบัติการถ่ายทอด (Transitive Property) 

ถ้า a b  และ b c  แล้ว จะได้ว่า a c  
[4] สมบัติการบวกหรือคูณด้วยจํานวนท่ีเท่ากัน 

ถ้า a b  แล้ว a c b c    เสมอ 
ถ้า a b  แล้ว ac bc  เสมอ 

 
ส่วนสมบัติของการไม่เท่ากัน (มากกว่า, น้อยกว่า) จะได้กล่าวถึงในหัวข้อถัดไป 
 
 

สมบัติของ 
จํานวนจริง 

“สมบัติการสลับที่” เป็นสิ่งจําเป็นต่อการมีเอกลักษณ ์..หมายความว่าการดาํเนินการใดจะมี
เอกลกัษณ์ไดน้ั้น จะตอ้งมีสมบัตกิารสลับทีก่่อน (เพราะ a e  ตอ้งเท่ากับ e a  ดว้ย) 
..ถ้าไม่มีสมบัติการสลับที ่จะไม่มีเอกลกัษณ์ (และถ้าไม่มีเอกลักษณ์ กจ็ะไม่มีอนิเวอร์ส) 

K
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สมบัติเก่ียวกับการบวกและการคูณ 
[1] สมบัติการมีเอกลักษณ์ 

เอกลักษณ์การบวกของจํานวนจริงใด ๆ  คือ 0 
เอกลักษณ์การคูณของจํานวนจริงใด ๆ  คือ 1 

[2] สมบัติการมีอินเวอร์ส 
อินเวอร์สการบวกของจํานวนจริง a คือ –a 
อินเวอร์สการคูณของจํานวนจริง a (ที่ไม่ใช่ 0) คือ 1a  

[3] สมบัติปิด (Closure Property) 
ถ้า a และ b เป็นจํานวนจริง แล้ว ผลบวก a+b ย่อมเป็นจํานวนจริง 
ถ้า a และ b เป็นจํานวนจริง แล้ว ผลคูณ ab ย่อมเป็นจํานวนจริง 

[4] สมบัติการสลับท่ี (Commutative Property) 
a b b a     และ  ab ba  

[5] สมบัติการเปล่ียนกลุ่ม (Associative Property) 
a (b c) (a b) c        (และสามารถเขียนเป็น a b c  ) 
a(bc) (ab)c       (และสามารถเขียนเป็น abc) 

[6] สมบัติการแจกแจง (Distributive Property) 
a(b c) ab ac     และ  (a b)c ac bc    

[7] สมบัติเก่ียวกับการเป็นจํานวนจริงบวก 
“ถ้าจํานวนจริง a 0  แล้ว a R  หรือ a  R  เสมอ” 
สมบัติข้อนี้จะได้นําไปใช้ในเร่ืองค่าสัมบูรณ์ ซ่ึงเป็นหัวข้อหนึ่งในบทนี้ด้วย 

 
 

ทฤษฎีบทเก่ียวกับการลบ 
[1] บทนิยามของการลบ 

a b a ( b)       (การลบ คือ การบวกด้วยอินเวอร์สการบวก) 
[2] การแจกแจงสําหรับการลบ 

a(b c) ab ac     และ  (a b)c ac bc    
 

ทฤษฎีบทเก่ียวกับการหาร 
ในแต่ละข้อต่อไปนี้ จะต้องมีเงื่อนไขไม่ให้ตัวหาร (หรือตัวส่วน) เป็น 0 
เพราะการหารด้วย 0 ในระบบจํานวนจริงนั้นไม่นิยาม 
 

[1] บทนิยามของการหาร  (b ต้องไม่เท่ากับศูนย์) 
1a b a b      (การหาร คือ การคูณด้วยอินเวอร์สการคูณ) 

หรืออาจกล่าวว่า “ a b c   ก็ต่อเม่ือ c เป็นจํานวนจริงที่ทําให้ a bc ” 
บทนิยามนี้จะถกูกล่าวถึงอีกคร้ังในหัวข้อทฤษฎีจํานวน ในตอนท้ายของบทนี ้

 

[2] อินเวอร์สการคูณไม่เป็นศูนย์เสมอ  (a ต้องไม่เท่ากับศูนย์) 
1a 0   

[3] อินเวอร์สการคูณของเศษส่วน  (a, b ต้องไม่เท่ากับศูนย์) 

  1a bab

  

การลบ 
และการหาร 
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[4] การคูณท้ังเศษและส่วนด้วยจํานวนท่ีเท่ากัน  (b, c ต้องไม่เท่ากับศูนย์) 
a acb bc  

[5] การบวกและการคูณเศษส่วน  (b, c ต้องไม่เท่ากับศูนย์) 
  a d ac bdcb bc    และ  a d adcb bc   

[6] การคํานวณเศษส่วนซ้อน  (b, c, d ต้องไม่เท่ากับศูนย์) 
a/b ac bc   และ  a acb/c b   และ  a/b adc/d bc  

 
 

การกระทําบางลักษณะสามารถทําได้เสมอ เพราะเป็นสมบัติของจํานวนจริง 
แต่บางลักษณะก็ไม่ใช่สมบัติจึงไม่สามารถกระทําได้เสมอไป ซ่ึงหากจําเป็นต้องทําก็
ควรแน่ใจเกี่ยวกับเงื่อนไขที่สามารถกระทําได้เสียก่อน กล่าวโดยสรุปได้ดังต่อไปนี้ 

 

1. การบวกหรือลบทั้งสองข้าง (ย้ายข้างบวกลบ) 
และการตัดออกสําหรับการบวกหรือลบ ทําได้เสมอ 

๏ ถ้ามี a b  สามารถทําเป็น a c b c    ได้เสมอ 
๏ ถ้าทราบว่า a c b c    จะสรุปเป็น a b  ได้เสมอ 

 

2. การคูณทั้งสองข้าง (ย้ายข้างคูณ) ทําได้เสมอ 
การหารทั้งสองข้าง (ย้ายข้างไปหาร) ทําได้เม่ือตัวหารไม่เป็น 0 

๏ ถ้ามี a b  สามารถทําเป็น ac bc  ได้เสมอ 
๏ ถ้ามี a b  สามารถทําเป็น a bc c  ได้เม่ือ c 0  เท่านั้น 

 

3. การตัดออกสําหรับการคูณ ทําได้เม่ือส่ิงที่ถูกตัดออกนั้นไม่ใช่ 0 
(เพราะเป็นการนําส่ิงนั้นไปหารทั้งสองข้างนั่นเอง) 

๏ ถ้าทราบว่า ac bc  จะสรุปเป็น a b  ได้เม่ือ c 0  เท่านั้น 
 

4. การยกกําลังสองทั้งสองข้าง ทําได้เสมอ 
แต่การตัดกําลังสองออกจะมีผล 2 กรณี คือได้ค่าเท่ากันหรือเป็นติดลบของกันก็ได้ 

๏ ถ้ามี a b  สามารถทําเป็น 2 2a b  ได้เสมอ 
๏ ถ้าทราบว่า 2 2a b  จะสรุปได้ว่า “ a b  หรือ a b  ” 
 
 

แบบฝึกหัด ๒.๑ 
 

(1) ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 (1.1) 0.343443444... เป็นจํานวนตรรกยะ 
 (1.2) 0.112112112... เป็นจํานวนอตรรกยะ 
 (1.3) ถ้า 2a  เป็นจํานวนคู่ แล้ว a ต้องเป็นจํานวนคู่ 
 (1.4) ถ้า 2a  เป็นจํานวนคี่ แล้ว a ต้องเป็นจํานวนคี่ 
 
 
 

ข้อควรระวัง 
ของสมการ 
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(2) ถ้า a, b, c  R  แล้ว ข้อความในแต่ละข้อต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 (2.1) ถ้า a b a  แล้ว b 1  
 (2.2) ถ้า a b 0  แล้ว a 0  และ b 0  
 (2.3) เม่ือ b 0  ถ้า a cb b  แล้ว a c  
 (2.4) เม่ือ b, c 0  ถ้า a acb   แล้ว b c  

 
 
 
 
 
 

(3) เซตในข้อใดมีสมบัติปิดของการบวกและการคูณ 
 ก. เซตของจํานวนเต็มลบท้ังหมด    ข. เซตของจํานวนเฉพาะที่ไม่ใช่ 2 
 ค. เซตของจํานวนตรรกยะที่ไม่ใช่จํานวนเต็ม   ง. เซตของจํานวนเต็มที่หารด้วย 4 ลงตัว 
 
(4) ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 (4.1) เซตของจํานวนจริง มีสมบัติปิดของการลบ 
 (4.2) เซตของจํานวนจริง มีสมบัติการเปล่ียนกลุ่มของการลบ 
 (4.3) เซตของจํานวนจริงที่ไม่ใช่ 0 มีสมบัตปิิดของการหาร 
 (4.4) เซตของจํานวนจริงที่ไม่ใช่ 0 มีสมบัติการเปล่ียนกลุ่มของการหาร 
 
(5) เม่ือกําหนดเซต A { x | x }  N Q  และ B A N  แล้ว 
ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 (5.1) A มีสมบัติปิดการคูณ แต่ B ไม่มีสมบัติปิดการคูณ 
 (5.2) A ไม่มีสมบัติปิดการบวก และ B ไม่มีสมบัติปิดการบวก 
 
(6) เซต A ในข้อใดทําให้ข้อความต่อไปนี้เป็นจริง 
“ถ้า x A  แล้ว จะมี y A  ซ่ึง xy 1  และ xy A ” 
 ก. เซตของจํานวนเต็มที่ไม่ใช่ 0  ข. เซตของจํานวนจริง 
 ค. เซตของจํานวนอตรรกยะ  ง. เซตของจํานวนตรรกยะที่ไม่ใช่ 0 
 
(7) ให้หาอินเวอร์สการคูณของ 

  

1
6 5

 และเอกลักษณ์การคูณของ 6 5  

 
(8) กําหนดตารางการดําเนินทวิภาคดังขวามือ ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 ก. (a b) a c      ข. (b c) b a    
 ค. (a b) (c b) b      ง. (c a) (b a) b     
 
 

* a b c 

a a b c 
b b c a 
c c a b 

โจทย์ในรูปแบบขอ้ความถูกหรือผิดนัน้ โดยมากถ้าอ่านขอ้ความเพียงผิวเผนิจะดูเหมือนวา่ถูก 
แต่ทีจ่ริงบางขอ้ความก็ผดิ.. การตอบโจทย์ลักษณะนี้ควรพยายามยกกรณีที่ผดิขึน้มาสัก 1 กรณี 
ถ้าหาได้ก็แสดงวา่ขอ้ความนัน้ผิด (ในการยกตัวอย่างจาํนวน อยา่ลมืทดสอบจาํนวนติดลบ จาํนวน
ติดรูท้ และจาํนวนทศนิยมที่ไม่ถึง 1 ดว้ย) ... แตถ้่าหาอย่างไรก็หาไม่ได้ ข้อความนั้นก็มีโอกาสท่ี
จะถูกสูง (ส่วนการยนืยันว่าถูกแน่นอน จะต้องใชว้ิธพีิสจูน ์ซึ่งบางข้อความกอ็าจจะยากเกนิไป) 

K
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(9) การดําเนินการ   สําหรับจํานวนจริง ในข้อใดไม่มีสมบัติการสลับที่ 
 ก. x y 3 xy (x y)       ข. x y 2(x y) 3 x y     
 ค. 3 1xy x yx y       ง. 1x yx y 2 xy     
 
(10) กําหนด a b 3ab (a b)     แล้ว x (y z) (z y) x      เป็นจริงหรือไม่ 
 
(11) ถ้า A เป็นเซตของจํานวนนับคี่ และกําหนดตัวดําเนินการ   กับ   บนเซต A ดังนี้ 
      a b2a b     และ   ab2a b   
แล้ว ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 (11.1) เซต A มีสมบัติปิด และมีสมบัติการสลับที่ ภายใต้การดําเนินการ   
 (11.2) เซต A ไม่มีสมบัติปิด แต่มีสมบัติการสลับที่ ภายใต้การดําเนินการ   
 
 

๒.๒ ทฤษฎีบทเศษเหลือ และสมการพหุนาม 
 

พหุนาม (Polynomial) คือรูปแบบชนิดหนึ่งทางคณิตศาสตร์ แสดงผลบวก
ของตัวแปรต่าง ๆ  ซ่ึงล้วนยกกําลังด้วยจํานวนนับเท่านั้น พหุนามที่มี x เป็นตัวแปรตัว
เดียว นิยมใช้สัญลักษณ์แทนพหุนามว่า p(x) จะเขียนได้ในรูป 

n n 1
n n 1 1 0p(x) a x a x ... a x a


      

โดยค่า a ทัง้หมดเป็นค่าคงที่ เรียกว่า “สัมประสิทธิ์” และ n เป็นจํานวนนับใด ๆ  
เรียกค่า n ว่า ดีกรี (degree) หรือเลขชี้กําลังที่มีค่ามากที่สุดของพหุนามนี้ 
เช่น 3 2p(x) 4x x 2x 6     จัดเป็นพหุนามดีกรีสาม 
 

นอกจากนั้น สัญลักษณ์ p(c) จะส่ือถึงการแทนค่า x ด้วยค่าคงที่ c 
เช่นถ้าให้ p(x) เป็นพหุนามดีกรีสาม ในรูป 3 2p(x) 4x x 2x 6     จะได้ 

3 2p(1) 4(1) (1) 2(1) 6 7      
3 2p( 2) 4( 2) ( 2) 2( 2) 6 26           เป็นต้น 

 
สมการ (Equality) คือประโยคที่มีตัวแปรและกล่าวถึงการเท่ากัน “การแก้

สมการ” คือการหาค่าของตัวแปร (เช่นค่า x) ที่เป็นไปได้ทั้งหมดที่ทําให้ประโยคนั้น
เป็นจริง อาจกล่าวว่าเป็นการหาคําตอบของสมการ หรือรากของสมการ ก็ได้ (คําว่า 
“รากของสมการ” หมายถึงค่าที่ทําให้สมการเป็นจริง และไม่ได้เกี่ยวข้องกับการถอด
รากที่สองแต่อย่างใด) 

สมการพหุนามตัวแปรเดียว n n 1
n n 1 1 0p(x) a x a x ... a x a 0


       

จะหาคําตอบได้โดยอาศัยสมบัติที่เป็นหัวใจสําคัญคือ “หากมีผลคูณ a b c d ... 0  
แล้ว จะสรุปได้ว่า a 0  หรือ b 0  หรือ c 0  หรือ d 0  หรือ ...” 
(กําหนดค่าให้เป็น 0 ทีละตัวนั่นเอง) เพราะการที่ a, b, c, d, … คูณกันได้เป็น 0 
แสดงว่าต้องมีอย่างน้อยตัวใดตัวหนึ่งที่มีค่าเป็น 0 

แก้สมการ 
พหุนาม 
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ดังนั้นเม่ือมีสมการพหุนาม ให้ทําการแยกตัวประกอบเสียก่อน (คือการทํา
พหุนามให้อยู่ในรูปผลคูณของพหุนามที่มีดีกรีต่ําลง) เพ่ือให้สมการกลายเป็นรูปแบบ 
“ผลคูณเท่ากับศูนย์” 1 1 2 2 3 3(b x c )(b x c )(b x c )... 0     แล้วจะสามารถสรุป
คําตอบของสมการ โดยสรุปให้ทีละวงเล็บเป็น 0 

ได้แก่ 1
1

c
bx   หรือ 2

2

c
bx   หรือ 3

3

c
bx   หรือ ... นั่นเอง 

 
 

ตัวอย่าง 2.4  ใหห้าเซตคําตอบของสมการกําลงัสองตอ่ไปนี ้
 

ก. 2x 6x 5 0    
 

วิธีคิด แยกตัวประกอบของพหนุามได้เปน็ (x 5)(x 1) 0    
ดังนัน้ x 5 0   หรอื x 1 0   
คําตอบของสมการได้แก่ x 5  หรอื x 1   ..และเซตคาํตอบคือ {5, 1}  

 
ข. 26x 13x 5 0    

 

วิธีคิด แยกตัวประกอบของพหนุามได้เปน็ (2x 5)(3x 1) 0    
ดังนัน้ 2x 5 0   หรอื 3x 1 0   
คําตอบของสมการได้แก่ 5x 2  หรอื 1x 3    ..และเซตคาํตอบคือ 5 1{ , }2 3  

 
ค. 22x 4x 1 0    

 

สมการนี้ไม่สามารถแยกตวัประกอบเป็นจํานวนเตม็หรือเศษสว่นของจาํนวนเต็มได ้
จึงอาจใชว้ิธหีาคําตอบดงัตอ่ไปนี ้(เพราะสองวธิีนี้ใช้ได้กับสมการกาํลงัสองทกุสมการ) 

 

วิธีคิด1 ย้ายขา้งสมการเป็น 22x 4x 1     ..นัน่คอื 22(x 2x) 1    
ทําให้เปน็กําลังสองสมบูรณ์โดย   

22(x 2x +1) 1+2    
(ฝั่งซ้ายเติม +1 แต่ฝั่งขวาต้องเตมิ +2 เนื่องจากฝั่งซ้ายมี 2 คณูอยู่ทีว่งเล็บด้วย) 
จะได้ 22(x 1) 1    ..จากนัน้ย้าย 2 ไปหารฝั่งขวาเปน็ 12  
จึงสรุปไดว้่า 1x 1 2   หรอื 1x 1 2    
แสดงว่าเซตคําตอบคือ 1 1{ 1 , 1 }2 2     
หมายเหตุ ถ้าฝั่งขวามือเป็นจาํนวนตดิลบ แสดงว่าไม่มีคําตอบที่เปน็จาํนวนจริง 

 
วิธีคิด2 ใช้สูตรสําเร็จในการหาคําตอบ คือ      

2B B 4ACx 2A
    

จะได้       

 

2 44 4 (2)(1) 1x 12(2) 2
       ..แสดงว่าเซตคาํตอบคอื 1 1{ 1 , 1 }2 2     

หมายเหตุ  ถ้าภายในรูท้เปน็จาํนวนตดิลบ แสดงวา่พหุนามนัน้แยกตัวประกอบไม่ได ้
และสมการจะไม่มีคําตอบที่เป็นจํานวนจริง 

 

 
เทคนิคการแยกตัวประกอบน้ันเคยได้ศึกษาผ่านมาในระดับ ม.ต้น บ้างแล้ว 

เช่น การจัดกําลังสองสมบูรณ์, ผลต่างของกําลังสอง, ผลบวกและผลต่างของกําลัง
สาม เป็นต้น ส่วนทฤษฎีบทต่าง ๆ  ที่จะได้ศึกษาเพ่ิมในหัวข้อนี้ จะช่วยให้การแยกตัว
ประกอบพหุนามดีกรีมากกว่าสองทําได้อย่างสะดวกยิ่งขึ้น 
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ทฤษฎีบทเศษเหลือ (Remainder Theorem) กล่าวว่า 
“ถ้าหาร p(x) ด้วย x c   แล้ว จะเหลือเศษเท่ากับ p(c)”  

เช่น ถ้าพหุนาม 3 2p(x) 4x 2x x 3     ถูกหารด้วย x 3  แล้ว ย่อมเหลือเศษเท่ากับ 
3 2p(3) 4(3) 2(3) (3) 3 96      หรือถ้าพหุนามน้ีถูกหารด้วย x 2  แล้ว ย่อมเหลือ

เศษเท่ากับ 3 2p( 2) 4( 2) 2( 2) ( 2) 3 39           
เม่ือนําพหุนามมาหารกัน ทั้งผลหารและเศษที่ได้จะเป็นพหุนามเช่นกัน โดย

เศษต้องเป็นพหุนามที่มีดีกรีต่ํากว่าตัวหารเสมอ ในทฤษฎีบทเศษเหลือนี้กล่าวถึงการ
หารที่ตัวหารมีดีกรีเป็น 1 เท่านั้น เศษที่ได้จากการหารจึงมีดีกรี 0 หรือค่าคงท่ีนั่นเอง 
(ไม่มีตัวแปร x ปรากฏอยู่ในเศษ) ซ่ึงค่าคงที่นี้อาจเป็นจํานวนติดลบก็ได้ 
 
 
 
 
 
 

 
 

ตัวอย่าง 2.5  ให้ตอบคาํถามตอ่ไปนี ้
 

ก. 3 22x x 6x 1    หารด้วย x 2  เหลอืเศษเท่าใด 
ตอบ เศษจากการหาร 3 22x x 6x 1    ดว้ย x 2  คอื 3 22(2) (2) 6(2) 1     1 
 

ข. 3 22x x 6x 1    หารด้วย x 1  เหลอืเศษเท่าใด 
ตอบ เศษจากการหาร 3 22x x 6x 1    ดว้ย x 1  คอื 3 22( 1) ( 1) 6( 1) 1        4 

 
หมายเหตุ  สามารถตรวจสอบคาํตอบได้โดยการตัง้หารยาว หรอืหารสงัเคราะห ์

 

 
 
 

ตัวอย่าง 2.6  ฟังก์ชันพหนุามดีกรสีอง p(x) ฟังก์ชันหนึ่ง พบว่าเม่ือหารด้วย x แล้วเหลือเศษ 3, 
เม่ือหารด้วย x 1  เหลือเศษ 12 และเมื่อหารดว้ย x 2  จะเหลอืเศษ 25 
 

 ก. ฟังก์ชัน p(x) นี้หารดว้ย x 3  เหลือเศษเทา่ใด 
 

วิธีคิด การจะทราบคาํตอบข้อนี้ จะตอ้งหาให้ไดก้่อนวา่ p(x) คืออะไร 
โดยทั่วไปพหุนามดีกรสีอง ตอ้งมีลักษณะเป็น 2Ax Bx C   ซึ่งจะเหน็วา่ มีสัมประสิทธิ์ 3 ตัว 
เราจงึใช้คาํใบ้ที่โจทย์ให้มา 3 อยา่ง ในการสร้างระบบสมการเพื่อหาสัมประสิทธิ์ 3 ตัวนี ้
 

“หารด้วย x แล้วเหลอืเศษ 3” แปลวา่ p(0) 3  หรอื 2A(0) B(0) C 3    
“หารด้วย x 1  แล้วเหลอืเศษ 12” แปลวา่ p(1) 12  หรอื 2A(1) B(1) C 12    
“หารด้วย x 2  แล้วเหลอืเศษ 25” แปลวา่ p(2) 25  หรอื 2A(2) B(2) C 25    

 

แก้สามสมการรว่มกัน ไดผ้ลเปน็ A 2 , B 7 , C 3  ... ดังนัน้ 2p(x) 2x 7x 3    
และ p(x) นีห้ารด้วย x 3  จะเหลือเศษเท่ากับ 22(3) 7(3) 3    42 

 
 

ทฤษฎีบท 
เศษเหลือ 

1. ถ้าตอ้งการหารด้วยพหุนามดีกรีมากกว่า 1 จะตอ้งใช้วธิีหารยาวตามที่ได้ศึกษาในระดับ ม.ตน้ 
2. ทฤษฎีบทนี้ใช้สําหรับหาค่าเศษเท่านั้น ไม่สามารถหาผลหารได้ ถ้าตอ้งการหาผลหาร จะต้องใช้
วิธีตัง้หารยาว หรือเทคนิคการหารสังเคราะห ซึ่งมีความสะดวกยิ่งขึน้ ดงัทีจ่ะได้แสดงตัวอย่างไว้ใน
ตอนทา้ยของหัวข้อนี ้

K
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 ข. ฟงัก์ชัน p(x) นี้หารดว้ย x c  ลงตัว เม่ือ c เท่ากบัเท่าใด 
 

วิธีคิด1 p(x) หารดว้ย x c  ลงตวั ... แปลว่า มี x c  เป็นตัวประกอบหนึ่งนัน่เอง 
และเนือ่งจาก 2p(x) 2x 7x 3 (2x 1)(x 3)       จงึได้คาํตอบว่า 
p(x) นี้จะหารดว้ย x c  ลงตัว เม่ือ c   –1/2 หรือ c   –3 
 

วิธีคิด2 p(x) หารดว้ย x c  ลงตวั ... แสดงว่า p(c) 0  (เพราะหารลงตัวคือไม่มีเศษ) 
ดังนัน้ 22c 7c 3 (2c 1)(c 3) 0       
จะได้ c   –1/2 หรอื c   –3 เช่นเดยีวกัน 
 

 ค. ฟังก์ชัน p(x) นี้หารดว้ย x c  เหลือเศษ 7 เม่ือ c เทา่กับเทา่ใด 
 

วิธีคิด1 “p(x) หารด้วย x c  แล้วเหลือเศษ 7” แสดงว่า p(c) 7  
ดังนัน้ 22c 7c 3 7    
แก้สมการได ้ 22c 7c 4 (2c 1)(c 4) 0       
จึงได้คาํตอบวา่ c   1/2 หรือ c   –4 
 

วิธีคิด2 “p(x) หารด้วย x c  แล้วเหลือเศษ 7” แสดงว่า “p(x) 7  หารด้วย x c  ลงตวั” 
(ยกตัวอย่างเช่น 38 หารด้วย 5 เหลือเศษ 3 แสดงว่า 38 3  ย่อมหารด้วย 5 ลงตัว) 
ดังนัน้ จากค่าของ 2p(x) 7 2x 7x 4 (2x 1)(x 4)        
จึงได ้ c   1/2 หรอื c   –4 

 

 
 

ถ้าหากการหารในทฤษฎีบทนี้ “ลงตัว” คือเหลือเศษเท่ากับ 0 ย่อมกล่าวได้
ว่า x c  เปนตัวประกอบของ p(x) นั่นคือ 

“พหุนาม p(x) จะมี x c  เป็นตัวประกอบหนึ่ง ก็ตอ่เม่ือ p(c) = 0” 
ข้อความนี้มีชื่อเรียกว่า ทฤษฎีบทตัวประกอบ (Factor Theorem) เรานํา

ทฤษฎีบทดังกล่าวมาช่วยในการแยกตัวประกอบของ p(x) ได้ โดยการสุ่มหาค่า k ที่
ทําให้ p(k) = 0 พอดี เพ่ือให้ทราบว่ามีตัวประกอบหนึ่งเป็น x k  และจากนั้นก็นํา 
x k  ที่ได้นี้ ไปหารออกจาก p(x) เพื่อลดทอนกําลังลง และทําซํ้าจนกระทั่งแยกตวั
ประกอบได้ครบถ้วน 

 
 

ตัวอย่าง 2.7  ให้แยกตัวประกอบของพหุนาม 3 22x x 25x 12    
 
วิธีคิด เนื่องจากพบวา่ 3 2p(3) 2(3) (3) 25(3) 12 0      พอด ี

แสดงว่า x 3  เป็นตวัประกอบหนึง่ของพหนุามนี ้
 

นํา x 3  ไปหารออกจากพหุนาม ไดผ้ลเป็น     

  

23 22x x 25x 12 2x 7x 4x 3       
ซึ่งหมายความว่า  3 2 22x x 25x 12 (x 3)(2x 7x 4)        
แยกตัวประกอบของส่วนที่เป็นกาํลังสองต่อไป 
ได้ผลเปน็ 3 22x x 25x 12 (x 3)(2x 1)(x 4)        
..ดังนัน้ ตัวประกอบของพหุนาม 3 22x x 25x 12    ก็คือ (x 3)(2x 1)(x 4)    
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หมายเหต ุ
1. ไม่จําเปน็ตอ้งเรียงลาํดับตวัประกอบตามนี้ แตจ่ะต้องมีตัวประกอบ 3 วงเล็บนีอ้ยูค่รบถ้วน 
2. ถ้าหากเปลี่ยนโจทยเ์ป็นการแก้สมการพหนุาม 3 22x x 25x 12 0     
ก็จะได้คาํตอบทัง้หมด 3 คําตอบ ได้แก่ x   3 หรอื 12  หรือ –4 

 

 
 
นอกจากทฤษฎบีทเศษเหลือและทฤษฎีบทตัวประกอบแล้ว ยังมีอีกทฤษฎีที่

ช่วยในการแยกตัวประกอบพหุนามดีกรีสูง เพราะทําให้เลือกค่า k ที่เป็นคําตอบได้
อย่างรวดเร็ว นั่นคือ ทฤษฎีบทตัวประกอบจํานวนตรรกยะ ซ่ึงกล่าวว่า 

“ถ้า abx   เป็นตัวประกอบของ p(x) โดยที่ ab  เป็นเศษส่วนอย่างต่ํา แล้ว 
a ต้องเป็นตัวประกอบของ 0a  และ b ต้องเป็นตัวประกอบของ na ” 

 
จากทฤษฎีบทนี ้จะสรุปขั้นตอนการหาตัวประกอบ x k  ของ p(x) เม่ือ k 

เป็นจํานวนตรรกยะ ได้ดังนี้ 
1. นําค่า a มาจากตัวประกอบของ 0a  (ค่าคงที่ทีอ่ยู่ท้ายพหุนาม) และนํา

ค่า b มาจากตวัประกอบของ na  (สัมประสิทธิ์ของ x กําลังสูงสุด หรือเรียกว่า 
“สัมประสิทธิ์นํา”) ค่า k ที่เป็นไปได้จะอยู่ในบรรดาเศษส่วน ab  เหล่านี้เท่านั้น โดย
เป็นไปได้ทั้งจํานวนบวกและจํานวนลบ 

2. ตรวจสอบว่าค่า k ใด (หรือ ab  คู่ใด) ที่ทําให้การหารนั้นลงตัว ก็จะ
ทราบตัวประกอบเป็น x k  ค่านั้น (หรือ abx   คู่นั้น) นั่นเอง 

 
 

ตัวอย่าง 2.8  ให้แยกตัวประกอบของพหุนาม 3 22x x 25x 12     (นําโจทย์มาจากตัวอย่างที่แล้ว) 
 
วิธีคิด เนื่องจากตวัประกอบของ 12 ไดแ้ก่ 1, 2, 3, 4, 6, 12 

และตัวประกอบของ 2 ได้แก่ 1, 2 
จากทฤษฎีบทตัวประกอบจาํนวนตรรกยะ จงึทราบว่า 
ค่า k ทีท่าํให้ x k  เป็นตวัประกอบของพหนุามในโจทย์ ที่เป็นไปไดค้ือจํานวนเหล่านี้เทา่นัน้.. 

31 11, –1, 2, –2, 3, –3, 4, –4, 6, –6, 12, –12, , ,2 2 2  หรอื 32  
 

จากนั้นจึงทดลองนําคา่ k เหลา่นี้ไปตรวจสอบดูวา่ 
ค่าใดที่ทาํให้ p(k) 0  ไดพ้อดี คา่นั้นกค็ือตัวประกอบ.. 
เช่น 3 2p( 4) 2( 4) ( 4) 25( 4) 12 0          พอด ี
แสดงว่า x 4  เป็นตวัประกอบหนึง่ของพหนุามนี ้
 

เม่ือนาํ x 4  ไปหารออกจากพหนุาม จะได้ผลเป็น     

  

23 22x x 25x 12 2x 7x 3x 4       
ซึ่งหมายความว่า 3 2 22x x 25x 12 (x 4)(2x 7x 3)        
แยกตัวประกอบของส่วนที่เป็นกาํลังสองต่อไป 
ได้ผลเปน็ 3 22x x 25x 12 (x 4)(2x 1)(x 3)        
..ดังนัน้ ตัวประกอบของพหุนาม 3 22x x 25x 12    คือ (x 4)(2x 1)(x 3)    
 
หมายเหต ุ
ไม่จําเปน็ตอ้งเรยีงลําดับตัวประกอบตามนี ้แตจ่ะตอ้งมีตวัประกอบ 3 วงเล็บนีอ้ยูค่รบถ้วน 

 

ตัวประกอบ 
“ตรรกยะ” 
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วิธีหาผลหารของพหุนาม ที่เคยได้ศึกษาผ่านมาแล้วในระดับ ม.ต้น คือการ

ตั้งหารยาว ซ่ึงสามารถใช้หารพหุนามได้ทุกกรณี (หารด้วยดีกรีเท่าใดก็ได้) แต่
สําหรับกรณีที่พบบ่อยที่สุดคือ “หารพหุนามด้วย x c  (ดีกรีหนึ่ง)” นั้น สามารถ
กระทําได้รวดเร็วยิ่งข้ึนด้วยเทคนิค การหารสงัเคราะห์ (Synthetic Division) ดัง
แสดงขั้นตอนด้วยตัวอย่างต่อไปน้ี 

 
สมมติจะหาผลจากการหาร 4 3 2x 3x 4x x 6     ด้วย x 2  
 

1. เขียนสัมประสิทธิ์ของพหุนามที่เป็นตัวตั้ง (ในที่นี้คือ 1, 3, 4, 1, 6  ) เรียงกันใน
บรรทัด และใส่ค่า c จากตัวหาร (ในที่นี้คือ 2) ลงในช่องด้านหน้า โดยเว้นบรรทัดไว้
ในลักษณะดังนี้ 
 

            ตัวหาร 2 1 3 4 1 6 ตัวตั้ง

ผลลัพธ์

   



 

 
 

2. เร่ิมขั้นตอนการหารโดยนําตัวเลขในหลักแรกสุด (ในที่นี้คือ 1) ลงมาเขียน
ด้านล่างตรงบรรทัดของผลลัพธ์ก่อน จากนั้นใช้ตัวหาร (คือ 2) คูณผลลัพธ์นี้ ไปใส่
ไว้ที่หลักถัดไป 
 

2 1 3 4 1 6
2

1

 
  

 
 

3. พิจารณาที่หลักถัดไป ให้บวกเลขเข้าด้วยกัน ( 3 2 1    ) นําไปใส่ไว้ที่บรรทัด
ผลลัพธ์ แล้วใช้ตัวหาร (คือ 2) คูณผลลัพธ์นี้ ไปใส่ไว้ที่หลักถัดไปเพ่ือบวกกันอีก 
..ทําซํ้าข้อนี้เร่ือย ๆ  จนครบทุกหลัก 
 

2 1 3 4 1 6
2 2 4 10

1 1 2 5 4

  




 

 
 

4. ในบรรทัดผลลัพธ์ที่ได้ ตัวเลขในหลักสุดท้ายคือเศษ และตัวเลขที่เหลือด้านหน้า
คือสัมประสิทธิข์องผลหาร โดยผลหารที่ได้จะมีดีกรีลดลงจากตัวตั้งอยู่หนึ่งเสมอ 
..ในตัวอย่างที่ยกมานี้ ผลหารคือ 3 2x x 2x 5    และเศษจากการหารเท่ากับ 4 

 
 

ข้อควรระวงัคอื หากจาํนวน k ไม่ใช่จํานวนตรรกยะ จะใชท้ฤษฎีบทนี้ไม่ได ้
เช่นพหุนาม 2x 2  หากอ้างทฤษฎีบทนี ้ค่า k ที่เปน็ไปได้คือ 1, –1, 2, –2 เทา่นัน้ 
เม่ือตรวจสอบจะพบว่าไม่มีคา่ใดถูกต้องเลย แตย่ังไม่สามารถกลา่วได้ว่าแยกตวัประกอบไม่ได ้
เพราะอนัทีจ่ริงแล้วพหนุามนี้สามารถแยกได้เป็น  (x 2)(x 2) (ซึ่ง k ไม่ใช่จํานวนตรรกยะ) 

วิธีการหาร 
สังเคราะห ์

K
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ตัวอย่าง 2.9  ใหห้าเศษจากการหาร 32x 7x 6   ด้วย x 1  
 
วิธีคิด หากไมต่้องการใช้ทฤษฎีบทเศษเหลือ 

ก็สามารถใช้วธิีตัง้หารสงัเคราะห์ ได้ผลดงันี ้
..แสดงว่า ผลหารเป็น 22x 2x 5   และเหลือเศษ 11 
 

 

 
 
 

 
 
 

ตัวอย่าง 2.10  ให้แยกตวัประกอบพหุนาม 4 33x 7x 4x   
และหาเซตคาํตอบของสมการ 4 33x 7x 4x 0    

 
วิธีคิด พหนุามนี้ ทุกพจน์มี x เปน็ตวัประกอบร่วม จึงสามารถดึงออกได ้

4 3 3 23x 7x 4x (x)(3x 7x 4)      
จากนั้นจึงแยกตวัประกอบของพหุนามกาํลงัสาม 
 
เนื่องจากตวัประกอบของ 4 (สัมประสทิธิต์ัวสุดทา้ย) ได้แก ่ 1, 2, 4    
และตัวประกอบของ 3 (สัมประสิทธิ์ตวัแรกสุด) ได้แก่ 1, 3   
จากทฤษฎีตัวประกอบจาํนวนตรรกยะ จะได้วา่จาํนวนที่นา่จะเป็นคาํตอบ ได้แก ่

1 2 41, 2, 4, , ,3 3 3       ... 
 

จากนั้นทดลองนาํจาํนวนเหลา่นี้มาหารสังเคราะหท์ีละจํานวน 
หากพบว่าตวัใดทาํให้เศษเป็น 0 ตวันั้นก็จะเปน็คาํตอบ ... 
ซึ่งจากการหารสงัเคราะห์ในตัวอย่างดา้นขวานี ้ทาํให้ทราบวา่ 

3 23x 7x 4 (x 1)(x 2)(3x 2)       
 
ดังนัน้ 4 33x 7x 4x x (x 1)(x 2)(3x 2)       
..และเซตคาํตอบของสมการ 4 33x 7x 4x 0    คอื 2{0, 1, 2, }3  

 
หมายเหต ุ
1. ลําดับของตัวหารไม่จาํเปน็ตอ้งเหมือนกับในตัวอย่าง (อาจใช้ 2 ไปหารกอ่นก็ได้) 
2. เม่ือดาํเนินการจนถึงขั้นตอนทีผ่ลหารเป็นพหนุามกําลังสอง อาจไม่ต้องหารสังเคราะห์ตอ่ 
แต่สามารถกลับไปใช้วิธีแยกตัวประกอบในใจอย่างเดิม หรือจะใช้สตูรสําเร็จก็ได ้

 

 
 
 
 
 
 
 
 

1 2 0 7 6
2 2 5

2 2 5 11

 


 

1 3 7 0 4
3 4 4

2 3 4 4 0
6 4

3 2 0


 

 

หากในตวัตัง้มีพจน์ใดหายไป ไม่ครบทุกกาํลัง เม่ือตั้งหารสังเคราะห์ตอ้งใสส่ัมประสทิธิ์เปน็ 0 ดว้ย 
มิฉะนั้นผลหารทีไ่ด้จะไม่ถูกตอ้ง (เช่นในตัวอยา่งนี้ ไม่มีพจน ์ 2x  จึงใส่สัมประสทิธิ์เปน็ 0) 

K
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แบบฝึกหัด ๒.๒ 
 

(12) ถ้าหาร 3 24x 21x 26x 17    ด้วย x 4  แล้วเหลือเศษ a 
และหาร 3 23x 13x 11x 5    ด้วย x 3  แล้วเหลือเศษ b แล้วให้หาค่าของ b a  
 
(13) ถ้า x 1  หาร 2x 2a  และ x 2  หาร x a  แล้วเหลือเศษเท่ากัน ค่า a เทา่กับเท่าใด 
 
(14) ถ้าหาร 4 3 2x x 3x x 1     และ 3 22x x 75x a    ด้วย x 5  แล้วเหลือเศษเท่ากัน 
แสดงว่า ค่า a เท่ากับเท่าใด 
 
(15) ถ้า x 2  เป็นตัวประกอบร่วมของ 3 2 a4x ax x 2b    กับ 21a x x b   
แล้ว ค่า a b  เป็นเท่าใด 
 
(16) ถ้า 2x 2x 3   เป็นตัวประกอบของ 4 3 2x ax bx 3x 4     
และ 2x x 2   เป็นตัวประกอบของ 3 2x 10x cx d    แล้ว   a b c d  มีค่าเท่าใด 
 
(17) ให้หาเซตคําตอบของสมการต่อไปนี้ 
 (17.1) 3x 7x 6 0    
 (17.2) 3 2x 4x x 6 0      
 (17.3) 3 26x 11x 4x 4 0      
 (17.4) 4 3 2x x 11x 5x 30 0      
 (17.5) 5 4 3 23x 13x 7x 17x 6x 0      
 (17.6) 6 5 4 3 2x 2x 14x 40x 11x 38x 24 0        
 (17.7) 6 5 4 3 2x x 7x 9x 6x 28x 24 0        
 
(18) ให้แยกตัวประกอบของพหุนาม 6 5 4 3 23x 2x 64x 96x 27x 98x 40       

 
 
 
 

(19) ให้หา ห.ร.ม. ของพหุนาม 3x 7x 6  , 3 23x 7x 4   และ 4 3x 3x 6x 4    
 
(20) ให้หา ค.ร.น. ของพหุนาม 3 2x 2x 5x 6    และ 3 2x x 10x 8    
 
(21) ให้หาเซตคําตอบของสมการ 2 2 2 2x a b 2abx b 0     
 (21.1) เม่ือ a เป็นเอกลักษณ์การบวกในระบบจํานวนจริง 
 (21.2) เม่ือ b เป็นเอกลักษณ์การบวกในระบบจํานวนจริง 
 (21.3) เม่ือ a เป็นเอกลักษณ์การคูณในระบบจํานวนจริง 
 (21.4) เม่ือ b เป็นเอกลักษณ์การคูณในระบบจํานวนจริง 

ถ้าหารสังเคราะหด์้วยเศษส่วน เช่น 2/5 แล้วใช้ได้ (เศษเป็น 0) แสดงวา่ตวัประกอบคือ “x – 2/5” 
ยังไม่สามารถเขยีนเปน็ “5x – 2” ได้ จนกว่าจะมีการดึงสัมประสทิธิ์ 5 จากวงเล็บอืน่มาคณู 
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๒.๓ อสมการพหุนาม 
 

อสมการ (Inequality) คือประโยคที่มีตัวแปรและกล่าวถึงการไม่เท่ากัน 
(ได้แก่  > <  หรือ  ) การแก้อสมการก็คือการหาค่าที่เป็นไปได้ทั้งหมดของ
ตัวแปร ซ่ึงทําให้ประโยคนั้นเป็นจริง หรืออาจกล่าวว่าเป็นการหา “เซตคําตอบของ
อสมการ” ก็ได้เช่นกัน 

ก่อนจะได้ศึกษาเทคนิคการหาคาํตอบของอสมการ ควรทําความรู้จักกับ
รูปแบบของเซตซ่ึงเรียกว่า “ช่วง” และทราบสมบัติของจํานวนจริงที่เกี่ยวกับการไม่
เท่ากัน (มากกว่า, น้อยกว่า) เสียก่อน 
 
 

สมบัติของการไม่เท่ากัน 
[1] บทนิยามของการมากกว่า และน้อยกว่า 

a b  เม่ือ b a   R  
a b  เม่ือ a b   R  

[2] สมบัติการถ่ายทอด (Transitive Property) 
ถ้า a b  และ b c  แล้ว จะได้ว่า a c  

[3] สมบัติการบวกหรือคูณด้วยจํานวนท่ีเท่ากัน 
ถ้า a b  แล้ว a c b c    เสมอ 

ถ้า a b  แล้ว ac bc เมื่อ c 0   ac bc เมื่อ c 0
  


 
 

[4] สมบัติไตรวิภาค (Trichotomy Property) 
“ถ้า a, b  R  แล้ว a b  หรือ a b  หรือ a b  อย่างใดอย่างหนึ่ง” 
สมบัติข้อนี้ทําให้สรุปบทนิยามของการไม่มากกว่า และไม่น้อยกว่า ได้ดังนี้ 
a ไม่มากกว่า b เขียนได้เป็น a b<  (อ่านว่า “a น้อยกว่าหรือเท่ากับ b”) 
a ไม่น้อยกว่า b เขียนได้เป็น a b>  (อ่านว่า “a มากกว่าหรือเท่ากับ b”) 

[5] การเปรียบเทียบสองด้าน 
a b c   หมายความว่า a b  และ b c  
a b c <  หมายความว่า a b  และ b c<  
a b c<  หมายความว่า a b<  และ b c  
a b c< <  หมายความว่า a b<  และ b c<  

 
 

ช่วง (Interval) เป็นเซตของจํานวนจริงและมีสมาชิกในลักษณะค่าต่อเนื่อง 
ไม่สามารถเขียนแจกแจงสมาชิกตัวที่อยู่ติดกันได้ละเอียดถี่ถ้วน จึงต้องระบุถงึสมาชิก
ด้วยขอบเขต เช่น “อยู่ในช่วง 2 จนถึง 5” 

การเขียนช่วง จะมีลักษณะคล้ายคู่อันดับภายในวงเล็บโค้งหรือเหล่ียม เช่น 
(2,5) หรือ [2, 5]  หรือด้านหนึ่งโค้งด้านหน่ึงเหล่ียมก็ได้ เช่น (2,5]  หรือ [2, 5) 
โดยวงเล็บโค้งแสดงถึงปลายช่วงที่เปด คือจุดปลายน้ันไม่ได้อยู่ในเซตด้วย ส่วนวงเล็บ
เหล่ียมก็จะแสดงถึงปลายช่วงทีป่ด คือจุดปลายนั้นถือเป็นสมาชิกของเซตด้วย 

ลักษณะ 
ของช่วง 

สมบัติของ 
จํานวนจริง 
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 a        b ช่วงเปิด (a, b) หมายถึง { x | a x b }   
ช่วงปิด [a, b] หมายถึง { x | a x b }< <  
ช่วงคร่ึงเปิด (a, b]  หมายถึง { x | a x b } <  
และช่วงคร่ึงเปิด [a, b)  หมายถึง { x | a x b }<  
 

ช่วง (a, )  หมายถึง { x | x a }  
ช่วง [a, )  หมายถึง { x | x a }>  
ช่วง ( , a)  หมายถึง { x | x a }  
ช่วง ( , a]  หมายถึง { x | x a }<  
และช่วง ( , )   หมายถึงเซตของจํานวนจริง R  
 

นิยมแสดงขอบเขตของช่วงด้วยกราฟบน เส้นจาํนวน (Number Line) โดย
ใช้เส้นทึบแสดงถึงค่าทั้งหมดที่อยู่ในเซตน้ัน ปลายเส้นเป็นวงกลมทึบหรือโปร่ง ขึ้นอยู่
กับว่าค่านั้นอยูห่รือไม่อยู่ในเซต (เป็นปลายปิดหรือเปิด) ตามลําดับ หรืออาจเป็น
ปลายลูกศร เพ่ือส่ือว่าเส้นทึบได้ถูกลากต่อไปเร่ือย ๆ  อย่างไม่มีจุดส้ินสุด 

 

 
 
 
 

เนื่องจากช่วงถือเป็นอีกรูปแบบของเซต จึงนิยมตั้งชื่อช่วงด้วยตัวอักษรใหญ่ 
เช่น A, B, C และยังสามารถใช้สัญลักษณ์การดําเนินการ ยูเนียน, อินเตอร์เซกชัน, 
ผลต่าง, คอมพลีเมนต์ กับชว่งได้เช่นเดียวกับเซตอื่น ๆ  ด้วย โดยพิจารณาขอบเขต
ของผลลัพธ์ได้อย่างชัดเจนจากเส้นจํานวน 
 
 

 

ตัวอย่าง 2.11  กําหนด A [1, 4]  และ B ( 2, 3)   
ให้หา A B  และ A B  และ (A B)'  
 

ตอบ จะได้ A B [1, 3)   ดังรูป 
 
 
 
และได้ A B ( 2, 4]    ดังรูป 
 
 
ดังนัน้ (A B)' ( , 2] (4, )       

 
 
 
 
 
 

ปลายของเสน้จาํนวนคือ   กับ   ซึง่ต้องใช้สญัลกัษณ์วงเล็บแบบโค้ง (ปลายเปิด) เสมอ 
เพราะ   กับ   ไม่เป็นจาํนวนจริง (ไม่ได้อยู่ในเซตจํานวนจริง R ) 

 –2    1     3    4 

 –2    1     3    4 

 –2    1     3    4 
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ตัวอย่าง 2.12  กาํหนด A [ 2, )    และ B ( 2, 3]   
ให้หา A B  และ B A  
 

ตอบ จะได้ A B { 2} (3, )      ดังรูป 
 
และได้ B A    

 

 
 
ขอบเขตของ 2x  เม่ือกําหนด a x b   

๏ ถ้า a 0>  และ b 0>  จะได้ขอบเขตเป็น 2 2(a , b ) 
๏ ถ้า a 0  และ b 0  จะได้ขอบเขตเป็น 2 2(b , a ) 
๏ ถ้า a 0  ขณะที่ b 0>  ขอบเขตที่ได้จะมีค่าต่ําสุดเป็น 0 และเป็น

ช่วงคร่ึงเปิด (เป็น 0 ได้) ค่าสูงสุดให้เลือกระหว่าง 2a  กับ 2b  ว่าตัวใดมากกว่ากัน 
เช่น ถ้า x ( 4, 3)   จะเห็นว่า x มีค่าตั้งแต่ติดลบจนถึงบวก แสดงว่าผ่าน

ค่าน้อย ๆ  เช่น 1, 0, 1  ฯลฯ ด้วย เม่ือนําไปยกกําลังสอง ค่าต่ําสุดจึงต้องเป็น 0 ส่วน
ค่าสูงสุดเลือกค่าที่มากกว่ากัน ระหว่าง 9 และ 16 

ดังนั้นจึงสรุปว่า 2x  อยู่ในช่วง [0, 16) 
 

หมายเหตุ 
ขอบเขตของ x  ก็คิดในลักษณะเดียวกันกับ 2x  (แต่ไม่ต้องยกกําลัง) 
 

 

ตัวอย่าง 2.13  ขอบเขตของ 2x  ในแต่ละกรณ ี
ก. ถ้า x (2,5)  คา่ 2x  จะอยู่ในช่วง (4,25) 
ข. ถ้า x ( 5, 2)    ค่า 2x  ก็จะอยู่ในช่วง (4,25) 
ค. ถ้า x ( 2,5)   
จะเหน็วา่ x มีคา่เป็น 0 ดว้ย เม่ือนําไปยกกําลังสอง คา่ต่าํสดุทีเ่ป็นไปได้จึงเป็น 0 
ส่วนค่าสูงสุด เลอืกคา่ที่มากกว่ากันระหวา่ง 4 และ 25 
..สรุปวา่คา่ 2x  อยู่ในช่วง [0,25)  
ง. ถ้า x ( 5,2)   ก็ยังได้คา่ 2x  อยู่ในช่วง [0,25)  

 

 
 
 

ตัวอย่าง 2.14  ขอบเขตของ x  ในแต่ละกรณ ี
ก. ถ้า x (2,5)  คา่ x  จะอยู่ในช่วง (2,5) 
ข. ถ้า x ( 5, 2)    ค่า x  กอ็ยู่ในช่วง (2,5) เช่นกนั 
ค. แต่ถ้า x ( 2,5)   คา่ x  จะอยู่ในช่วง [0,5) 
ง. และถ้า x ( 5,2)   ค่า x  ก็อยู่ในช่วง [0,5) เช่นกัน 

 

 
 
 
 

 –2    1     3  

การคํานวณ 
เกี่ยวกับช่วง 
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การคํานวณ (บวกลบคูณหาร) ระหว่างสองช่วง 
คือ a x b   และ c y d   

๏ ค่า x y  จะมีขอบเขตเป็น (a c, b d)   เสมอ 
(ตัวน้อยสุดย่อมเกิดจากน้อยบวกน้อย และตัวมากสุดย่อมเกิดจากมากบวกมาก) 

๏ ค่า x y  จะมีขอบเขตเป็น (a d, b c)   เสมอ 
เนื่องจากการนําลบคูณ y จะกลับด้านเป็น d y c      แล้วจึงนํามาบวกกับ x 

๏ ค่า xy ให้คิดโดยหาผลคูณ ac, ad, bc, bd ให้ครบ แล้วจึงพิจารณาว่า
ในบรรดาผลคูณทั้งส่ีที่ได้นี้ ตัวใดมีค่าน้อยที่สุดและมากที่สุด ค่า xy จะอยู่ในช่วงนั้น 
เช่น ถ้า x ( 1, 3)   และ y ( 5, 4)   
จะได้ผลคูณทั้งส่ีคือ 5, 4, 15, 12   ดังนั้นผลคูณ xy จะอยู่ในช่วง ( 15, 12)  

๏ ค่า x/y ก็ใหพิ้จารณาจากผลหารทั้งส่ี ในลักษณะเดียวกัน 
(แต่ถ้าตัวหารสามารถเป็น 0 ได้ ขอบเขตของผลลัพธ์จะเป็น  ) 
เช่น ถ้า x ( 1, 3)   และ y (2, 4)  
จะได้ผลหารทั้งส่ี 1/2, 1/4, 3/2, 3/4   ดังนั้นผลหาร x/y  อยู่ในช่วง ( 1/2, 3/2) 

 
 
 

ตัวอย่าง 2.15  ถ้า 2 x 3  <  และ 1 y 5 <  ใหห้าขอบเขตทีเ่ป็นไปได้ทั้งหมดของ 2x y  
 

วิธีคิด ค่า 2x  อยู่ในช่วง [0,9]  
ค่า 2x y  เลอืกจากผลคูณ 0, 0, 9, 45  ..ดังนั้นคา่ 2x y  อยู่ในช่วง [ 9, 45)  
..และจะไดว้่า คา่ 2x y  อยู่ในช่วง [0, 45) 

 

 
 

จากสมบัติที่กล่าวมาข้างต้น จะสรุปการกระทําที่สามารถทําได้เสมอ และที่
ควรหลีกเล่ียงหรือกระทําด้วยความระมัดระวัง ได้ดังต่อไปนี้ 

 

1. การบวกหรือลบทั้งสองข้าง (ย้ายข้างบวกลบ) 
และการตัดออกสําหรับการบวกหรือลบ ทําได้เสมอ 

๏ ถ้ามี a b  สามารถทําเป็น a c b c    ได้เสมอ 
๏ ถ้าทราบว่า a c b c    จะสรุปเป็น a b  ได้เสมอ 

 

2. การคูณทั้งสองข้าง (ย้ายข้างคูณ) และการหารทั้งสองข้าง (ย้ายข้างไปหาร) 
รวมถึงการตัดออกสําหรับการคูณ เหล่านี้ต้องระวังเร่ืองเคร่ืองหมาย 
“ถ้าส่ิงที่นําไปคูณ หรือหาร หรือตัดออก นั้นมีค่าติดลบ 
จะต้องพลิกด้านเคร่ืองหมายของอสมการเสมอ” 

๏ ถ้ามี a b  (เม่ือ c 0 ) จะได้ ac bc   
 (เม่ือ c 0 ) จะได้ ac bc  
๏ ถ้ามี a b  (เม่ือ c 0 ) จะได้ a/c b/c  
 (เม่ือ c 0 ) หรือ a/c b/c  
๏ ถ้าทราบว่า ac bc  (เม่ือ c 0 ) จะสรุปเป็น a b  
 (เม่ือ c 0 ) จะสรุปเป็น a b  

 

ข้อควรระวัง 
ของอสมการ 
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3. การยกกําลังสองทั้งสองข้าง 
ทําได้เม่ือม่ันใจว่าเป็นบวกทั้งสองข้าง หรือติดลบท้ังสองข้างเท่านั้น 
(โดยกรณีติดลบต้องพลิกด้านเคร่ืองหมายด้วย) 

๏ ถ้ามี a b  (เม่ือ a, b 0 ) จะได้ 2 2a b  
 (เม่ือ a, b 0 ) จะได้ 2 2a b  

 

4. การกลับเศษเป็นส่วน การคูณไขว้ ถ้าไม่จําเป็นไม่ควรทํา 
เพราะเคร่ืองหมายอาจผิด (ในบางคร้ังไม่ทราบแน่ชัดว่าต้องพลิกด้านหรือไม่) 
 
 

การแก้อสมการพหุนาม อาศัยหลักการคล้ายกับสมการพหุนาม ที่ได้ศึกษา
ในหัวข้อที่แล้ว นั่นคือการหาคําตอบจะต้องแยกตัวประกอบให้อยู่ในรูปผลคูณ และอีก
ฝั่งเป็น 0 ก่อน เช่น ผลคูณ a b c d ... 0  เป็นต้น แต่ในการสรุปคําตอบจะต้อง
พิจารณาจากเคร่ืองหมาย (บวกลบ) ของแต่ละพจน์ เพราะเคร่ืองหมายของ a, b, c, 
d, … แต่ละพจน์ที่มาคูณกัน เป็นเพียงส่ิงเดียวที่ส่งผลให้อสมการเป็นจริงหรือเท็จได้ 

ตัวอย่างเช่น อสมการ 2x x 6 0    จะต้องแยกตัวประกอบให้อยู่ในรูป 
(x 3)(x 2) 0    แล้วจึงพิจารณาว่า ผลคูณของสองวงเล็บจะมีค่าเป็นบวก (มีค่า
มากกว่าศูนย์) ได้เม่ือ x มีค่าอยู่ในช่วงใด 

ถ้า x เป็น 3 หรือเป็น –2 ผลคูณจะเป็น 0 แสดงว่าสองค่านี้ไม่ใช่คําตอบ 
ถ้า x มากกว่า 3 จะทําให้ทั้งสองวงเล็บเป็นบวก คูณกันเป็นบวก อสมการ

เป็นจริง แสดงว่าค่า x ที่มากกว่า 3 เป็นคําตอบได้ทั้งหมด 
ถ้า x อยู่ระหว่าง –2 ถึง 3 จะทําให้วงเล็บแรกติดลบ วงเล็บหลังเป็นบวก 

คูณกันได้ค่าติดลบ อสมการจึงไม่เป็นจริง แสดงว่าค่า x ในช่วงนี้ไม่ใช่คําตอบ 
ถ้า x น้อยกว่า –2 จะทําให้ทั้งสองวงเล็บติดลบ คูณกันก็เป็นบวก อสมการ

เป็นจริง แสดงว่าค่า x ที่น้อยกว่า –2 เป็นคําตอบได้ทั้งหมด 
สรุปช่วงคําตอบของอสมการนี้จึงเป็น ( , 2) (3, )     

 
หมายเหตุ 
1. ถ้าเปล่ียนอสมการเป็น 2x x 6 0    จะได้ช่วงคําตอบเป็น ( 2, 3)  
2. ถ้าเปล่ียนอสมการเป็น 2x x 6 0  >  จะได้ช่วงคําตอบเป็น ( , 2] [3, )     
และถ้าเปล่ียนอสมการเป็น 2x x 6 0  <  จะได้ช่วงคําตอบเป็น [ 2, 3]  
เนื่องจากจุดที่เพ่ิมมาเป็นจุดที่ทําให้เคร่ืองหมาย “เท่ากับ” เป็นจริงนั่นเอง 
 

 
เทคนิคการแก้อสมการพหุนามดีกรีสองข้ึนไป 
การพิจารณาเคร่ืองหมายของแต่ละวงเล็บทีละช่วง ๆ  ดังที่ได้แสดงตัวอย่างไว้

นั้น ถือเป็นพ้ืนฐานที่สําคัญ แต่ในทางปฏิบัตนิั้นไม่สะดวกอย่างยิ่ง ถ้าเราได้พิจารณา
แนวโน้มของช่วงคําตอบของหลาย ๆ  อสมการจากเส้นจํานวน ก็จะพบได้ชัดเจนว่าช่วง
ขวาสุดนั้นจะทําให้ผลคูณเป็นบวกเสมอ และช่วงถัด ๆ  มาทางซ้าย จะทําให้ผลคูณติด
ลบ, เป็นบวก, ติดลบ, ฯลฯ สลับกันไปแบบนี้เสมอ (เพราะเคร่ืองหมายบวกลบจะถูก

การแก ้
อสมการ 
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 –3  0  1  1  2  2  2 
-   +  -   +  -   +  -   + 

 –3  0    1       2 

 –3  0  1  1  2  2  2 
-   +  -   +  -   +  -   + 

 –3  0  1  1  2  2  2 

เปล่ียนไปทีละหนึ่งวงเล็บ) ดังนั้นเม่ือเราแยกตัวประกอบแล้วเขียนเส้นจํานวน จะ
สามารถบอกช่วงคําตอบของอสมการได้เลยทันที โดยอาศัยหลักการเช่นนี้เอง 

 
กล่าวสรุปขั้นตอนการแก้อสมการพหุนามได้ดังนี้ 

1. จัดอสมการให้ฝั่งหนึ่งเป็น 0 โดยที่สัมประสิทธิ์นํา (หน้า x กําลังสูงสุด) ไม่ติดลบ 
(หากติดลบให้คูณทั้งสองข้างของอสมการด้วย –1 และเคร่ืองหมายจะพลิกด้านด้วย) 
แล้วแยกตัวประกอบของพหุนาม ทั้งเศษและส่วน (ถ้ามี) 

จะได้ผลสําเร็จในรูป 1 2 3

1 2

(x c )(x c )(x c )...
(x d )(x d )...
  

 
  เช่น 

2

3
(x 3)(x 1) 0

x (x 2)
 


>  

 
2. กําหนดจุด x ที่ทําให้แต่ละวงเล็บเป็น 0 (คือค่า 1 2 3 1 2c , c , c , d , d , ... ) ลงบนเส้น
จํานวน เรียงจากน้อยไปมาก และหากมีตัวประกอบใดอยู่หลายคร้ัง ก็เขียนจุดเป็น
จํานวนเท่านั้นคร้ังด้วย 
เช่นอสมการที่ยกเป็นตัวอย่างจะเขียนได้ดังนี้ 
 
3. ใส่เคร่ืองหมาย +, –, +, –, ... สลับกันไปในแต่ละช่วงย่อยบนเส้นจํานวน 
(ซ่ึงหมายความว่าค่า x ในช่วงนั้นจะทําให้พหุนามมีค่าเป็นบวกหรือติดลบน่ันเอง) 
โดยต้องให้ช่วงขวามือสุดเป็น + เสมอ 
 
 
4. หากอสมการเป็นเคร่ืองหมาย “มากกว่าศูนย์” ช่วงคําตอบจะเป็นช่วงเปิดในช่วง + 
หากเป็นเคร่ืองหมาย “น้อยกว่าศูนย์” ช่วงคําตอบจะเป็นช่วงเปิดในช่วง – 
โดยที่ถ้ามีเคร่ืองหมาย “เท่ากับศูนย์” อยู่ด้วย ช่วงคําตอบจะเปล่ียนเป็นช่วงปิด 
ทั้งนี้ต้องระวังเร่ืองเศษส่วน ที่ตัวส่วนจะต้องไม่เป็นศูนย์ ( 1 2x d , d , ... ) 
 
 
 
5. จัดรูปคําตอบให้กระชับ (ยบุรวมจุดที่เป็นจุดเดียวกัน) 
เช่น ในตัวอย่างนี้คําตอบคือ x [ 3, 0) {1} (2, )      
 
 
 
 
 
 
 
หมายเหตุ 
1. หากมีจุดซํ้ากันเกิน 2 จุด (มีวงเล็บที่ยกกําลังมากกว่า 2) 
ถ้าเป็นกําลังคู่สามารถเขียนจุดเพียง 2 จุด แต่ถ้าเป็นกําลังคี่ก็เขียนจุดเพียงจุดเดียว 
เนื่องจากในตอนท้าย ช่วงที่ได้จากจุดที่ซํ้ากันเหล่านี้จะถูกยุบรวมและได้ผลไม่ต่างกัน 

สําหรับสมการ เราสามารถสรุปคาํตอบว่า “แตล่ะวงเล็บเป็น 0” ได้ 
เช่นสมการ (x–2)(x–3) = 0 จะได้ x = 2 หรือ 3 คลา้ยการยา้ยขา้ง ..แบบนี้ถูกต้อง 
แต่ถ้าเป็นอสมการ (x–2)(x–3) < 0 จะย้ายขา้งเป็น x < 2 หรอื 3 ไมไดเด็ดขาด! 
ต้องพจิารณาช่วงคําตอบจากการเขียนเส้นจํานวนเท่านั้น! 

K
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    –2    3    5 
 –     +    –     + 

2. ในกรณีที่มีพหุนามย่อย ๆ  ทีแ่ยกตัวประกอบเป็นจํานวนจริงไม่ได้ 
นั่นคือใช้สูตร 

2B B 4AC
2Ax   

  แล้วพบว่าภายในรู้ทเป็นจํานวนติดลบ 
พหุนามย่อยนั้นจะมีค่าเป็นบวกเสมอ ทําให้ไม่ส่งผลต่อความจริงเท็จของอสมการ 
เราจึงสามารถละทิ้งได้ทันที ไม่ต้องเขียนลงบนเส้นจํานวน 
เช่นอสมการ    



2(x 2)(x 5)(x 2x 2) 0x 3 <  

จะได้ช่วงคําตอบบนเส้นจํานวนดังนี้ 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 

ตัวอย่าง 2.16  จากอสมการ 4 3 2x 3x 13x 9x 30 0      
แยกตัวประกอบได้เป็น 2(x 2)(x 5)(x 3) 0     
นั่นคอื (x 2)(x 5)(x 3)(x 3) 0      
 
 
 
จากเสน้จาํนวน เซตคาํตอบคอืช่วง ( 5, 3) ( 3,2)    
 
..แต่หากเปลี่ยนเป็น 4 3 2x 3x 13x 9x 30 0      
 
 
 
จะได้เซตคาํตอบเป็น ( , 5) ( 3, 3) (2, )       

 

 
 
 

ตัวอย่าง 2.17  ใหห้าเซตคําตอบของ 
 

ก. สมการ 
2x 2x 19 4x 4
 




 

วิธีคิด เป็นสมการจึงสามารถย้ายขา้งคณูได้ทันท ี
(แต่ต้องกํากับเงือ่นไขของตัวส่วนคือ x 4 0 x 4     ดว้ย) 
จะได้สมการเป็น 2x 2x 19 4(x 4)     
จากนั้นย้ายทางขวามาลบเป็น 2x 2x 3 0    
ซึ่งสามารถแยกตวัประกอบได้ (x 1)(x 3) 0    
ดังนัน้ เซตคําตอบของสมการนี้คอื { 1, 3}  

หากแยกตัวประกอบในใจไม่สําเรจ็ ยังไม่อาจสรุปว่าพหนุามนั้น “แยกตัวประกอบไม่ได้” 
จะตอ้งลองใชสู้ตรดูกอ่น เพราะตวัประกอบอาจเป็นจาํนวนอตรรกยะ (คือติดรูท้) ก็ได ้
เช่น อสมการ  2x x 3 0<  ใช้สูตรได้ตวัประกอบเป็น    1 1 12

2x  

แบบนี้สามารถเขยีนเสน้จาํนวนได ้และช่วงคาํตอบคือ ช่วงปดิ    
  

1 13 1 13
2 2,  

 –5  3   3    2 
 +    –   +    –    +  

 –5  3   3    2 
  +   –    +    –    +  

K
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    –1     3     4 
  -      +      -       + 

ข. อสมการ 
2x 2x 19 4x 4
 


<  

วิธีคิด อสมการนี้ย้ายขา้ง x 4  ไปคูณไม่ได ้เพราะไม่แน่ใจว่าต้องกลับเครื่องหมาย <  หรอืไม่ 

ดังนัน้จงึใช้วิธียา้ยเลข 4 ทางขวามาลบแทน ..ได้เป็น 
2x 2x 19 4 0x 4
 




<  

จัดรูปฝั่งซา้ยให้เป็นเศษส่วนเดียวคือ 
2 2x 2x 19 4x 16 x 2x 30 0x 4 x 4
     


 

< <  

จากนั้นแยกตวัประกอบได้เปน็ (x 1)(x 3) 0x 4
 


<  

อสมการอยู่ในรูปผลคณูแลว้ จงึสามารถเขียนเสน้จํานวนเพือ่หาคาํตอบ (อย่าลืม x 4 ) 
 
 
 
..และเซตคาํตอบที่ได้คอืช่วง ( , 1] [3, 4)    

 

 
 

สมบัติความบริบูรณ์ (The Axiom of Completeness) 
เป็นสมบัติข้อสุดท้ายของระบบจํานวนจริงที่จะได้กล่าวถึง มีชื่ออีกอย่างหนึ่ง

ว่า สัจพจน์การมีค่าขอบเขตบนน้อยสุด (Least Upper Bound Axiom) 
 

ค่าขอบเขตบน คือค่าจํานวนจริงซ่ึงไม่น้อยกว่าสมาชิกใด ๆ  ในเซตที่
กําหนดให้ เช่น เซต S {0, 1, 2, 3, 4, ...}      มีค่าขอบเขตบนเป็น 0 หรือ 0.5 
หรือ 1.8 หรืออื่น ๆ  เพราะค่าเหล่านี้ไม่น้อยกว่าสมาชิกใดใน S แต่ ค่าขอบเขตบน
น้อยสุด ได้แก่ 0 เท่านั้น 

ค่าขอบเขตบนนอ้ยสุดของช่วง (a, b) และ (a, b]  และ [a, b] คอืค่า b 
ค่าขอบเขตบนนอ้ยสุดของช่วง ( , b)  และ ( , b]  คือค่า b 
ค่าขอบเขตบนนอ้ยสุดของช่วง (a, )  และ [a, )  และ ( , )   หาไม่ได้ 

 
สมบัติข้อสุดท้ายของระบบจํานวนจริง กล่าวว่า “สับเซตใด ๆ  ของ R  ถ้ามี

ขอบเขตบนแล้ว ค่าขอบเขตบนน้อยสุดจะยังอยู่ใน R ” ซ่ึงสมบัติข้อนี้ในระบบ
จํานวนอื่นบางระบบ เช่นระบบจํานวนตรรกยะ Q  นั้นไม่มี 

 
 

แบบฝึกหัด ๒.๓ 
 
(22) ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 (22.1) ถ้า (a b)(b c)(c d) 0     แล้ว a b c d    
 (22.2) ถ้า a b  และ n  N  แล้ว n na b  
 (22.3) ถ้า a 0 , b 0  และ a b  แล้ว a b ab2


  

 (22.4) ถ้า a 0 , b 0  และ a b  แล้ว 2 2
b a 1 1

a ba b    

ขอบเขตบน 
น้อยสุด 
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(23) ถ้า a b c   แล้ว ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 (23.1) a ba b2


     (23.3) 3 3 3a b c   

 (23.2) a b ca c3
 

     (23.4) ab bc  

 
(24) ถ้า 7 x 5    และ 3 y 6   แล้ว ค่าต่อไปนี้อยู่ในช่วงใด 
 (24.1) 2x y     (24.2) 2xy  
 
(25) ถ้า 6 x 2     และ 2 y 3   แล้ว ค่าต่อไปนี้อยู่ในช่วงใด 
 (25.1) xy     (25.3) x/y  
 (25.2) x y  
 
(26) ถ้าต้องการสร้างรูปสามเหล่ียมหน้าจั่วให้มีเส้นรอบรูปยาว 20 ซม. 
และความสูงของสามเหล่ียมนี้ไม่เกิน 5 ซม. ความยาวฐานควรจะมีค่าเท่าใด 
 
(27) ถ้า A เป็นเซตคําตอบของอสมการ 4 3x 2 13 <  
และ B เป็นเซตคําตอบของอสมการ 11 x 4x 1 2x 7   <  
แล้ว ภายในเซต A B'  จะมีจํานวนเต็มเป็นเท่าใดบ้าง 
 
(28) ให้หาเซตคําตอบของอสมการต่อไปนี้ 
 (28.1) 2x x 2<   
 (28.2) x(2x 1) 1 >   
 (28.3) 3 26x 11x 2x 0     
 
(29) ถ้า m และ n คือจํานวนเต็มที่มากที่สุดและน้อยที่สุด 
ที่เป็นคําตอบของอสมการ 2x 6x 7 0  <  แล้ว m n  เป็นเท่าใด 
 
(30) ถ้า m คือผลบวกของจํานวนเต็มทั้งหมดที่เป็นคําตอบของ 221 5x 6x 0  >  
และ n คือผลบวกของจํานวนเต็มทั้งหมดที่ไม่เป็นคําตอบของ 2 23x 1 1 x 3x     
แล้ว ให้หา m n  
 
(31) ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 ก. ผลบวกของค่าสัมบูรณ์ของคําตอบที่เป็นจํานวนเต็มของ 220 3x 2x 0  >  คือ 13 
 ข. ค่าสัมบูรณ์ของผลบวกของคําตอบที่เป็นจํานวนเต็มของ 23x 7x 30 0    คอื 7 
 
(32) กําหนด a และ b เป็นจํานวนเต็มที่มากที่สุดและน้อยที่สุด 
ซ่ึงไม่เป็นคําตอบของอสมการ 22x 4x 5 0    ตามลําดับ 
แล้ว ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 (32.1) {ab} {a, b}    (32.2) {a b} {a, b}   
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(33) ถ้าพหุนาม 3 2x a x a 2    หารด้วย x 1  แล้วเหลือเศษมากกว่า 5 
ดังนั้นค่า a เป็นเท่าใดได้บ้าง 
 
(34) ให้หาเซตคําตอบของอสมการ 3 2x x 4x 4 0   >  
 
(35) ถ้า A เป็นเซตคําตอบของอสมการ 3 2x 2x 5x 6 <  
และ B ( 5, )    แล้ว ผลบวกของจํานวนเต็มในเซต A B  เป็นเท่าใด 
 
(36) ให้หา 
 (36.1) เซตคําตอบของอสมการ x(x 1)(x 2) 0(x 1)(x 2)

 


 
 

 (36.2) เซต (A ' B ') '  เม่ือ A เป็นเซตคําตอบของ 4(x 2)(x 3)(x 1) 0     
        และ B เป็นเซตคําตอบของ 3(x 4)(x 3)(x 2) 0   >  

 (36.3) ผลบวกค่าสัมบูรณ์ของจํานวนเต็มที่ไม่ได้อยู่ใน 
3

2
(x 4)(x 1)(x 2){ x | 0 }

x (x 5)
  


>  

 
(37) ถ้า A เป็นเซตคําตอบของอสมการ 2x 5 0x 2




>  

และ B เป็นเซตคําตอบของอสมการ 2x 1 1x 5





 

แล้ว ให้หาผลบวกของจํานวนเต็มที่มากที่สุดและน้อยที่สุด ที่อยู่ในเซต B A'  
 
(38) ให้ S เป็นเซตคําตอบของ x 1 2x 2





 

และ a เป็นขอบเขตบนน้อยสุดของ S แล้ว ค่าของ 2a 1  เป็นเท่าใด 
 
(39) ถ้า A เป็นเซตคําตอบของอสมการ 2 32x x 0   

และ B เป็นเซตคําตอบของอสมการ 
2x 2x 2 1x 2
 


<  

แล้ว ให้หาสมาชิกของเซต B A  ซ่ึงเป็นจํานวนเต็ม 
 
(40) ให้หาเซตคําตอบของอสมการต่อไปนี้ 

 (40.1) 1 2
x 1 3x 1
 

   (40.3) 1 2x 1
2x 2





 

 (40.2) 1 x
x 1 x 8 

>    (40.4) 4 2
x 2 x 1 

>  

 
(41) ให้หาขอบเขตบนน้อยสุดของแต่ละเซตที่กําหนดให้ 
 (41.1) 2{ x | x 7 }    (41.3) ( 2,6] (3, 8]   
 (41.2) { 1, 5, 7, 9 } [6, )    (41.4) { x 2n | n }  I  
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(42) ถ้า a เป็นขอบเขตบนน้อยสุดของเซต nA { x | x , n }n 1
  


I  

และ b เป็นขอบเขตล่างมากสุดของเซต 1B { x | x , n }n
   I  

แล้ว ให้หาค่า a b  
 
(43) ให้หาผลบวกของค่าขอบเขตบนน้อยสุด และค่าขอบเขตล่างมากสุด 
ของเซตคําตอบของอสมการ 22x 5x 2 5    
 
 

๒.๔ ค่าสัมบูรณ์ 
 

“ค่าสัมบูรณ์ (Absolute Value หรือ Modulus) ของจํานวนจริง a” ใช้
สัญลักษณ์ว่า a  มีความหมายเชิงเรขาคณิตบนเส้นจํานวนคือ “ค่าของ a  เท่ากับ
ระยะห่างระหว่างจุดที่แทนจํานวน a กับจุด 0” และ “ค่าของ a b  เท่ากับ
ระยะห่างระหว่างจุดที่แทนจํานวน a กับจุดที่แทนจํานวน b” 

เช่น 5  เท่ากับ 5 เนื่องจากระยะระหว่างจุด 5 กับ 0 เท่ากับ 5 หน่วย 
3  เท่ากับ 3 เนื่องจากระยะระหว่างจุด 3  กับ 0 เท่ากับ 3 หน่วย 

7 1  เท่ากับ 6 เนื่องจากระยะระหว่างจุด 7 กับ 1 เท่ากับ 6 หนว่ย 
1 7  ก็มีค่าเป็น 6 เหมือนกัน เพราะหมายถึงระยะระหว่างจุด 1 กับ 7 เช่นกัน 

 
ที่กล่าวมานี้เป็นความหมายเชิงเรขาคณิต ส่วนความหมายในระบบจํานวน

จริง หรือการถอดค่าสัมบูรณ์สําหรับใช้คํานวณนั้น นิยามของค่าสัมบูรณ์จะเป็นดังนี้ 

  

a เมื่อ a 0a a เมื่อ a 0
 
 

>  

เช่น 5 5  ถอดค่าได้ทันทีเพราะส่ิงที่อยู่ในค่าสัมบูรณ์มีค่าเป็นบวก 
3 ( 3) 3      จะเห็นได้ว่า เม่ือส่ิงที่อยู่ภายในค่าสมบูรณ์มีค่าติดลบ จะไม่

สามารถถอดค่าสัมบูรณ์ออกเพียงอย่างเดียว แต่เม่ือถอดแล้วต้องใส่เคร่ืองหมายลบ
ลงไปอีกคร้ังด้วย เพ่ือให้ค่าที่อยู่ภายในนั้นถูกกลับเป็นค่าบวก 
 

 

ตัวอย่าง 2.18  ให้ถอดค่าสัมบูรณ์ของ 
 

ก. 2 2  
 

ตอบ ถอดค่าสัมบูรณ์ได้ทันที เนื่องจากส่ิงที่อยู่ภายในนั้นมีค่าเป็นบวก (เพราะว่า 2 2 ) 
จึงได้ค่าเป็น 2 2  

 
ข. 3    
 

ตอบ เนื่องจากส่ิงที่อยูภ่ายในค่าสัมบูรณ์มีค่าติดลบ (เพราะว่า 3   ) 
การถอดค่าสัมบูรณ์จะต้องใส่เคร่ืองหมายลบลงไปด้วย 
จึงได้ค่าเป็น (3 ) 3      

นิยามของ 
ค่าสัมบูรณ์ 
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ค. 1 2   
 

ตอบ ส่ิงที่อยู่ภายในคา่สัมบูรณ์มีค่าติดลบ จึงถอดค่าได้เป็น ( 1 2) 1 2      
 

ง. x 4  
 

ตอบ ในที่นีเ้ราไม่ทราบแน่ชัดวา่ x มีคา่เป็นเทา่ใด 
ซึ่งคา่ x ที่ตา่งกนัอาจทําให้ภายในค่าสัมบูรณ์เป็นบวกหรอืตดิลบกไ็ด้ 
จึงตอ้งตอบแยกทั้งสองกรณ ี(ตามนิยามที่กลา่วไวก้่อนตัวอย่างนี)้ 

                                   

x 4 เมื่อ x 4x 4 x 4 เมื่อ x 4
   
  

>  

 
จ. 2x 1  
 

ตอบ แยกเป็นสองกรณีเช่นเดียวกับขอ้ที่แล้ว นั่นคือ 

                      

2x 1 เมื่อ x 1/22x 1 2x 1 เมื่อ x 1/2
    
   

>  
 

หมายเหตุ 
ข้อ ง. และ จ. สามารถหาเงื่อนไขจุดแบ่งค่า x ได้โดยตั้งอสมการ ให้ “ส่ิงที่อยู่ภายใน 
ค่าสัมบูรณ์” มากกว่าหรือน้อยกว่า 0 เช่น เม่ือ 2x 1 0 >  จะได้ x 1/2>  เป็นต้น 

 

 
 

ทฤษฎีท่ีเก่ียวกับค่าสัมบูรณ์ 
[1] ค่าสัมบูรณ์ต้องไม่ติดลบ        a 0>  เสมอ 
[2] ภายในค่าสัมบูรณ์ไม่คํานึงถึงเคร่ืองหมายลบ    a a   
         a b b a    
[3] ค่าสัมบูรณ์กระจายได้ สําหรับการคูณหาร    ab a b  
         nna a  
         aa

b b   (โดย b 0 ) 

[4] ยกกําลังคู่ ไม่ต้องใส่ค่าสัมบูรณ์ก็ได้    2 22a a a   
[5] ค่าสัมบูรณ์กระจายไมได สําหรับการบวกลบ    a b a b <  
         a b a b >  

[6] นิยามการถอดรากที่ n ของกําลัง n  



 


    
nn เม่ือ n จํานวนคู่

เม่ือ n จํานวนค่ี
aa a  

 
 
 
 
 
 
 

ให้ทาํความเขา้ใจกับข้อสดุท้ายนี้ให้ดีครับ เพราะมักเป็นจุดที่ผิดพลาดกันได้งา่ย 
เช่น 2a a  เป็นประโยคที่ผดิ เพราะ a อาจจะเป็นจํานวนตดิลบก็ได้ ..ที่ถูกคอื 2a a  
ดังนัน้สมการ  2(x 3) 1 ก็ไม่ได้กลายเปน็  x 3 1  ..แตจ่ะตอ้งกลายเป็น  x 3 1  

K
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 –k        k 

การแก้สมการและอสมการท่ีมีค่าสัมบูรณ์ รูปแบบท่ี 1 
(คือมี x อยู่ในค่าสัมบูรณ์เพียงด้านเดียว และอีกด้านเป็นค่าคงที่ k ซ่ึงไม่ติดลบ) 
 

[1] สมการ p(x) k  จะได้คําตอบเป็น “p(x) k  หรือ p(x) k  ” 
 

[2] อสมการ p(x) k  จะได้ k p(x) k    
    p(x) k<  จะได้ k p(x) k < <  
    p(x) k  จะได้ “p(x) k   หรือ p(x) k ” 
    p(x) k>  จะได้ “p(x) k<  หรือ p(x) k> ” 

 
 
 
 

 
 
 

ตัวอย่าง 2.19  ใหห้าเซตคําตอบของ 
 

ก. สมการ 3x 2 4   
 

วิธีคิด จะได้ 3x 2 4   หรือ 3x 2 4    
นั่นคือ x 2  หรือ x 2/3    ..ดังนั้นเซตคําตอบคือ {2, 2/3}  
 
ข. อสมการ 3x 2 4 >  
 

วิธีคิด จะได้ 3x 2 4 >  หรือ 3x 2 4 <  
นั่นคอื x 2>  หรือ x 2/3<  
..ดังนัน้ ช่วงคาํตอบของอสมการคือ ( , 2/3] [2, )     

 

 
 
 

ตัวอย่าง 2.20  ใหห้าเซตคําตอบของ 
 

ก. สมการ 3 x 1   
 

วิธีคิด จะได้ 3 x 1   หรือ 3 x 1    
นั่นคอื x 2  หรือ x 4   ..ดังนัน้ เซตคําตอบของสมการคอื {2, 2, 4, 4}   
 
ข. อสมการ 3 x 1 <  
 

วิธีคิด จะได้ 1 3 x 1 < <  
ลบด้วย 3 ทุกส่วนของอสมการ ได้เป็น 4 x 2  < <  
นําลบคูณทั้งอสมการ.. 2 x 4< <  
 

ค่าสัมบูรณ์ของ x มีคา่ตัง้แต ่2 ถึง 4 ..จะพบวา่ค่า x นี้เปน็ไปไดท้ั้งจาํนวนบวกและติดลบ 
ดังนัน้ ช่วงคาํตอบของอสมการคือ [ 4, 2] [2, 4]    

 

 
 

(อ)สมการท่ีมี 
ค่าสัมบูรณ์ 

ถ้าสังเกตให้ด ีจะพบว่าช่วงคาํตอบของ “อสมการค่าสัมบูรณ”์ ในรปูแบบที่ 1 นี ้
จะคลา้ยกับช่วงคาํตอบของ “อสมการพหนุามกําลังสอง” (เส้นจํานวน +, –, +) ทุกประการ 

K
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การแก้สมการและอสมการท่ีมีค่าสัมบูรณ์ รูปแบบท่ี 2 
(คือติดตัวแปร x ทั้งสองด้าน แต่ไม่มีการบวกลบอยู่ภายนอกค่าสัมบูรณ์) 
เราจะพยายามยกกําลังสองทั้งสองข้าง เพ่ือให้ค่าสัมบูรณ์หายไป ตามหลักว่ายกกําลัง
เลขคู่ไม่จําเป็นต้องเขียนค่าสัมบูรณ์ แต่การยกกําลังสองทั้งสองข้างอาจกระทําไม่ได้
เสมอไป เพราะจะต้องม่ันใจว่าเป็นบวกทั้งสองข้างก่อน 
 

[1] สมการ p(x) q(x)  
และอสมการ p(x) q(x)  หรือ p(x) q(x)  
เหล่านี้ล้วนสามารถยกกําลังสองทั้งสองข้างได้ (เพราะม่ันใจว่าเป็นบวกทั้งสองข้าง) 
จากนั้นควรย้ายข้างมาลบกัน เป็นผลต่างกําลังสอง เพ่ือไม่ต้องแยกตัวประกอบเอง 
 

[2] สมการ p(x) q(x)  และอสมการ p(x) q(x)  
ยังคงยกกําลังสองทั้งสองข้างได้เช่นกัน แตต่องตรวจคําตอบด้วยเสมอ 
เพราะอาจมีบางคําตอบที่ทาํให้ q(x) ติดลบ ซ่ึงเป็นไปไม่ได้ 
(ถ้าตรวจคําตอบไม่สะดวก ให้หาเงื่อนไขที่ q(x) 0>  มาอินเตอร์เซกกับคําตอบกไ็ด้) 
 

[3] อสมการ p(x) q(x)  จะต้องแยกคิดสองกรณี ได้แก่ 
๏ กรณี q(x) 0>  จะใช้วิธียกกําลังสองทั้งสองข้างเช่นเดิม (ต้องตรวจคําตอบด้วย) 
๏ กรณี q(x) 0  อสมการจะเป็นจริงเสมอ 
แล้วนําเซตคําตอบที่ได้จากทั้งสองกรณีมายูเนียนกัน 
 
หมายเหตุ 
วิธีคํานวณของรูปแบบน้ีใช้กับโจทย์รูปแบบท่ี 1 ได้ด้วยเช่นกัน 
 
 

 

ตัวอย่าง 2.21  ใหห้าเซตคําตอบของสมการ 2x 1 3x 2    
 

วิธีคิด ยกกําลังสองทั้งสองขา้ง จะได ้ 2 2(2x 1) (3x 2)    
ย้ายมาลบกันเปน็ 2 2(2x 1) (3x 2) 0     
แจกแจงผลต่างกาํลังสองไดด้ังนี ้(2x 1 3x 2)(2x 1 3x 2) 0        
นั่นคอื ( x 3)(5x 1) 0     
ดังนัน้ x 3   หรอื x 1/5   
 

..ตรวจคาํตอบแลว้พบวา่ x 3   ใช้ไม่ได้ และ x 1/5   ใช้ได ้
เพราะฉะนั้น เซตคําตอบของสมการคอื { 1/5}  
 
หมายเหต ุ
ถ้าเปลี่ยนโจทย์เป็น 2x 1 3x 2    จะไดเ้ซตคาํตอบของสมการเป็น { 3, 1/5}   
(เนื่องจากตรวจคาํตอบพบวา่ใช้ไดท้ั้งสองคําตอบ) 
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ตัวอย่าง 2.22  ใหห้าเซตคําตอบของอสมการ 3x 2 4x 1 <  
 

วิธีคิด ยกกําลังสองทั้งสองขา้ง จะได ้ 2 2(3x 2) (4x 1) <  
ย้ายมาลบกันเปน็ 2 2(3x 2) (4x 1) 0   <  
แจกแจงผลต่างกาํลังสองไดด้ังนี ้(3x 2 4x 1)(3x 2 4x 1) 0      <  
นั่นคอื ( x 1)(7x 3) 0   <  
นํา –1 คณูกลายเป็น (x 1)(7x 3) 0  >  
 

..เม่ือเขียนเสน้จาํนวนแล้ว จะไดช่้วงคาํตอบเป็น ( , 3/7] [1, )     
แต่จากอสมการในโจทย ์มีเงือ่นไขว่า 4x 1 0 >  เท่านั้น นัน่คือ x 1/4>  
นําไปอินเตอร์เซกกับคําตอบที่ได ้จะพบว่าช่วงคาํตอบของอสมการน้ีคอื [1, )  
 
หมายเหต ุ
ถ้าเปลี่ยนโจทย์เป็น 3x 2 4x 1 <  จะไม่มีเงือ่นไขใดเกดิขึน้เลย 
ช่วงคาํตอบของอสมการจึงเป็น ( , 3/7] [1, )     ได้ 

 

 
 

อสมการที่มีตัวส่วนเป็นค่าสัมบูรณ์ สามารถย้ายฝั่งไปคูณไว้ทีอ่ีกข้างได้ทันท ี
เพราะค่าสัมบูรณ์นั้นย่อมไม่ติดลบแน่นอน แต่ทั้งนี้ยังคงต้องระวังคําตอบทีท่ําให้ตัว
ส่วนมีค่าเป็น 0 ด้วยเช่นเคย 

เช่น อสมการ 2 1
x 1 x 2 

<  

สามารถย้ายข้างเป็น 2 x 2 x 1 <  แล้วยกกําลังสองทั้งสองข้างต่อได้ 
แต่เม่ือได้เซตคําตอบแล้ว หากภายในนั้นมี –1 หรือ 2 จะต้องตัดทิ้งไปด้วย 
 
 
 
 
 
 

 
 

การแก้สมการและอสมการท่ีมีค่าสัมบูรณ์ รูปแบบท่ี 3 
(คือมีการบวกลบอยู่นอกค่าสัมบูรณ์ และไม่สามารถจัดรูปให้เป็นแบบที่ 1 หรือ 2 ได้) 
จะต้องคํานวณโดยใช้นิยามของค่าสัมบูรณ์ นั่นคือแยกกรณีเพ่ือถอดค่าสัมบูรณ์ออก 
 

ขั้นตอนการคํานวณด้วยวิธีถอดค่าสัมบูรณ์ตามนิยาม เป็นดังนี้ 
 

1. กําหนดค่า x ที่ทําให้ค่าสัมบูรณ์แต่ละพจน์มีค่าเป็น 0 ลงบนเส้นจํานวน ให้ครบ
ทุกจุดโดยเรียงตามลําดับน้อยไปมาก เส้นจํานวนจะถูกแบ่งออกเป็นช่วงย่อย ๆ  ซ่ึงแต่
ละช่วงเป็นเงื่อนไขของค่า x ในการถอดค่าสัมบูรณ์นั่นเอง 

“สมการ” ในรปูแบบที่ 2 นี้ สามารถแกแบบวิธีท่ี 1 ได.. เพราะไดผ้ลไม่ตา่งกันเลย 
เช่น  x 2 x  จะกลายเปน็ “  x 2 x  หรอื   x 2 x ” 
แต่จะตองตรวจคาํตอบดวย เพราะอาจมีคาํตอบทีท่ําให้คา่สัมบูรณ์เท่ากับคา่ติดลบ จะใช้ไม่ได้.. 
 

..แต่ถ้าเป็น “อสมการ” เช่น x 2 x<  ไมควรแกแบบวิธีท่ี 1 คอื “  x x 2 x< < ” 
เพราะเป็นวิธทีี่ไม่ชัดเจน และตรวจช่วงคาํตอบได้ยาก ..ควรแก้ด้วยวิธีที ่2 หรอื 3 เท่านั้น 

K
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     –1/2     2      

                        –1/2                        2      

x 1/2   1/2 x 2 <  x 2>  

                        –1/2                        2      

เช่น สมการ 2x 1 x 2 x 3      
มีค่าสัมบูรณ์อยู่ 2 พจน์ จึงกําหนดจุดบนเส้นจํานวน 2 จุด ได้แก่ –1/2 และ 2 
และทําให้ได้ช่วงย่อยเป็น x 1/2  , 1/2 x 2 <  และ x 2>  
 
 
 
 

 
 
 
 
2. ในแต่ละช่วงย่อย ให้ถอดค่าสัมบูรณ์ในสมการออก ซ่ึงผลอาจเป็นรูปเดิมหรืออาจ
ต้องใส่เคร่ืองหมายลบ ขึ้นอยู่กับว่าภายในค่าสัมบูรณ์นั้นมีค่าเป็นบวกหรือติดลบ 

วิธีที่สะดวกท่ีสุดในการพิจารณาก็คือทดลองแทนจํานวนใด ๆ  ที่อยู่ในช่วงนั้น 
ลงไปในค่าสัมบูรณ์ หากภายในค่าสัมบูรณ์มีค่าติดลบ เม่ือถอดค่าสัมบูรณ์ออกแล้ว
จะต้องใส่เคร่ืองหมายลบเพิ่มให้ด้วย แต่ถ้าภายในมีค่าเป็นบวกอยู่แล้วก็สามารถถอด
ค่าสัมบูรณ์ออกได้เลย โดยไม่ต้องแก้ไขใด ๆ  

ดังตัวอย่างนี้ จะถอดค่าสัมบูรณ์ได้สมการ 3 แบบต่าง ๆ  กัน 
 
 
 
 

 

       
( 2x 1) ( x 2) x 3
          x 3 x 3
              x 3

      

   

 

      

(2x 1) ( x 2) x 3
          3x 1 x 3
               x 2

     

  



        

(2x 1) (x 2) x 3
         x 3 x 3
           0 0

    

  



 

 
หากแก้สมการแล้วได้ผลเป็น 0 0  หรือประโยคอื่น ๆ  ที่เป็นจริงเสมอ 

เช่น 3 0>  แสดงว่าช่วงย่อยนั้นเป็นคําตอบได้ทั้งหมด แต่ถ้าแก้สมการแล้วได้ผล
เป็นประโยคที่เป็นเท็จ เช่น 1 0  หรือ 3 0<  แสดงว่าช่วงย่อยนั้นไม่มีค่าใดเป็น
คําตอบเลย 
 
3. ตรวจสอบคําตอบที่ได้ของแต่ละช่วงย่อย ให้ใช้คําตอบเฉพาะที่อยู่ในช่วงนั้นจริง ๆ  
โดยการอินเตอร์เซกกับขอบเขตของช่วงย่อยนัน้ ๆ  แล้วข้ันตอนสุดท้ายจึงรวมคําตอบ
ที่ได้จากแต่ละช่วงย่อยเข้าด้วยกันโดยการยูเนียน เพ่ือเป็นคําตอบโดยสรุปของสมการ 
 
 
 
 
 x 3                                                   x 2>  
 

และในตัวอย่างนี้เซตคําตอบที่ได้ก็คือ { 3} [2, )    
 

ในหนงัสอืเล่มนี้จะเขียนเครื่องหมายเทา่กับรวมกับเครื่องหมายมากกว่า 
ให้ตรงตามนิยามของการถอดค่าสมับูรณ์ เพื่อความเป็นระเบียบ 
..แต่อนัทีจ่ริง แม้ให้เครือ่งหมายเทา่กับอยู่กับเครื่องหมายน้อยกว่า ก็ได้ผลลัพธ์ไม่ตา่งกัน 

K
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หมายเหตุ 
วิธีคํานวณในลักษณะนี้อาศัยนิยามเบื้องต้นของค่าสัมบูรณ์ จึงใช้ได้ครอบคลุมกับ
โจทย์ทกุลักษณะ รวมถึงรูปแบบที่ 1 และ 2 ที่ผ่านมาด้วยเช่นกัน แต่เป็นวิธีที่
ค่อนข้างยุ่งยาก หากไม่จําเป็นจึงควรแก้ด้วยวิธีของรูปแบบท่ี 1 และ 2 ก่อน 
 
 

 

ตัวอย่าง 2.23  จากอสมการ x 3 4
x 1 2



 
>  

 

วิธีคิด เนื่องจากคา่ x ทีท่ําให้คา่สัมบูรณ์เท่ากับ 0 คอื x 1  
ดังนัน้การถอดค่าสัมบูรณจ์ะตอ้งแยกคิดเป็น 2 กรณี ได้แก่.. 
 
กรณีแรก  เม่ือ x 1>  

จะถอดค่าสัมบูรณ์ได้เปน็ x 3 x 34 4 0(x 1) 2 x 3
 

 
  

> >  

รวมให้เปน็เศษสว่นเดยีวกนั x 3 4x 12 3x 15 3(x 5)0 0 0x 3 x 3 x 3
     

 
  

> > <  

พิจารณาจากเสน้จํานวน ได้ช่วงคาํตอบเป็น (3,5]  
นําไปอินเตอร์เซกกับเงื่อนไข ก็ยงัคงไดค้ําตอบเป็น (3,5]  
 
กรณีที่สอง  เม่ือ x 1  

จะถอดค่าสัมบูรณ์ได้เปน็ x 3 x 34 4 0( x 1) 2 x 1
 

 
    

> >  

รวมให้เปน็เศษสว่นเดยีวกนั x 3 4x 4 5x 7 5x 70 0 0x 1 x 1 x 1
    

 
    

> > <  

พิจารณาจากเสน้จํานวน ได้ช่วงคาํตอบเป็น [ 7/5, 1)   
นําไปอินเตอร์เซกกับเงื่อนไข ก็ยงัคงไดค้ําตอบเป็น [ 7/5, 1)   
 
..สรุป (ยูเนียน) ช่วงคาํตอบโดยรวมของอสมการนีค้ือ [ 7/5, 1) (3,5]    

 

 
 

แบบฝึกหัด ๒.๔ 
 
(44) ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 (44.1) ถ้า n  I  และ n 1  จะได้ nn a a  
 (44.2) ถ้า a, b 0  แล้ว a b a b    
 
(45) ให้หาค่าของจํานวนจริง m ที่น้อยที่สุดที่ทําให้ 
 (45.1) 4x 0.5 m   เม่ือ 3 2x 1 0.5     
 (45.2) x 2 5 mx


   เม่ือ x (2,6)  

 (45.3) 2x 25 m   เม่ือ x 5 6   
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(46) ถ้า x 1 5   และ y 2 4   แล้ว x y  มีค่าอยู่ในช่วงใด 
 
(47) ให้หาคําตอบของสมการต่อไปนี้ 
 (47.1) 2x 6 x 8 0    
 (47.2) x 1 x 1 2     
 (47.3) x 4 x 3 1     
 
(48) ถ้า A เป็นเซตคําตอบของสมการ 2 3x 2 3 x    
และ B เป็นเซตคําตอบของสมการ 2 3x 2 3x    แล้วให้หาเซต B A '  
 
(49) ให้หาผลบวกของคําตอบทั้งหมดของสมการ 28(x 2) 14(x 2) 3 0      
 
(50) ถ้า 2A { x | x 3x 3 2x 3 }     I  

และ 5 3xB { x | 2 }x 2


  


I  

แล้ว ให้หาค่า 2 2a b  เม่ือ a, b เป็นค่าขอบเขตบนนอ้ยสุดและขอบเขตล่างมากสุดของ A B  
 
(51) ให้หาคําตอบทั้งหมดของสมการ  2 3x( x ) x  
 
(52) ให้หาคําตอบของอสมการต่อไปนี้ 
 (52.1) 2x 1 3x 2      (52.4) 3 xx 1 2 

<  

 (52.2) 3 x 2 6      (52.5) x 2x 1 <  

 (52.3) 1x 0x   และ 2x x 2 0    

 
(53) ถ้า A เป็นเซตคําตอบของอสมการ x 2 x 42


 <  

และ B เป็นเซตคําตอบของอสมการ x x 7   แล้วให้หาเซต (A B) '  
 
(54) ถ้า 4x 5A { x | x 5 }2


   <R  แล้ว ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 

 (54.1) ถ้า a, b A  แล้ว (a b)/2 A   
 (54.2) ถ้า a, b เป็นขอบเขตบนน้อยสุดและขอบเขตล่างมากสุดของ A แล้ว a b A   
 
(55) ถ้า 2A { x | x 2 14 }   R  และ 1B { x | 1 0 }x   R  

แล้ว มีจํานวนเต็มใน A B '  กี่จํานวน 
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(56) ให้หาค่า a, b, c ที่เป็นจํานวนนับที่น้อยที่สุด ที่ทําให้ 
 (56.1) 4 x 1    เป็นคําตอบของอสมการ ax b c   
 (56.2) x 10   หรือ x 8  เป็นคําตอบของอสมการ ax b c   
 
(57) ให้หาคําตอบของอสมการต่อไปนี้ 
 (57.1) 3x 2 4x 1      (57.4) x 1 x 3 x 5      

 (57.2) x 2 2x 1





   (57.5) 
2
2

x 5x 4 1x x 2
 
 

>  

 (57.3) x 7 5 5x 25     
 
(58) ให้หาคําตอบของอสมการ x 3 x 2    
 
(59) ให้หาค่า x ที่ทําให้ 
 (59.1) (1 x )(1 x)   เป็นจํานวนจริงบวก 
 (59.2) (1 x )(1 x)   เป็นจํานวนจริงลบ 
 
 

๒.๕ ทฤษฎีจํานวนเบ้ืองต้น 
 
ทฤษฎีจํานวนเป็นสาขาของคณิตศาสตร์ ที่ศึกษาเกี่ยวกับจํานวนเต็ม และ

สมบัติของจํานวนเต็ม แต่ในระดับชั้นนี้เราจะศึกษาเกี่ยวกับการหารของจํานวนเต็ม 
ได้แก่ การหารลงตัว, การหารที่มีเศษเหลือ, ห.ร.ม. และ ค.ร.น. เท่านั้น 
 

ประโยค “m หารด้วย n ลงตัว”  เขียนเป็นสัญลักษณ์ได้เป็น n m  
เรียก m ว่า ตัวตั้ง (Dividend) และเรียก n ว่า ตัวหาร (Divisor) 
หรืออาจกล่าวได้ว่า n เป็นตัวหารของ m และ m เป็นตัวพหุคูณของ n 

เช่น “6 หารด้วย 2 ลงตัว” เขียนเป็นสัญลักษณ์ว่า 2 6  
อ่านว่า “2 หาร 6 ลงตัว” (หมายความว่า 6/2 มีค่าเป็นจํานวนเต็มนั่นเอง) 
 
ข้อควรระวัง 
ข้อความ “n หาร m” จะมีความหมายเดียวกับคําว่า “m หารด้วย n” 
นั่นคือ m เป็นตัวตั้ง และ n เป็นตัวหาร (จะได้เศษส่วน m/n) 
 

บทนิยามของการหารจํานวนเต็มลงตัว 
สําหรับจํานวนเต็ม m, n (โดยที่ n 0 ) 

จะได้ว่า “n m  ก็ต่อเม่ือ มีจํานวนเต็ม q ที่ทําให้ m nq ” 
(ซ่ึง q ในที่นี้ก็คือผลหาร หรือค่าของ m/n นั่นเอง) 

 
 
 

การหาร 
ลงตวั 
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ตัวอย่าง 2.24  2 6  เพราะ 6 2(3)  
6 ( 24)  เพราะ 24 6( 4)    
( 4) ( 20)   เพราะ 20 ( 4)(5)    
3 0  เพราะ 0 3(0)  
5 12  (5 หาร 12 ไม่ลงตวั) เพราะไม่มีจํานวนเต็ม q ใดทีท่ําให้ 12 5(q)  ได้เลย 

 

 
 
สมบัติที่เกี่ยวกับการหารลงตัว มีดังนี้ 

[1] สมบัติการถ่ายทอด ถ้า a b  และ b c  แล้ว a c  
[2] ตัวหารท่ีลงตัวย่อมน้อยกว่าตัวตั้ง ถ้า a b  แล้ว a b<  เสมอ 
[3] การหารผลรวมเชิงเส้นลงตัว ถ้า a b  และ a c  แล้ว a (bx cy)  
     เม่ือ x และ y เป็นจํานวนเต็มใด ๆ  
[4] เก่ียวกับการคูณ (หรือยกกําลังด้วยจํานวนนับ n) 

ถ้า a b  แล้ว a bc  (ดังนั้น ถ้า a b  แล้ว na b ) 
ถ้า ac b  แล้ว a b  และ c b   (ดังนั้น ถ้า na b  แล้ว a b ) 

 

หมายเหตุ 
“ผลรวมเชิงเส้น (Linear Combination) ของ b กับ c” 
คือจํานวนที่อยู่ในรูป bx cy  
(โดยในเร่ืองทฤษฎีจํานวน ค่า x และ y จะต้องเป็นจํานวนเต็มด้วย) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

ตัวอย่าง 2.25  ใหพ้สิูจน์ว่า ถ้า 4a (3x 2y)  และ a (4x y)  แลว้ a 22 x  
 

วิธีท่ี 1 พิสูจน์จากสมบตั ิ
จากสมบัติเก่ียวกับการยกกําลัง ..ถ้า 4a (3x 2y)  ย่อมไดว้่า a (3x 2y)  
จากสมบัติเก่ียวกับผลรวมเชิงเส้น ..ถ้า a (3x 2y)  และ a (4x y)  
ย่อมได้วา่ a ((3x 2y) 2(4x y))     ..นัน่คือ a 11x  
และจากสมบัติเก่ียวกับการคูณ จงึสรุปได้วา่ a 22 x  ด้วย 
 
 

ข้อความที่ 1. ถึง 4. ต่อไปนี้เปน็จริงทั้งหมด และเป็นสิง่ทีค่วรทราบ 
   1. ถ้า a b  และ a c  แล้ว a (b c) 3. ถ้า a b  แล้ว na b  
   2. ถ้า a b  แลว้ a (b c)  4. ถ้า na b  แลว้ a b  
แตในทางกลับกนั ขอ้ความเหลา่นี้อาจจะไม่เป็นจริงก็ได ้
ดังนัน้ ข้อความที ่5. ถึง 8. จึงไม่ได้เป็นจริงเสมอ ควรพิจารณาให้รอบคอบ 
   5. ถ้า a (b c) แลว้ a b  และ a c  (ไม่จริง.. เช่นกรณี 2 (3 5)) 
   6. ถ้า a (b c)  แล้ว a b  (ไม่จริง.. เช่นกรณี 6 (2 3) ) 
   7. ถ้า na b  แล้ว a b  (ไม่จริง.. เช่นกรณี 24 6 ) 
   8. ถ้า a b  แล้ว na b  (ไม่จริง.. เช่นกรณี 2 6 ) 

K
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วิธีท่ี 2 พิสูจน์จากบทนยิามการหารลงตวั 
จาก 4a (3x 2y)  แสดงว่า 43x 2y a m   .....(1)   (เม่ือ m เปน็จาํนวนเตม็จํานวนหนึ่ง) 
จาก a (4x y)  แสดงว่า 4x y an   .....(2)    (เม่ือ n เปน็จาํนวนเตม็จํานวนหนึ่ง) 
นําสมการที ่(1) 2 (2)  ;  จะได้ 411x a m 2an   
นั่นคอื 311x a (a m 2n)   
เม่ือคณูสมการดว้ย 2 จะได ้ 322 x a (2a m 4n)   
ซึ่งคา่ทีอ่ยู่ในวงเลบ็ย่อมเป็นจํานวนเต็ม (จาก สมบัติปิดการบวกและการคูณ ของเซตจาํนวนเต็ม) 
..ดังนัน้ จึงสรุปได้ว่า a 22 x  

 

 
 

บทนิยามของการหารจํานวนเต็มใด ๆ  
สําหรับจํานวนเต็ม m, n (โดยที่ n 0 ) 

จะได้ว่า “มีจํานวนเต็ม q, r ชุดเดียวเท่านั้นที่ทําให้ m nq r   โดย 0 r n< ” 
เรียก q ว่า ผลหาร (Quotient) และเรียก r ว่า เศษเหลือ (Remainder) 
ของการหาร m ด้วย n 

เช่น ถ้านํา 5 หาร 17 จะเขียนได้เป็น 17 5(3) 2   
หมายความว่า ผลหารเท่ากับ 3 และมีเศษเหลือเท่ากับ 2 
 
ข้อสังเกต 
ตัวตั้ง ตัวหาร และผลหาร สามารถมีค่าติดลบได้ แต่เศษเหลือจะตองเปนบวกเสมอ 
เช่น ถ้านํา 5 หาร –17 เศษจะต้องเป็นจํานวนเต็มบวกที่น้อยกว่า 5 
จึงเขียนได้เป็น 17 5( 4) 3     (ผลหารเป็น –4 และมีเศษเหลือเท่ากับ 3) 
หรือถ้านํา –5 หาร 17 เศษก็ยังคงต้องเป็นจํานวนเต็มบวกที่น้อยกว่า 5 
จึงเขียนได้เป็น 17 5( 3) 2     (ผลหารเป็น –3 และมีเศษเหลือเท่ากับ 2) 
 

จํานวนคู่ (Even Numbers) และ จํานวนคี่ (Odd Numbers) 
“จํานวนคู่ คือจาํนวนที่เขียนได้ในรูป 2n  เม่ือ n เป็นจํานวนเต็ม” 
“จํานวนคี่ คือจาํนวนที่เขียนได้ในรูป 2n 1  เม่ือ n เป็นจํานวนเต็ม” 
หรือกล่าวว่า จํานวนคู่คือจํานวนที่หารด้วย 2 ลงตัว ส่วนจํานวนคี่ก็คือจํานวนที่หาร
ด้วย 2 แล้วเหลือเศษเท่ากับ 1 นั่นเอง 
 
 
 
 
จํานวนเฉพาะ (Prime Numbers) 

“จํานวนนับ p จะเป็นจํานวนเฉพาะ ก็ต่อเม่ือ p ไม่ใช่ 1 
และจํานวนนับที่ไปหาร p ลงตัวมีเพียง 1 และตัวมันเองเท่านั้น” 

จํานวนเฉพาะทั้งหมดที่อยู่ในช่วง 1 ถึง 100 ได้แก่ 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 
19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97 

 

จํานวน 
เฉพาะ 

เนื่องจาก 0 กห็ารดว้ย 2 ลงตัวเช่นกัน (ได้ผลหารเป็น 0) ดังนั้น “จํานวน 0 ถือเป็นจาํนวนคู”่ K
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จํานวนนับอื่น ๆ  ที่ไม่ใช่ 1 และไม่เป็นจํานวนเฉพาะ จะถือเป็น จํานวน
ประกอบ (Composite Numbers) ซ่ึงหมายความว่า เป็นจํานวนที่สร้างได้จากผลคูณ
ของจํานวนเฉพาะหลายตัว 

ส่วนค่าติดลบของจํานวนเฉพาะบวก บางตําราถือว่าไม่เป็นจํานวนเฉพาะ 
แต่บางตําราก็ถอืว่าเป็นจํานวนเฉพาะด้วย (เช่น หนังสือ สสวท. ในอดีตและข้อสอบ
เข้ามหาวิทยาลัยบางฉบับ) เนื่องจากมีคุณสมบัติครบถ้วนเหมือนจํานวนเฉพาะบวก 
 

สมบัติที่เกี่ยวกับจํานวนเฉพาะ มีดังนี้ 
[1] จํานวนเฉพาะกับการหารลงตัว 

สําหรับจํานวนเฉพาะ p ถ้า p mn  แล้ว p m  หรือ p n  
(สมบัตินี้จะไม่เป็นจริงถ้าหาก p ไม่ใช่จํานวนเฉพาะ) 

[2] ทฤษฎีบทหลักมูลเลขคณิต (หลักการมีตัวประกอบชุดเดียว) 
“สําหรับจํานวนเต็มใด ๆ  ที่มากกว่า 1 
จะเขียนให้อยู่ในรูปผลคูณของจํานวนเฉพาะได้เพียงชุดเดียวเท่านั้น” 
เช่น 416 2 2 2 2 2      
210 2 3 5 7     

2 25445 3 3 5 11 11 3 5 11         
หมายเหตุ 
จํานวนซ่ึงเป็นจํานวนเฉพาะอยู่แล้ว จะไม่สามารถแยกตัวประกอบให้เป็น 
ผลคูณของจํานวนเฉพาะที่น้อยลงได้ เช่นตัวประกอบของ 73 ก็คือ 73 
 

การพิจารณาว่าจํานวนนับที่กําหนดให้เป็นจํานวนเฉพาะหรือไม่ ตรวจสอบ
ได้โดยนําจํานวนเฉพาะบวกที่น้อยกว่าจํานวนนั้นมาหาร ถ้าไม่มีจํานวนใดหารลงตัว
เลย ก็แสดงว่าจํานวนนั้นเป็นจํานวนเฉพาะ เช่น จํานวน “97” เนื่องจากทดลองนํา 
2, 3, 5, 7 มาหารแล้วพบว่าไม่มีจํานวนใดที่หารได้ลงตัวเลย แสดงว่า “97” ไม่ใช่
จํานวนประกอบ (ไม่สามารถแยกตัวประกอบได้) “97” จึงเป็นจํานวนเฉพาะ 

การหารตรวจสอบนี้ เราใช้จํานวนเฉพาะทุกตัวที่มีค่าไม่เกินรากที่สองของ 
97 (โดยประมาณ) ก็เพียงพอ นั่นคือ จาํนวนเฉพาะที่มีค่าไม่ถึง ≈10 โดยไม่
จําเป็นต้องใช้จํานวนเฉพาะที่น้อยกว่า 97 ให้ครบทั้งหมด เนื่องจากถ้าจํานวนที่
มากกว่า 10 นั้นหารได้ลงตัว ผลลัพธ์ที่ได้ก็ย่อมเป็นจํานวนเต็มที่มีค่าไม่ถึง 10 

 
 

 

ตัวอย่าง 2.26  จาํนวนต่อไปนีเ้ป็นจาํนวนเฉพาะหรือไม่ 
 

ก. 643 
เป็นจาํนวนเฉพาะ ..ตรวจสอบไดโ้ดยนํา 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19 และ 23 ไปหาร 
พบว่าล้วนหารไมล่งตวัทั้งสิน้ 

 

ข. 1127 
ไมเป็นจํานวนเฉพาะ ..ตรวจสอบได้โดยนาํ 2, 3, 5, 7, 11, 13, …, 29, 31 ไปหาร 
พบว่า 7 (หรือ 23) สามารถหารได้ลงตัว 
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ค. 2431 
ไมเป็นจํานวนเฉพาะ ..ตรวจสอบได้โดยนาํ 2, 3, 5, 7, 11, 13, …, 43, 47 ไปหาร 
พบว่า 11 (หรอื 13 หรือ 17) สามารถหารไดล้งตวั 

 

ง. 4201 
เป็นจาํนวนเฉพาะ ..ตรวจสอบไดโ้ดยนํา 2, 3, 5, 7, 11, 13, …, 59, 61 ไปหาร 
พบว่าล้วนหารไมล่งตวัทั้งสิน้ 

 

 
 

ตัวหารร่วมท่ีมากที่สุด (ห.ร.ม.: the Greatest Common Divisor: GCD) 
ห.ร.ม. ของจํานวนเต็ม a กับ b คือจํานวนเต็มบวกที่มากที่สุดซ่ึงไปหารทั้ง 

a และ b ลงตัว หรือกล่าวเป็นบทนิยามได้ว่า “d เป็น ห.ร.ม. ของ a กับ b ก็
ต่อเม่ือ d a  และ d b  และถ้ามี n a  และ n b  แล้ว n d ” 

สัญลักษณ์ที่ใช้แทน ห.ร.ม. ของ a กับ b คือ (a, b)  
 

หมายเหตุ 
ถ้า (m, n) 1  จะเรียก m และ n เป็น จํานวนเฉพาะสมัพัทธ์ (Relative Primes) 
ซ่ึงหมายถึงไม่มีตัวประกอบร่วมกันเลย (ดังนั้นโดยลําพัง m และ n ไม่จําเป็นต้อง
เป็นจํานวนเฉพาะก็ได้) เช่น (8, 15) 1  ดังนั้น 8 และ 15 เป็นจํานวนเฉพาะ
สัมพัทธ์ (ระหว่างกันและกัน) 

 
ตัวคูณร่วมท่ีน้อยท่ีสุด (ค.ร.น.: the Least Common Multiple: LCM) 
ค.ร.น. ของจํานวนเต็ม a กับ b คือจํานวนเต็มบวกที่น้อยที่สุดซ่ึงหารด้วย 

a และ b ลงตัว หรือกล่าวเป็นบทนิยามได้ว่า “c เป็น ค.ร.น. ของ a กับ b ก็
ต่อเม่ือ a c  และ b c  และถ้ามี a n  และ b n  แล้ว c n ” 

สัญลักษณ์ที่ใช้แทน ค.ร.น. ของ a กับ b คือ [a, b] 
 

การหา ห.ร.ม. ของกลุ่มจํานวน ที่มีมากกว่าสองจํานวน สามารถคํานวณได้
โดยหา ห.ร.ม. ของสองจํานวนใด ๆ  ก่อน แล้วนําผลที่ได้ไปคิดหา ห.ร.ม. ร่วมกับ
จํานวนที่เหลือต่อไปทีละจํานวน จนกระทั่งใช้ครบทุกตัว และสําหรับการหา ค.ร.น. 
ของกลุ่มจํานวนที่มากกว่าสองจํานวน ก็สามารถกระทําได้ในลักษณะนี้เช่นกัน 

(a, b, c) ((a, b), c) (a,(b, c))   
[a, b, c] [[a, b], c] [a, [b, c]]   

 
สมบัติที่เกี่ยวกับ ห.ร.ม. และ ค.ร.น. มีดังนี้ 

[1] ผลคูณ ห.ร.ม. กับ ค.ร.น. ของสองจํานวน 
(a, b) [a, b] a b    เสมอ (เม่ือ a b  ได้ผลลัพธ์เป็นจํานวนบวก) 
เช่น ห.ร.ม. ของ 252 กับ 312 เท่ากับ 12 และ ค.ร.น. เท่ากับ 6552 
ดังนั้น ย่อมกล่าวได้ว่า 12 6552 252 312    พอดี 

[2] ห.ร.ม. ของผลหาร 
ถ้า (a, b) d  แล้ว (a/d, b/d) 1  เสมอ 

ห.ร.ม. 
และ ค.ร.น. 
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ข้ันตอนวิธีการหา ห.ร.ม. ของยุคลิด 
วิธีหา ห.ร.ม. ของจํานวนสองจํานวน ที่ได้ศึกษาผ่านมาในระดับชั้นก่อน ๆ  

ได้แก่ การแยกตัวประกอบแล้วพิจารณาหาตัวประกอบร่วมกันให้มากที่สุด หรือการ
ตั้งหารพร้อมกันด้วยจํานวนใด ๆ  ให้ลงตัวได้มากที่สุด ซ่ึงทั้งสองวิธีนี้ถือเป็นวิธีคํานวณ
โดยตรง และอาศัยหลักการเดียวกัน คือนิยามของ ห.ร.ม. นั่นเอง 

ส่วนในระดับชั้นน้ีจะกล่าวถึงวิธีการหา ห.ร.ม. ของนักคณิตศาสตร์ชื่อยุคลิด 
(Euclid) ซ่ึงเหมาะอย่างยิ่งสําหรับการหา ห.ร.ม. ของจํานวนที่มีค่ามากจนวิธีแยกตัว
ประกอบทําได้ไม่สะดวก ขั้นตอนวิธีของยุคลิด (Euclidean Algorithm) นั้นอาศัย
หลักการสําคัญที่ว่า “ถ้าลดทอนจํานวนหนึ่งลง โดยลบออกด้วยอีกจํานวนหนึ่ง แล้ว 
ห.ร.ม. ของจํานวนทั้งสองจะยังมีคา่เท่าเดิมเสมอ” 

 
ขั้นตอนการหา ห.ร.ม. ของ a กับ b ด้วยวิธีของยุคลิด (สมมติว่า a b ) 

1. นํา a หารด้วย b แล้วนําเศษเหลือที่ได้นั้นมาใช้แทน a เดิม 
2. นํา b หารด้วย a (ซ่ึงขณะนี้มีค่าน้อยกว่า b) แล้วนําเศษมาใช้แทน b เดิม 
3. ทําซํ้าสองขั้นตอนนี้ไปเร่ือย ๆ  จนเกิดการหารลงตัว 
4. ห.ร.ม. ที่ได้ คือตัวหารตัวสุดท้าย ที่ทําให้การหารนั้นลงตัวพอดี 
(หรือเศษตัวสุดท้ายที่ไม่ใช ่0 นั่นเอง) 

ตัวอย่างเช่น ตอ้งการหาค่า ห.ร.ม. ของ 138 กับ 182 จะได้ 
(182) (138)1 (44) (138) (44)3 (6) (44) (6)7 ( ) (6) ( )3      2 2  
สรุปได้ว่า ห.ร.ม. คือ 2 (เพราะ 2 คือตัวหารตัวสุดท้าย ที่ทาํให้การหารนั้นลงตัว) 
 
หมายเหตุ 
วิธีของยุคลิดใช้ในการหา ห.ร.ม. เท่านั้น ส่วนการหา ค.ร.น. จะต้องทราบ ห.ร.ม. 
ก่อน แล้วคํานวณโดยอาศัยสมบัติ (a, b) [a, b] a b    

นั่นคือ ค.ร.น. จะเท่ากับ  

ผลคณูของสองจํานวนน้ัน
ห.ร.ม.  เสมอ 

 
 

 

ตัวอย่าง 2.27  ใหห้า ห.ร.ม. และ ค.ร.น. ของจํานวน 192 และ 276 
 

วิธีคิด (276) (192)1 (84)   .....(1) 
(192) (84)2 (24)   .....(2) 
(84) (24)3 ( )  12  .....(3) 
(24) ( )2 12  
 

ตอบ ห.ร.ม. ของ 192 และ 276 เท่ากบั 12 
และ ค.ร.น. ของ 192 และ 276 เท่ากับ 192 276 441612

   
 

 
 
 
 



คณิต มงคลพิทักษสุข   ระบบจํานวนจริง 
kanuay.com 

87 

ถ้า d เป็น ห.ร.ม. ของ a กับ b ยังมีสมบัตอิีกอย่างหนึ่งกล่าวว่า “เม่ือเรา
เขียน d ในรูปผลรวมเชิงเส้นของ a กับ b นัน่คือ d ax by   จะมี x และ y ที่
เป็นจาํนวนเต็มอยู่ 1 ชุดเสมอ” 

ค่า x และ y นี้สามารถหาได้จากขั้นตอนวิธีการหา ห.ร.ม. ของยุคลิด โดย
การแทนค่าย้อนกลับลงไปในเศษของแต่ละสมการ ดังจะได้แสดงในตัวอย่างต่อไปนี ้
 

 

ตัวอย่าง 2.28  จากตัวอย่างทีแ่ล้ว เราทราบว่า ห.ร.ม. ของ 192 และ 276 เทา่กับ 12 
ให้เขียน 12 ในรปูผลรวมเชิงเส้นของ 192 และ 276 ซึ่งมีตัวคณูเป็นจาํนวนเต็ม 

 

วิธีคิด จะเริ่มเขียนสมการเดิมในรูป “เศษ = .........” กอ่น 
จาก (1) จะเขยีนใหม่ได้เป็น (84) (276) (192)( 1)    .....(4) 
จาก (2) จะเขยีนใหม่ได้เป็น (24) (192) (84)( 2)    .....(5) 
จาก (3) จะเขียนใหม่ได้เป็น (12) (84) (24)( 3)    .....(6) 
 
แล้วเริ่มต้นจากสมการ (6) โดยนาํคา่ของ 24 จาก (5) มาแทนลงไป 
จะได้ 12 (84) ((192) (84)( 2))( 3)      
         (84)(7) (192)( 3)    
ต่อจากนั้นนาํค่าของ 84 จาก (4) มาแทนลงไป 
จะได้ 12 ((276) (192)( 1))(7) (192)( 3)      
         (276)(7) (192)( 10)    
 

ตอบ เขียน 12 ในรูปผลรวมเชิงเสน้ของ 192 และ 276 ได้เป็น 12 192( 10) 276(7)    
 

 
 

แบบฝึกหัด ๒.๕ 
 
(60) เศษของการหาร 3 2(19) (288)  ด้วย 5 เป็นเท่าใด 
 
(61) ให้หา ห.ร.ม. (d) ของ 252 กับ 34 
และเขียนในรูปผลรวมเชิงเส้น d 252 x 34 y   เม่ือ x, y เป็นจํานวนเต็ม 
 
(62) ให้หา ห.ร.ม. ของ –504 กับ –38 
และเขียนในรูปผลรวมเชิงเส้น โดยที่มีตัวคูณเป็นจํานวนเต็ม 
 
(63) ให้หาจํานวนเต็มบวก a ที่น้อยที่สุด (โดยที่ a 12 ) 
ซ่ึงเม่ือหารด้วย 7, 9, หรือ 12 แล้วจะเหลือเศษเท่ากันคือ 4 
 
(64) ให้หาจํานวนเต็มบวก b ที่น้อยที่สุด ซ่ึงเม่ือหารด้วย 7 จะเหลือเศษ 6 
เม่ือหารด้วย 9 จะเหลือเศษ 8 และเม่ือหารด้วย 12 จะเหลือเศษ 11 
 
(65) ถ้า ห.ร.ม. และ ค.ร.น. ของ x กับ 128 เป็น 16 และ 384 แล้วค่า x เป็นเท่าใด 
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(66) ถ้าจาํนวนเต็มบวกสองจํานวนมี ห.ร.ม. เป็น 3 และ ค.ร.น. เป็น 30 
โดยที่ผลต่างของสองจํานวนนี้เป็น 9 แล้ว ให้หาผลบวกของสองจํานวนนี้ 
 
(67) ให้ a, b เป็นจํานวนเต็มบวก ซ่ึง a b , 5 หาร a ลงตัว และ 3 หาร b ลงตัว 
ถ้า a, b เป็นจํานวนเฉพาะสัมพัทธ์ และ ค.ร.น. ของ a, b เท่ากับ 165 
แล้ว a หาร b เหลือเศษเท่ากับเท่าใด 
 
(68) ให้ x, y เป็นจํานวนเต็มบวก โดยที่ 80 x 200   
และ x pq  เม่ือ p, q เป็นจํานวนเฉพาะซ่ึงไม่เท่ากัน 
ถ้า x, y เป็นจํานวนเฉพาะสัมพัทธ์ และมี ค.ร.น. เป็น 15015 แล้วค่า y เป็นเท่าใดได้บ้าง 
 
(69) ให้ x, y เป็นจํานวนเต็มบวก โดยที่ x y  ถ้า (x, y) 9 , [x, y] 28215  และจํานวน
เฉพาะที่หาร x ลงตัวมี 3 จํานวน แล้ว x, y มีค่าเท่าใด 
 
(70) ให้ n เป็นจํานวนเต็มบวก ซ่ึง ห.ร.ม. ของ n และ 42 เท่ากับ 6 
   ถ้า 0 042 nq r  ,  00 r n   
        0 1n 2r r  ,   1 00 r r   
   และ 0 1r 2r  
โดยที่ 0q , 0r , 1r  เป็นจํานวนเต็ม แล้ว ค.ร.น. ของ n และ 42 มีค่าเท่าใด 
 
(71) ถ้า a และ b เป็นจํานวนเต็มบวก ซ่ึงทําให้ 
        a 1998 b r     โดยที่ 0 r 1998   
    11998 47 r r        โดยที่ 10 r r   
และ 1(r, r ) 6  แล้ว ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 (71.1) (a, b) 6     (71.2) (a, 1998) 6  
 (71.3) (b, r) 6     (71.4) (1998, r) 6  
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เฉลยแบบฝึกหัด (คาํตอบ) 
 
(1) ผิดทุกขอ้ 
(2) ข้อ (2.3) ถูก นอกนั้นผดิ 
(3) ง. 
(4) ขอ้ (4.1) และ (4.3) ถูก 
(5) ถูกทุกข้อ 
(6) ง. 
(7) 6 5  และ 1 
(8) ค. 
(9) ง. 
(10) จริง 
(11.1) ผิด 
(11.2) ถูก 
(12) 1 
(13) –3 
(14) –81 
(15) 7 หรือ –39/7 
(16) 27 
(17.1) { 1, 2, 3}   
(17.2) { 1, 2, 3}  
(17.3) {2, 1/2, 2/3}  
(17.4) {3, 2, 5, 5}   
(17.5) { 1, 0, 2, 3, 1/3}  
(17.6) { 4, 1, 1, 2, 3}   
(17.7) { 3, 1,2}  
(18) 2(x 2)(x 4)(x 5)(3x 1)(x 1)      
(19) (x 1)(x 2)   
(20) (x 1)(x 2)(x 3)(x 2)(x 4)      
(21.1) {b, b}  
(21.2) {0}  
(21.3) {0, 2b}  
(21.4) { a 1, a 1}     
(22) ข้อ (22.1) และ (22.2) ผดิ 
(23) ขอ้ (23.4) ผดิ นอกนั้นถูก 
(24.1) ( 6, 46)  
(24.2) ( 252, 180)  
(25.1) ( 18, 4)   
(25.2) ( 9, 4)   

(25.3) ( 3, 2/3)   
(26) อยู่ในช่วง [7.5, 10)  ซม. 
(27) 2, 4 
(28.1) [ 1,2]  
(28.2) ( , 1] [1/2, )     
(28.3) ( , 2) (0, 1/6)    
(29) 2 
(30) 2 
(31) ถูกทกุขอ้ 
(32) ถูกทกุขอ้ 
(33) a ( , 2) (3, )      
(34) [ 2, 1] [2, )    
(35) –5 
(36.1) ( , 1) (0, 1)    
(36.2) [ 4, ) {1}    
(36.3) 11 
(37) 0 
(38) 5 
(39) 0 
(40.1) ( , 1) (1/3, 1)    
(40.2) ( 8, 2] (1, 4]    
(40.3) (2,5/2)  
(40.4) (2,8]  
(41.1) 7  
(41.2) ไม่มี 
(41.3) 8 
(41.4) ไม่มี 
(42) 0 
(43) 5/2 
(44) ผิดทุกข้อ 
(45.1) 3.5 
(45.2) 17/3 
(45.3) 96 
(46) [0, 12) 
(47.1) 2, 2, 4, 4   
(47.2) [ 1, 1]  
(47.3) [3, 4]  

(48) [ 2/3, 0)  
(49) –8 
(50) 90 
(51) 1, 6  
(52.1) ( 1/5, )   
(52.2) ( 4, 1) (5,8)    
(52.3) ( 1,2) {0}      

(52.4) 3 21( 1, 3) [ , )2


    

(52.5) ( , 2] ( 1, 1) [2, )       
(53) (2, )  
(54) ถูกทกุข้อ 
(55) 7 
(56.1) 2, 3, 5 
(56.2) 1, 1, 9 
(57.1) 3( , ) (1, )7     

(57.2) ( , 4) (0, )     
(57.3) (2, 4) (6, 12)  
(57.4) ( 1, 3)  
(57.5) 1

3(( , 1] [ , 3]) { 2, 1}       
(58) ( , 1/2) (5/2, )     
(59.1) ( , 1) ( 1, 1)     
(59.2) (1, )  
(60) 1 
(61) 2 (252)(5) (34)( 37)    
(62) 2 ( 504)( 4) ( 38)(53)      
(63) 256 
(64) 251 
(65) 48 
(66) 21 
(67) 3 
(68) 105, 165 
(69) 495, 513 
(70) 210 
(71) ข้อ (71.2) และ (71.4) ถูก
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เฉลยแบบฝึกหัด (วธิีคิด) 
 
(1.1) ผิด ทศนยิมไม่ซ้ํา เป็นจํานวนอตรรกยะ 
(1.2) ผิด ทศนยิมซ้ํา เป็นจํานวนตรรกยะ 
(1.3) ผิด เช่น ถ้า a 2  
จะได้วา่ 2a  เป็นจาํนวนคู่ แต่ a ไม่ใช่จํานวนคู ่
(1.4) ผิด เช่น ถ้า a 3  
จะได้วา่ 2a  เป็นจาํนวนคี่ แต่ a ไม่ใช่จํานวนคี ่

 
 
(2.1) ผิด ..หาก a 0  แล้ว b จะเปน็เทา่ใดก็ได ้
(2.2) ผิด ..ตอ้งเป็น a 0  หรือ b 0  
(ไม่จําเป็นต้องเป็น 0 พรอ้มกนัทัง้คู่) 
(2.3) ถูก (ตามกฎการคูณเข้าทั้งสองข้างของ
สมการ ซึง่สามารถทําได้เสมอ เม่ือนาํ b ไปคูณ 
ก็จะได ้ a c ) 
(2.4) ผิด ..หาก a 0  แล้ว b กับ c ไม่จําเป็น 
ต้องเทา่กัน 

 
 
(3) ก. มีสมบัตปิิดการบวก แต่ไม่มีสมบัติปิดการ
คูณ (เพราะจาํนวนลบคูณกนัยอ่มได้จํานวนบวก) 
 

ข. ไม่มีสมบัติปดิการบวก (เช่น 3 5 8   แต่ 8 
ไม่ได้อยู่ในเซตนี)้ และไม่มีสมบัตปิิดการคณู (เชน่ 
3 5 15   ซึ่งไม่ไดอ้ยู่ในเซตน้ี) 
 

ค. ไม่มีสมบัตปิดิการบวกและคูณเลย 
(เช่น 3 3( ) 04 4


   และ 3 4 14 3   เปน็ตน้) 

 

ง. มีทั้งสมบัติปดิการบวกและคณู เพราะจํานวนที่
หารด้วย 4 ลงตวั เม่ือบวกหรือคณูกันก็ยังคงหาร
ด้วย 4 ลงตวัเสมอ  ..ดังนั้นคาํตอบที่ถูกคอืขอ้ ง. 

 
 
(4.1) ถูก ..จํานวนจริงลบกันยอ่มเป็นจํานวนจรงิ 
(4.2) ผิด ..เพราะ (a b) c a (b c)      
(4.3) ถูก ..จํานวนจริงที่ไม่ใช่ 0 หารกนัยอ่มเปน็
จํานวนจริง  (แตถ่้ารวมจํานวน 0 ด้วย ข้อน้ีจะผิด 
เพราะการหารด้วย 0 น้ันไม่เป็นจํานวนจริง) 
(4.4) ผิด ..เพราะ a b[ ] c a [ ]b c    

 
 

(5) จาก A { x | x  เปน็จาํนวนนับ และ x  
เป็นจาํนวนตรรกยะ } {1, 4, 9, 16, 25, 36, ...}  
พบว่า A ก็คือเซตของจาํนวนนับยกกําลังสองนั่นเอง 
..และ B A N  เป็นเซตของจาํนวนนับอื่น ๆ  ที่
ไม่ได้อยู่ใน A 
 

(5.1) A มีสมบัติปิดการคูณ ..เพราะจาํนวนนับยก
กําลงัสองคณูกนั ย่อมยงัเป็นจํานวนนับยกกําลังสอง 
ส่วน B นั้นไม่มีสมบัติปิดการคณู 
..เช่น 2 2 4   แต่ 4 B      ข้อนี้จงึถูก 
 

(5.2) A ไม่มีสมบัติปิดการบวก 
..เช่น 1 1 2   แต่ 2 A  
และ B ก็ไม่มีสมบัติปิดการบวก 
..เช่น 2 2 4   แต่ 4 B       ข้อนีจ้ึงถูก 

 
 
(6) ก. ไม่จรงิ ..เช่น ถ้า x 2  
จะไม่มี y ที่เปน็จํานวนเต็ม ทีท่ําให้ xy 1  
ข. ไม่จรงิ ..เชน่ ถ้า x 0  
จะไม่มี y ที่เปน็จํานวนจริง ทีท่าํให้ xy 1  
ค. ไม่จรงิ ..เพราะถ้า xy 1  นั้น จะทําให้ 
xy A  แน่นอน (1 ไม่ใช่จํานวนอตรรกยะ) 
ง. จริง ..ไม่วา่ x เป็นจํานวนตรรกยะใด จะหา y ที่
ทําให้ xy 1  ได้เสมอ และ y ที่ไดน้ี้ก็เป็นจาํนวน
ตรรกยะเสมอดว้ย (โดยในทีน่ี้ x, y ไม่เปน็ 0)  

 
 
(7) ๏ อนิเวอรส์การคณูของ a คือ 1/a ..ดงันัน้ 
อินเวอรส์การคณูของ 1

6 5
 คือ 6 5  

๏ เอกลกัษณ์การคูณของจาํนวนจริงใดก็ตาม คอื 1 
 

 
(8) ก. (a b) a b a b      ..ขอ้นี้ผดิ 
ข. (b c) b a b b      ..ข้อนี้ผิด 
ค. (a b) (c b) b a b       ..ข้อนี้ถูก 
ง. (c a) (b a) c b a       ..ข้อนี้ผิด 

 
 
(9) คําตอบคือขอ้ ง. เพราะ x y y x    
..นอกนั้นข้ออื่นสามารถสลับที่ x กับ y ได ้เพราะ
เป็นการบวกหรอืคูณลว้น ๆ  
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(10) จาก x (y z) x (3yz y z)       
        3x(3yz y z) x 3yz y z        
และ (z y) x (3zy z y) x       
        3(3zy z y)x 3zy z y x        
พบว่าทั้งสองรูปแบบ ให้ผลลพัธ์เทา่กันจริง ๆ  
 

หรือ พิจารณาจากการท่ี a b  มีสมบัติการสลับที ่
จึงทําให้ข้อความ x (y z) (z y) x      เป็นจริง 
(เพราะเกิดจากการสลับทีต่ัวแปร y, z ภายในวงเลบ็ 
และสลับที่กับ x ที่อยู่ภายนอกอกีครั้ง) 

 
 
(11.1) เซต A ไม่มีสมบัติปิดภายใต้   
เช่น 5 7 62


  แต่ 6 A  

แต่มีสมบัตกิารสลับที ่
เพราะ a b b a

2 2
 

  เสมอ  ..ดังนัน้ขอ้นี้ผดิ 

(11.2) เซต A ไม่มีสมบัติปิดภายใต้   
เช่น 3 3 4.52


  แต่ 4.5 A  

แต่มีสมบัตกิารสลับที ่
เพราะ ab ba

2 2  เสมอ  ..ดังนัน้ขอ้นี้ถูก 

 
 
(12) 3 2a 4(4) 21(4) 26(4) 17 7      
และ 3 2b 3( 3) 13( 3) 11( 3) 5 8         
ดังนัน้ b a 8 7 1     

 
 
(13) เศษจาก x 1  หาร 2x 2a  คือ 2(1) 2a  
และเศษจาก x 2  หาร x a  คอื ( 2) a   
..จึงได ้ 1 2a 2 a a 3        

 
 
(14) เศษจากการหารได้แก ่

4 3 2(5) (5) 3(5) (5) 1 569      
และ 3 22(5) (5) 75(5) a 650 a      ตามลําดับ 
..จึงไดส้มการ 569 650 a a 81      

 
 
(15) การ “เป็นตัวประกอบ” หมายความวา่ 
เม่ือหารกนัแลว้ตอ้งเหลอืเศษเปน็ 0 
นั่นคอื 3 2(2) a(2) (a/4)(2) 2b 0     .... (1) 
และ 2(1/a)(2) (2) b 0    .... (2) 

แก้ระบบสมการได้ a 4, b 3   
หรือ a 4/7, b 5     
..ดังนัน้ a b 7   หรอื 39/7  

 
 
(16) ๏ จาก 2x 2x 3 (x 3)(x 1)      
เป็นตวัประกอบของ 4 3 2x ax bx 3x 4     
แสดงว่า x 3  กับ x 1  ต่างก็หารลงตวั (เศษ 0) 

ได้สมการ 
4 3 2
4 3 2

(3) a(3) b(3) 3(3) 4 0
( 1) a( 1) b( 1) 3( 1) 4 0

     

        

 

จะแก้ระบบสมการได ้ a 19/9, b 37/9     
 

๏ จาก 2x x 2 (x 2)(x 1)      
เป็นตวัประกอบของ 3 2x 10x cx d    

ก็จะไดส้มการ 
3 2

3 2
( 2) 10( 2) c( 2) d 0
(1) 10(1) c(1) d 0

       


   
 

แก้ระบบสมการได้ c 7, d 18    
..ดังนัน้    a b c d 27  

 
 
(17.1) สามารถหารสังเคราะหล์งตวัด้วยจาํนวน 
–1, –2, 3 (สลับลําดับก่อนหลังได้) 
สมการจึงกลายเป็น (x 1)(x 2)(x 3) 0     
ดังนัน้ เซตคําตอบคือ { 1, 2, 3}   
 
(17.2) สามารถหารสังเคราะหล์งตวัด้วยจาํนวน 
–1, 2, 3 (สลับลาํดับก่อนหลังได้) 
สมการจึงกลายเป็น (x 1)(x 2)(x 3) 0     
ดังนัน้ เซตคําตอบคือ { 1, 2, 3}  
 
(17.3) สามารถหารสังเคราะหล์งตวัด้วยจาํนวน 
2, 1/2, –2/3 (สลับลําดับก่อนหลงัได้) 
(หรือเม่ือหารสังเคราะห์ดว้ย 2 แล้วนาํผลลพัธค์ือ 

26x x 2   มาแยกตอ่ โดยไม่หารสังเคราะหก์็ได้) 
..สมการจะกลายเป็น (x 2)(2x 1)(3x 2) 0     
ดังนัน้ เซตคําตอบคือ {2, 1/2, 2/3}  
 
(17.4) สามารถหารสังเคราะหล์งตวัด้วยจาํนวน 
3, –2 (สลับลาํดบัก่อนหลังได้) 
และเหลือผลหารเป็น 1  0 –5 ซึง่หมายถึง 2x 5  
สมการจึงกลายเป็น 2(x 3)(x 2)(x 5) 0     

(x 3)(x 2)(x 5)(x 5) 0       
ดังนัน้ เซตคําตอบคือ {3, 2, 5, 5}   
 
 



บทที่ ๒  Math E-Book 
Release 2.6.4 

92 

(17.5) พหนุามในข้อนี้มี x เปน็ตัวร่วม 
สามารถดงึออกได้ แลว้เหลอืเป็นพหนุามกําลังสี ่
ซึ่งสามารถหารสังเคราะหล์งตัวดว้ยจํานวน 
2, 3, –1, 1/3 (สลับลาํดับก่อนหลังได้) 
..สมการจะเปน็ x(x 2)(x 3)(x 1)(3x 1) 0      
ดังนัน้ เซตคําตอบคือ { 1, 0, 2, 3, 1/3}  
 
(17.6) สามารถหารสังเคราะหล์งตวัด้วยจาํนวน 
1, 1, –1, 2, 3, –4 (สลับลาํดับก่อนหลังได)้ 
สมการจะเปน็ 2(x 1) (x 1)(x 2)(x 3)(x 4) 0       
ดังนัน้ เซตคําตอบคือ { 4, 1, 1, 2, 3}   
 
(17.7) สามารถหารสังเคราะหล์งตวัด้วยจาํนวน 
1, 2, 2, –3 (สลบัลําดับก่อนหลงัได้) 
และเหลือผลหารเป็น 1 1 2 ซึ่งหมายถึง 2x x 2   
ไม่สามารถแยกตวัประกอบจํานวนจริงต่อไปได้แล้ว 
 

ดังนัน้ สมการจะกลายเป็น 
2 2(x 1)(x 2) (x 3)(x x 2) 0       

และเซตคาํตอบคอื { 3, 1, 2}  
 

 
(18) สามารถหารสงัเคราะห์ลงตวัด้วยจํานวน 
2, 4, –5, –1/3 (สลับลําดับก่อนหลังได้) 
และเหลือผลหารเป็น 3 0 3 ซึง่หมายถึง 23x 3  
ไม่สามารถแยกตวัประกอบจํานวนจริงต่อไปได้แล้ว 
 

..จึงสรุปเปน็ 2(x 2)(x 4)(x 5)(x 1/3)(3x 3)      
นั่นคอื 2(x 2)(x 4)(x 5)(3x 1)(x 1)      

 
 
(19) แยกตัวประกอบแต่ละพหุนาม (โดยการหาร
สังเคราะห์) จะได้ 

3x 7x 6 (x 1)(x 2)(x 3)       
3 23x 7x 4 (x 1)(x 2)(3x 2)       

4 3x 3x 6x 4 (x 1)(x 2)(x 2)(x 2)         
ห.ร.ม. คือตัวประกอบร่วมที่มากที่สดุ 
ดังนัน้ ห.ร.ม. คอื 2(x 1)(x 2) x 3x 2      

 
 
(20) แยกตัวประกอบแตล่ะพหุนาม จะได ้

3 2x 2x 5x 6 (x 1)(x 3)(x 2)         
และ 3 2x x 10x 8 (x 1)(x 2)(x 4)        
ค.ร.น. คือตัวประกอบทั้งหมดที่ไม่ซ้ํากนั 
ดังนัน้ ค.ร.น. คอื (x 1)(x 2)(x 3)(x 2)(x 4)      
               5 3 2x 17x 12x 52x 48      

 

(21.1) ในข้อนี ้ a 0  
จึงไดส้มการเปน็ 2 2x b 0   
นั่นคอื (x b)(x b) 0     ..เซตคาํตอบ { b, b}  
(21.2) ในข้อนี ้b 0  
จึงไดส้มการเปน็ 2x 0   ..เซตคําตอบ {0}  
(21.3) ในข้อนี ้ a 1  
จึงไดส้มการเปน็ 2 2 2x b 2bx b 0     
นั่นคอื 2x 2bx 0 x(x 2b) 0      
..เซตคาํตอบ {0, 2b}  
(21.4) ในข้อนี ้b 1  
จึงไดส้มการเปน็ 2 2x a 2ax 1 0     
นั่นคอื 2(x a) 1 0    
   (x a 1)(x a 1) 0       
..เซตคาํตอบ { a 1, a 1}     

 
 
(22.1) ผิด ..เชน่กรณีที ่ c b a   และ c d  
ก็ทําให้ได้ผลคณู ( )( )( ) 0     เช่นกัน 
(22.2) ผิด ..เชน่ 2 1   แต่ 2( 2)  21  
 

(22.3) ถูก 
พิสจูน ์จาก (a b)/2 ab   จดัรูปใหม่ไดด้ังนี ้

2 2a b 2 ab a 2ab b 4ab        
(ยกกําลงัสองไดเ้พราะทราบวา่เปน็บวกทัง้สองขา้ง) 

2 2 2a 2ab b 0 (a b) 0        
พบว่าเป็นจริงเสมอ เม่ือ a b  
 

(22.4) ถูก 
พิสจูน ์จาก 

3 3
2 2

b a b a
aba b

 
  จดัรูปใหม่ไดด้ังนี ้

3 3b a ab(b a)     
(คูณไขว้ได้เพราะทราบวา่ตัวที่ถูกย้ายนัน้เปน็บวก) 

(b a)  2 2(b ab a ) ab(b a)     
(ตัดทิ้งได้เพราะทราบวา่ตัวที่ถูกตดัทิ้งนั้นไม่เป็น 0) 

2 2 2b 2ab a 0 (b a) 0        
พบว่าเป็นจริงเสมอ เม่ือ a b  

 
 
(23.1) และ (23.2) ถูก 
..เป็นสมบัติของค่าเฉลี่ย นัน่คือ min maxx X x   
(23.3) ถูก ..เพราะ 3x  เป็นฟังกชั์นเพิ่มขึ้นเสมอ 
(แต่ถ้าเปลี่ยนเป็นยกกําลังเลขคู่ ข้อน้ีจะผิด) 
(23.4) ผิด ..เชน่ถ้า b 0  จะต้องได้ ab bc  
หรือถ้า b เป็นจาํนวนตดิลบ จะต้องได้ ab bc  
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x 

2 2h x
h 

(24.1) จาก 7 x 5    จะได้ 20 x 49<  
และจาก 3 y 6   จะได้ 6 y 3      
..นํามาบวกกันเปน็ 26 x y 46     
ดังนัน้ ช่วงคาํตอบคือ ( 6, 46)  
 

(24.2) จาก 3 y 6   จะได้ 29 y 36   
ดังนัน้คา่ 2xy  ทีน่้อยที่สดุจะเกิดจาก ( 7) 36   
และค่า 2xy  ที่มากทีสุ่ดจะเกิดจาก 5 36  
..นั่นคอื 2252 xy 180    
ดังนัน้ ช่วงคาํตอบคือ ( 252, 180)  

 
 
(25.1) ขอบเขตของค่า xy เลือกได้จากผลคณูทัง้สี่ 
ได้แก่ 12, 18, 4, 6     ..ช่วงคําตอบคอื ( 18, 4)   
 

(25.2) ขอบเขตของค่า x y  เลอืกได้จากผลลบ
ทั้งสี ่ได้แก่ 8, 9, 4, 5     ..ช่วงคาํตอบ ( 9, 4)   
 

(25.3) ขอบเขตของค่า x/y  
เลือกได้จากผลหารทัง้สี ่ได้แก ่ 3, 2, 1, 2/3     
..ช่วงคาํตอบคือ ( 3, 2/3)   

 
 
(26) จากโจทย ์เขียนรูปไดด้ังนี ้
(ให้ความสูงเป็น h ซม. 
และฐานยาว 2x ซม.) 
 
หาค่า x ในรูปของ h โดยเงือ่นไขความยาวรอบรูป 

2 2 2 220 2x 2 h x 10 x h x        
             2 2 2100 20x x h x      
จะได้ 2 2100 h h

20 20x 5    
 

โจทย์กาํหนด 0 h 5 <  แสดงว่า 2 5h
4200  <  

215 h
4 205 5  <   ..นัน่คอื 15

4 x 5<  
 ความยาวฐาน 2x ควรอยู่ในช่วง [7.5, 10) ซม. 

 
 
(27) เซต A; 6 3x 15 2 x 5  < <  
      ดังนั้น A [2,5)  
เซต B; แยกคิดทีละด้านแลว้เช่ือมกันดว้ย “และ” 
นั่นคอื 11 x 4x 1 10 5x x 2        
“และ” 4x 1 2x 7 2x 6 x 3   < < <  
(นําผลลัพธ์มาอนิเตอร์เซก) จะได้ B (2, 3]  
     ..ดังนัน้ A B' A B {2} (3,5)      
     จํานวนเต็มที่อยู่ใน A B '  ได้แก ่2 และ 4 

 

(28.1) ย้ายขา้งอสมการให้เปน็ 2x x 2 0  <  
แยกตัวประกอบ.. (x 2)(x 1) 0  <  
 
 
 
ดังนัน้ เซตคําตอบคือ ช่วง [ 1,2]  
 
(28.2) แจกแจงได้เป็น 22x x 1 >  
ย้ายขา้งให้เปน็ 22x x 1 0  >  
แยกตัวประกอบ.. (2x 1)(x 1) 0  >  
 
 
 
ดังนัน้ เซตคําตอบคือ ช่วง ( , 1] [1/2, )     
 
(28.3) แยกตัวประกอบ.. x(x 2)(6x 1) 0    
 
 
 
ดังนัน้ เซตคําตอบคือ ช่วง ( , 2) (0, 1/6)    

 
 
(29) พหนุาม 2x 6x 7   แยกตัวประกอบเป็น 

จํานวนเต็มไม่ได ้จึงต้องใช้สตูร 
2b b 4ac

2a
    

หรืออาจจัดกาํลงัสองสมบูรณด์ังนีก้็ได้.. 
2 2(x 6x 9) 2 0 (x 3) 2 0     < <  

           (x 3 2)(x 3 2) 0     <  
 
 
 
จากเสน้จาํนวนจะได้ 3 2 x 3 2   < <  
..ดังนัน้ จํานวนเต็ม m คอื 3 1 2     
และ n คือ 3 1 4        m n 2    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

+        –         + 
3 2       3 2   

+        –         + 
  –1           2 

+        –         + 
  –1          1/2 

   –2         0        1/6 
  –     +       –      +  
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        –3   –1        2 
   –      +     –      +  

  –5    –3   –1        2 

(30) อสมการแรก สัมประสิทธิห์นา้ 2x  ตดิลบ 
จึงตอ้งคณูด้วย 1  กลายเป็น 26x 5x 21 0  <  
..แยกตัวประกอบ (3x 7)(2x 3) 0  <  
 
 
 

ดังนัน้ m 1 0 1 2 2       
 
อสมการที่สอง ยา้ยฝั่งมารวมกันได้เป็น 

26x x 2 0 (3x 2)(2x 1) 0        
 
 
 

จํานวนเต็มที่ไม่อยู่ในช่วงคําตอบคอื 0 เทา่นัน้ 
ดังนัน้ n 0    ..และคําตอบขอ้นีค้ือ m n 2   

 
 
(31) ก. สัมประสิทธิ์หน้า 2x  ติดลบ จึงตอ้งคูณ
ด้วย 1  เพื่อให้กลายเปน็ 22x 3x 20 0  <  
..แยกตัวประกอบ (2x 5)(x 4) 0  <  
 
 
 

คําตอบที่เป็นจํานวนเต็มได้แก ่ 4, 3, 2, ...,2    
มีผลบวกของคา่สัมบูรณ์เท่ากับ 13   ..ขอ้ ก. ถูก 
 

ข. พหนุามในข้อนี้แยกตัวประกอบเป็นจาํนวนเต็ม
ไม่ได้ อาจใช้สูตรหรือจัดกําลังสองสมบูรณด์ังนี ้

2 2 49 4097 7
3 3 36 36x x 10 0 (x x ) 0         

2 4097
6 36(x ) 0     

409 4097 7
6 6 6 6(x )(x ) 0       

7 409 7 409
6 6x       (ดูจากเส้นจํานวน) 

และประมาณค่าได้เป็น 27/6 x 13/6    
..คําตอบที่เป็นจํานวนเต็มได้แก่ 4, 3, 2, ...,2    
มีค่าสัมบูรณ์ของผลบวกเท่ากับ 7   ..ข้อ ข. ถูก

 
 
(32) 2 22x 4x 5 0 x 2x 2.5 0        

2 2(x 2x 1) 3.5 0 (x 1) 3.5 0          
(x 1 3.5)(x 1 3.5) 0       

 
 
 

เนื่องจาก 3.5 1.8  ดังนัน้ a 0, b 2    
จึงได ้{0} {0, 2}   และ { 2} {0, 2}    ถูก 

 

(33) อาศัยทฤษฎีบทเศษเหลือ จะสรปุได้วา่ 
เศษคือ 3 2(1) a (1) a 2 5     

2a a 6 0 (a 3)(a 2) 0         
 
 
 

..ดังนัน้ ค่า a ตอ้งอยู่ในช่วง ( , 2) (3, )     

 
 
(34) แยกตัวประกอบ (x 1)(x 2)(x 2) 0   >  
 
 
 

เซตคาํตอบคอื [ 2, 1] [2, )    

 
 
(35) จากอสมการ 3 2x 2x 5x 6 0   <  
แยกตัวประกอบ..(x 2)(x 1)(x 3) 0   <  
 
จะได้ A ดงัรูป 
 
และจาก B ( 5, )    จึงได้ A B  ดังนี ้
 
 
 

ผลบวกจาํนวนเตม็คือ 4 3 1 0 1 2 5         

 
 
(36.1) 
 
เซตคาํตอบคอืช่วง ( , 1) (0, 1)    
(36.2)           A 
 
               B 
 
 

จะได้ (A ' B ') ' A B [ 4, 1) (1, )        
(หรือตอบในรปู [ 4, ) {1}    ก็ได้) 
(36.3) 
 
 

ภายนอกเซตคําตอบนี้ มีจํานวนเตม็อยู่ได้แก ่
3, 2, 0, 1, 5   

ดังนัน้ ผลบวกของคา่สัมบูรณ์ตามที่ตอ้งการคอื 
| 3| | 2| |0| |1| |5| 11        

 
 
 

+        –         + 
  –4          5/2 

+        –         + 
1 3.5     1 3.5   

 +       –         + 
 –2           3 

   –1    0    1    2  2 
–    +   –   +  –   +  

         –2   1    1   3 

   –4   –2            3 
–    +       –        + 

   +      –   +   –    +  

    –4  –1  0  2  5  5 
 +    –  +  –  +  –   + 

+        –         + 
 –1/2         2/3 

+        –         + 
 –3/2         7/3 

    –2        1        2 
 –      +       –     +  
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  +       –       + 
    –2    5/2 

+         –          + 
–5                     6 

(37) เซต A; 2x 5 0x 2



>  

เขียนเส้นจํานวนได้ทันท ี
        
 
 

เซต B; 2x 1 2x 1 x 51 0 0x 5 x 5
   

   
 

 

x 6 0x 5


 


 
 

B A ' B A [ 2,5/2)       
และผลบวกจาํนวนเต็มที่ตอ้งการคอื 2 ( 2) 0    

 
 
(38) x 1 x 1 2x 42 0 0x 2 x 2

   
   

 
 

     x 5 x 50 0x 2 x 2
  

   
 

 

 
 
 

ดังนัน้ a 2   ..และไดค้ําตอบ 2a 1 5   

 
 
(39) เซต A; สมัประสทิธิห์นา้ 3x  ติดลบ จึงต้อง
คูณด้วย 1  เพื่อใหก้ลายเป็น 3 2x 2x 0   
จากนั้นแยกตวัประกอบได้เปน็ 2x (x 2) 0   
 
        
 
 

เซต B; ย้าย 1 มาลบฝั่งซ้าย และรวมเศษส่วนกัน 

ได้เป็น 
2x 2x 2 x 2 0x 2
   


<  

    
2x 3x 4 0x 2
 




<  

ซึ่งพหนุาม 2x 3x 4   นัน้ไม่สามารถแยกเป็น
จํานวนจริงได้ (ใช้สูตรแล้วพบวา่ในรู้ทติดลบ) 
จึงเพิกเฉยไม่ต้องนํามาเขยีนลงบนเสน้จาํนวน 
 
 
 

B A {0}    
ในเซตนี้มีสมาชิกที่เป็นจาํนวนเต็มคือ 0 เท่านั้น 

 
 

(40.1) อสมการนี้ไม่สามารถคณูไขว้ได้ เพราะไม่
ทราบแน่ชัดว่าตัวส่วนเป็นบวกหรือตดิลบ (อาจผิด
เครื่องหมาย) ควรใช้วิธียา้ยขา้งมาลบกัน ดังนี ้
   1 2 0x 1 3x 1 

 
 

จากนั้นรวมเศษสว่นเขา้ดว้ยกนั 
3x 1 2x 2 (x 1)0 0(x 1)(3x 1) (x 1)(3x 1)

   
   

   
 

 
 
 

เซตคาํตอบคอื 1( , 1) ( , 1)3    

 
 

(40.2) ใช้วิธีย้ายข้างลบกัน.. 1 x 0x 1 x 8
 

>  

จากนั้นรวมเศษสว่นเขา้ดว้ยกนั 
2 2x 8 x x x 2x 80 0(x 1)(x 8) (x 1)(x 8)

     
 

   
> >  

2x 2x 8 (x 4)(x 2)0 0(x 1)(x 8) (x 1)(x 8)
   

 
   

< <  

 
 
 

เซตคาํตอบคอื ( 8, 2] (1, 4]    

 
 
(40.3) การยกกําลงัสองทั้งสองข้าง ขอ้นีท้ําได้ 
เพราะทั้งสองฝ่ังเป็นเคร่ืองหมายรู้ท มีคา่บวกเสมอ 
  1 2x 1 1 2x 1 0x 2 2 x 2 2

 
   

 
 

(ย้ายข้างมาลบกนั จากนั้นรวมเศษส่วนเขา้ดว้ยกนั) 
22 (2x 1)(x 2) 2x 5x0 02(x 2) 2(x 2)

    
   

 
 

22x 5x x (2x 5)0 02(x 2) 2(x 2)
 

   
 

 

 
 
 

แต่เนือ่งจากในโจทย์มี x 2  ปรากฏอยู่ 
(และเป็นตัวสว่น หา้มเป็น 0) 
จึงตอ้งเพิ่มเงือ่นไขว่า x 2 0 x 2     
นอกจากนัน้ยังมี 2x 1  ปรากฏอยู่ 
นั่นคอืเงือ่นไข 2x 1 0 x 1/2 > >  ด้วย 
..เม่ือรวมเงื่อนไขทั้งหมด จะได้ช่วงคําตอบ (2,5/2)  

 

+        –         + 
–5 –2

    –1        1/3        1 
  –     +       –      +  

0    0          2 
  –     +      –      +  

                 2 
        –              +  

–8    –2     1      4 

+    –    +     –     +  

  –     +       –      +  
   0          2        5/2 
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(40.4) การยกกําลงัสองทั้งสองข้าง ขอ้นีท้ําได้ 
เพราะฝั่งขวามือเป็นบวกเสมอ และฝ่ังซ้ายมือนั้น
โจทย์บอกว่ามากกว่าหรือเทา่กับขวามือ จงึย่อมเปน็
บวกเสมอด้วย (แต่ถ้าโจทย์เป็นเครื่องหมาย <  จะ
ห้ามยกกําลัง) 
  2 2

16 4 4 1 0x 1 x 1(x 2) (x 2)
 

  
> >  

(ย้ายข้างมาลบกนั จากนั้นรวมเศษส่วนเขา้ดว้ยกนั) 
2

2
4x 4 x 4x 4 0

(x 2) (x 1)
   


 

>  

2 2

2 2
x 8x x 8x0 0

(x 2) (x 1) (x 2) (x 1)
  

 
   

> <  

(จัดรูปและแยกตวัประกอบของตัวเศษ) 
 

2
x (x 8) 0

(x 2) (x 1)



 

<  ..เขียนเสน้จาํนวนได้ดงันี ้

 
 
 
แต่เนือ่งจากในโจทย์มี x 1  ปรากฏอยู่ 
(และเป็นตัวสว่น หา้มเป็น 0) 
จึงตอ้งเพิ่มเงือ่นไขว่า x 1 0 x 1      
นอกจากนัน้ยังมี 4 0x 2

>  นัน่คอื x 2  ด้วย 

..เม่ือรวมเงื่อนไขทั้งหมดแลว้จะไดช่้วงคาํตอบ (2, 8]  
 

 
(41.1) เนื่องจากเซตนี้คอืช่วง ( 7, 7)  
จึงได้ขอบเขตบนน้อยสุดเทา่กับ 7  
(41.2) เนื่องจากสมาชิกในเซตนีมี้ค่ามากจนถึง
อนนัต ์เซตนีจ้ึงไม่มีขอบเขตบน 
(41.3) เนื่องจากเซตนี้คอืช่วง ( 2,8]  
จึงได้ขอบเขตบนน้อยสุดเทา่กับ 8 
(41.4) เซตนี้คอื {..., 6, 4, 2, 0, 2, 4, ...}    
สมาชิกมีค่ามากได้ถึงอนันต ์เซตนีจ้ึงไม่มีขอบเขตบน 

 
 
(42) เนื่องจาก 31 2

42 3A { , , , ... }  
ยิ่งเขียนแจกแจงไปเรื่อย ๆ  จะพบวา่สมาชิกมีคา่ 
มากขึน้และย่ิงเขา้ใกล ้1 (แต่ไม่มีทางถึง 1) 
จึงได้ขอบเขตบนค่านอ้ยสุดของเซตน้ีเปน็ 1 
และเนือ่งจาก 1 1

2 3B { 1, , , ... }    
พบว่าสมาชิกที่มีค่านอ้ยที่สดุของเซตนีค้ือ 1  
จึงได้ขอบเขตลา่งมากสดุเปน็ 1  
..ดังนัน้ a b 1 ( 1) 0      

 

(43) อสมการน้ีสามารถยกกําลงัสองได้ 
เพราะเป็นบวกทั้งสองข้าง 

2 22x 5x 2 5 2x 5x 3 0        
                  (2x 1)(x 3) 0     
 
 
 

..แต่การยกกาํลังสองเองนั้นอาจทาํให้ไดค้ําตอบเกนิ 
จึงตอ้งพิจารณาเงื่อนไขของ “รู้ท” ด้วยว่า 

22x 5x 2 0 (2x 1)(x 2) 0    > >  
 
 
 

เม่ือนาํมาอินเตอร์เซกแล้วจะทราบช่วงคําตอบดังนี ้
 
 
 

และผลบวกที่โจทย์ถามเทา่กับ 51
2 23 ( )    

 
 

(44.1) ผิด ต้องได้  
nn เม่ือ n จํานวนคู่

เม่ือ n จํานวนค่ี
aa a






 


 

(44.2) ผิด เชน่ถ้าหาก a 2, b 3   
จะได้ |a b| 1   ซึ่งไม่เท่ากับ |a| |b| 1    
หมายเหต ุถ้าเปลี่ยนเครื่องหมายเป็น + ข้อน้ีจะถกู 

 
 
(45.1) โจทย์กาํหนด 3 2x 1 0.5     
นั่นคอื 2 2x 1.5 1 x 0.75        
พยายามจัดรปูใหเ้หมือนสิง่ที่โจทย์ถาม.. 

4 4x 3 3.5 4x 0.5 3.5          
แสดงว่า |4x 0.5| 3.5   
ค่า m น้อยทีสุ่ดที่ทาํให ้|4x 0.5| m   ก็คือ 3.5 
 

(45.2) จาก 2 2 2x 5 1 5 6x x x         
โจทย์กาํหนด 2 x 6   
นั่นคอื 1 2 2 1

3 31 1x x         
                     2 17

35 6x      
ค่า m น้อยทีสุ่ดที่ทาํให ้ 2x 5 mx    ก็คือ 17

3  
 

(45.3) โจทย์กาํหนด 6 x 5 6     
นั่นคอื 11 x 1    ..พยายามจัดรูปได้ดงันี ้

2 20 x 121 25 x 25 96    < <  
ค่า m ทีน่้อยที่สดุทีท่ําให้ 2|x 25| m   ก็คอื 96 

 

+         –          + 
–1/2                   3 

  +       –      + 
    1/2    2 

–1/2   1/2    2      3 

   –1    0    2    2  8 
–    +   –   +  –   +  
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  –2/3          0 

ก. ข. ค. 

         –2/3 

ก. ข. 

(46) จาก 5 x 1 5 4 x 6         
และ 4 y 2 4 2 y 6         
นํามาบวกกันได้เป็น 6 x y 12     
..ดังนัน้ ค่าของ |x y|  อยู่ในช่วง [0, 12) 

 
 
(47.1) เนื่องจาก 2 2x |x|  
ในข้อนี้จงึสามารถเขียนสมการไดเ้ป็น 

2|x| 6|x| 8 0    
แยกตัวประกอบได้ (|x| 4)(|x| 2) 0    
แสดงว่า |x| 2  หรอื 4 
..จึงได้คาํตอบ x เป็น 2, 2, 4,  หรอื 4  
 
(47.2) ข้อนี้แยกพิจารณาทลีะชว่งย่อย 
เพื่อถอดค่าสัมบูรณ์ออก ดังนี ้
 
 
 
ก. กรณ ี x 1   ..จะได ้
( x 1) ( x 1) 2 2x 2 x 1               
ข. กรณี 1 x 1 <  ..จะได ้
( x 1) (x 1) 2 2 2 [ 1, 1)          ใช้ได้หมด 
ค. กรณ ี x 1>  ..จะได ้
(x 1) (x 1) 2 2x 2 x 1 {1}          
..สรุปช่วงคาํตอบรวมของสมการนีค้ือ [ 1, 1]  
 
(47.3) ข้อนี้แยกพิจารณาทลีะชว่งย่อย 
เพื่อถอดค่าสัมบูรณ์ออก ดังนี ้
 
 
 
ก. กรณ ี x 3  ..จะได ้
( x 4) ( x 3) 1 2x 6 x 3               
ข. กรณี 3 x 4<  ..จะได ้
( x 4) (x 3) 1 1 1 [3, 4)         
ค. กรณ ี x 4>  ..จะได ้
(x 4) (x 3) 1 2x 8 x 4 {4}          
..สรุปช่วงคาํตอบรวมของสมการนีค้ือ [3, 4]  

 
 
(48) เซต A; แยกพจิารณาทลีะช่วงย่อยดังนี ้
 
 
 
ก. กรณ ี x 2/3   ..จะได ้
2 3x 2 3x 2 2          

ข. กรณี 2/3 x 0 <  ..จะได ้
2 3x 2 3x 6x 0 x 0          
ค. กรณ ี x 0>  ..จะได ้
2 3x 2 3x 0 0 [0, )        
..ดังนัน้ A [0, )   
 
เซต B; แยกพิจารณาทีละช่วงยอ่ยดังนี ้
 
 
 
ก. กรณ ี x 2/3   ..จะได ้
2 3x 2 3x 2 2          

ข. กรณี x 2/3>  ..จะได ้
2 3x 2 3x 0 0 [ 2/3, )         
..ดังนัน้ B [ 2/3, )     
และได้คาํตอบ 2

3B A' B A [ , 0)      

 
 
(49) จากโจทยค์ือ 28 x 2 14 x 2 3 0      
แยกตัวประกอบ.. (2 x 2 3)(4 x 2 1) 0      
แสดงว่า 3

2x 2   หรอื 1
4  

จะได้ 3 3 1 1
4 42 2x { 2 , 2 , 2 , 2 }          

 ผลบวกของคําตอบเทา่กับ 8  

 
 
(50) เซต A; ยกกําลังสองทั้งสองข้าง 
แล้วยา้ยมาลบกนั.. 2 2 2(x 3x 3) (2x 3) 0      
เพื่อความสะดวกควรแจกแจงด้วยผลต่างกําลงัสอง 

2 2(x 3x 3 2x 3)(x 3x 3 2x 3) 0          
2 2(x x)(x 5x 6) 0      

x(x 1)(x 2)(x 3) 0      
ดังนัน้ A {0, 1, 2, 3}     
 
เซต B; เปน็สมการจึงยา้ยสว่นขึน้มาคณูได ้(แตต่้อง
ไม่ลืมเงื่อนไขวา่สว่นหา้มเปน็ 0 นัน่คือ x 2  ) 
..จะได้สมการเปน็ |5 3x| |2x 4|    
ยกกําลังสองทั้งสองขา้ง แล้วย้ายมาลบกันเช่นเดิม 

2 2(5 3x) (2x 4) 0     
(5 3x 2x 4)(5 3x 2x 4) 0         
(1 5x)(9 x) 0     

ในเซตนี้ x เป็นจาํนวนเต็มเทา่นัน้ จึงได้ B {9}  
 
..ดังนัน้ A B {0, 1, 2, 3,9}      
และ 2 2a 9, b 3 a b 90       

 

   –1           1 

ก. ข. ค. 

   3           4 

ก. ข. ค. 
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(51) ในข้อนี้การถอดค่าสัมบูรณจ์ะแยกได้เป็น 
2 กรณีคอืเม่ือ x 0  กับเม่ือ x 0>  
แต่พบวา่ x 0  ไม่ได ้เพราะจะทาํให้ฝัง่ขวามือ 
ติดลบ ในขณะทีรู่้ทในฝ่ังซา้ยมือยอ่มเป็นบวกเสมอ 
..ดังนัน้จงึเป็นไปได้เพียงกรณี x 0>  เท่านั้น 
และถอดค่าสัมบูรณ์ได ้

212 2 xx 3 3( x) x x x    
 

ก. สามารถมองวา่ฐานของเลขยกกําลงั x 1  ก็ได ้
เพราะ 1 ยกกาํลงัอะไรก็ได้เป็น 1 เทา่กัน 
ข. อนัทีจ่ริง 0 ยกกําลังอะไรก็ได้เป็น 0 เทา่กนั 
ยกเว้น 00  ซึ่งไม่ใช่จํานวนจริง ..สมการนี้ถ้า x 0  
ฝั่งซ้ายจะเกิด 00  ดังนัน้ x จึงไม่สามารถเป็น 0 ได ้
ค. เนื่องจากฐานเท่ากัน จึงพิจารณาที่เลขช้ีกาํลังกไ็ด้ 
จะได้วา่ 2 21

2 x 3 x 6 x 6      
 

..สรุปวา่เซตคาํตอบคือ {1, 6}  
 

หมายเหต ุสมการน้ีควรแก้โดยอาศัย log (บทที่ ๗) 

 
 
(52.1) วิธีที่ 1 แยกกรณีเพือ่ถอดค่าสัมบูรณ ์
(เหมือนข้อ 47, 48 ..ซึง่วิธีน้ีใช้ได้กับโจทย์ทุกข้อ) 
กรณ ี x 1/2  ..จะได ้
2x 1 3x 2 1 5x x 1/5           

ช่วงคาํตอบของกรณีนีค้ือ ( 1/5, 1/2)  
กรณ ี x 1/2>  ..จะได ้
2x 1 3x 2 3 x x 3          
ช่วงคาํตอบของกรณีนีค้ือ [1/2, )  
 ช่วงคาํตอบรวมของอสมการก็คอื ( 1/5, )   
 
วิธีที่ 2 ยกกาํลงัสองทั้งสองขา้ง ..ข้อนีส้ามารถทําได้
เพราะแน่ใจว่าทั้งสองข้างไม่ติดลบแน่นอน 
(สะดวกกว่าวิธีแรก แต่จะใช้ไม่ได้กับโจทย์บางข้อ) 
 

..จากโจทย ์จะได ้ 2 2(2x 1) (3x 2)    
ย้ายขา้งมาลบกนัแล้วแจกแจงด้วยผลต่างกาํลงัสอง 

2 2(2x 1) (3x 2) 0      
(2x 1 3x 2)(2x 1 3x 2) 0         
( x 3)(5x 1) 0 (x 3)(5x 1) 0          

พิจารณาจากเสน้จํานวน 
ได้ช่วงคาํตอบเป็น ( , 3) ( 1/5, )      
 

แต่การยกกาํลงัสองเองนีอ้าจทําใหไ้ด้คําตอบเกิน 
ข้อนีจ้ะตอ้งคํานึงถึงเงื่อนไขในโจทย์ด้วยว่า ฝั่งขวา
ห้ามติดลบ ..นัน่คือ 3x 2 0 x 2/3  > >  
เม่ืออนิเตอร์เซกแล้วจงึได้คาํตอบที่แทจ้ริง ( 1/5, )   

 

(52.2) อสมการข้อนี้ นอกค่าสมับูรณ์เป็นค่าคงที ่
จึงสามารถแก้แบบง่าย ๆ  ดงันี้ได ้
..จากโจทย ์ 3 x 2 6    
แสดงว่า 6 x 2 3       หรอื 3 x 2 6    
          4 x 1               5 x 8   
 ช่วงคาํตอบคอื ( 4, 1) (5, 8)    
 

หมายเหต ุสามารถแยกพิจารณาทีละข้างก็ได้ 
น่ันคือ 3 x 2   และ x 2 6   
โดยช่วงคําตอบท่ีได้จะต้องอินเตอร์เซกเข้าด้วยกัน 

 
 
(52.3) อสมการแรก 1x 0|x|   

แยกกรณีเพือ่ถอดค่าสัมบูรณ์ได้ดงันี ้
กรณ ี x 0  ..จะได ้

21 x 1x 0 0x x


     

(x 1)(x 1) 0x
 

   

เขียนเส้นจํานวนได้ผลเปน็ ( 1, 0) (1, )    
นําไปอินเตอร์เซกเงื่อนไข จะได้ช่วงคาํตอบ ( 1, 0)  
 

กรณ ี x 0>  ..จะได ้
21 x 1x 0 0x x


     

(ตัวเศษดา้นบนไม่มีตัวประกอบทีเ่ป็นจาํนวนจริง) 
เขียนเส้นจํานวนได้ผลเปน็ (0, )  
นําไปอินเตอร์เซกเงื่อนไข จะได้ช่วงคาํตอบ (0, )  
..ฉะนั้น คาํตอบของอสมการแรกคอื ( 1, 0) (0, )    
 
อสมการที่สอง 2x x 2 0    

(x 2)(x 1) 0     
เขียนเส้นจํานวนได้ช่วงคาํตอบเป็น ( 1, 2)  
 

..สรุปคาํตอบของข้อนี ้
จาก x ( 1, 0) (0, )     และ x ( 1, 2)   
เชื่อมด้วยคาํวา่ “และ” แปลว่าต้อง “อนิเตอร์เซก” 
จึงได้ช่วงคาํตอบ ( 1, 0) (0,2)   
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(52.4) แยกกรณีเพือ่ถอดค่าสัมบูรณ์ได้ดงันี ้
กรณ ี x 1  ..จะได ้
   3 3x x 0( x 1) 2 x 1 

    
< <  

2 23 x x x x 30 0x 1 x 1
   

 
  

< >  

x 1 0 x 1        ..นัน่คอื ( 1, 1)  
 

กรณ ี x 1>  ..จะได ้
   3 3x x 0(x 1) 2 x 3 

  
< <  

2 23 x 3x x 3x 30 0x 3 x 3
   

 
 

< >  

(ใช้สูตรในการแยกตัวประกอบ) 
3 21 3 21

2 2(x )(x )
0x 3

  



>  

เขียนเส้นจํานวน โดยประมาณ 21   4.กว่าๆ 
จะได้ผลเป็น 3 21 3 21

2 2[ , 3) [ , )    

อินเตอร์เซกเงื่อนไขช่วงได้เป็น 3 21
2[1, 3) [ , )   

 

..สรุปช่วงคาํตอบรวมก็คอื 3 21
2( 1, 3) [ , )    

 
 
(52.5) อสมการนี้จะคิดโดยแยก 2 ช่วงย่อยก็ได ้
คือ x 0>  และ x 0  แต่เนื่องจากสงัเกตเห็นวา่
ค่าสัมบูรณท์ั้งสองอันเหมือนกนั จงึให้ A แทน x  
..จะได้อสมการกลายเป็น 
   A A2 2 0A 1 A 1 

 
< <  

A 2A 2 A 20 0A 1 A 1
  

 
 

< >  

เขียนเส้นจํานวนได้ผลเปน็    A ( , 1) [2, ) 
แต่ A จะต้องมากกว่าหรอืเท่ากับ 0 เท่านั้น 
นั่นคอื   A [0, 1) [2, )  เทา่นั้น 
 

..จึงสรุปไดว้่าช่วงคําตอบ (ของคา่ x) 
เป็น ( , 2] ( 1, 1) [2, )       นัน่เอง 

 
 
(53) เซต A; แยกกรณีเพือ่ถอดค่าสัมบูรณ์ไดด้ังนี ้
กรณ ี x 2   ..จะได ้
x 2 x 4 0 x 2 2x 8 02

 
      < <  

x 10 0 x 10 ( , 2)     < <  

กรณ ี x 2>  ..จะได ้
x 2 x 4 0 x 2 2x 8 02


     < <  

3x 6 0 x 2 [ 2,2]    < <  
..ดังนัน้เซตคาํตอบ A ( , 2]   
 

หมายเหต ุอสมการน้ีถ้าย้าย x ไปลบทางขวา ก็จะ
เห็นว่าสามารถใช้วิธียกกําลังสองทั้งสองข้าง แบบข้อ 
52.1 (วิธทีี่ 2) ได้ 
 
เซต B; แยกกรณีเพือ่ถอดค่าสัมบูรณ์ได้ดงันี ้
กรณ ี x 7  ..จะได ้

7 7
2 2x x 7 2x 7 x ( , )          

กรณ ี x 7>  ..จะได ้
x x 7 0 7        
..ดังนัน้เซตคาํตอบ 7

2B ( , )   
และ A B ( ,2] (A B)' (2, )        

 
 
(54) ต้องแยกคดิทลีะส่วน (ทีละข้าง) 
นั่นคอื 2x |4x 5|   และ |4x 5| 10 <  
 
จาก 2x |4x 5|   แยกกรณีเพื่อถอดคา่สัมบูรณ ์
กรณ ี x 5/4   ..จะได ้
2x 4x 5 6x 5 x 5/6          
อินเตอร์เซคกับเงือ่นไขช่วงแลว้ได ้( , 5/4)   
 

กรณ ี x 5/4>  ..จะได ้
2x 4x 5 5 2x x 5/2         
อินเตอร์เซคกับเงือ่นไขช่วงแลว้ได ้ [ 5/4, )   
..ดังนัน้ อสมการแรกได้คาํตอบรวมกันเปน็ x  R    
 

จาก |4x 5| 10 <  
จะได้ 10 4x 5 10 15 4x 5   < < < <  

15/4 x 5/4  < <  
 

..เม่ืออนิเตอร์เซกช่วงคาํตอบทั้งสองสว่น (เพราะ
เชื่อมด้วยคาํวา่ “และ”) จะได้เซต 15 5

4 4A [ , ]   
 

(54.1) ถูกต้องเสมอ เนือ่งจาก A เป็นช่วงต่อเนือ่ง 
(54.2) 5 15 10

4 4 4( ) A      ถูกตอ้ง 
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(55) เซต A; 214 x 2 14     
          212 x 16     
ต้องแก้เปน็ 20 x 16<  เทา่นั้น (ติดลบไม่ได้) 
          4 x 4      ..ดงันั้น A ( 4, 4)   
 

เซต B; 1 1 x x 11 0 0 0x x x
 

       

เขียนเส้นจํานวนได้คําตอบเป็น B (0, 1)  
 

A B' A B ( 4, 0] [1, 4)        
ภายในเซตนี้มีจํานวนเต็มอยู่ 7 จาํนวน 

 
 
(56.1) เทคนิคการคดิคอื 
นํา 34 1

2 2
      ลบออกทกุส่วนของอสมการ 

เพื่อให้จาํนวนทางซ้ายและขวาเปน็ตัวเลขเดียวกัน 
จะได้ 3 3 3

2 2 24 x 1       
5 3 5
2 2 2x 5 2x 3 5           

|2x 3| 5    ..นั่นคือ a 2, b 3, c 5    
 
(56.2) คิดเช่นเดียวกับขอ้ทีแ่ล้วคือ 
นํา 10 8

2 1     ลบออกทุกส่วนของอสมการ 
จะได้ x 1 9    หรือ x 1 9   

|x 1| 9    ..นั่นคือ a 1, b 1, c 9    

 
 
(57.1) ยกกําลงัสองทัง้สองขา้งได้ เพราะแน่ใจว่า
ไม่มีข้างใดติดลบ (วิธีคิดเหมือนขอ้ 52.1 วิธทีี่ 2) 
 

2 2 2 2(3x 2) (4x 1) (3x 2) (4x 1) 0         
(3x 2 4x 1)(3x 2 4x 1) 0         
( x 1)(7x 3) 0 (x 1)(7x 3) 0          

..เขียนเส้นจํานวนได้คาํตอบเป็น 3
7( , ) (1, )     

 
 
(57.2) เนื่องจากตัวส่วนมีค่าสัมบูรณ์จึงเป็นบวก
เสมอ สามารถคณูย้ายไปไว้ทางขวาไดท้ันที และ
จากนั้นยังสามารถยกกําลังสองได ้(เหมือนขอ้ที่แลว้) 
(แต่ต้องระวังเงื่อนไขทีต่ัวส่วน คอื x หา้มเป็น –1) 
 

2 2 2(x 2) (2x 2) (x 2) (2x 2) 0         
(x 2 2x 2)(x 2 2x 2) 0         
( x 4)(3x) 0 3(x 4)(x) 0        

..เขียนเส้นจํานวนได้คาํตอบเป็น ( , 4) (0, )     

 

(57.3) ต้องแยกคิดทีละส่วน (ทีละขา้ง) 
นั่นคอื |x 7| 5   และ |5x 25| 5   
 

จาก |x 7| 5   จะได้ 5 x 7 5     
นั่นคอื 2 x 12   
และจาก |5x 25| 5   จะได ้
5x 25 5    หรือ 5x 25 5    
นั่นคอื x 6   หรอื       x 4  
 

..นําคาํตอบจากทัง้สองสว่นอินเตอร์เซกเข้าด้วยกนั 
จะได้เซตคาํตอบของอสมการเป็น (2, 4) (6, 12)  

 
 
(57.4) แยกพจิารณาถอดคา่สัมบูรณ์เป็น 4 กรณ ี
กรณ ี x 1  จะได ้
x 1 x 3 x 5 1 x ( 1, 1)             

กรณ ี 1 x 3<  จะได ้
x 1 x 3 x 5 x 3 [1, 3)          
กรณ ี 3 x 5<  จะได ้
x 1 x 3 x 5 x 3           
กรณ ี x 5>  จะได ้
x 1 x 3 x 5 x 1           
 รวมกนัทกุกรณแีล้วจะได้ช่วงคําตอบ ( 1, 3)  

 
 
(57.5) วิธีที่ 1 ย้ายส่วนขึ้นไปคณูทางขวาได้ 
เพราะสว่นในข้อนี้ย่อมเป็นคา่บวกเสมอ จากนั้นยก
กําลงัสองทั้งสองข้าง และแจกแจงผลต่างกําลังสอง 
เหมือนวธิีคิดในขอ้ 57.1, 57.2.. 

2 2 2 2(x 5x 4) (x x 2)    >  
2 2 2 2(x 5x 4 x x 2)(x 5x 4 x x 2) 0           >  

2( 6x 2)(2x 4x 6) 0     >  
2(3x 1) 2(x 3)(x 1) 0     <  

เขียนเส้นจํานวนได้คําตอบเป็น 1
3( , 1] [ , 3]     

..แต่ในโจทย์มีเงือ่นไขของตัวส่วนห้ามเป็น 0 ดว้ย 
ก็คือ 2x x 2 0    แสดงว่า x ห้ามเป็น –2 กับ 1 
  เซตคาํตอบคือ 1

3(( , 1] [ , 3]) { 2, 1}       
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วิธีที่ 2 ฝั่งขวาของอสมการเป็นคา่คงที่ อาจแกด้ังนี ้
   

2
2

x 5x 4 1x x 2
 
 

>  หรือ 
2
2

x 5x 4 1x x 2
 


 

<  
 

กรณ ี
2
2

x 5x 4 1x x 2
 
 

>  

จะได้ 
2 2

2
x 5x 4 x x 2 0

x x 2
    

 
>  

( 6x 2) 2(3x 1)0 0(x 2)(x 1) (x 2)(x 1)
  

 
   

> <  

..เขียนเส้นจํานวนได้ผลเป็น 1
3( , 2) [ , 1)     

 

กรณ ี
2
2

x 5x 4 1x x 2
 


 

<  

จะได้ 
2 2

2
x 5x 4 x x 2 0

x x 2
    

 
<  

2(2x 4x 6) 2(x 3)(x 1)0 0(x 2)(x 1) (x 2)(x 1)
   

 
   

<<  

..เขียนเส้นจํานวนได้ผลเป็น ( 2, 1] (1, 3]    
และเซตคาํตอบรวมของอสมการข้อนีจ้ึงเปน็ 

1
3(( , 1] [ , 3]) { 2, 1}       

 
 
(58) อสมการนีมี้ค่าสัมบูรณ์ซอ้นกัน เม่ือพจิารณา
ที่คา่สัมบูรณ์ดา้นใน จะแยกได้เปน็ 2 กรณีดังนี ้
 

กรณ ี x 0  
อสมการจะกลายเป็น | x 3| |x 2|     
ยกกําลังสองทั้งสองขา้งแล้วยา้ยมาลบกนั 

2 2 2 2( x 3) (x 2) ( x 3) (x 2) 0         

( x 3 x 2)( x 3 x 2) 0           
( 2x 1)( 5) 0 (2x 1)(5) 0         

ได้ผลเปน็ x 1/2   
และเม่ืออินเตอร์เซกกับเงือ่นไขแลว้จะได้ผลเช่นเดมิ 
 

กรณ ี x 0>  
อสมการจะกลายเป็น |x 3| |x 2|    
ยกกําลังสองทั้งสองขา้งแล้วยา้ยมาลบกนั 

2 2 2 2(x 3) (x 2) (x 3) (x 2) 0       

(x 3 x 2)(x 3 x 2) 0         
( 1)(2x 5) 0 (1)(2x 5) 0        

ได้ผลเปน็ x 5/2  
และเม่ืออินเตอร์เซกกับเงือ่นไขแลว้จะได้ผลเช่นเดมิ 
..สรุปช่วงคาํตอบรวมของขอ้นี ้ 51

2 2( , ) ( , )     

 
 

(59.1) แยกกรณีเพือ่ถอดค่าสัมบูรณ์เช่นเดิม 
กรณ ี x 0  
จะได้ 2(1 x)(1 x) 0 (x 1) 0       
พบว่าเป็นจริงเสมอยกเวน้ที ่ x 1   
(จะพิจารณาคําตอบจากการเขียนเส้นจํานวนก็ได้) 
ดังนัน้คาํตอบของกรณนีี้คอื ( , 1) ( 1, 0)     
 

กรณ ี x 0>  
จะได้ (1 x)(1 x) 0 (x 1)(x 1) 0        
เขียนเส้นจํานวนได้ผลเปน็ ( 1, 1)  
เม่ือนาํไปอนิเตอร์เซกกับเงือ่นไขจะเหลอืเพียง [0, 1)  
..สรุปช่วงคาํตอบรวมของขอ้นี ้( , 1) ( 1, 1)     
 
(59.2) คิดวธิีการเดยีวกนักับขอ้แรกก็ได ้
หรืออาจใช้ผลลพัธ์จากขอ้แรกมาพจิารณาตอ่ ดังนี ้
..เราทราบวา่ (1 |x|)(1 x)   จะเป็นศูนยก์็ตอ่เม่ือ 
x 1   หรอื 1 
ดังนัน้คา่ x ที่เหลือซึง่ยังไม่ไดก้ลา่วถึงในข้อแรกและ
ไม่ใช่ 1, 1  ย่อมเป็นค่าที่ทาํให ้(1 |x|)(1 x)   
เป็นจาํนวนลบ ..นั่นคอื ค่า x ทีอ่ยู่ในช่วง (1, )  

 
 
(60) วิธีที่ 1 พจิารณาหลักหน่วยของ 3 2(19) (288)  
ย่อมเกดิจากหลกัหนว่ยของ 9 9 9 8 8     
นั่นคอื 3 29 8 9 4 6     
ดังนัน้ เม่ือหารดว้ย 5 แล้วจะเหลือเศษ 1 
 

วิธีที่ 2 คิดจากทฤษฎีบทเศษเหลอื 
เนื่องจากการหาร 3 2(4x 1) (58x 2)   ดว้ย x 
ย่อมเหลือเศษเทา่กับ 3 2( 1) ( 2) 4      เสมอ 
..ถ้าแทน x ด้วย 5 กจ็ะได้วา่ 

3 2(19) (288)  หารดว้ย 5 จะเหลอืเศษ 4  ดว้ย 
ซึ่งเศษ 4  สาํหรับตัวหารเป็น 5 จะหมายถึงเศษ 1 
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(61) หา ห.ร.ม. ด้วยวิธขีองยุคลดิได้ดงันี ้
252 34(7) 14   .....(ก) 
34 14(2) 6   .....(ข) 
14 6(2)  2  .....(ค) 
6 (3) 2    (ดงันัน้ ห.ร.ม. เทา่กับ 2) 
 

ย้ายขา้งสมการ ก, ข, ค ให้อยู่ในรูป เศษ ......  
ดังนี ้(ก) 14 252 34( 7)    
     (ข) 6 34 14( 2)    
     (ค) 2 14 6( 2)    
 

..แล้วแทน (ข) ใน (ค) 
จะได้ 2 14 (34 14( 2))( 2)      
        14(5) 34( 2)    
แทนด้วย (ก) ลงไปอีก 
จะได้ 2 (252 34( 7))(5) 34( 2)      
        252(5) 34( 37)    
..ดังนัน้ผลรวมเชิงเส้นคือ 2 252(5) 34( 37)    

 
 
(62) หา ห.ร.ม. ด้วยวิธขีองยุคลดิได้ดงันี ้
(ก) –504 = –38(14) + 28   28 = –504 + (–38)(–14) 
(ข) –38 = 28(–2) + 18     18 = –38 + 28(2) 
(ค) 28 = 18(1) + 10        10 = 28 + 18(–1) 
(ง) 18 = 10(1) + 8          8 = 18 + 10(–1) 
(จ) 10 = 8(1) + 2           2 = 10 + 8(–1) 
และ 8 = 2(4)  (ดังนั้น ห.ร.ม. เท่ากับ 2) 
 

..แทน (ง) ใน (จ); 2 = 10 + (18 + 10(–1))( –1) 
                    = 10(2) + 18(–1) 
แทนด้วย (ค); 2 = (28 + 18(–1))(2) + 18(–1) 
                  =28(2) + 18(–3) 
แทนด้วย (ข); 2 = 28(2) + (–38 + 28(2))(–3) 
                  = 28(–4) + (–38)(–3) 
และสดุทา้ย แทนด้วย (ก); 
2 = (–504 + (–38)(–14))(4) + (–38)(–3) 
  = (–504)(–4) + (–38)(53) 

 
 
(63) a หารดว้ย 7, 9, 12 แลว้เหลอืเศษ 4 
..แสดงว่า a 4  หารด้วย 7, 9, 12 ลงตัว 
แต่ a เป็นจํานวนเต็มบวกที่นอ้ยที่สดุ 
ก็แสดงวา่ a 4  เป็น ค.ร.น. ของ 7, 9, 12 นัน่เอง 
ซึ่ง ค.ร.น. ของ 7, 9, 12 หาได้เท่ากับ 252 
ดังนัน้ a 4 252 a 256     

 

(64) b หารด้วย 7 แล้วเหลอืเศษ 6 
..แสดงว่า b 1  หารด้วย 7 ลงตวั 
b หารดว้ย 9 แล้วเหลอืเศษ 8 
..แสดงว่า b 1  หารด้วย 9 ลงตวั 
b หารดว้ย 12 แล้วเหลอืเศษ 11 
..แสดงว่า b 1  หารด้วย 12 ลงตัว 
 

แต่ b เป็นจํานวนเต็มบวกที่นอ้ยที่สดุ 
ก็แสดงวา่ b 1  เป็น ค.ร.น. ของ 7, 9, 12 นัน่เอง 
ซึ่ง ค.ร.น. ของ 7, 9, 12 หาได้เท่ากับ 252 
ดังนัน้ b 1 252 b 251     

 
 
(65) จากสมบัตทิี่วา่ “ผลคณูของสองจํานวนนัน้ 
จะเทา่กับผลคูณของ ห.ร.ม. และ ค.ร.น. เสมอ” 
จึงได ้ x 128 16 384 x 48      

 
 
(66) จากสมบัตทิี่วา่ “ผลคณูของสองจํานวนนัน้ 
จะเทา่กับผลคูณของ ห.ร.ม. และ ค.ร.น. เสมอ” 
แสดงว่าสองจาํนวนนีคู้ณกันไดเ้ปน็ 3 30 90   
ซึ่งสองจํานวนนีอ้าจเปน็ (1,90), (2,45), (3,30), 
(5,18), (6,15), หรอื (9,10) 
 

แต่เนือ่งจากผลตา่งตอ้งเทา่กับ 9 ด้วย 
จึงมีคาํตอบทีส่อดคลอ้งเพียงชุดเดียวคอื 6 กับ 15 
..และผลบวกสองจํานวนนี้ เทา่กับ 21 

 
 
(67) จาก 165 5 3 11    
แต่ a 5  ______ , b 3  _______ 
a, b เป็นจํานวนเฉพาะสัมพทัธ ์แปลวา่ a กับ b 
ต้องไม่มีตัวประกอบร่วมกนั (ห.ร.ม. เป็น 1) 
และเนือ่งจาก a b  
ดังนัน้ a 5  และ b 3 11 33    
จึงทาํให ้“a หาร b” คอื 33

5  เหลอืเศษเท่ากับ 3 
 

หมายเหต ุ“a หาร b” ต่างจาก “a หารด้วย b” 
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(68) การเปน็จาํนวนเฉพาะสัมพัทธ ์
หมายความว่า ห.ร.ม. ของ x, y คือ 1 
และโจทยก์ําหนด ค.ร.น. ของ x, y คือ 15015 
แสดงว่าผลคูณ x y 15015 3 5 7 11 13       
 

..แต่ x มีตัวประกอบ 2 ตัว และ 80 x 200   
x 13 7    หรอื 13 11  (เป็นไปได้สองแบบ) 

ซึ่งจะได้ว่า y 3 5 11 165     
     หรือ y 3 5 7 105     

 
 
(69) ห.ร.ม. 9 3 3    
ค.ร.น. 28215 3 3 3 5 11 19        
ทั้ง x และ y ตอ้งหาร 9 ลงตัว 
นั่นคอื x 3 3 ??    
และ y 3 3   จํานวนที่เหลือ 
จะพบวา่ ใน x มี 5 กับ 11 เทา่นั้น จึงจะทาํให้มีตัว
ประกอบเปน็จาํนวนเฉพาะ 3 ตัว และนอ้ยกวา่ y 
 

..ดังนัน้ x 3 3 5 11 495      
   และ y 3 3 3 19 513      

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(70) สมการที่โจทย์ให้มาคือขั้นตอนการหา 
ห.ร.ม. ของ 42 กับ n ดว้ยวธิีของยุคลดิ 
โจทย์บอกว่า ห.ร.ม. เป็น 6 แสดงว่า 1r 6  
จะได้ 0 1r 2r 12    และ 0 1n 2r r 30    
ดังนัน้ เม่ือใช้สมบัติที่วา่ 
“ค.ร.น. ห.ร.ม.   ผลคูณของสองจํานวนนั้น” 
จะได้ 42 30ค.ร.น. 2106


   

 
 
(71) รูปแบบที่ให้มาคือขัน้ตอนการหา ห.ร.ม. ดว้ย
วิธีของยุคลดิ ซึง่หลักสาํคญัคือ ห.ร.ม. ของตวัตั้งกบั
ตัวหารที่คอ่ย ๆ  ลดทอนลงนัน้ จะมีค่าคงเดิมเสมอ 
 

a 1998b r   โดย 0 r 1998   
เป็นการหาร a ดว้ย 1998 (ได้ผลหาร b, เศษ r) 

11998 47 r r   โดย 10 r r   
เป็นการหาร 1998 ด้วย r (ได้ผลหาร 47, เศษ r1) 
..ดังนัน้ขัน้ตอนตอ่ไปคอื หาร r ดว้ย r1 
แต่โจทย์ละขัน้ตอนจากนี้ แล้วสรปุให้เลยว่า ห.ร.ม. 
ของ r กับ r1 คอื 6 
 ข้อ 71.2 และ 71.4 จงึถูก 
 

ส่วนข้อ 71.1 และ 71.3 ผิด เพราะ b เป็นผลหาร 
ซึ่งจะไม่มีความสาํคญัหรือเกีย่วขอ้งใด ๆ  กับ ห.ร.ม. 
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.... ....

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

เร่ืองแถม 
ถ้าไม่มีเครื่องคํานวณ จะหาค่ารากที่สองได้อยา่งไร.. 
 
(1) สมมติว่า จะถอดรากท่ีสองของ 514 
เริ่มต้น ให้แบ่งตัวเลขในจํานวน 514 ออกเป็นกลุ่ม ๆ  ทีละ 2 ตัว โดยวัดจาก 
จุดทศนิยมมาทางซ้าย ได้แก่ 14 และ 5 (หลักหน่วยอยู่กับสิบ หลักร้อยอยู่กับพัน 
หลักหมื่นอยู่กับแสน ไปเรื่อย ๆ ) และวัดทศนิยมไปทางขวากลุ่มละ 2 ตัวเช่นกัน 
(โจทย์ข้อน้ีไม่มีทศนิยมจึงใส่ 00 และ 00 ไปเรื่อย ๆ ) 
 
(2) หาจํานวนนับที่คูณตัวเองแล้วได้ใกล้เคียงกลุ่มแรก (คือ 5) ที่สุด  
(แต่ไม่เกิน 5) นั่นคือ 2 คูณ 2 ... ก็ใส่ 2 ไว้ที่ช่องตัวหาร กับช่องผลลพัธ์  
 
(3) จาก 2 คูณ 2 ได้ 4 ... ใส่ผลคูณคือ 4 ไว้ใต้เลข 5 แล้วนํามาลบกนั เหลือ 1  
 
(4) นําผลลัพธ์ที่ได้ในขณะนี้ (บรรทัดบนสุด) คือ 2 มาคูณสองกลายเป็น 4 
ใส่ไว้ที่ช่องตัวหารด้านหน้า ... แล้วดึงเลขกลุ่มถัดไปลงมา (คือ 14) กลายเป็น 114  
 
(5) ต่อมาให้หาค่า x ซึ่งทําให้ 4x คณู x ได้ใกล้เคียง 114 ที่สุด (แต่ไม่เกิน 114) 
... เช่น 41 คูณ 1 ได้ 41,  42 คูณ 2 ได้ 84,  43 คูณ 3 ได้ 129 (เกิน) 
ดังนั้น ต้องใช้ 42 คูณ 2  ... ใส่ 2 ไว้ที่ตัวหาร (ต่อท้าย 4) และใส่ 2 ไว้ช่อง 
ผลลัพธ์ด้วย จากนั้น 42 คูณ 2 ได้ 84 เอาไปตั้งลบออกจาก 114 (เหลือ 30)  
 
(6) ทําเช่นเดียวกับข้อ (4) และ (5) ไปเรื่อย ๆ  
คือ เอาผลลัพธ์ในขณะนี้ (22) มาคูณสองกลายเป็น 44 ใส่ไว้ช่องตัวหาร  
และดึงกลุ่มถัดไป (คือ 00) ลงมาต่อท้าย 30 กลายเป็น 3000 
 
(7) หาค่า x ซึ่งทําให้ 44x คูณ x ได้ใกล้เคียง 3000 ที่สุด  
(แต่ไม่เกิน 3000) ... พบว่า ต้องใช้ 446 คูณ 6  
ใส่ 6 ไว้ที่ตัวหาร (ต่อท้าย 44) และใส่ 6 ไว้ช่องผลลัพธ์  
จากน้ัน 446 คูณ 6 ได้ 2676 เอาไปต้ังลบออกจาก 3000 (เหลือ 324)  
 
(8) เอาผลลัพธ์ในขณะนี้ (226) มาคูณสองเป็น 452 ใส่ไว้ช่องตัวหาร  
และดึงกลุ่มถัดไป (คือ 00) ลงมาต่อท้าย 324 กลายเป็น 32400  
หาค่า x ซึ่งทําให้ 452x คูณ x ได้ใกล้เคียง 32400 ที่สุด (แต่ไม่เกิน 32400) ...  
พบว่า ต้องใช้ 4527 คูณ 7 ... ใส่ 7 ไว้ที่ตัวหาร (ต่อท้าย 452) และใส่ 7 ไว้ 
ช่องผลลัพธ์ จากน้ัน 4527 คูณ 7 ได้ 31689 เอาไปตั้งลบออกจาก 32400 ...  
ทําไปเร่ือย ๆ  จนกว่าจะได้คําตอบที่มีจํานวนทศนิยมเท่าที่ต้องการ  
 
สรุปว่า รากท่ีสองของ 514 มีค่าประมาณ 22.67...  
 
ข้อสังเกต จํานวนหลักของคําตอบ จะเท่ากับจํานวนกลุม่ท่ีแบ่งในโจทย์  
เช่น 514 แบ่งได้ 2 กลุ่ม คือ 5,14 ดังนั้นคําตอบจะม ี2 หลัก (ไม่รวมทศนิยม)  
หรือถ้าเปน็ 903601 แบ่งได้ 3 กลุ่ม คือ 90,36,01 คําตอบก็จะมี 3 หลัก...  
 
อ่านแล้วทดลองถอดรากท่ีสองเองดูสิครับ  
อย่างเช่น หารากที่สองของ 225, รากที่สองของ 3000, รากท่ีสองของ 214.7  
ตรวจสอบคําตอบกับเคร่ืองคํานวณ ถ้าตรงกันแสดงว่ารู้หลักในการคิดแล้ว :] 



 
 

บทที ่๓ 
ตรรกศาสตร์ 

 
 

ตรรกศาสตร์ (Logic) เป็นวิชาเก่ียวกับการใช้
เหตุผลเพ่ือวิเคราะห์ค่าความจริง (“จริง” หรือ “เท็จ”)  
ของประโยคต่าง ๆ  ความเข้าใจในตรรกศาสตร์เบ้ืองต้น
จะช่วยให้ศกึษาวิชาคณติศาสตร์ไดอ้ย่างมีเหตุผล และ
แปลความหมายของประโยคทางคณิตศาสตร์ได้อย่าง
ถูกต้องด้วย 

 
 

ประโยคทุกประโยคที่มี ค่าความจริง (Truth Value) เป็นจริงหรือเป็นเท็จ
อย่างใดอย่างหนึ่ง เราจะเรียกว่า ประพจน์ (Proposition หรือ Statement) ดังนั้น
ประพจน์อาจเป็นประโยคบอกเล่า หรือประโยคปฏิเสธ เช่น “เม่ือวานนี้ฝนตกที่บาง
กะปิ”, “1 มากกว่า 2”, “เก่งไม่ใช่คนร้าย” เหล่านี้ถือเป็นประพจน์ เพราะสามารถให้
ค่าความจริงกํากับว่าเป็นจริงหรือเป็นเท็จได้ 

แต่ทั้งนี้ ประพจน์จะต้องมีค่าความจริงอย่างแน่ชัดด้วย ดังนั้น ประโยคบอก
เล่าหรือปฏิเสธบางประโยคอาจไม่เป็นประพจน์ก็ได้ หากบอกค่าความจริงได้ไม่แน่ชัด 
 
 
 
 
 
 

 
ส่วนประโยคคําถาม, ประโยคคําส่ัง, ขอร้อง, ประโยคแสดงความปรารถนา, 

ประโยคอุทาน เหล่านี้ไม่ใช่ประพจน์อย่างแน่นอน เพราะไม่สามารถให้ค่าความจริงได้ 
เช่น “กรุณางดใช้เสียง”, “ใครเป็นคนทําแก้วแตก”, “อยากไปเที่ยวหัวหินจังเลย”, 
หรือ “โอ้โห! วิเศษไปเลยจอร์จ” 

สัญลักษณ์ที่ใช้แทนประพจน์ต่าง ๆ  เป็นตัวอักษรเล็ก เช่น p, q, r, s โดย
แต่ละประพจน์จะมีค่าความจริงที่เป็นไปได้เพียง 2 แบบเท่านั้น คือเป็น จรงิ (True; 
T) หรือเป็น เท็จ (False; F) 

ลักษณะของ 
ประพจน ์

ประโยคทีดู่เหมือนเป็นประพจน์ บางครั้งก็ไม่เป็นประพจน ์เช่น 
1. “สมศรีสวยทีสุ่ดในซอย” 
ความสวยนั้นเป็นเรื่องเชิงจติวสิัย ไม่สามารถพสิูจนแ์น่ชัดวา่จริงหรือเท็จ จึงไม่เป็นประพจน์! 
2. “เขากําลังกนิข้าว” 
ไม่เป็นประพจน์ เพราะยังไม่ได้ระบุแน่ชัดวา่ “เขา” หมายถึงใคร ดงันั้นอาจจะจริงหรือเท็จก็ได ้
(เรียกประโยคทีต่ิดตัวแปรแบบนี้ว่า ประโยคเปดิ จะได้ศึกษาในหัวข้อ ๓.๔) 

(บทท่ี ๑–๔ ยกมาจาก R2.9pre ซึ่งจะนําไปปรับปรุงและตีพิมพ์เป็นหนังสือ ม.4-5-6 ฉบับละเอียดต่อไปครับ) 

K
~l


g


c 
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๓.๑ ตัวเชื่อมประพจน์ และตารางค่าความจริง 
 

ในชีวิตประจําวันรวมทั้งในวิชาคณิตศาสตร์ เรามักจะพบการเชื่อมประโยค 
(ที่เป็นประพจน์)  ด้วยตัวเชื่อม (Connectives) หลายแบบ ได้แก่ และ (and), 
หรือ (or), ถ้า-แล้ว (if-then), ก็ต่อเม่ือ (if and only if) นอกจากนั้นยังได้พบการ
เติมคําว่า ไม่ (not) ลงในประโยคด้วย ซ่ึงการเชื่อมประพจน์แต่ละแบบที่กล่าวมานี้ 
จะให้ผลลัพธ์แตกต่างกันไป ขึ้นกับค่าความจริงของประพจน์ที่ถูกเชื่อม ดังสรุปใน
ตาราง 

 

การสรุปผลในตารางนี้ ได้มาจากความหมายของตัวเชื่อมแต่ละตัว ที่ใช้
สนทนากันในชีวิตประจําวันนั่นเอง เช่นข้อความ “ปุ๊ทานขนมและด่ืมนม” จะมี
ความหมายว่า หากเขาทําทั้งสองอย่างจริง ๆ  ขอ้ความนี้จะเป็นจริง แต่หากเขาไม่ได้ทํา
อย่างใดอย่างหนึ่งหรือทั้งสองอย่าง ข้อความนี้จะเป็นเท็จ, แต่ถ้าเปล่ียนข้อความเป็น 
“ปุ๊ทานขนมหรือด่ืมนม” จะหมายความว่า หากเขาทําอย่างใดอย่างหนึ่งหรือทั้งสอง
อย่าง ประโยคนี้จะเป็นจริง แต่หากเขาไม่ได้ทําเลยทั้งสองอย่าง ประโยคนีจ้ะเป็นเท็จ 

 

p q 
p และ q 
(p q ) 

p หรือ q 
(p q ) 

ถ้า p แล้ว q 
(p q ) 

p ก็ต่อเม่ือ q 
(p q ) 

ไม่ p 
(~ p ) 

T T T T T T F 
T F F T F F F 
F T F T T F T 
F F F F T T T 

 
ลักษณะเฉพาะของตัวเชื่อมแต่ละแบบ เป็นดังนี้ 
 

1. การเชื่อมด้วย และ จะให้ผลเป็นจริงเม่ือทั้งสองประพจน์เป็นจริงทั้งคู่
เท่านั้น แต่ถ้ามีประพจน์ใดประพจน์หนึ่งเป็นเท็จ จะได้ผลสรุปเป็นเท็จได้ทันที 

ถ้าให้ p แทนประพจน์ “ปุ๊ทานขนม”, q แทนประพจน์ “ปุ๊ด่ืมนม” 
จะได้ว่า สัญลักษณ์ p q  แทนประพจน์ “ปุ๊ทานขนมและด่ืมนม” 
 

2. การเชื่อมด้วย หรือ จะให้ผลเป็นเท็จเม่ือทั้งสองประพจน์เป็นเท็จทั้งคู่
เท่านั้น แต่ถ้ามีประพจน์ใดประพจน์หนึ่งเป็นจริง จะได้ผลสรุปเป็นจริงได้ทันที 

ถ้าให้ p แทนประพจน์ “ปุ๊ทานขนม”, q แทนประพจน์ “ปุ๊ด่ืมนม” 
จะได้ว่า สัญลักษณ์ p q  แทนประพจน์ “ปุ๊ทานขนมหรือด่ืมนม” 
 
 
 
 

3. การเชื่อมด้วย ถ้า-แล้ว จะให้ผลเป็นเท็จเม่ือประพจน์ด้านหน้าเป็นจริง 
และด้านหลังเป็นเท็จเท่านั้น แต่ถ้าประพจน์หน้าเป็นเท็จ หรือประพจน์หลังเป็นจริง 
จะได้ผลสรุปเป็นจริงในทันที 

ตัวเช่ือม 
ประพจน ์

คําวา่ “หรอื” ในวิชาตรรกศาสตร์ เช่น “ผู้มีสทิธิเ์ขา้ร่วมงานนี้จะตอ้งเป็น นักดนตรหีรือนักกีฬา” 
หมายความว่า “จะเป็นเพียงอย่างใดอย่างหนึ่ง หรอืเป็นทั้งสองอยา่งในคนคนเดียวกไ็ด้เช่นกนั” 
ไม่ได้มีความหมายในเชิงใหเ้ลอืกเพียงอย่างใดอย่างหน่ึง เชน่ “ชาหรือกาแฟ?” 

K
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ถ้าให้ p แทนประพจน์ “ปุ๊ด่ืมนม”, q แทนประพจน์ “ปุ๊แข็งแรง” 

จะได้ว่า สัญลักษณ์ p q  แทนประพจน์ “ถ้าปุ๊ด่ืมนมแล้วจะแข็งแรง” 
ตัวเชื่อมนี้ส่ือความหมายว่า ถ้าเหตุการณ์แรกเกิดขึ้น อีกเหตุการณ์ก็จะต้อง

เกิดขึ้นด้วยเสมอ นั่นคือถ้าปุ๊ด่ืมนมจริง ๆ  และแข็งแรงจริง ๆ  ประโยคนี้ย่อมเป็นจริง 
แต่หากปุ๊ด่ืมนมแล้วแต่กลับไม่แข็งแรง ประโยคนี้ย่อมเป็นเท็จ 

ส่วนกรณีที่ปุ๊ไม่ได้ด่ืมนม ไม่ว่าปุ๊จะแข็งแรงหรือไม่ ให้ถือว่าประโยคนี้ยังคง
เป็นจริงอยู่ เพราะยังไม่เกิดการกระทําที่ขัดแย้งกับประโยคข้ึน 

 
4. การเชื่อมด้วย ก็ต่อเม่ือ ใช้เชื่อมข้อความที่สอดคล้องกัน (เป็นจริง

พร้อมกัน เป็นเท็จพร้อมกัน) ดังนั้นถ้าประพจน์ทั้งสองมีค่าความจริงเหมือนกันจะได้
ผลสรุปเป็นจริง แต่ถ้ามีค่าความจริงตรงข้ามกันจะได้ผลสรุปเป็นเท็จ 

ถ้าให้ p แทนประพจน์ “ปุ๊ด่ืมนม”, q แทนประพจน์ “แม่บังคับ” 
จะได้ว่า สัญลักษณ์ p q  แทนประพจน์ “ปุ๊ด่ืมนมก็ต่อเม่ือแม่บังคับ” 

ตัวเชื่อมนี้ส่ือความหมายว่า ทั้งสองเหตุการณ์นี้เกี่ยวข้องกันแบบหนึ่งต่อ
หนึ่ง คือถ้าอยา่งใดเกิดขึ้นอีกอย่างก็จะต้องเกิดขึ้นด้วย แต่ถ้าไม่เกิดขึ้นก็จะต้องไม่
เกิดด้วยกัน (ถ้าปุ๊ด่ืมนมแสดงว่าแม่ได้บังคับ, ถ้าปุ๊ไม่ด่ืมนมแสดงว่าแม่ไม่ได้บังคับ, 
ถ้าแม่บังคับแล้วปุ๊จะต้องด่ืมนม, ถ้าแม่ไม่ได้บังคับแล้วปุ๊จะต้องไม่ด่ืมนม) หากเรา
พบว่าเหตุการณ์หนึ่งเกิดในขณะที่อีกเหตุการณ์หนึ่งไม่เกิด แสดงว่าประโยคน้ีเป็นเท็จ 
 

ส่วนเคร่ืองหมาย ~  เรียกว่า นิเสธ (Negation) ใช้เขียนเติมหน้าประพจน์
เพ่ือกลับค่าความจริงให้เป็นตรงกันข้าม เช่น เม่ือ p เป็นจริง ก็จะได้ว่า ~ p  เป็น
เท็จ แต่ถ้าหาก p เป็นเท็จ ก็จะได้ว่า ~ p  เป็นจริง 

 
ข้อควรทราบ 
ตัวเชื่อมทั้งส่ีนี้ มีเพียง ถ้า-แล้ว ที่ไม่มีสมบัติการสลับที่, การเปล่ียนกลุ่ม 
นอกนั้นตัวเชื่อมอื่นสามารถสลับที่และเปล่ียนกลุ่มได้ โดยความหมายไม่เปล่ียนแปลง 
เช่น p q  มีความหมายเดียวกับ q p  
    (p q) r   มีความหมายเดียวกับ p (q r)    (จึงไม่จําเป็นต้องใส่วงเล็บก็ได้) 

 
 
ตารางแสดงผลที่อาจเกิดขึ้นได้ครบทุกกรณี ดังข้างต้น เรียกว่า ตารางค่า

ความจริง (Truth Table) จํานวนกรณีที่เกิดขึ้นเท่ากับ 2n เม่ือ n คือจํานวน
ประพจน์ เช่น ถ้ามี 1 ประพจน์จะเป็นไปได้ 2 กรณี, ถ้ามี 2 ประพจน์ จะเป็นไปได้ 
4 กรณี (เช่นในตารางนี้), ถ้ามี 3 ประพจน์จะเป็นไปได้ 8 กรณี เป็นต้น 
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ตัวอย่าง 3.1  กําหนดให้ประพจน์ p, q มีคา่ความจรงิเป็นเทจ็ และประพจน์ r มีค่าความเป็นจริงเป็นจรงิ 
ให้หาคา่ความจรงิของรูปแบบประพจน์ตอ่ไปนี ้

 

ก. [(p r) q] r    
 

วิธีคิด จะได้คา่ความจรงิเป็น [(F T) F] T    
นั่นคอื [T F] T   นัน่คอื F T  ซึ่งก็คอื F 
ดังนัน้ รปูแบบประพจน์นี้มีค่าความจรงิเป็น “เท็จ” 

 

ข. [(r q) ~p] [(~ q p) r]      
 

วิธีคิด จะได้คา่ความจรงิเป็น [(T F) ~F] [(~F F) T]      
นั่นคอื [F T] [T T]    นัน่คอื T T  ซึ่งก็คอื T 
ดังนัน้ รปูแบบประพจน์นี้มีค่าความจรงิเป็น “จริง” 

 
 
 
 

ตัวอย่าง 3.2  กําหนดใหป้ระพจน์ p มีคา่ความจริงเปน็จริง และประพจน ์q มีคา่ความเป็นจริงเปน็เทจ็ 
ให้หาคา่ความจรงิของรูปแบบประพจน์ตอ่ไปนี ้

 

ก. [(q s) r] [(p s) t]      
 

วิธีคิด ถึงแม้ไม่ทราบคา่ความจริงของ r, s, t กย็ังคงคิดได้ 
เพราะเม่ือ q เปน็เทจ็จะได้ (q s)  เป็นจริงเสมอ 
ดังนัน้จะได้คา่ความจรงิเป็น [T r] [(p s) t]     

 

จากนั้นพจิารณาได้ว่า “จริงหรืออะไร” ยอ่มเปน็จรงิเสมอ 
จะได้ [T] [(p s) t]    ซึ่งก็ยังคงเช่ือมกันด้วย “หรือ” 
..จึงสรุปไดว้่า รูปแบบในข้อนี้มีคา่ความจริงเป็น “จริง” 
 

ข. [q (s r)] [p (q ~ s)]      
 

วิธีคิด ถึงแม้ไม่ทราบคา่ความจริงของ r, s ก็ยงัคดิได้ ดังนี ้
จากค่าความจรงิของ p, q ที่กาํหนดให ้จะได้ [F (.....)] [T (F ....)]     
สรุปไดเ้ป็น [T] [T (F)]   นั่นก็คือ [T] [F]  
..ดังนัน้ รปูแบบในข้อนี้มีคา่ความจริงเปน็ “เทจ็” 

 

 
โดยปกติหากในรูปแบบประพจน์มีตัวเชื่อมปรากฏอยู่หลายตัว จะต้องเขียน

วงเล็บกํากับไว้เพ่ือให้ส่ือสารได้อย่างชัดเจน ว่าต้องพิจารณาตัวเชื่อมใดเป็นลําดับก่อน 
หลัง (คล้ายกับการบวกลบคณูหารในระบบจํานวน ที่เราต้องเขียนวงเล็บเพ่ือบอก
ลําดับการคํานวณนั่นเอง) แต่หากรูปแบบใดไม่มีวงเล็บกํากับ ให้ถือว่า “นิเสธ” เป็น
ลําดับที่ต้องพิจารณาแรกสุดหรือชั้นในสุด ต่อจากนั้นคือ “และ, หรือ” ถัดมาเป็น 
“ถ้า-แล้ว” และตัวเชื่อมลําดับสุดท้ายหรือชั้นนอกสุดก็คือ “ก็ต่อเม่ือ” 

เช่น รูปแบบประพจน์ p ~ r q r    
มีความหมายเดียวกับ [p ((~r) q)] r    
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รูปแบบประพจน์ 2 รูปแบบใด ๆ  ที่ให้ค่าความจริงตรงกันเสมอ ไม่ว่า
ประพจน์ย่อยภายในนั้นจะมีค่าความจริงอย่างไรก็ตาม รูปแบบทั้งสองนั้นจะสามารถ
ใช้แทนกันได้ และกล่าวว่ารูปแบบทั้งสอง สมมูลกัน (Equivalent) 

ถึงแม้การสมมูลกันจะส่ือว่ามีค่าความจริงเหมือนกัน แต่เนื่องจากค่าความ
จริงในตรรกศาสตร์นี้ไม่ใช่ค่าในระบบจํานวน เราจึงไม่ใช้คําว่า “เท่ากับ” และไม่ใช้
สัญลักษณ์เท่ากับ แต่สัญลักษณ์ที่ใช้แสดงการสมมูลกันจะมีลักษณะขีดสามขีด   

 

รูปแบบ: ประพจน์   ประพจน์ 
 
การตรวจสอบว่ารูปแบบประพจน์ 2 รูปแบบสมมูลกันหรือไม่ สามารถทํา

ได้โดยเขียนตารางค่าความจริงทกุกรณีของทั้ง 2 รูปแบบน้ัน หากได้ผลตรงกันกรณี
ต่อกรณีจนครบก็แสดงว่าสมมูลกัน แต่ถ้ามีบางกรณีที่ให้ค่าความจริงไม่ตรงกันแสดง
ว่าไม่สมมูลกัน (ดูในตัวอย่างประกอบ) 

แต่เนื่องจากการสร้างตารางค่อนข้างยุ่งยาก โดยเฉพาะเมื่อรูปแบบน้ัน
ประกอบขึ้นจากประพจน์ย่อยหลายประพจน์ จึงได้มีการสรุปรูปแบบของประพจน์ที่
สมมูลกันที่ควรทราบ เพ่ือให้นําไปใช้พิจารณาความสมมูลได้อย่างสะดวกยิ่งขึ้น ดังนี้ 

 

1. การแจกแจง 
p (q r) (p q) (p r)       
p (q r) (p q) (p r)       
 

2. การเปล่ียนตัวเชื่อม 
p q ~ p q ~ q ~ p      
p q (p q) (q p)      
 
ข้อสังเกต 
การแจกแจงและการเติมนิเสธ มีลักษณะคล้ายการแจกแจงของเซต (ในบทที่ ๑) 
โดยที่ นิเสธ จะเทียบได้กับคอมพลีเมนต์ของเซต ตัวเชื่อม และ เทียบได้กับ 
อินเตอร์เซกชันของเซต และตัวเชื่อม หรือ เทียบได้กับยูเนียนของเซต 
 
 

 

ตัวอย่าง 3.3  ใหพ้ิจารณาวา่รปูแบบประพจน์ p ~ q  และ ~ (p q)  สมมูลกันหรือไม่ 
 

วิธีคิด1 สร้างตารางค่าความจริงได้ดงันี ้
 
 
 
 
 
พบว่าค่าความจรงิของรูปแบบ p ~ q  และ ~ (p q)  ตรงกันทุก ๆ  กรณ ี
แสดงว่ารูปแบบทัง้สองนี ้“สมมูลกนั” (ใช้แทนกนัได้เสมอ) 
เขียนเป็นสัญลักษณ์ไดว้่า p ~ q ~(p q)    
 
 

รูปแบบท่ี 
สมมูลกัน 

p q p ~ q  ~ (p q)  
T T F F 
T F T T 
F T T T 
F F T T 

3. การเติมนิเสธ 
~(p q) ~ p ~ q    
~(p q) ~ p ~ q    
~(p q) p ~ q    
~(p q) ~ p q p ~ q    



บทที่ ๓  Math E-Book 
Release 2.6.4 

110 

วิธีคิด2 พิจารณาโดยการจัดรูป (ไม่ต้องสร้างตารางค่าความจริง) ไดด้ังนี ้
รูปแบบ p ~ q  เปลี่ยนตัวเช่ือมได้เปน็ ~p ~ q  
รูปแบบ ~ (p q)  แจกแจงนิเสธได้เป็น ~p ~ q  
พบว่าได้ผลแบบเดียวกนั ดังนัน้รปูแบบประพจน์ทัง้สองนี ้“สมมูลกนั” 

 
 
 
 

ตัวอย่าง 3.4  ใหพ้ิจารณาวา่รปูแบบประพจน์ (p q) r   กับ (p ~ q) (p r)    สมมูลกนัหรือไม่ 
 

วิธีคิด รูปแบบ (p q) r   เปลี่ยนตัวเช่ือมได้เปน็ ~ (p q) r   
จากนั้นแจกแจงนเิสธเข้าในวงเล็บ จะได้ ~p ~ q r   
 

ส่วนรูปแบบ (p ~ q) (p r)    เปลี่ยนตัวเช่ือมได้เป็น (~ p ~ q) (~ p r)    
และดึง ~p  ออกไดต้ามหลักการแจกแจง จะได ้~ p (~ q r)   
 

พบว่าไม่มีทางจัดรูปประพจน์ทัง้สองให้เหมือนกนัได้ 
ดังนัน้รูปแบบประพจน์ทัง้สองในโจทย์ “ไม่สมมูลกนั” 

 

 
 

แบบฝึกหัด ๓.๑ 
 
(1) ให้เติมค่าความจริงหรือประพจน์ที่เหมาะสม ลงในช่องว่าง เม่ือ p เป็นประพจน์ใด ๆ  

T p   T p   T p   T p   
F p   F p   F p   F p   
p p   p p   p T   p p   
p ~ p   p ~ p   p F   p ~ p   
  p p    
  p ~ p    

 
(2) กําหนดให้ p, r เป็นจริง และ q เป็นเท็จ ให้หาค่าความจริงของรูปแบบประพจน์ต่อไปนี้ 
 (2.1) [(p s) (p r)] (p s)      
 (2.2) [(q s) r] [(q s) r]      
 (2.3) [(r q) (p q)] (p ~ q)      
 (2.4) [(p q) (q r)] ~ s     
 (2.5) [(q p) r] ~(~ r)    
 (2.6) [(p q) ~ r] [(~ p q) r]      
 (2.7) [(p ~ q) ~ r] [(p q) (~ q r)]       
 (2.8) [(p q) ~ r] [(r ~ s) (~ p ~ q)]       
 (2.9) [p (q r)] [(q p) r]      
 (2.10) [q (p r)] [p (q ~ r)]      
 (2.11) [(~ p ~ q) (~ r ~ s)] [(~ p r) (s ~ q)]        
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(3) ให้หาค่าความจริงของรูปแบบประพจน์ต่อไปนี้ 
 (3.1) (p ~ q) (p q)            เม่ือ q เป็นจริง 
 (3.2) (p ~ q) (p q)            เม่ือ p เป็นเท็จ 
 (3.3) (~ r p) (~(r s) (r ~ q))         เม่ือ p, q เป็นจริง และ r, s เป็นเท็จ 
 (3.4) (p q) (s p) (s q)           เม่ือ p, r, r q  เป็นจริง 
 (3.5) (~ q (p r)) (~ r)          เม่ือ p q  เป็นเท็จ, q r  เป็นจริง 
 (3.6) n [(m q) ~ s]            เม่ือ q n  เป็นเท็จ 
 (3.7) (p r) q            เม่ือ p q  เป็นเท็จ, q r  เป็นจริง 
 (3.8) (q p) (r s)          เม่ือ (p q) (r s)    เป็นจริง, q s  เป็นเท็จ 
 (3.9) r s          เม่ือ (p r) (q s)    เป็นเท็จ, p q  เป็นจริง 
 (3.10) (p r) ~ q            เม่ือ (p ~ r) (p q)    เป็นเท็จ 
 (3.11) p, q, r           เม่ือ (p q) (p r)    เป็นเท็จ 
 (3.12) r           เม่ือ p (p ~ r) (q r)     เป็นจริง 
 (3.13) ((p ~ q) ~ p) (p q)     
 (3.14)  p ~(r s) (~ r ~ s)~ p       
 
(4) กําหนดให้ [(p q) (p r)] (s r)      เป็นเท็จ ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 ก. [(p q) (q r)] (r s)      เป็นเท็จ 
 ข. [(~ p q) (~ q r)] (~ r s)      เป็นจริง 
 
(5) ถ้า [(p q) (r ~ s)]    มีค่าความจริงเป็นเท็จ 
ให้พิจารณาว่ารูปแบบประพจน์ในข้อใดมีค่าความจริงเหมือนกับ [(~ p r) (q ~ s)]    บ้าง 
 ก. ~(p s) ~ r   ข. r (p ~ q)    ค. (s r) (p q)    
 
(6) ถ้า p สมมูลกับ q และ r ไม่สมมูลกับ s ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 ก. [(p ~ q) (r ~ s)] [(~ p q) (~ r ~ s)]        เป็นเท็จ 
 ข. [(p r) (q s)] [(p ~ q) (r ~ s)]        เป็นจริง 
 
(7) ให้หานิเสธของรูปแบบประพจน์ต่อไปนี้ 
 ก. (p ~ q) (~ r s)      ข. (p ~ q) ~ r   
 
(8) กําหนดข้อความ “ถ้าเดชาขยันและทําการบ้านสมํ่าเสมอแล้วเขาจะสอบผ่าน” เป็นเท็จ 
แสดงว่าข้อความใดเป็นจริง 
 ก. เดชาขยันแต่ไม่ทําการบ้านสมํ่าเสมอ 
 ข. เดชาไม่ขยันแต่ทําการบ้านสมํ่าเสมอ 
 ค. ถ้าเดชาสอบไม่ผ่านแสดงว่าเขาไม่ทําการบ้านสมํ่าเสมอ 
 ง. เดชาขยันก็ต่อเม่ือเขาสอบไม่ผ่าน 
 
(9) รูปแบบประพจน์ที่กล่าวในข้อใดไม่สมมูลกัน 
 ก. p q  กับ ~(~ p ~ q)   ข. ~(p ~ q)  กับ ~ q ~ p  
 ค. ~ p (q p)   กับ ~ q p   ง. ~ p q  กับ (~ p q) (q ~ p)    
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(10) รูปแบบประพจน์ที่กําหนดให้ สมมูลกับข้อใด 
 (10.1) p q  
  ก. (p q) (q ~ p)     ข. (~ q ~ p) (~ q p)    
  ค. (p ~ q) (q p)     ง. (p ~ q) (~ p ~ q)    

 

(10.2)  ~ q r((q ~ t) p) ((q ~ t) ~ p)          
  ก. q ~ t p     ข. (t q) p   
  ค. t q r     ง. (t q) r   

 

 (10.3) [(q r) (p s) (q ~ r)] [(q ~ r) (p ~ s) (q r)]            
  ก. p q    ข. p q  
  ค. p q    ง. p q  
 
(11) ข้อความใดสมมูลกับ “ถ้า a 0  และ b 0  แล้ว ab 0 ” 
 ก. ถ้า a 0>  หรือ b 0>  แล้ว ab 0<  
 ข. ถ้า a 0>  และ b 0>  แล้ว ab 0>  
 ค. ถ้า ab 0<  แล้ว a 0>  หรือ b 0>  
 ง. ถ้า ab 0>  แล้ว a 0<  และ b 0<  
 
(12) ข้อความในข้อใดสมมูลกันบ้าง 
 ก. ถ้า a เป็นจํานวนเต็ม แล้ว a เป็นจํานวนคู่ หรือ a เป็นจํานวนคี่ 
 ข. ถ้า a ไม่เป็นจํานวนคู่ และ a ไม่เป็นจํานวนคี่ แล้ว a ไม่เป็นจํานวนเต็ม 
 ค. a ไม่เป็นจํานวนเต็ม หรือ a เป็นจํานวนคู่ หรือ a เป็นจํานวนคี่ 
 
(13) ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 ก. ~(p ~ r) ~ q   สมมูลกับ q (r ~ p)   
 ข. p (q r)   สมมูลกับ q (p r)   
 ค. (p q) r   สมมูลกับ (p ~ q) (p r)    
 
(14) กําหนดค่าความจริงของตัวเชื่อม   ดังตาราง 

(14.1) (p p) (q q)    สมมูลกับข้อใด 
  ก. p q   ข. p q  
  ค. p q   ง. p q  
 

 (14.2) p q  สมมูลกับข้อใด 
  ก. ~(~ p q)   ข. ~ p q  
  ค. ~(q ~ p)   ง. q ~ p  
 
(15) กําหนดให้ p q ~(p q)    
อัตราส่วนจํานวนกรณีที่ p (q r)   เป็นจริง ต่อจํานวนกรณีที่เป็นเท็จ เท่ากับเท่าใด 
 
 

p q p * q 
T 
T 
F 
F 

T 
F 
T 
F 

F 
F 
F 
T 
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๓.๒ สัจนิรันดร ์
 

หากรูปแบบของประพจน์รูปแบบใดให้ค่าความจริงเป็นจริงเสมอ ไม่ว่าแต่ละ
ประพจน์ย่อย ๆ  จะมีค่าความจริงเช่นไรก็ตาม จะเรียกรูปแบบน้ันว่าเป็น สัจนิรันดร์ 
(Tautology) และด้วยความหมายนี้เองเราจึงสามารถตรวจสอบความเป็นสัจนิรันดร์
ของรูปแบบหนึ่ง ๆ  ได้โดย “เขียนตารางค่าความจริงให้ครบทุกกรณี” ถ้าพบว่าผลที่ได้
มีค่าเป็น “จริง” เสมอ ก็แสดงว่ารูปแบบน้ันเป็นสัจนิรันดร์ แต่ถ้ามีกรณีที่ให้ผลเป็น
เท็จได้แม้เพียงกรณีเดียว รูปแบบนั้นย่อมไม่ใช่สัจนิรันดร์ 

 
 

ตัวอย่าง 3.5  รูปแบบประพจน์ตอ่ไปนี้เป็นสัจนิรันดรห์รือไม่ 
 

ก. (r p) (p r)    
 

วิธีคิด เขียนตารางแสดงค่าความจริงของ p กับ r ให้ครบทุกกรณทีี่เป็นไปได้ (4 กรณ)ี 
 

p r r p  p r  (r p) (p r)    
T T T T T 
T F T F F 
F T T T T 
F F F T T 

 

..พบว่าเกิดกรณทีี่เป็นเทจ็ได้ดว้ย จึงไม่เปน็สจันรินัดร ์
 

ข. (r ~ p) (p r)    
 

วิธีคิด เขียนตารางแสดงค่าความจริงของ p กับ r ให้ครบทุกกรณทีี่เป็นไปได้ (4 กรณ)ี 
 

p r r ~ p  p r  (r ~ p) (p r)    
T T T T T 
T F F F T 
F T T T T 
F F T T T 

 

..พบว่าผลเปน็จรงิทุกกรณ ีจึงเป็นสัจนิรันดร ์
 

 
 

การตรวจสอบรูปแบบประพจน์ว่าเป็นสัจนิรันดร์หรือไม่ นอกจากวิธีเขียน
ตารางค่าความจริงให้ครบทุกกรณี ซ่ึงอาจไม่สะดวกถ้ามีประพจน์ย่อยมาก ๆ  แล้ว ยัง
มีอีกหลายวิธีที่สะดวกกว่าและเป็นที่นิยม โดยจะพิจารณาเลือกใช้จากตัวเชื่อมหลัก
ของรูปแบบประพจน์นั้น (ตัวเชื่อมหลักคือตัวเชื่อมที่อยู่ในลําดับนอกสุด) ดังนี้ 

 
1. หากตัวเช่ือมหลักเป็น “หรือ”, “ถ้า-แล้ว” 
เราทราบว่ารูปแบบ    จะให้ผลเป็นเท็จได้ลักษณะเดียว คือเม่ือ   

กับ   มีค่าเป็นเท็จทั้งคู่เท่านั้น ส่วนรูปแบบ    ก็ให้ผลเป็นเท็จได้ลักษณะ 

ตรวจสอบ 
สัจนิรนัดร ์
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เดียวเช่นกัน คือเม่ือ   เป็นจริง และ   เป็นเท็จ เท่านั้น 
การตรวจสอบสัจนิรันดร์จึงควรใช้ “วิธีพยายามทําให้เป็นเท็จ” กล่าวคือถ้า

เราหาค่าของประพจน์ย่อย ๆ  ภายใน   กับ   ที่ทําให้รูปแบบโดยรวมมีค่าออกมา
เป็นเท็จได้ รูปแบบนั้นย่อมไม่ใช่สัจนิรันดร์ แต่ถ้าไม่สามารถหากรณีที่รูปแบบน้ันเป็น
เท็จได้เลย รูปแบบนั้นก็จะเป็นสัจนิรันดร์ 

 
2. หากตัวเช่ือมหลักเป็น “และ” 
โดยทั่วไปมักจะไม่พบการพิจารณาสัจนิรันดร์ของรูปแบบลักษณะนี้ เพราะ

ข้อความที่เชื่อมด้วย “และ” เพียงเท่านั้น จะถือเป็นวลี ยังไม่เป็นประโยคที่ส่ือ
ความหมายได้ แต่อย่างไรก็ตาม หากต้องพิจารณาสัจนิรันดร์ของรูปแบบน้ี ก็สามารถ
ทําได้โดยวิธีพยายามทําให้เป็นเท็จเช่นเดิม 

เราทราบว่ารูปแบบ    จะให้ผลเป็นเท็จเม่ือพบว่า   กับ   อย่าง
น้อยหนึ่งอันมีค่าเป็นเท็จ ดังนั้นหากสามารถทําให้ด้านใดด้านหนึ่งเป็นเท็จได้ ก็จะ
สรุปได้ทันทีว่าไม่เป็นสัจนิรันดร์ 
 
 
 
 

3. หากตัวเช่ือมหลักเป็น “ก็ต่อเม่ือ” 
จากลักษณะของตัวเชื่อมนี้ ทั้งสองด้านต้องมีค่าความจริงตรงกันเท่านั้นจึง

จะได้ผลเป็นจริง ดังนั้นวิธีตรวจสอบการเป็นสัจนิรันดร์ที่สะดวกท่ีสุด จะอาศัย
หลักการพิจารณาความสมมูล กล่าวคือ 

“รูปแบบ   เป็นสัจนิรันดร์ เม่ือ   เท่านั้น” 
เพราะถ้าหาก    ย่อมมีบางกรณีที่ทําให้ค่าความจริงของ   กับ   ต่างกัน
อย่างแน่นอน และรูปแบบ   ก็จะไม่เป็นสัจนิรันดร์ 

ส่วนวิธีพิจารณาโดยพยายามทําให้เป็นเท็จนั้น ยังคงทําได้ แต่ไม่สะดวกนัก 
เพราะสามารถเป็นไปได้ถึงสองลักษณะ (ได้แก่   จริง เท็จ  กับ   เท็จ จริง ) 

 
 

ตัวอย่าง 3.6  รูปแบบประพจน์ตอ่ไปนี้เป็นสัจนิรันดรห์รือไม่ 
 

ก. (r p) (p r)     (ยกมาจากตัวอย่าง 3.5) 
 

วิธีคิด รูปแบบนี้มีตัวเช่ือมหลักคอื “ถ้า-แล้ว” จงึใช้วิธพียายามทําให้เปน็เท็จ 
การให้ผลเป็นเทจ็ได้ แสดงวา่วงเล็บหนา้ตอ้งเป็นจริง และวงเล็บหลงัต้องเป็นเทจ็เทา่นั้น 
 

    
(r p) (p r)

T F
F T T F

  
 

 

วงเล็บหลังเป็นเทจ็แสดงวา่ p ตองเปนจริง และ r ตองเปนเท็จ 
นําคา่ความจริงของ p และ r ไปใส่ในวงเล็บหนา้ ได้ค่าเป็นจริงตามที่ตอ้งการพอด ี
แสดงว่าเราสามารถทําให้ผลเป็นเท็จไดส้าํเร็จ (คือเป็นเท็จเม่ือ p เป็นจรงิ, r เปน็เทจ็) 
..ดังนัน้รูปแบบนีจ้ึงไม่เป็นสัจนิรนัดร ์

ในหลกัภาษา ข้อความที่เชือ่มด้วย “และ”, “หรือ” แค่เพียงเทา่นัน้ จะยังไม่ถือเป็นประโยค 
แต่เหตุทีรู่ปแบบประพจนท์ี่มี “หรือ” เปน็ตัวเช่ือมหลัก ถูกพิจารณาสจันิรนัดร์ได ้
ก็เพราะเราสามารถแปลง “หรือ” ให้เป็น “ถ้า-แล้ว” ไดน้ั่นเอง (ส่วน “และ” ไม่สามารถแปลงได)้ 

K
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ข. [(p q) (q r)] (p r)      
 

วิธีคิด รูปแบบนี้มีตัวเช่ือมหลักคอื “ถ้า-แล้ว” จงึใช้วิธพียายามทําให้เปน็เท็จเชน่เดิม 
 

    [(p q) (q r)] (p r)      
         F 
        T        T        F 
                         T   F 
      T    T   F   F 

 

เม่ือนาํคา่ความจริงของ p กับ r ที่จาํเปน็จะต้องเป็น จากวงเล็บหลังไปใสท่ี่วงเล็บหน้า 
จะพบวา่คา่ q ทีจ่ําเปน็ตอ้งเป็นนัน้เกิดความขัดแยง้ ไม่ลงตัว 
แสดงว่ารูปแบบในข้อนี้ไม่สามารถทําให้เปน็เทจ็ได้เลยแม้แตก่รณเีดยีว 
..ดังนัน้รูปแบบนีเ้ป็นสจันริันดร ์
 
หมายเหตุ บางตาํราเรียกวิธ ี“พยายามทําให้เปน็เท็จ” วา่วธิี “หาขอ้ขัดแย้ง” 
คือเม่ือสมมติให้รปูแบบนั้นเปน็เทจ็แล้ว จะต้องพบข้อขดัแย้งของค่าประพจน์ยอ่ย 
รูปแบบนั้นจงึจะถือว่าเป็นสัจนิรนัดร ์

 

 
 
 

ตัวอย่าง 3.7  ประพจน์นี้เปน็สัจนิรันดรห์รอืไม่ (r ~ p) (p r)     (ยกมาจากตัวอย่าง 3.5) 
 

วิธีคิด เนื่องจากตวัเช่ือมหลักเป็น “กต็่อเม่ือ” จึงใช้วธิตีรวจสอบวา่ซา้ยกับขวาสมมูลกนัหรอืไม่ 
พบว่า วงเล็บขวาคือ p r ~p r     วงเล็บซ้าย 
..ดังนัน้รูปแบบนีเ้ป็นสจันริันดร ์

 

 
 

แบบฝึกหัด ๓.๒ 
 
(16) ประพจน์ต่อไปนี้เป็นสัจนิรันดร์หรือไม่ 
 (16.1) (p q) [(p q) r]     
 (16.2) (p q) [(p q) r]     
 (16.3) [(p q) (q r)] (p r)      
 (16.4) [(p r) (q r)] [(p q) r]       
 (16.5) [(p r) (q r)] [(p q) r]       
 (16.6) [(p r) (q s) (p q)] (r s)        
 (16.7)  (p q) r (p r)(p q)        
 
(17) ประพจน์ต่อไปนี้เป็นสัจนิรันดร์หรือไม่ 
 (17.1) ~(p ~ q) (p q)    
 (17.2) [(~ p q) p] (p q)     
 (17.3) [(p q) ~ p] (~ p q)     
 (17.4) (p q) [(q ~ p) (p ~ q)]      
 (17.5) [(p q) (p q)] [(~ p ~ q) (~ p ~ q)]        
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 (17.6) [p (q r)] [(p q) (p r)]       
 (17.7) [p (q r)] [(p q) r]      
 (17.8) [p (q r)] [(p q) r]      
 
(18) ประพจน์ต่อไปนี้เป็นสัจนิรันดร์หรือไม่ 
 (18.1) [(p r) (q r)] (p q)      
 (18.2) [(~ p q) ~ p] (p q)     
 
(19) ประพจน์ต่อไปนี้เป็นสัจนิรันดร์หรือไม่ 
 (19.1) นิเสธของ (p ~ p) (q ~ q)    
 (19.2) นิเสธของ [p (q ~ q)] [~ p (q ~ q)]      
 (19.3) นิเสธของ ~(p q) (~ p ~ q)    
 
(20) เม่ือ p, q, r เป็นประพจน์ใด ๆ  ข้อความต่อไปนี้เป็นจริงหรือไม่ 
 ก. (p q) (~ p ~ q)    
 ข. (p q) (~ p q)    
 ค. ~((p q) r) (~(p q) ~ r)      
 ง. ((p r) (q r)) ((p q) r)       
 จ. ((p q) (p r)) (p (q r))       
 
(21) ตัวเชื่อมในกรอบส่ีเหล่ียมที่ทําให้ 
[(p ~ q) (p ~ r)] [p ~(q r)]      เป็นสัจนิรันดร์ คืออะไร 
 
 

๓.๓ การอ้างเหตุผล 
 

การอ้างเหตุผล คือการกล่าวในลักษณะว่าถ้ามีข้อความ 1 2 3 np , p , p , ..., p  
ชุดหนึ่ง (เรียกข้อความเหล่านี้ว่า “เหตุ”) แล้ว จะสามารถสรุป “ผล” ออกมาเป็น
ข้อความ q อันหนึ่งได้ 

หากเขียนเป็นสัญลักษณ์ก็คือ 1 2 3 n(p p p ... p ) q      
ตัวอย่างการอ้างเหตุผล เช่น 

เหตุ  1. ถ้าปุ๊ทานขนมหรือด่ืมนมแล้วจะรู้สึกอิ่ม  2. ปุ๊ด่ืมนมและเล่นเกม 
สรุปผล  ปุ๊รู้สึกอ่ิม 

 
การอ้างเหตุผลมีทั้งแบบท่ี สมเหตุสมผล (valid) และ ไม่สมเหตุสมผล 

(invalid) ซ่ึงการอ้างเหตุผลในตัวอย่างข้างต้นนี้สมเหตุสมผล หมายความว่าถ้าเหตุ
ทุกข้อเป็นจริงแล้ว ผลจะเป็นจริงตามไปด้วยเสมอ แต่ถ้าเม่ือใดพบว่าผลสามารถเป็น
เท็จได้ทั้งที่เหตุเป็นจริงทุกข้อ ก็แสดงว่าการอ้างเหตุผลนั้นไม่สมเหตุสมผล 

สามารถตรวจสอบความสมเหตุสมผลของการอ้างเหตุผลได้หลายวิธี เช่น 
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1. ตรวจสอบสัจนิรันดร์ 
เนื่องจากการอ้างเหตุผลจะไม่สมเหตุสมผลด้วยลักษณะเดียวเท่านั้น คือเม่ือ 

“เหตุเป็นจริงทุกข้อแต่ผลเป็นเท็จ” เราจึงอาศัยหลักการนี้ในการตรวจสอบได้ โดย
พยายามทําให้เหตุทุกข้อเป็นจริงและผลเป็นเท็จ ถ้าหากทําได้สําเร็จแสดงว่าการอ้าง
เหตุผลนี้ “ไม่สมเหตุสมผล” แต่ถ้าทําไม่ได้ กแ็สดงว่า “สมเหตุสมผล” 

วิธีนี้คือการตรวจสอบสัจนิรันดร์ของ 1 2 3 n(p p p ... p ) q      นั่นเอง 
 
 

ตัวอย่าง 3.8  การอา้งเหตุผลต่อไปนี้สมเหตุสมผลหรือไม่ 
เหตุ  1. ถ้าสมชายขยันแล้วเขาจะสอบได้ 
     2. ถ้าสมชายไม่ขยนัแล้วพอ่แม่จะเสียใจ 
      3. สมชายสอบไม่ได ้
ผล  พ่อแม่เสียใจ 
 

วิธีคิด จากโจทย์เราสามารถแปลงเป็นรูปสัญลักษณ์ไดด้ังนี ้
 เหตุ  1. p q  
      2. ~p r  
      3. ~ q  
 ผล      r 
 

จากนั้น พยายามทําให้เหตุทกุขอ้เป็นจริงแตผ่ลเปน็เทจ็ 
ตามรปูแบบ  (p q) (~ p r) (~ q) r        
               F 

        T           T       T       F 
     T    T      T    F      F 

 

พบว่าค่า q จะขดัแย้งกนั ไม่สามารถทาํให้เป็นเท็จได้ ดงันัน้รูปแบบนี้เป็นสัจนิรนัดร ์
..จึงสรุปไดว้่าการอ้างเหตุผลในโจทย์นัน้ “สมเหตสุมผล” 

 

 
 

2. เทียบกับรูปแบบท่ีพบบ่อย 
ลักษณะการอ้างเหตุผลทุกรูปแบบต่อไปนี้ “สมเหตุสมผล” สามารถนําเหตุ

ที่กําหนดให้ มาเทียบเคียงกับลักษณะเหล่านี้ เพ่ือทราบผลสรุปที่สมเหตุสมผลได้ 
 
(ก) รูปแบบมาตรฐาน 
  เหตุ   p q  
          p  (~ q)      
  ผล      q  (~ p)  
 

..ในวงเล็บสามารถเป็นได้ 
เพราะ p q ~ q ~p    

(ข) เปลี่ยนเป็น “หรือ” 
 เหตุ   p q  
         ~ p  (~ q)      
  ผล      q   (p)   

(ค) การถ่ายทอด 
 เหตุ   p q  
        q r           
  ผล   p r     

(ง) “และ” แยกได้ 
   เหตุ    p q        
    ผล      p   (q)  
 

ถ้าเช่ือมด้วย “และ” สามารถ
แยกเป็นประพจน์เด่ียวได้ 

(จ) เติม “หรือ” ได้ 
   เหตุ      p         
    ผล    p q    
 

สามารถเติมประพจน์ใด ๆ  ได้ 
แต่ต้องเชื่อมด้วย“หรือ” 



บทที่ ๓  Math E-Book 
Release 2.6.4 

118 

 

 

ตัวอย่าง 3.9  จากตวัอยา่งที่แล้ว เราสามารถตรวจสอบความสมเหตุสมผลได้อกีวธิีดังนี ้
 เหตุ  1. p q  
      2. ~p r  
      3. ~ q  
 ผล      r 
 
จากเหตุ 1. คือ ~ q ~p  กับเหตุ 3. รวมกันได้ผลเปน็ ~p  [ตามหลักข้อ (ก)] 
จากนั้นนํา ~ p  ที่ไดไ้ปรวมกับข้อ 2. ได้ผลเปน็ r [ตามหลักข้อ (ก) เช่นกัน] 
..ซึ่งผลที่โจทย์ใหม้าก็เปน็ r พอด ีดังนั้นการอ้างเหตุผลนี ้“สมเหตุสมผล” 

 
 

 
 
 

 
 

แบบฝึกหัด ๓.๓ 
 
(22) การอ้างเหตุผลดังต่อไปนี้ สมเหตุสมผลหรือไม่ 

(22.1) เหตุ 1. p q  
     2. q s  
     3. ~ s  
  ผล   ~ p  
 
(23) การอ้างเหตุผลดังต่อไปนี้ สมเหตุสมผลหรือไม่ 
 (23.1) เหตุ 1. ถ้า x เป็นจํานวนคู่แล้ว 2 | x  
     2. ถ้า x เป็นจํานวนคู่และ 2 | x  แล้ว x เป็นจํานวนเต็ม 
     3. ไม่จริงที่ว่า “x เป็นจํานวนเฉพาะและ x เป็นจํานวนเต็ม” 
     4. x เป็นจํานวนคู่ 
  ผล   x เป็นจํานวนเฉพาะ 
 

(23.2) เหตุ 1. ถ้า a เป็นจํานวนตรรกยะแล้ว a ไม่เป็นจํานวนอตรรกยะ 
      2. 2a 2  หรือ 2a 1   
      3. ถ้า 2a 2  แล้ว a เป็นจํานวนอตรรกยะ 
      4. 2a 1   
  ผล   a เป็นจํานวนตรรกยะ 
 
 
 
 

(22.2) เหตุ  p (r s)   
        ผล  ~ p (r s)   
 

หากตรวจสอบการอ้างเหตุผลด้วยวิธีทีส่อง คือเทียบกับรูปแบบ 
แล้วพบว่าผลที่ไดม้าจากรูปแบบเหล่านี้ไม่ตรงกับที่ให้มาในโจทย์ ยังไม่อาจสรปุวา่ไม่สมเหตสุมผล 
แต่จะต้องกลับไปใช้วิธีแรกตรวจสอบก่อนจึงค่อยสรุป (เพราะอาจจะสมเหตุสมผลกไ็ด้) 

K
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(24) ให้เติมข้อความที่ทําให้การอ้างเหตุผลนี้สมเหตุสมผล 
(24.1) เหต ุ1. p (q r)   

     2. ~ s p  
     3. q 
         ผล            
 
(25) ให้เติมข้อความที่ทําให้การอ้างเหตุผลนี้สมเหตุสมผล 

เหตุ 1. ถ้าฉันขยัน ฉันจะไม่ตกคณิตศาสตร์ 
      2. ฉันตกคณิตศาสตร์ 
 ผล                          
 
(26) กําหนดเหตุให้ดังนี้ ให้หาว่าผลในข้อใดทําให้การอ้างเหตุผลสมเหตุสมผล 

เหตุ 1. ถ้าฉันขยันแล้วฉันจะสอบได้ 
      2. ถ้าฉันไม่ขยันแล้วพ่อแม่จะเสียใจ 
      3. ถ้าฉันเรียนในมหาวิทยาลัยแล้วพ่อแม่จะไม่เสียใจ 
      4. ฉันสอบไม่ได้ 
    ผล  ก. ฉันไม่ได้เรียนในมหาวิทยาลัย หรือฉันขยัน 

ข. ฉันเรียนในมหาวิทยาลัย และฉันขยัน 
ค. พ่อแม่ฉันไม่เสียใจ และฉันไม่ได้เรียนในมหาวิทยาลัย 
ง. ฉันขยัน แตฉ่ันสอบไม่ได้ 
 
 

๓.๔ ประโยคเปิดและตัวบ่งปริมาณ 
 

ประโยค “x มากกว่า 2” (หรือ “เขากําลังกินข้าว”) ไม่ถือว่าเป็นประพจน์ 
เนื่องจากยังไม่ทราบแน่ชัดว่ามีค่าความจริงเป็นจริงหรือเท็จ ค่าความจริงของประโยค
จะขึ้นอยู่กับคา่ x ว่าหมายถึงจาํนวนใด (หรือ “เขา” หมายถึงใคร) เช่น ถ้า x เป็น 
3 ประโยคนี้จะมีค่าความจริงเป็นจริง แต่ถ้า x เป็น 2 ประโยคน้ีจะมีค่าความจริง
เป็นเท็จ 

“ประโยคที่ติดตัวแปร และเม่ือแทนค่าตัวแปรแล้วจึงจะกลายเป็นประพจน์” 
เช่นนี้เรียกว่า ประโยคเปิด (Open Sentence) สัญลักษณ์ที่ใช้แทนประโยคเปิดใด ๆ  
ที่ติดค่าตัวแปร x ได้แก่ P(x), Q(x), R(x) ฯลฯ (บางตําราใช้ x x xP , Q , R  ฯลฯ) ซ่ึง
ประโยคเปิดเหล่านี้สามารถใช้ตัวเชื่อม และ, หรือ, ถ้า-แล้ว, ก็ต่อเม่ือ รวมถึงเติม
นิเสธ ได้เช่นเดียวกับประพจน์ทั่วไป ถึงแม้จะยังไม่เป็นประพจน์ก็ตาม 

นอกจากนั้น รูปแบบประพจน์ที่เราทราบว่าสมมูลกัน เม่ือเขียนเป็นประโยค
เปิดก็จะยังคงสมมูลกันด้วย เช่น P(x) Q(x) ~ P(x) Q(x)    เป็นต้น 

 
 
 
 

(24.2) เหตุ 1. ~ p q  
     2. q ~ r  
     3.           

ผล     p 

ประโยคเปิด 
ตัวแปรเดียว 
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ลักษณะการสร้างประพจน์จากประโยคเปิด ที่พบได้บ่อยคือการกล่าวถึง
ความครบถ้วน หรือความมีอยู่ ของค่าตัวแปรนั้น ๆ  ในเอกภพสัมพัทธ์ ซ่ึงการเป็นจริง
หรือเท็จก็จะขึ้นอยู่กับความครบถ้วนหรือความมีอยู่ ว่าจริงดังที่กล่าวหรือไม่นั่นเอง 

เช่น ถ้ามีประโยคเปิด “x มากกว่า 2” เราอาจกล่าวประโยคใหม่ได้เป็น “x 
ทุกตัวมากกว่า 2” หรือเป็น “มี x (อย่างน้อยหนึ่งตัว) ที่มากกว่า 2” ซ่ึงประโยคที่
สร้างข้ึนมาใหม่นี้ถือเป็นประพจน์แล้ว เนื่องจากสามารถบอกค่าความจริงได้ (การ
เป็นจริงหรือเท็จจะขึ้นอยู่กับคาํว่า “ทุกตัว” หรือ “มีบางตัว” ว่าจริงตามนั้นหรือไม่) 

ข้อความที่ใช้บ่งบอกความมากน้อยของค่าตัวแปร x ดังที่กล่าวมา ได้แก่ 
สําหรับ x ทุกตัว (For All x) และ สําหรับ x บางตัว (For Some x) จะใช้
สัญลักษณ์เป็น x  และ x  ตามลําดับ เรียกว่าเป็น ตัวบ่งปริมาณ (Quantifier) 

 
ถ้าให้ P(x)  แทนประโยคเปิด “x มากกว่า 2” จะได้ว่า 

x [P(x)]  แทนข้อความ “สําหรับ x ทุกตัว.. x มากกว่า 2” 
หมายความว่าค่า x ทุกตัวในเอกภพสัมพัทธ์ ล้วนทําให้ P(x)  เป็นจริงได้ทั้งส้ิน 
x [P(x)]  แทนข้อความ “สําหรับ x บางตัว.. x มากกว่า 2” 

หมายความว่ามีค่า x อย่างน้อยหน่ึงตัวในเอกภพสัมพัทธ์ ที่ทําให้ P(x)  เป็นจริง 
เม่ือพิจารณาข้อความเหล่านี้ร่วมกับเอกภพสัมพัทธ์ ก็จะทราบค่าความจริง 

 
 

ตัวอย่าง 3.10  ให ้P(x) แทนประโยคเปิด “x มากกว่า 2” 
 

ถ้า {3, 4,5}U  จะพบวา่ 
x [P(x)]  เป็นจริง เพราะทั้ง 3, 4 และ 5 นั้นมากกว่า 2 
x [P(x)]  เป็นจริง เพราะพบว่ามี 3 ซึ่งมากกว่า 2 (พบอย่างนอ้ยหนึง่ตัวก็เพียงพอ) 

 

ถ้า {1,2, 3}U  จะพบวา่ 
x [P(x)]  เป็นเท็จ เพราะมี 1 ซึ่งไม่ได้มากกว่า 2 (จงึขัดแยง้กับคําวา่ “x ทุกตัว”) 
x [P(x)]  เป็นจริง เพราะพบว่ามี 3 ซึ่งมากกว่า 2 (พบอย่างนอ้ยหนึง่ตัวก็เพียงพอ) 

 

แต่ถ้า {0, 1,2}U  แลว้ จะเป็นเทจ็ทั้ง x [P(x)]  และ x [P(x)]  
เพราะไม่มี x ใดในเอกภพสัมพัทธ์ที่มากกว่า 2 เลย 

 

 
 

สัญลักษณ์ x  สามารถอ่านอีกแบบเพ่ือให้เข้าใจได้ง่าย ว่า มี x (There 
Exists x) เช่น x [P(x)]  ในตัวอย่างข้างต้น จะแทนข้อความ “มี x ซ่ึงมากกว่า 2” 

สังเกตได้ว่าสัญลักษณ์   ย่อมาจาก All (ครบถ้วน) และสัญลักษณ์  ย่อ
มาจาก Exist (มีอยู่) นั่นเอง 
 

 

ตัวอย่าง 3.11  ให้ { 2, 0, 1, 1.5, 2} U   ขอ้ความตอ่ไปนี้มีคา่ความจริงเป็นอย่างไร 
 

ก. x [ x  เปน็จาํนวนเฉพาะ และ x เปน็จาํนวนคี่ ] 
เท็จ เพราะไม่มี x ใด ตรงตามเง่ือนไขเลย (ต้องเป็นทัง้จาํนวนเฉพาะและจํานวนคี่) 
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ข. x [ x  เป็นจาํนวนเฉพาะ หรอื x เป็นจาํนวนคี่ ] 
จริง เพราะมี x ที่ทาํให้ในวงเล็บเป็นจรงิได ้เช่น 2 (เป็นจาํนวนเฉพาะ) 
ค. x [ x  เป็นจํานวนเฉพาะ หรอื x เป็นจาํนวนคี่ ] 
เท็จ เพราะมี x ที่ทาํให้ในวงเล็บเป็นเทจ็อยู่ เชน่ 1.5 (ไม่เป็นทัง้จาํนวนเฉพาะและจาํนวนคี)่ 
 
ง. x [ ถ้า x เป็นจํานวนนับ แลว้ x 3  เป็นจาํนวนเฉพาะ ] 
เท็จ คอืหาก x 1  จะทําให้ประโยคในวงเล็บเป็นเท็จ ( T F ) 
จ. x [ ถ้า x เป็นจํานวนนับ แลว้ x 3  เป็นจาํนวนเฉพาะ ] 
จริง คือเม่ือ x 2  กจ็ะทําให้ประโยคในวงเล็บเป็นจริงได้ 
 
ฉ. x [ ถ้า x 3  เป็นจาํนวนเฉพาะ แล้ว x เป็นจํานวนนับ ] 
จริง เพราะ x 3  เปน็จาํนวนเฉพาะเมื่อ x 2  เทา่นัน้ ซึง่ก็พบวา่ x เปน็จาํนวนนับจริง 
 
ช. x [ x  เป็นจํานวนเต็ม และ 2x 0.5 ]  
เท็จ คอืถ้า x 1.5  จะทาํให้ประโยคในวงเล็บเป็นเท็จ (เพราะไม่ใช่จาํนวนเต็ม) 
หรือถ้า x 0  ก็จะทาํให้ประโยคในวงเล็บเป็นเท็จเชน่กนั (เพราะกาํลงัสองไม่มากกวา่ 0.5) 
ซ. x [ x  เปน็จาํนวนเต็ม หรือ 2x 0.5 ]  
จริง เพราะ x ทกุค่าล้วนทาํให้ประโยคในวงเล็บเป็นจรงิ 
(โจทย์เปลีย่นตัวเช่ือมเป็น “หรือ” จึงทําให้มีโอกาสเป็นจริงได้งา่ยขึน้) 

 

 
ข้อสังเกต 
ถ้าพบว่า x [...]  เป็นจริง ย่อมได้ว่า x [...]  เป็นจริงด้วยเสมอ 
และถ้าพบว่า x [...]  เป็นเท็จ ย่อมได้ว่า x [...]  เป็นเท็จด้วยเสมอ 
(แต่ในทางกลับกันนั้น ไม่จําเป็นต้องถูกเสมอไป) 
 
หมายเหตุ 
1. หากไม่มีการระบุเอกภพสัมพัทธ์ ให้ถือว่าเอกภพสัมพัทธ์คือเซตจํานวนจริง R  
2. ในการพิจารณาหาค่าความจริง สามารถแจกแจงตัวบ่งปริมาณได้ดังนี้ 
 

x [P(x) Q(x)] x [P(x)] x [Q(x)]       
x [P(x) Q(x)] x [P(x)] x [Q(x)]       

 

โดย x  แจกแจงได้กับตัวเชื่อม “และ”, x  แจกแจงได้กับตัวเชื่อม “หรือ” เท่านั้น 
ถ้าเป็นแบบอื่นจะแจกแจงไม่ได้ เพราะค่าความจริงอาจเปล่ียนไปจากเดิม 
 
 

ประโยคเปิดที่มีสองตัวแปร เช่น x และ y จะเขียนสัญลักษณ์ในรูป 
P(x, y) และเม่ือใช้ตัวบ่งปริมาณก็จะมีสองตัวเช่นกัน เช่น x y   หมายถึงใช้ x 
และ y ค่าใด ๆ  ก็ตาม P(x, y) จะเป็นจริงเสมอ, x y   หมายถึงมีค่า x และ y ที่
ทําให้ P(x, y) เป็นจริงอยู่อย่างน้อยหนึ่งแบบ 

ตัวบ่งปริมาณ x y   มีความหมายเดียวกับ y x   และในบางคร้ังถูกย่อ
เป็น x,y  ส่วนตัวบ่งปริมาณ x y   ก็มีความหมายเดียวกับ y x   และย่อได้เป็น 
x,y  เช่นกัน 

 

ประโยคเปิด 
สองตวัแปร 



บทที่ ๓  Math E-Book 
Release 2.6.4 

122 

แต่สําหรับตัวบ่งปริมาณ x y  , x y  , y x  , y x   นั้นมีความหมาย
ไม่เหมือนกันเลย ดังนั้นในการแปลความหมายจะต้องคาํนึงถึงลําดับก่อนหลังของตัว
บ่งปริมาณด้วย หากสลับลําดับอาจมีผลให้ค่าความจริงเปล่ียนแปลง 

สัญลักษณ์ x y [...]   แปลว่า “สําหรับ x ทุก ๆ  ตัว จะใช ้y ได้บางตัว ...” 
จะเป็นจริงเม่ือทุก ๆ  ค่า x นั้นมี y อย่างน้อยหนึ่งตัวที่ใช้คู่กันแล้วภายใน [ ] เป็นจริง 
จะเป็นเท็จเม่ือพบ x อย่างน้อยหน่ึงตัว ซ่ึงไม่มี y ใดใช้คู่กันได้เลย 

สัญลักษณ์ y x [...]   แปลว่า “มี y บางตัว ที่ใช้ x ได้ครบทุกตัว ...” 
จะเป็นจริงเม่ือพบ y อย่างน้อยหนึ่งตัว ที่ใช้ได้กับทุก ๆ  ค่า x 
จะเป็นเท็จเม่ือพบว่าไม่มี y ใดเลย ที่สามารถใช้คู่กับ x ได้ครบ 

 
 

ตัวอย่าง 3.12  ให ้P(x) แทน “x เป็นจาํนวนเต็ม” 
และ Q(x, y) แทน “x+y เป็นจํานวนเฉพาะ” 
 

จะได้วา่ x y [P(x) Q(x, y)]    แทนประโยค 
“สําหรับ x ทุกตวั จะมี y บางตัวที่ทาํให้... x เปน็จํานวนเต็ม และ x+y เปน็จาํนวนเฉพาะ” 
ส่วน y x [P(x) Q(x, y)]    นั้น แทนประโยค 
“สําหรับ y บางตัว จะมี x ทุกตวัทีท่ําให้... x เปน็จาํนวนเต็ม และ x+y เปน็จาํนวนเฉพาะ” 
 

ซึ่งสองประโยคนีมี้ความหมายตา่งกัน ไม่สามารถใช้แทนกนัได ้(ไม่สมมูลกนั) 
เช่นถ้าหาก {1,2, 3}U  
จะได้ x y [P(x) Q(x, y)]    เปน็จรงิ ..ได้แก่ (1,2), (2,1), (3,2) เป็นตน้ 
แต่ y x [P(x) Q(x, y)]    เป็นเท็จ ..เช่น (3,1), (2,2), (3,3) เหล่านี้ทาํใหภ้ายใน [ ] เป็นเทจ็ 

 

 
 

การหานิเสธของข้อความที่เป็นประโยคเปิดกับตัวบ่งปริมาณ นั่นคือข้อความ
ที่มีค่าความจริงตรงข้ามกับข้อความเดิมเสมอ มีหลักการอยู่ว่า 
1. เปล่ียนตัวบ่งปริมาณจาก   เป็น  และจาก  เป็น   โดยต้องไม่สลับลําดับ 
2. เขียนนิเสธของรูปแบบประโยคเปิดที่อยู่ภายในวงเล็บด้วย 

ตัวอย่างเช่น นิเสธของ x [P(x)]  คือ x [~ P(x)]  
นิเสธของ x y [P(x) Q(x, y)]    คือ x y [P(x) ~Q(x, y)]    
นิเสธของ x [ x  เป็นจํานวนคู่ และ x 4 ]  คือ x [ x  ไม่เป็นจํานวนคู ่หรือ x 4 ]<  
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

นิเสธของ 
ตัวบ่งปริมาณ 

ถ้าทาํตามหลักการขอ้ 1. หรอื 2. เพียงขอ้เดียว ผลที่ไดจ้ะยังไม่ใช่นิเสธของข้อความเดิม 
นั่นคอื x [P(x)]  กับ x [P(x)]  นัน้ไม่ใช่นิเสธของกันและกัน 
       x [P(x)]  กับ x [~P(x)]  ก็ไม่ใช่นิเสธของกนัและกัน 
เพราะอาจมีบางสถานการณ ์ทีท่ัง้สองขอ้ความใหค้่าความจริงตรงกันได ้

K
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แบบฝึกหัด ๓.๔ 
 
(27) ให้ { 2, 1, 0, 1, 2}  U  ข้อใดมีค่าความจริงเป็นจริง 
 ก. x [x  เป็นจํานวนเต็ม และ 2x 0]  
 ข. 3 2x [x x   และ 2x x ]  
 ค. x [ ถ้า x เป็นจํานวนเต็มบวก แล้ว x เป็นจํานวนเฉพาะ ]  
 ง. x [x  เป็นจํานวนเฉพาะ และ x เป็นจํานวนคี่ ]  
 
(28) กําหนด P(x) แทน “x เป็นจํานวนอตรรกยะ” และ Q(x) แทน “x เป็นจํานวนตรรกยะ” 
ข้อใดมีค่าความจริงเป็นเท็จ 
 ก. x [P(x) Q( 2)]    ข. x [Q(x) P(0.5)]   
 ค. x [P(x) ~ Q( )]     ง. x [Q(x) ~ P(22/7)]   
 
(29) กําหนดประโยคเปิด P(x) แทนข้อความ “ 2x x ” 
และ Q(x) แทนข้อความ “x เป็นจํานวนเฉพาะ หรือตัวหารร่วมที่มากที่สุดของ 3 กับ x เปน็ 1” 
ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 ก. x [P(x)]  เป็นจริง เม่ือ U  เป็นช่วงเปิด (0, 1)  
 ข. x [Q(x)]  เป็นเท็จ เม่ือ  {2, 3, 8, 10}U  
 
(30) ให้หาค่าความจริงของประพจน์ 3 2x (x 5x 1 4) x ( 0 x 2)x 1         >  
 
(31) ให้เอกภพสัมพัทธ์เป็นเซตของจํานวนนับ N  
ประพจน์ต่อไปนี้มีค่าความจริงเป็นอย่างไร 

2[ x (x 1   เป็นจํานวนนับ  2x) x (x 1 0)] x 0     >  
 
(32) ให้หาค่าความจริงของข้อความต่อไปนี้ หากกําหนดเอกภพสัมพัทธ์เป็น { 1, 0, 1} U  
 (32.1) 2 2x (x 1) x (x 1)      
 (32.2) 2x (x 1 0) x(x 1)       
 (32.3) 2x (x 1 0 x 1)      
 (32.4) 2x (x 0) x(x 0)      
 (32.5) 2x (x 0 x 0)     

 
 
 

 
 
 
 
 

แบบฝึกหัดขอ้ 32.2 กับ 32.3 วธิีคิดไม่เหมือนกนั เพราะ หามแจกแจง some เขาไปใน “และ” 
ในข้อ 32.2 ต้องคิดคา่ความจริงแยกซ้ายคร้ังหนึ่ง ขวาครั้งหนึง่ แลว้จึงเช่ือมกนัด้วย “และ” 
แต่ขอ้ 32.3 ตอ้งคิดในวงเล็บรวดเดียว ค่า x ที่ใช้ในวงเล็บทั้งหนา้และหลังตอ้งเป็นตัวเดยีวกนั 
 

และข้อ 32.4 กบั 32.5 วิธคีิดก็ไม่เหมือนกัน เพราะหามแจกแจง all เขาไปใน “หรือ” 
สรุปสิ่งทีแ่จกแจงได้.. มีเพยีง all คูกับ “และ”, some คูกับ “หรือ” 
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(33) ให้หาค่าความจริงของข้อความต่อไปนี้ หากกําหนดเอกภพสัมพัทธ์เป็น { 1, 0, 1} U  
 (33.1) 2x y (x y 2)   >  
 (33.2) 2x y (x y 2)   >  
 (33.3) 2x y (x y 2)   >  
 (33.4) 2x y (x y 2)   >  
 
(34) ให้หาค่าความจริงของข้อความต่อไปนี้ หากกําหนดเอกภพสัมพัทธ์เป็น { 1, 0, 1}  
 (34.1) 2 2x y (x y y x)      
 (34.2) 2 2x y (x y y x)      
 (34.3) 2 2x y (x y y x)      
 (34.4) 2 2x y (x y y x)      
 (34.5) 2 2x y (x y y x)      
 
(35) ให้หาค่าความจริงของข้อความต่อไปนี้ 

(35.1) x y (x y y x)       เม่ือ { 2, 0, 2} U  
(35.2) x y (x y 0)       เม่ือ { 2, 2} U  

 
(36) ประพจน์ x y(xy 1) x y (xy y)        จะมีค่าเป็นจริง เม่ือเอกภพสัมพัทธ์เป็นเซตใด 
 ก. เซตของจํานวนเต็ม   ข. เซตของจํานวนเต็มบวก 
 ค. เซตของจํานวนจริง   ง. เซตของจํานวนจริงบวก 
 
(37) ให้เอกภพสัมพัทธ์เป็นเซตจํานวนจริงบวก R  ข้อใดมีค่าความจริงเป็นจริง 
 ก. x y [x y xy]   >    ข. x y [x y 0]   <  
 ค. x y [x y]  <     ง. x y [y x]    
 
(38) ให้หานิเสธของข้อความต่อไปนี้ 
 (38.1) x [P(x) ~ Q(x)]   
 (38.2) x [P(x) (Q(x) R(x))]    
 (38.3) ~ x [P(x)] x [Q(x)]      
 (38.4) x y [(x y 5) (x y 1)]        
 (38.5) x y [x 0 y 0 xy 0]        
 (38.6) x y (xy 0 x 0 y 0)        
 (38.7) x y [(P(y) ~R(x)) (~ Q(x) ~ P(y))]      
 (38.8) x y z (x y z      และ xy z)<  
 
(39) ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 ก. นิเสธของ 22yx [x 5 0] y [ ]        คือ 22yx [x 5 0] y [ ]     >  
 ข. นิเสธของ x [x 6] x [x 8]    >  คือ x [x 6] x [x 8]   >  
 
 



คณิต มงคลพิทักษสุข    ตรรกศาสตร 
kanuay.com 

125 

๓.๕ การให้เหตุผลแบบอุปนัยและนิรนัย 
 

การให้เหตุผล (Reasoning) เป็นการกระทําเพ่ือหาข้อสรุปหรือสนับสนุน
ความเชื่อ ซ่ึงถือเป็นอีกกระบวนการที่สําคัญในทางตรรกศาสตร์ การให้เหตุผลแบบที่
สําคัญมีอยู่ 2 ลักษณะ ได้แก่ การให้เหตุผลแบบอุปนัย และแบบนิรนัย 
 
(ย่อย ใหญ่) 

การให้เหตุผลแบบอุปนัย (Inductive Reasoning) เป็นการใช้ข้อมูลจาก
ส่วนประกอบย่อยเพื่อนําไปสู่ข้อสรุปของส่วนรวม หรือเป็นการสรุปผลที่จะเกิดขึ้นใน
อนาคต ซ่ึงมาจากการสังเกตแนวโน้มจากอดีต หรือจากการทดลองซํ้าหลายคร้ัง เช่น 
เราสังเกตเห็นว่าในทุกเช้าพระอาทิตย์ขึ้นทางทศิตะวันออก ดังนั้นเราจึงสรุปแบบ
ขยายผลว่าพระอาทิตย์จะขึ้นทางทิศตะวันออกเสมอ, เราสังเกตเห็นว่าลายนิ้วมือของ
หนึ่งพันคนมีลักษณะต่างกัน จึงสรุปเอาแบบขยายผลวา่ คนทุกคนบนโลกมี
ลายน้ิวมือไม่เหมือนกันเลย, เพ่ือนบ้านทุกคนล้วนบอกว่าหมอคนนี้รักษาดีมาก เม่ือ
สมชายไม่สบายจึงไปหาหมอคนน้ี เพราะสรุปเอาแบบอุปนัยว่าตนเองจะได้รับการ
รักษาให้หายดีเช่นกัน 

ตัวอย่างการให้เหตุผลแบบอุปนัยที่พบในชีวิตประจําวัน เช่น แบบทดสอบไอ
คิว ซ่ึงมีรูปภาพต่อเนื่องเป็นโจทย์ แล้วให้หาภาพถัดไป, ความมหัศจรรย์ของการบวก
ลบคูณหารจํานวน ซ่ึงเราสามารถเขียนสมการถัดไปได้ถูกต้อง โดยไม่ต้องอาศัย
เคร่ืองคิดเลข, การยกตัวอยา่งปริมาณมาก ๆ  เพ่ือทดสอบสมมติฐานก่อนจะตัดสินใจ
เชื่อ ส่วนการให้เหตุผลแบบอุปนัยในวิชาคณิตศาสตร์ ที่พบบ่อยมากคือการทํานายว่า
ค่าของลําดับที่ละไว้ด้วยจุดจุดจุด (...) นั้นมีค่าเป็นเท่าใด 

 
 

ตัวอย่าง 3.13  ตอ่ไปนี้เป็นตัวอย่างการให้เหตผุลแบบอุปนยั ในวิชาคณติศาสตร์ 
 

ก. ในเซต A {2, 4,6,8, 10, ...}  
เม่ือสังเกตลักษณะของสมาชิกทัง้ห้าตัว พบวา่เกดิจากการบวกทีละ 2 
เราจงึสรุปผลว่า สมาชิกตัวที่เหลอืทีล่ะไว้คอื 12, 14, 16, … (จาํนวนนับคู่) 

 

ข. จาก 1 1 , 1 3 4  , 1 3 5 9   , 1 3 5 7 16    , 1 3 5 7 9 25      
เราจงึสรุปได้วา่ จํานวนนับคี่ n จาํนวนแรก มีผลบวกเทา่กับ 2n  

 

ค. ลําดับ 1, 3, 7, 15, 31, … 
สังเกตได้วา่ ผลต่างของแต่ละพจน์ตดิกัน เปน็ 2, 4, 8, 16 
ดังนัน้พจน์ถัดไปของลําดับคือ 63 (เพราะผลต่างเท่ากับ 32) 

 

ง. จาก 11 11 121  , 111 111 12321  , 1111 1111 1234321  , … 
จึงสรุปไดว้่า 11111 11111 123454321   

 

จ. เม่ือยกตวัอยา่งจาํนวนนับทีห่ารด้วย 3 ลงตัว 
เช่น 12, 51, 96, 117, 258, 543, 2930, 5022, 7839 … 
พบว่าผลบวกของเลขโดดเป็นจาํนวนทีห่ารด้วย 3 ลงตัว จึงสรุปว่า 
ถ้าผลบวกของเลขโดดเป็นจาํนวนที่หารด้วย 3 ลงตัวแลว้ จํานวนนบันั้นจะหารด้วย 3 ลงตวั 

 

การให้เหตุผล 
แบบอุปนัย 
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ข้อควรระวังในการให้เหตุผลแบบอุปนัยคือ ข้อสรุปที่ได้ไม่จําเป็นต้องถูกต้อง
ทุกคร้ัง เนื่องจากเป็นการขยายผลสรุปเกินออกไปจากส่ิงที่เห็นจริง นอกเหนือไปจาก
ข้อมูลที่มี ดังนั้นในการให้เหตุผลแบบอุปนัยนี้จึงทําได้เพียงหาข้อสรุปที่มีความน่าเชื่อ 
ถือมาก ๆ  เท่านั้น แต่ไม่สามารถยืนยันได้ว่าจะถูกต้อง 100% 

 

ปัจจัยต่าง ๆ  ท่ีมีผลต่อความน่าเช่ือถือของการอุปนัย 
1. ปริมาณข้อมูลท่ีมีเพียงพอหรือไม่ 
ไม่ควรพิจารณาข้อมูลปริมาณน้อย ๆ  แล้วสรุปทันที เช่น สุ่มหยิบลูกบอลได้สีแดง
ติดกันหลายคร้ัง จึงสรุปเอาว่าบอลทุกลูกมีสีแดง ถ้าสุ่มได้สีแดงติดต่อกัน 20 คร้ัง
แล้วสรุป ย่อมน่าเชื่อถือมากกว่าสุ่มเพียง 4 คร้ัง 

 
 

ตัวอย่าง 3.14  ตอ่ไปนี้เป็นตัวอย่างการให้เหตผุลแบบอุปนยัที่ผดิพลาด 
เพราะปริมาณข้อมูลน้อยเกินไป (ดังนัน้จงึควรยกตวัอยา่งตรวจสอบในปริมาณมากเพียงพอ) 

 

ก. สมมตฐิาน (n 1)2(n 1) 2    สําหรับจาํนวนนบั n ใด ๆ  
พบว่าเม่ือแทน n 1,2, 3, 4  จะได้ 4 1, 9 2, 16 4, 25 8     ตามลาํดบั ..ซึ่งลว้นเปน็จริง 
แต่ที่แท้สมมติฐานน้ีจะเป็นเทจ็ เม่ือแทน n 7,8,9, ...  เป็นตน้ไป 
 

ข. สมมติฐาน 2n n 5   เป็นจาํนวนเฉพาะ สาํหรับจํานวนนับ n ใด ๆ  
พบว่าเม่ือแทน n 1,2, 3, 4  จะได้ 2n n 5 5, 7, 11, 17    ตามลาํดบั ซึ่งเปน็จาํนวนเฉพาะจริง ๆ  
แต่ที่แท้สมมติฐานน้ีเปน็เท็จ เพราะเม่ือแทน n 5  จะได้ 2n n 5 25    ซึ่งไม่ใช่จาํนวนเฉพาะ 

 

 
2. ข้อมูลท่ีใช้น้ันเป็นตัวแทนท่ีดีมีคุณภาพหรือไม่ 
อาจมีข้อมูลที่ไม่ตรงกับข้อสรุปอยู่ แต่นึกไม่ถึงหรือสํารวจไปไม่ถึง เช่น สุ่มถามคน 
100 คนในบริเวณสยามสแควร์ พบว่าอายุไม่เกิน 22 ปีถึง 70 คน จึงสรุปเอาแบบ
อุปนัยว่าในกรุงเทพฯ มีประชากรวัยรุ่นจํานวนมากกว่าวัยทํางานอยู่เท่าตัว ซ่ึงอาจ
เป็นข้อสรุปที่ผิด เพราะถึงแม้ปริมาณข้อมูลจะมากเพียงพอ แต่ขอ้มูลเหล่านี้เป็นตัว
แทนที่ไม่ดีนัก ควรสุ่มสํารวจให้ทั่วกรุงเทพฯ จึงจะน่าเชื่อถือมากกว่า 

 

3. ข้อสรุปท่ีต้องการมีความซับซ้อนเกินไปหรือไม่ 
ข้อสรุปในบางเร่ืองมีความซับซ้อนเกินกว่าที่จะสรุปด้วยวิธีอุปนัยได้ นั่นคือข้อสรุปที่
เกี่ยวกับความนึกคิดของมนุษย์ เช่น ความเชื่อ (ลัทธิ, ศาสนา, ส่ิงที่ศรัทธา) 
ความชอบ (การเมือง, ดารา, ทีมฟุตบอล ฯลฯ) ซ่ึงมักจะขึ้นกับเหตุผลส่วนบุคคลที่
แตกต่างกันไป แม้จะได้ข้อมูลมากเพียงใดก็ไม่สามารถสรุปได้ว่าอย่างใดดีกว่าอย่าง
ใด เพราะส่ิงเหล่านี้ไม่มีเกณฑ์วัดที่ตายตัวเป็นมาตรฐาน 

 
 

(ใหญ่ ย่อย) 
การให้เหตุผลแบบนิรนัย (Deductive Reasoning) เป็นการใช้ความจริง

ของส่วนรวมหรือของกลุ่ม ซ่ึงเป็นที่ยอมรับอยู่ก่อนแล้ว เพ่ือนําไปสู่ข้อสรุปของ
ส่วนประกอบย่อย ๆ  หรือสมาชิกในกลุ่มนั้น เช่น เป็นความจริงที่ว่าจํานวนที่หารด้วย 
2 ลงตัวเป็นจํานวนคู่ และ 0 นั้นหารด้วย 2 ลงตัว เราจึงสรุปว่า 0 เป็นจํานวนคู่ 

การให้เหตุผล 
แบบนิรนัย 
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การให้เหตุผลแบบนิรนัยมักกล่าวในรูปแบบ “การอ้างเหตุผล” (ที่ได้ศึกษา
แล้วในหัวข้อ ๓.๓) ซ่ึงเป็นการกล่าวในลักษณะ “ถ้ามีเหตุเป็นข้อความชุดหนึ่ง (ซ่ึง
เป็นจริง) แล้ว จะสามารถสรุปผลเป็นข้อความอันหนึ่งได้เสมอ” ซ่ึงการอ้างเหตุผลนั้น
ย่อมมีทั้งแบบท่ีสมเหตุสมผลและไม่สมเหตุสมผล ข้อสรุปที่ได้จากการนิรนัยจะ
ถูกต้องเสมอถ้าหากการกล่าวอ้างนั้นมีความสมเหตุสมผล 

 
 

ตัวอย่าง 3.15  ตอ่ไปนี้เป็นตัวอย่างการให้เหตผุลแบบนิรนยั 
 

ก. เหตุ (1) นักเรียนทุกคนตอ้งทําการบ้าน 
        (2) สดุาเป็นนักเรียน 
    ผล  สดุาตอ้งทาํการบ้าน 

 

ข. เหต ุ(1) นกเท่านั้นที่บินได ้
        (2) คนบินไม่ได้ 
    ผล  คนไม่ใช่นก 

 

ค. เหตุ (1) สัตว์ปีกทกุตวับินได ้
        (2) แมวบางตวัเปน็สตัวป์ีก 
    ผล  แมวบางตัวบินได ้
 

การให้เหตุผลในตัวอย่างนีท้ั้งหมดเป็นข้อสรุปที่ สมเหตุสมผล 
แม้ว่าผลสรปุในบางขอ้จะขัดแย้งกบัหลักความจริงบนโลกก็ตาม 
(ในทางกลับกนั ข้อสรุปที่ตรงกับความจริงบนโลกก็อาจเปน็ขอ้สรุปที่ “ไม่สมเหตุสมผล” ก็ได)้ 

 

 
การสมเหตุสมผลนั้นไม่ได้หมายความว่าผลจะเป็นจริงทันที แต่หมายความ

ว่า เหตุกับผลที่ให้มานั้นมีความสอดคล้องกันดี และเม่ือใดก็ตามที่เหตุทุกข้อเกิดเป็น
จริงพร้อมกัน ผลก็จะต้องเป็นจริงตามไปด้วยเสมอ (หรืออาจกล่าวว่า ข้อสรุปจะเป็น
จริงภายใต้เหตุที่ให้มาเท่านั้น) แต่ถ้าเม่ือใดมีเหตุที่ให้มาบางข้อไม่เป็นจริง ก็จะยังไม่
สามารถบอกได้ว่าผลจะเป็นจริงหรือเท็จอย่างไร 

ดังนั้น ในการตรวจสอบว่าการให้เหตุผลนั้นสมเหตุสมผลหรือไม่ จึงจําเป็น
จะต้องยึดจากเหตุที่ให้มาเท่านั้น ห้ามใช้ส่ิงที่เป็นความจริงบนโลกในการตัดสินเพราะ
อาจสรุปผิดพลาดได้ 
 

ข้อควรระวังอีกอย่างในการให้เหตุผลแบบนิรนัยคือ ในบางคร้ังเม่ือเราใช้
ความรู้สึกเพียงผิวเผินตัดสิน อาจจะคิดไปว่าเหตุและผลมีความสอดรับกันดี ทําให้
การอ้างเหตุผลนั้นสมเหตุสมผล ทั้งที่จริง ๆ  แล้วไม่ใช่อย่างนั้น ยกตัวอย่างเช่น 
 

1. เหตุ (1) นกทุกตัวบินได้ 
       (2) ยุงบินได้ 

           ผล  ยุงเป็นนก 
(ไม่สมเหตุสมผล เพราะอาจจะมีส่ิงอื่นที่ไม่ใช่นก แต่บินได้) 
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นก   
ส่ิงที่บินได้     นก   

นก   

ส่ิงที่บินได้     ส่ิงที่บินได้     

ส่ิงที่บินได้   

สมชาย    

นร.ชาย   ผู้ลงแข่งกฬีา   

สมศรี    

สมศรี    

นร.ชาย   ผู้ลงแข่งกฬีา   

สมศักด์ิ  

2. เหตุ (1) นกทุกตัวบินได้ 
       (2) คนไม่ใช่นก 

           ผล  คนบินไม่ได้ 
(ไม่สมเหตุสมผล เพราะอาจจะมีส่ิงอื่นที่ไม่ใช่นก แต่บินได้) 
 

3. เหตุ (1) นักเรียนบางคนเป็นนักกีฬา 
       (2) นักกีฬาบางคนแข็งแรง 

           ผล  นักเรียนบางคนแข็งแรง 
(ไม่สมเหตุสมผล เพราะนักกีฬาคนที่แข็งแรงอาจไม่ใช่นักเรียนก็ได้) 
 

เพ่ือการพิจารณาอย่างรอบคอบ การตรวจสอบความสมเหตุสมผลของการ
ให้เหตุผลแบบนิรนัยจึงควรใช้แผนภาพของเซต (แผนภาพเวนน์-ออยเลอร์) ช่วยใน
การพิจารณา โดยวาดให้เหตุทุกข้อเป็นจริงก่อน จากนั้นในขณะที่เหตุทุกข้อเป็นจริง 
พยายามวาดให้ผลเป็นเท็จ ถ้าทําได้สําเร็จจะถือว่าการกล่าวนี้ไมสมเหตสุมผล แต่ถ้า
ทําผลให้เป็นเท็จไม่ได้เลย (แผนภาพเป็นไปตามผลสรุปได้เพียงแบบเดียวเท่านั้น) จะ
ถือว่าสมเหตสุมผล (วิธีที่กล่าวมานี้เหมือนการตรวจสอบการอ้างเหตุผลด้วยวิธี
ตรวจสอบสัจนิรันดร์นั่นเอง) 

ตัวอย่างเหตุแต่ละลักษณะจะเขียนเป็นแผนภาพได้ดังนี้ 
 
 
 
 
 

       ไม่มีนกตัวใดบินได้               นกบางตัวบินได้              นกทุกตัวบินได้ 
    (หรือ นกทุกตัวบินไม่ได้)        (หรือ นกบางตัวบินไม่ได้) 
 
หากในข้อความมีการระบุถึงสมาชิกของเซต 
(เช่น สมชายบินได้) 
จะเขียนเป็น จุด อยู่ภายในบริเวณเซตนั้น 
 
 

 

ตัวอย่าง 3.16  ให้ใช้แผนภาพของเซตช่วยในการพจิารณา 
ว่าการให้เหตุผลแบบนิรนัยในแตล่ะข้อ สมเหตุสมผลหรือไม่ 

 

ก. เหตุ (1) นักเรียนชายทกุคนลงแข่งกฬีา 
        (2) สมศักดิ์เป็นนักเรยีนชาย 
    ผล  สมศักดิ์ลงแข่งกฬีา 

ตอบ สมเหตุสมผล (เขียนแผนภาพแลว้พบวา่ผลเป็นจรงิเสมอ) 
 
 

ข. เหต ุ(1) นกัเรียนชายทกุคนลงแข่งกฬีา 
        (2) สมศรีไม่ได้เป็นนกัเรียนชาย 
    ผล  สมศรีไม่ได้ลงแขง่กีฬา 

ตอบ ไม่สมเหตุสมผล (พบว่าผลอาจไม่เป็นจริงไดด้้วย) 
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นร.ชาย    ผู้ลงแข่งกฬีา   
สมเสร็จ   

สมเสร็จ  

นร.ชาย ผู้ลงแข่งกฬีา   

สมศักด์ิ  
สมศักด์ิ  

 

ค. เหตุ (1) นักเรียนชายทกุคนลงแข่งกฬีา 
        (2) สมเสร็จลงแข่งกฬีา 
    ผล  สมเสร็จเป็นนักเรียนชาย 

ตอบ ไม่สมเหตุสมผล (พบว่าผลอาจไม่เป็นจริงไดด้้วย) 
 
 

ง. เหตุ (1) นักเรียนชายบางคนลงแข่งกฬีา 
        (2) สมศักดิ์เป็นนักเรยีนชาย 
    ผล  สมศักดิ์ลงแข่งกฬีา 

ตอบ ไม่สมเหตุสมผล  (พบว่าผลอาจไม่เป็นจริงไดด้้วย) 
 
 

 
หมายเหตุ 
1. สามารถใช้การแรเงาเพ่ือบ่งบอกว่าชิ้นส่วนนั้นตองมีสมาชกิอยู่ 
หรืออาจใช้เพ่ือบ่งบอกว่าชิ้นส่วนนั้นไมมีสมาชกิเลยก็ได้ แล้วแต่การตกลงกัน 
2. บางตําราเรียก “เหตุ” และ “ผล” ว่า “สมมติฐาน” และ “ข้อยุติ” ตามลําดับ 
 
 

นอกจากการให้เหตุผลทั้งสองลักษณะนี้แล้ว ยังมีการให้เหตุผลแบบอ่ืน ๆ  ที่
ไม่ได้ศึกษาในวิชาคณิตศาสตร์ เช่น การจัดเรียงลําดับข้ัน ดังสถานการณ์ต่อไปนี้ 

เหตุ (1) ยางลบมีราคาแพงกว่าไม้บรรทัด 
 (2) ดินสอมีราคาถูกกว่ายางลบ 
 (3) ปากกามีราคาแพงกว่าไม้บรรทัด แต่มีราคาถูกกว่าดินสอ 
ผล ไม้บรรทัดมีราคาถูกที่สุด 
การสรุปนี้สมเหตุสมผล เพราะเม่ือจัดเรียงลําดับราคาจากมากไปน้อย จะ

ได้ผลในลักษณะเดียวคือ ยางลบ, ดินสอ, ปากกา, ไม้บรรทัด 
 
 

แบบฝึกหัด ๓.๕ 
 
(40) ให้บอกคา่ของ a ที่ปรากฏในลําดับต่อไปนี้ 
 (40.1) 1, 3, 5, 7, a       (40.5) 3, 1, 1, 3, a   
 (40.2) 2, 7, 12, 17, a    (40.6) 31 2 4

4 52 3, , , , a  
 (40.3) 1, 2, 3, 4, a     (40.7) 1, 4, 9, 16, a  
 (40.4) 3,6, 12, 24, a    (40.8) 3, 3 3, 3 3 3, 3 3 3 3 , a  

(40.9) [พ้ืนฐานวิศวะ]  125, 726, a, 40328, 362889  
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(41) ให้หาสมการ 2 สมการ ต่อจากรูปแบบที่กําหนดให้ โดยอาศัยการให้เหตุผลแบบอุปนัย 
(และคํานวณหรือใช้เคร่ืองคํานวณ เพ่ือตรวจสอบคําตอบที่ได้) 

 (41.1) 
37 3 111
37 6 222
37 9 333

 

 

 

   (41.5) 
11 11 121
11 12 132
11 13 143

 

 

 

 

 

 (41.2) 
9 9 81
9 99 891
9 999 8991

 

 

 

   (41.6) 
1089 1 1089
1089 2 2178
1089 3 3267

 

 

 

 

 

 (41.3) 
1 9 11 2
12 9 111 3
123 9 1111 4

  

  

  

  (41.7) 
2 (3) 3 (3 1)
2 (3) 2 (9) 3 (9 1)
2 (3) 2 (9) 2 (27) 3 (27 1)

 

  

   

 

 

 (41.4) 
9 9 7 88
9 98 6 888
9 987 5 8888

  

  

  

  (41.8) 
3 4 2 (1 2 3)
4 5 2 (1 2 3 4)
5 6 2 (1 2 3 4 5)

   

    

     

 

 
(42) ให้ตรวจสอบความสมเหตุสมผลของการอ้างเหตุผลต่อไปนี้ 
โดยอาศัยการให้เหตุผลแบบนิรนัย ประกอบกับแผนภาพของเวนน์-ออยเลอร์ 
 (42.1) เหตุ – คนบางคนว่ายน้าํได้  (42.2) เหตุ – คนบางคนว่ายน้าํได้ 
     – สมชายเป็นคน      – สมชายเป็นคน 
       ผล  สมชายว่ายน้ําได้        ผล  สมชายว่ายน้ําไม่ได้ 
 
(43) ให้ตรวจสอบความสมเหตุสมผลของการอ้างเหตุผลต่อไปนี้ 
โดยอาศัยการให้เหตุผลแบบนิรนัย ประกอบกับแผนภาพของเวนน์-ออยเลอร์ 
 (43.1) เหตุ – ไม่มีเด็กดีคนใดคุยในเวลาเรียน 
     – นักเรียนห้องนี้ทุกคนเป็นเด็กดี 
       ผล  ไม่มีนักเรียนคนใดในห้องนี้คุยในเวลาเรียน 
 
 (43.2) เหตุ – นักเรียนบางคนทําการบ้านไม่เสร็จ 
     – นักเรียนบางคนชอบเล่นฟุตบอล 
       ผล  นักเรียนที่เล่นฟุตบอลบางคนทําการบ้านไม่เสร็จ 
 
 (43.3) เหตุ – วันนี้ฉันเงินหมด 
      – ไม่มีใครที่เงินหมดแล้วโดยสารรถเมล์ได้ 
       ผล  วันนี้ฉันไม่สามารถโดยสารรถเมล์ได้ 
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(44) ให้ตรวจสอบความสมเหตุสมผลของการอ้างเหตุผลต่อไปนี้ 
โดยอาศัยการให้เหตุผลแบบนิรนัย ประกอบกับแผนภาพของเวนน์-ออยเลอร์ 

(44.1) เหตุ – ไม่มีสัตว์น้ําตัวใดบินได้ (44.4) เหตุ – ไม่มีนางแบบคนใดเป็นผู้ชาย 
      – นกแก้วเป็นสัตว์น้ํา      – พระเอกหนังทุกคนเป็นผู้ชาย 
       ผล  นกแก้วบินไม่ได้      ผล  ไม่มีนางแบบคนใดเป็นพระเอกหนัง 
 
 (44.2) เหตุ – คนมีความสุขทุกคนยิ้มแย้ม (44.5) เหตุ – ครูบางคนชอบด่ืมกาแฟ 
      – ฉันยิ้มแย้ม         – ผู้ชายทั้งหมดชอบด่ืมกาแฟ 
       ผล  ฉันมีความสุข         ผล  ครูบางคนเป็นผู้ชาย 
 
 (44.3) เหตุ – นักเรียนทุกคนสวมแว่นตา (44.6) เหตุ – ไม่ใช่ปลาทุกตัวที่มีสองตา 
      – ผู้ร้ายบางคนสวมแว่นตา      – กุ้งไม่ได้เป็นปลา 
       ผล  นักเรียนบางคนเป็นผู้ร้าย        ผล  กุง้มีสองตา 
 
(45) ให้ตรวจสอบความสมเหตุสมผลของการอ้างเหตุผลต่อไปนี้ 
โดยอาศัยการให้เหตุผลแบบนิรนัย ประกอบกับแผนภาพของเวนน์-ออยเลอร์ 
 (45.1) เหตุ – ไม่มีช่างคนใดที่ขยัน  (45.4) เหตุ – สิ่งมีชีวติทกุชนดิตอ้งกนิอาหาร 
      – สมนึกเป็นช่าง       – สัตว์ทุกตัวเป็นส่ิงมีชีวิต 
       ผล  สมนึกไม่ขยัน         ผล  คนทุกคนต้องกินอาหาร 
 
 (45.2) เหตุ – ไม่มีช่างคนใดที่ขยัน  (45.5) เหตุ – แอปเปิ้ลไม่มีพิษ 
      – สมนึกไม่ขยัน       – องุ่นไม่มีพิษ 
       ผล  สมนึกเป็นช่าง         ผล  ผลไม้ที่ทานได้ไม่มีพิษ 
 
 (45.3) เหตุ – สัตว์ทุกตัวต้องหายใจ  (45.6) เหตุ – นกทุกตัวมีปีก 
      – สุนัขทุกตัวต้องหายใจ      – สัตว์ที่มีปีกบางตัวบินได้ 
       ผล  สุนขัทุกตัวเป็นสัตว์       – เพนกวินเป็นนก 
            ผล  เพนกวินบินได้ 
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เฉลยแบบฝึกหัด (คาํตอบ) 
 
(1) p | F | p | F  
   T | p | p | T  
   p | T | T |~p | T |~p  
   p |~p | T | F  
(2) ข้อ (2.6) ถึง (2.10) เทจ็ 
   นอกนัน้จรงิ 
(3) ขอ้ (3.5), (3.7), (3.9), 
   (3.12) เทจ็ นอกนั้นจริง 
   (3.11) T, T, F 
(4) ก. ถูก ข. ถูก 
(5) ถูกทุกข้อ 
(6) ก. ผิด ข. ถูก 
(7) ก.(p q) (~ r ~ s)    
   ข. p ~ q r   
(8) ง.      (9) ค.    
(10.1) ข.      (10.2) ง. 
(10.3) ก.     (11) ค. 
(12) สมมูลกนัทกุข้อ 
(13) ถูกทกุขอ้ 
(14.1) และ (14.2) ก. 
(15) 3:5 
(16) เป็นทุกข้อ ยกเว้น (16.1), 
   (16.2) 
(17) เป็นทุกขอ้ ยกเว้น (17.2), 
   (17.7) 
(18) เป็นทุกขอ้ 
(19) เป็นทกุขอ้ ยกเว้น (19.1) 
(20) ข. และ ค. เป็นจริง 
(21)   หรอื   
(22) สมเหตสุมผลทัง้สองขอ้ 
(23) ไม่สมเหตสุมผลทั้งสองข้อ 
(24.1) s r  

(24.2) r 
(25) ฉันไม่ขยัน 
(26) ก. 
(27) ข. 
(28) ก. 
(29) ก. ถูก ข. ผิด 
(30) จริง 
(31) เทจ็ 
(32) เทจ็, จริง, จริง, เทจ็, จริง 
(33) จริง, เทจ็, เทจ็, เทจ็ 
(34) เท็จ, จริง, เทจ็, จรงิ, เท็จ 
(35.1) เทจ็ 
(35.2) จรงิ 
(36) และ (37) ง. 
(38.1) x [P(x) Q(x)]   
(38.2) x [P (x) Q(x) ~ R(x))]    
(38.3) x [P(x)] x [Q(x)]    
(38.4) x y [(x y 5)     
   (x y 1)]    
(38.5) x y [x 0 y 0   <  
   xy 0] >  
(38.6) x y(xy 0 x 0    >  
   y 0) >  
(38.7) x y [P (y) ~ R(x) Q(x)]     
(38.8) x y z(x y z    <  หรือ 
   xy z)  
(39) ก. ถูก ข. ผิด 
(40.1) –9 
(40.2) 22 
(40.3) 5 
(40.4) 48 

(40.5) –5 หรือ 3 
(40.6) 5/6 
(40.7) 25 

(40.8) 3 3 3 3 3  
(40.9) 5047 
(41.1) 37 12 444  , 
   37 15 555   
(41.2) 9 9999 89991  , 
   9 99999 899991   
(41.3) 1234 9 11111 5   , 
   12345 9 111111 6    
(41.4) 9 9876 4 88888   , 
   9 98765 3 888888    
(41.5) 11 14 154  , 
   11 15 165   
(41.6) 1089 4 4356  , 
   1089 5 5445   
(41.7) 2 (3) 2 (9) 2 (27)   
   2 (81) 3 (81 1)   , 
   2 (3) 2 (9) 2 (27) 2 (81)    
   2 (243) 3 (243 1)     
(41.8) 
6 7 2 (1 2 3 4 5 6)       , 
7 8 2 (1 2 3 4 5 6 7)         
(42) ถึง (45) 
   ข้อที่สมเหตุสมผลได้แก ่
   (43.1), (43.3), (44.1), 
   (44.4), (45.1)
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เฉลยแบบฝึกหัด (วธิีคิด) 
 
(1) ข้อนีจ้ะตอบถูกได้เม่ือคุน้เคยลักษณะของ
ตัวเช่ือมทั้งสี่แล้ว 
 

ก. เครื่องหมาย “และ” ให้ผลเปน็ T เพียงกรณีเดยีว
คือ T T  เทา่นั้น (ถ้าพบ F จะได้ผลเป็น F ทันที) 
 

T p p   ..จริง “และ” อะไร ก็จะได้ตามตัวนัน้ 
        (หมายความว่า T T T, T F F    ) 
F p F   ..เทจ็ “และ” อะไร จะได้เทจ็เสมอ 
p p p   ..เหมือนกนัเช่ือมด้วย “และ” ไดต้ัวเดิม 
p ~p F   ..ตรงข้ามกันเช่ือมด้วย “และ” จะได้
เท็จเสมอ เพราะต้องมีตัวใดตัวหนึง่เป็นเท็จแน่ ๆ  
 

ข. เครือ่งหมาย “หรอื” ให้ผลเปน็ F เพียงกรณีเดียว
คือ F F  เทา่นั้น (ถ้าพบ T จะไดผ้ลเป็น T ทันที) 
 

T p T   ..จริง “หรือ” อะไร จะไดจ้ริงเสมอ 
F p p   ..เทจ็ “หรอื” อะไร ก็จะได้ตามตัวนัน้ 
         (หมายความว่า F T T, F F F    ) 
p p p   ..เหมือนกนัเช่ือมด้วย “หรอื” ไดต้ัวเดิม 
p ~p T   ..ตรงข้ามกันเช่ือมด้วย “หรือ” จะได้
จริงเสมอ เพราะต้องมีตัวใดตัวหนึง่เป็นจริงแน่ ๆ  
 

ค. เครื่องหมาย “ถ้า-แล้ว” ให้ผลเป็น F เพียงกรณี
เดียวคอื T F  เท่านัน้ (ถ้าพบขึ้นต้นด้วย F หรือ
ถ้าพบลงทา้ยดว้ย T จะได้ผลเปน็ T ทนัท)ี 
 

T p p   ..จริงแล้วอะไร ก็จะไดต้ามตัวนัน้ 
F p T   ..เทจ็แล้วอะไร จะได้จริงเสมอ 
p T T   ..อะไรแล้วจริง จะได้จริงเสมอเช่นกัน 
p F ~p   ..อะไรแล้วเท็จ ก็จะไดต้รงข้ามกบัตัว
นั้น (เพราะวา่ T F F, F F T    ) 
p p T   ..เหมือนกนัเช่ือมด้วย “ถ้า-แลว้” ได้จรงิ 
p ~p ~p   ..ตรงข้ามกันเช่ือมด้วย “ถ้า-แล้ว” 
จะได้เหมือนตัวหลัง (คอื T F F, F T T    ) 
 

ง. เครือ่งหมาย “ก็ต่อเม่ือ” ถ้าประพจน์ดา้นหน้ากับ
ด้านหลังมีคา่เหมือนกนัจะได้ T, ตรงขา้มกนัจะได ้F 
 

T p p   ..จริงก็ตอ่เม่ืออะไร จะไดต้ามตัวนั้น 
F p ~p   ..เทจ็ก็ตอ่เม่ืออะไร จะไดต้รงกันข้าม 
p p T   ..เหมือนกนัเช่ือมด้วยกต็่อเม่ือ ได้จรงิ 
p ~p F   ..ตรงขา้มกนัเช่ือมด้วยก็ตอ่เม่ือ ได้เทจ็ 

 
 
 

(2.1) [(p s) (p r)] (p s) T       
                   T          T 
(2.2) [(q s) r] [.....] T     
           T 
(2.3) [(r q) (p q)] [.....] T      
          F          F 
(2.4) [(p q) (q r)] ~ s T      
                     T 
(2.5) [(q p) r] r T     
           T      T     T 
(2.6) [(p q) ~ r] [(~ p q) r] F       
          F                   F       T 
               T                  F 
(2.7) [(p ~ q) ~ r] [(p q) .....] F       
          T                  F        . 
                 T                 F 
(2.8) (p q) ~ r [... ...] F      
          F 
(2.9) [p (q r)] [.....] F     
           F 
(2.10) [q (....)] [p (q ~ r)] F      
         F             T      F      . 
           T              F 
(2.11) [(~ p ....) (~ r ....)] [.....] T      
              T            T 

 
 
(3.1) (....) (p q) T    
                     T 
                  T 
(3.2) (....) (p q) T    
                F     . 
                  T   
(3.3) (~ r p) (....) T    
           T 
(3.4) โจทย์กาํหนด r q T   
โดย r เปน็จริง ก็แสดงวา่ q ตอ้งเป็นจริงด้วย 
จะได้ (p q) (s p) (s q) T       
       T   T        T        T  
(3.5) จะได้ p T, q F, r T    
ดังนัน้ (~ q (p r)) (~ r) F     
        T      T        F 
(3.6) จะได้ n F  ดงันั้น n [....] T   
(3.7) จะได้ q F  ดงันั้น (....) q F   
(3.8) จะได้ q F, s F, r T, p F     
ดังนัน้ (q p) (....) T    
         F 
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(3.9) จากโจทยจ์ะได้ p r T, q s F     
นั่นคอื q F, s F   
และจาก p q T   แสดงว่า p F  
ดังนัน้ r T  ..และไดค้ําตอบเป็น T F F   
 

(3.10) จะได ้p q F   แสดงว่า p T, q F   
ดังนัน้  (....) ~ q T   
                 T 
(3.11) จะได้ p q T   แสดงว่า p T, q T   
และจะได ้p r F   แสดงว่า r F  
 

(3.12) จะได้ p T, p ~ r T    
แสดงว่า r F  

 
 
(3.13) และ (3.14) ไม่บอกค่าของ p, q, r, s 
มาให้เลย แสดงว่าน่าจะเป็นสัจนิรันดร์ (คือเป็นจริง
ทุกกรณี ไม่ว่า p, q, r, s จะเป็นอย่างไร) 
ซึ่งเม่ือตรวจสอบแล้วก็พบว่าเป็นสัจนิรันดร์จรงิ ๆ  จึง
ตอบว่า “จริง” ทัง้สองข้อ ..โดยวิธีตรวจสอบเป็นดังน้ี 
(จะได้ศึกษาในหัวข้อ ๓.๒) 
 

(3.13) ทดสอบว่าเปน็เท็จไดห้รอืไม่ 
ตัวเช่ือมหลักเปน็ “ถ้า-แลว้” แสดงว่าเป็นเท็จเม่ือ
ด้านหน้าเป็นจริง ด้านหลังเป็นเทจ็ 
       ((p ~ q) ~p) (p q)     
                        F 
                 T           F 
                          T   F 
ซึ่งถ้าด้านหลังเปน็เทจ็ แปลว่า p จะตอ้งเปน็จรงิ
เท่านั้น และ q จะต้องเป็นเท็จเทา่นั้น ..แต่เม่ือนาํ 
ค่าความจริงของ p กับ q ไปใส่ในด้านหน้า จะพบ 
ว่าดา้นหน้าไม่ไดเ้ป็นจริงตามที่ตอ้งการ ขดัแย้งกนั, 
ทําข้อนี้ให้เปน็เทจ็ไม่สําเร็จ นัน่คอืไม่มีวธิีใดทีจ่ะให้คา่
เป็นเท็จไดเ้ลย ขอ้นีจ้ึงเปน็สจันริันดร ์
 

(3.14) ตัวเช่ือมหลักเป็น “ถ้า-แล้ว” จงึพจิารณาวิธี
เดียวกับขอ้ที่แล้ว คือด้านหน้าจรงิ ด้านหลังเทจ็  
       p ~(r s) (~ r ~ s)~ p       
                           F 
                    T            F 
                               T    T 
ซึ่งถ้าด้านหลังเปน็เทจ็ แปลว่า r กับ s จะตอ้งเปน็
จริงทั้งคู่เทา่นัน้ ..แต่เม่ือนําค่าความจริงของ r กับ s 
ไปใส่ดา้นหนา้ จะพบว่าเหลอืเพียง  p ~ p  ซึ่ง
เป็นเท็จเสมอ ไม่มีทางเป็นจริงไดต้ามต้องการ 
..สรุปวา่เราไม่มีทางทาํให้ขอ้นี้เปน็เทจ็ได้เลย ข้อนี้จึง
เป็นสจันริันดร ์

 

(4) จะได้ s r F   ..แสดงว่า s T, r F   
และ p r T   ..แสดงว่า p T  
และ p q T   ..แสดงว่า q T  
 

ก. [(....) (q r)] (r s) F       ถูก 
              F         F 
ข. [....] (~ r s) T     ถูก 
               T 

 
 
(5) จะได้ p q T   ..แสดงว่า p q  
และ r ~ s F   ..แสดงว่า r F, s T   
ดังนัน้ [(~ p r) ....] T    
            F 
ก. ~ (....) ~ r T   ถูก 
              T 
ข. r (p ~ q) T     ถูก 
    F      F 
ค.   (....) (p q) T   ถูก 
             T 

 
 
(6) โจทย์กําหนด p q , r ~ s   ..ดังนั้น 
ก. [.... (r ~ s)] [.... (~ r ~ s)] T       
            T                    T 
ข. [....] [(p ~ q) (r ~ s)] T      
              T           T 
นั่นคอื ก.ผิด และ ข.ถูก 

 
 
(7) ก. ~ [(~p ~ q) (r s)]    
        (p q) (~ r ~ s)     
ข. ~ [~ (p ~ q) ~ r] (p ~ q) r      

 
 
(8) ให้ p แทน “เดชาขยัน”, 
q แทน “เดชาทาํการบ้านสมํ่าเสมอ” 
และ r แทน “เดชาสอบผ่าน” 
..ดังนัน้ โจทย์บอกว่า (p q) r   เป็นเท็จ 
ก็แสดงวา่ p q T   และ r F  
 

ก. p ~ q F   ข. ~ p q F   
ค. ~ r ~ q F   ง. p ~ r T   ..ข้อ ง. จริง 
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(9) ก. ~ (~ p ~ q)  คอื p q  ..สมมูลกนั 
ข. (~ p q)  กับ (q ~ p)  ..สมมูลกัน 
ค. p (~ q p) ~ q p     
เม่ือเทียบกับ q p  จะไม่สมมูลกัน  (ตอบขอ้ ค.) 
ง. สมมูลกัน ตามกฎการแจกแจง   

 
 
(10.1) ข้อ ข. ถูก 
เพราะขอ้ ข. คอื (p q) (q p)    
 
(10.2) {[(q ~ t) (p ~ p)] ~ q} r      
                        T 

[(q ~ t) ~ q] r     
[(q ~ q) (~ t ~ q)] r      

      T 
(~ t ~ q) r (t q) r       

 
(10.3) สามารถจัดรูปโดยดึงตัวร่วมออกมาได้ดงันี ้
  [(q r) (q ~ r)] [(p s) (p ~ s) ]        

[q (r ~ r)] [(p (s ~ s)] q p         
         F                T 

 
 
(11) ข้อ ข. กับ ง. ไม่ใช่แนน่อน เพราะขอ้ความ
กลายเป็น ab 0, a 0, b 0> < <  ซึ่งไม่ได้
เกี่ยวขอ้งกับขอ้ความในโจทย์เลย 
 

..ดังนัน้ พิจารณาเฉพาะข้อ ก. กบั ค. 
จากข้อความในโจทยค์ือ (p q) r   
ข้อ ก. (~p ~ q) ~ r   ..ไม่สมมูล 
ข้อ ค. ~ r (~p ~ q)    ..สมมูล 

 
 
(12) ถ้าให้ขอ้ ก. เปน็ p (q r)   
จะได้ขอ้ ข. คอื (~ q ~ r) ~ p   
และข้อ ค. คอื ~ p q r   
..ข้อ ก. และ ข. เม่ือแจกแจงแล้วจะเหมอืนข้อ ค. 
ดังนัน้สมมลูกันหมดทุกข้อความ 

 
 
(13) ก. ~(p ~ r) ~ q ~p r ~ q      
                       q (r ~p)    ..ถูก  
ข. p (q r) ~p (~ q r)      
และ q (p r) ~ q (~p r)      ..ถูก 
ค. (p q) r ~p ~ q r      
และ (p ~ q) (p r) ~p ~ q ~p      r  ..ถูก 

 

(14.1) ลองเขียนตารางคา่ความจริงไดด้ังนี ้
 

p q p*p q*q (p*p)*(q*q) 
T 
T 
F 
F 

T 
F 
T 
F 

F 
F 
T 
T 

F 
T 
F 
T 

T 
F 
F 
F 

 

สังเกตได้วา่ผลลพัธท์ี่ได้เหมือนกบั p q  
จึงตอบข้อ ก. 
 

(14.2) จากตารางในโจทย์ มีเพยีง F*F เท่านั้นที่
ให้ผลแตกต่างกบักรณีอืน่ แสดงว่ามีลกัษณะลักษณะ
คล้ายกับตัวเช่ือม “หรอื” แต่ได้ผลเป็นตรงกันข้าม 
(เพราะตัวเช่ือม “หรอื” ตอ้งได ้T, T, T, F ตามลําดบั) 
..ดังนัน้ p q ~(p q)    
และตอบข้อ ก. เพราะ ~(~p q) ~(p q)    

 
 
(15) เขียนตารางคา่ความจริงเพือ่นับจาํนวนกรณ ี
 

p q r q*r p*(q*r) 
T 
T 
T 
T 
F 
F 
F 
F 

T 
T 
F 
F 
T 
T 
F 
F 

T 
F 
T 
F 
T 
F 
T 
F 

F 
F 
F 
T 
F 
F 
F 
T 

F 
F 
F 
F 
T 
T 
T 
F 

 

พบว่าจํานวนกรณีที่เป็นจริง : เทจ็ เท่ากับ 3 : 5 

 
 
(16) ข้อนี้มีตัวเช่ือมหลักเปน็ “ถ้า-แล้ว” จึง
ตรวจสอบสัจนิรนัดรด์้วยวิธ ี“พยายามทําให้เปน็เท็จ” 
 
(16.1) (p q) [(p q) r]     
               F 
           T             F 
         T   T     T   T   F 
สามารถทาํเปน็เท็จได ้แสดงว่าไม่เป็นสจันริันดร ์
 
(16.2) (p q) [(p q) r]     
               F 
           T             F 
         T   T     T   T   F 
สามารถทาํเปน็เท็จได ้แสดงว่าไม่เป็นสจันริันดร ์
 
(16.3) [(p q) (q r)] (p r)      
                          F 
            T        T         F 
          T    T    F   F     T   F 
ทําเป็นเท็จไม่ได ้เพราะคา่ q ขัดแย้งกัน 
..แสดงว่า เปน็สจันิรนัดร ์
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(16.4) [(p r) (q r)] [(p q) r]       
                          F 
           T        T              F 
          T   T    T   T     T   T    F 
ทําเป็นเท็จไม่ได ้เพราะคา่ r ขัดแย้งกัน 
..แสดงว่า เปน็สจันิรนัดร ์
 
(16.5) [(p r) (q r)] [(p q) r]       
                          F 
           T        T              F 
                               T     F 
          F   F    F   F     F   F  
ทําเป็นเท็จไม่ได ้เพราะคา่ p กับ q ตอ้งเปน็เทจ็
เท่านั้น จึงทาํให ้p q  เป็นจริงไม่ได ้
..แสดงว่า เปน็สจันิรนัดร ์
 
(16.6) [(p r) (q s) (p q)] (r s)        
                                  F 
            T        T        T        F 
          F   F    F   F    T   T    F   F   
ทําเป็นเท็จไม่ได ้เพราะคา่ p ขัดแย้งกัน, 
q ก็ขดัแย้งกนั ..แสดงว่า เปน็สจันิรันดร ์
 
(16.7)  (p q) r (p r)(p q)        
                                F 
                 T        T          F 
           T   F   F    T   T      T    F  
ทําเป็นเท็จไม่ได ้เพราะคา่ q ขัดแย้งกัน 
..แสดงว่า เปน็สจันิรนัดร ์

 
 
(17) ข้อนี้มีตัวเช่ือมหลักเปน็ “กต็่อเม่ือ” จึง
ตรวจสอบสัจนิรนัดรด์้วยวิธ ี“ตรวจสอบความสมมูล” 
 

(17.1) ด้านซา้ย ~(p ~ q) ~(~p ~ q)     
                p q   ด้านขวา 
..ดังนัน้ เป็นสัจนริันดร ์
 

(17.2) ด้านซา้ย (~p q) p    
                (~ p p) (q p) q p       
                       T 
ไม่สมมูลกับดา้นขวา ..ดังนั้นไม่เป็นสจันริันดร ์
 

(17.3) ด้านซา้ย (p q) ~p    
                (p ~ p) (q ~p)     
                     F 
                q ~p   ด้านขวา 
..ดังนัน้ เป็นสัจนริันดร ์
 

(17.4) ด้านซา้ย (p q)   
              (p q) (q p)     
              (~ p q) (~ q p)     ด้านขวา 
..ดังนัน้ เป็นสัจนริันดร ์
 

(17.5) ด้านซา้ย (p q) (p q)     
          ~(p q) ~(p q)     
          (~p ~ q) (~p ~ q)     ด้านขวา 
..ดังนัน้ เป็นสัจนริันดร ์
 

(17.6) ด้านซา้ย ~p (q r)    
                 (~p q) (~p r)     
                 (p q) (p r)     ด้านขวา 
..ดังนัน้ เป็นสัจนริันดร ์
 

(17.7) ด้านซา้ย ~p ~ q r    
ด้านขวา ~(~p q) r (p ~ q) r       
ทั้งสองด้านไม่สมมูลกัน ..ดังนั้นไม่เป็นสจันริันดร ์
 

(17.8) ข้อนีด้้านในเปน็เครือ่งหมาย “กต็อ่เม่ือ” จะ
แจกแจงยาก ควรใช้วิธพีิจารณาความสมมูลแตล่ะ
กรณ ี(สรา้งตารางคา่ความจริง) จะสะดวกกว่า 
 

p q r ซ้าย ขวา 
T 
T 
T 
T 
F 
F 
F 
F 

T 
T 
F 
F 
T 
T 
F 
F 

T 
F 
T 
F 
T 
F 
T 
F 

T 
F 
F 
T 
F 
T 
T 
F 

T 
F 
F 
T 
F 
T 
T 
F 

 

ทั้งสองด้านมีคา่ตรงกันทุกกรณ ีดงันั้นเป็นสัจนิรันดร ์

 
 
(18) ข้อนี้มีตัวเช่ือมหลักเปน็ “หรือ” จึงตรวจสอบ
สัจนิรันดรด์้วยวธิ ี“พยายามทาํให้เป็นเทจ็” 
 
(18.1) [(p r) (q r)] (p q)      
                         F 
               F             F 
                           F   F 
นําคา่ p และ q เป็นเท็จไปใส่ดา้นหน้า จะลดรปู
เหลอืเพียง r r  ซึง่มีค่าเปน็จริงเสมอ ไม่มีทางทํา
ให้ดา้นหนา้เปน็เท็จไดเ้ลย ดังนั้นข้อนีเ้ป็นสัจนิรนัดร ์
 
(18.2) [(~ p q) ~ p] (p q)     
                        F 
                  F          F  
                           T   F 
นําคา่ p และ q ไปใส่ดา้นหนา้ พบว่าเป็นจริงเสมอ 
ไม่มีทางทําให้ดา้นหน้าเป็นเท็จไดเ้ลย ดังนัน้ขอ้นี ้
เป็นสจันริันดร ์
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(19.1) (p ~p) (q ~ q) F F T       เสมอ 
(เป็นสจันิรนัดร์) ดังนั้น นิเสธของประพจน์นี้จะเปน็
เท็จเสมอทุกกรณี.. ไม่เปน็สจันรินัดร ์
 

(19.2) [p T] [~ p F] p ~p F       เสมอ 
ดังนัน้ นิเสธของประพจน์นี้จะเปน็สจันิรนัดร ์
 

(19.3) เนื่องจาก p q  สมมูลกับ ~p ~ q  
ดังนัน้ ~(p q) (~p ~q) ~ F        เสมอ 
และนิเสธของประพจน์นีจ้ะเปน็สจันิรนัดร ์

 
 
(20) เม่ือ p, q, r เป็นประพจน์ใด ๆ  รูปแบบที่จะ
เป็นจริงโดยไม่มีเงื่อนไขก็คือ “สัจนิรันดร์” น่ันเอง 
 

ก. (p q) (~ p ~ q)    
           F 
       T          F 
    F   T       F    T 
สามารถทาํใหเ้ปน็เทจ็ได้ แสดงว่าไม่เป็นสจันิรนัดร ์
 

ข. (p q) (~p q)    
เนื่องจากดา้นซ้ายกับขวาสมมูลกนั จงึเปน็สจันิรนัดร ์
 

ค. ~((p q) r) (~(p q) ~ r)      
                 F 
    T                        F 
      F   F   F       F   F    T 
ทําเป็นเท็จไม่ได ้เพราะคา่ r ขัดแย้งกัน 
..แสดงว่า เปน็สจันิรนัดร ์
 

ง. ดา้นซ้าย (~ p r) (~ q r)     
            (~ p ~ q) r (p q) r       
ไม่สมมูลกับดา้นขวา ดังนั้น ไม่เปน็สจันิรนัดร ์
 

จ. ดา้นซ้าย (~ p q) (~p r)     
            ~p (q r) p (q r)       
ไม่สมมูลกับดา้นขวา ดังนั้น ไม่เปน็สจันิรนัดร ์
 

..สรุปวา่ขอ้ ข. และ ค. เปน็จรงิ 

 
 
(21) เนื่องจากลองแจกแจงแลว้พบว่า ดา้นซ้ายและ
ขวาเป็นรปูแบบทีส่มมูลกนั ..ดังนัน้ เครื่องหมายที่
สามารถใช้ได้กค็อื   กับ   

 
 
 
 
 

(22.1)  1. p q  

        

2. q s
ได้ p s

~ s ~p
3. ~ s
ได้ ~p




    

                          สมเหตสุมผลทั้งสองข้อ 
 

 
(23) แปลงจากประโยคคําพดูใหเ้ป็นสญัลักษณ์กอ่น 
(23.1) 1. p q  

         
2. (p q) r
3. ~ (s r)
4. p

 
  

     ผล    s  
 
 
 
 
                               ไม่สมเหตสุมผล 
(23.2) 

    
1. p ~ q
2. r s
3. r q
4. ~ s





 

  ผล   p  
 
 
 

                               ไม่สมเหตสุมผล 
 

 
(24.1)                           (24.2) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
(25) แปลงจากประโยคคําพดูใหเ้ป็นสญัลักษณ์กอ่น 
 
 
 

       คําตอบคอื “ฉันไม่ขยัน” 
 

วิธีคิด 1. p q  

       

4. p
ได้ q
2.(p q) r
ได้ r
3. ~ s ~ r

r ~ s
ได้ ~ s

 


 

 

วิธีคิด 2. r s  

       

4. ~ s
r

3. r q
q

1. p ~ q
~ p





 

(22.2) p (r s)   
         ~ p r s   

    

1. p (q r)
q (p r)

3. q
p r

2. s p

 
  




 

ผล s r  

         
1. ~p q
2. q ~ r
~p ~ r
r p

3.      





 
 

    ผล  p  

แสดงว่า 3. ควรเป็น r 

    1. p ~ q
2. q

  

ผล  ~ p  



บทที่ ๓  Math E-Book 
Release 2.6.4 

138 

(26) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                         ดังนัน้ผล ~ s  เป็นจริง 
 

..แต่ในตวัเลอืกเป็นดงันี ้
ก. ~ s p  ..ข้อนี้ถูกตอ้ง (เพราะเช่ือมดว้ย “หรือ”) 
ข. s p  ..เราทราบว่าในเหตุนัน้ ~p  เป็นจริง 
ข้อนีจ้ึงเป็นเท็จ 
ค. ~ r ~ s  ..ข้อนี้ใช้ไม่ได้ เพราะเชื่อมด้วย “และ” 
และเราทราบวา่ในเหตุนัน้ r เป็นจริง ข้อนี้จงึเป็นเท็จ 
ง. p ~ q  ..เราทราบวา่ในเหตุนัน้ ~p  เป็นจริง 
ข้อนีจ้ึงเป็นเท็จ 

 
 
(27) ก. เท็จ เพราะมี x ที ่ 2x 0  คอืเม่ือ x 0  
ข. จริง เชน่ถ้า x 2  จะได้ 8 4  และ 2 4  จริง 
ค. เท็จ เพราะถ้า x 1  จะไม่เปน็จาํนวนเฉพาะ 
ง. เทจ็ เพราะไม่มี x ใดที่เป็นทั้งจํานวนเฉพาะและ
จํานวนคี่ในตัวเดยีวกันเลย 

 
 
(28) ก. “สําหรบัทุก ๆ  x ... ถ้า x เป็นจํานวน 
อตรรกยะแล้ว 2  เป็นจํานวนตรรกยะ”  
...เท็จ เช่น x 3  จะได้ค่าเป็น T F F   
 

ข. “มีบาง x ซึ่ง ... ถ้า x เป็นจํานวนตรรกยะแล้ว 
0.5 เป็นจํานวนอตรรกยะ” 
...จริง เช่น x 2  จะได้ค่าเป็น F F T   
 

ค. “สําหรับทุก ๆ  x ... x เป็นจํานวนอตรรกยะ หรือ 
  ไม่เป็นจํานวนตรรกยะ” 
...จริง เพราะ   นัน้ไม่เป็นจํานวนตรรกยะจริง ๆ  
และ T T   เสมอ 
 

ง. “มีบาง x ซึ่ง ... x เป็นจํานวนตรรกยะ และ 
22/7 ไม่เป็นจํานวนอตรรกยะ” 
...จริง เพราะ 22/7 นัน้ไม่เป็นจํานวนอตรรกยะจริง ๆ  
และเม่ือแทนด้านหน้าให้เป็นจริงดว้ยเช่น x 1  ก็จะ
ได้ T ~F T   

 
 

(29) ก. “สําหรบัทุก x จะได้ 2x x ” 
พิจารณาสมาชกิทุกตวัใน (0, 1)U  พบว่าเป็นจริง 
(จํานวนในช่วงนี ้เม่ือยกกาํลงัสองแล้วจะมีค่าน้อยลง) 
..ดังนัน้ ก.ถูก 
 

ข. “สําหรับทุก x ... x เป็นจํานวนเฉพาะ หรือ 
ห.ร.ม. ของ 3 กับ x เป็น 1” 
ประโยคนีจ้ริง เพราะ 2 กับ 3 เปน็จาํนวนเฉพาะ 
และจาํนวน 8 กบั 10 ก็หา ห.ร.ม. ร่วมกับ 3 ได้
เป็น 1 ..ดังนั้น ข.ผิด 

 
 
(30) ๏ 3x (x 5x 1 4)     เป็นจริง 
เช่นถ้า x 1   จะได้ 7 4   ซึ่งจรงิ 
 

๏ 2x(|x 1| 0 x 2)    >  เป็นจริง 
เพราะสว่นที่ขีดเส้นใตเ้ป็นเทจ็เสมอ (ไม่มีทางทีค่า่
สัมบูรณ์ของจํานวนใดจะนอ้ยกว่า 0) จึงไดค้่าใน
วงเล็บเป็น F T   เสมอไม่ว่า x เปน็เทา่ใด 
 

..ดังนัน้ ข้อนี้ตอบ T T T   

 
 
(31) ๏ 2x(x 1   เป็นจาํนวนนับ) จริง 
เช่นถ้า x 2  จะได้ 22 1 3   เป็นจาํนวนนับ 
๏ x(x 1 0)  >  จริง 
เพราะจาํนวนนับใด ๆ  บวกดว้ย 1 ย่อมมากกวา่ 0 
๏ 2

xx( 0)   เทจ็ เชน่ถ้า x 1  จะได ้ 2
1 0  

..ดังนัน้ ข้อนี้ตอบ (T T) F F    

 
 
(32.1) 2x(x 1)   จริง เช่น x 0 , 

2x(x 1)   เทจ็ เชน่ x 1  ..จึงได้ T F F   
(32.2) x(x 1 0)    จริง เช่น x 0  

2x(x 1)   จริง เช่น x 0  ..จึงได้ T T T   
(32.3) x(x 1 0    และ 2x 1)  จริง 
เช่น x 0   ..จงึตอบวา่ T 
(32.4) 2x(x 0)   เทจ็ เช่น x 0  
x(x 0)   เทจ็ เชน่ x 1  ..จึงได้ F F F   

(32.5) 2x(x 0   หรอื x 0)  จริง 
(ไม่ว่า x 1, 0, 1   ก็จะเปน็จริงอันใดอันหนึ่งเสมอ) 
..จึงตอบว่า T 

 
 
 

วิธีคิด 1. p q  

      

4. ~ q
~ p

2. ~ p r
r

3. s ~ r





 

  ผล  ~ s  

    
1. p q
2. ~ p r
3. s ~ r
4. ~ q




  

ผล ?  
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(33.1) “มี x, y บางตัว ทีท่ําให้ 2x y 2 > ” 
..เป็นจริง เชน่ x 1, y 1   
 

(33.2) “มี x บางตัว ที่ใช้ y ได้ครบทุกตัว” 
..เป็นเท็จ เช่นถ้า x 1   จะใช ้ y 0  ไม่ได้ 
            ถ้า x 0  จะใช ้ y 0  ไม่ได้ 
            ถ้า x 1  จะใช ้ y 0  ไม่ได้ 
 

(33.3) “x ทุกตัว จะมี y ที่ใช้ได้อย่างน้อยบางตวั” 
..เป็นเท็จ เช่นถ้า x 0  จะใช ้y ตัวใดไม่ได้เลย 
 

(33.4) “x ทุกตัว จะใช้ y ได้ครบทุกตัว” 
..เป็นเท็จ เช่นถ้า x 0, y 0   กจ็ะใช้ไม่ได ้
หมายเหต ุถ้าพบว่าข้อ 33.2 หรือ 33.3 เป็นเท็จ 
ข้อน้ีก็ย่อมเป็นเท็จด้วยอย่างแน่นอน 

 
 
(34.1) “x ทุกตัว จะใช้ y ได้ครบทุกตัว” 
..เป็นเท็จ เช่นถ้า x 1, y 1    จะได้ 2 0  
 

(34.2) “x ทุกตัว จะมี y ที่ใช้ได้อย่างน้อยบางตวั” 
..เป็นจริง เชน่ x 0, y 0   และ  x 1, y 1  
และ x 1, y 1     
 

(34.3) “มี x บางตัว ที่ใช้ y ได้ครบทุกตัว” 
..เป็นเท็จ เช่นถ้า x 1   จะใช ้ y 1  ไม่ได้ 
            ถ้า x 0  จะใช ้ y 1  ไม่ได้ 
            ถ้า x 1  จะใช ้ y 1   ไม่ได้ 
 

(34.4) “มี x, y บางตัว” 
..เป็นจริง เชน่ x 0, y 0   
หมายเหต ุถ้าพบว่าข้อ 34.2 หรือ 34.3 เป็นจริง 
ข้อน้ีก็ย่อมเป็นจริงด้วยอย่างแน่นอน 
 

(34.5) “มี x บางตัว ที่ใช้ y ได้ครบทุกตัว” 
..เป็นเท็จ เช่นถ้า x 0  จะใช ้ y 0  ไม่ได้ 
            ถ้า x 1  จะใช ้ y 1  ไม่ได้ 
            ถ้า x 1   จะใช ้ y 1   ไม่ได้ 

 
 
(35.1) “มี x บางตัว ที่ใช้ y ได้ครบทุกตัว” 
..เป็นเท็จ เพราะค่า x กับ y ที่เทา่กันจะใช้ไม่ได ้
(35.2) “x ทุกตัว จะมี y ที่ใช้ได้อย่างน้อยบางตวั” 
..เป็นจริง เชน่ x 2, y 2    และ x 2, y 2    

 
 
 
 

(36) ก. เม่ือ U I  
จะได้ x y(xy 1)    เปน็เทจ็ 
เช่นถ้า x 2  จะไม่มีจาํนวนเต็ม y ใดที่ใช้ได้เลย 
และจะได ้ x y(xy y)    เป็นจริง 
นั่นคอืถ้า x 1  จะไดว้่า xy y  เสมอทุก ๆ  y 
..ดังนัน้คา่ของขอ้นี้คือ F T F   
 

ข. เม่ือ U I  จะได้ x y(xy 1)    เป็นเท็จ 
และ x y(xy y)    เป็นจริง (เหตุผลเดียวกับ ก.) 
..ดังนัน้คา่ของขอ้นี้คือ F T F   
 

ค. เม่ือ U R  จะได ้ x y(xy 1)    เป็นเท็จ 
เช่นถ้า x 0  จะไม่มีจาํนวนจริง y ใดทีใ่ช้ได้เลย 
และจะได้ x y(xy y)    เป็นจริง (ด้วยเหตุผลเดิม) 
..ดังนัน้คา่ของขอ้นี้คือ F T F   
 

ง. เม่ือ U R  จะได้ x y(xy 1)    เป็นจริง 
นั่นคอืไม่วา่ x  R  ใด จะมี y  R  ที่ใช้ได้เสมอ 
และจะได้ x y(xy y)    เป็นจริง (ด้วยเหตุผลเดิม) 
..ดังนัน้คา่ของขอ้นี้คือ T T T    และตอบข้อ ง. 

 
 
(37) ก. เท็จ ..เช่น x 3, y 4   จะได ้ 7 12>  
ข. เทจ็ ..เพราะไม่มีจํานวนจริงบวก x, y ใด ๆ  เลย 
ที่นาํมาบวกกันแล้วนอ้ยกว่าหรือเท่ากับ 0 ได ้
ค. เท็จ ..ไม่มี x ใด ที่ใช้ y ได้ครบทุกตวั 
เพราะไม่ว่า x ใด จะหาค่า y ทีน่้อยกว่า x ได้เสมอ 
ง. จริง ..ทกุ ๆ  x จะมีบาง y ซึ่งทาํให้ y x  เสมอ 
ดังนัน้ คําตอบคอืข้อ ง. 

 
 
(38.1) x [P (x) Q(x)]   
(38.2) x [P (x) Q(x) ~ R(x))]    
(38.3)  P (x)x x [Q(x)]    
(38.4) x y [(x y 5) (x y 1)]        
(38.5) x y [x 0 y 0 xy 0]    < >   
(38.6) x y (xy 0 x 0 y 0)    > >   
(38.7) x y [P (y) ~ R(x) Q(x)]     
(38.8) x y z (x y z    <  หรอื xy z)  

 
 
(39) ข้อ ก. ถูกต้องแล้ว 
แต่ขอ้ ข. ผิด ..ต้องเป็น x[x 6] x[x 8]      
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คน      

สมชาย   
สมชาย 

ส่ิงที่ว่ายน้ําได้ 

 คนคุยใน 
เวลาเรียน 

นร.ห้องนี้   
เด็กดี  

ผู้ทําการบ้าน 
   ไม่เสร็จ  นักเรียน   

 ผู้เล่นฟุตบอล    

ผู้เงินหมด    ผู้โดยสารรถเมล์ได้ 

ฉัน       

สัตว์น้ํา  ส่ิงที่บินได้ 

นกแก้ว   

(40.1) a 9   (เป็นจาํนวนคี ่ตดิลบ เรียงกัน / 
หรืออาจมองวา่ลดลงทีละ 2 ก็ได)้ 
(40.2) a 22  (ลงทา้ยด้วยเลข 2 และข้ึนหลัก
ยี่สิบ / หรอือาจมองวา่เพิ่มทีละ 5 ก็ได)้ 
(40.3) a 5  (จํานวนนับเรียงกัน โดยมี
เครื่องหมายตดิลบสลับกับไม่ติดลบ) 
(40.4) a 48  (บวกด้วยตัวมันเองกลายเป็นพจน์
ถัดไป / หรอือาจมองวา่คณู 2 ก็ได้) 
(40.5) a 5   (ลดลงทีละ 2) 

หรือ a 3  ก็ได้ (ถ้ามองวา่หมุนเวียน)
3 1
3 1


 
  

 

(40.6) 5
6a   (เศษส่วนของจํานวนนับเรียงตดิกนั) 

(40.7) a 25  (กําลงัสองของจาํนวนนบั) 
(40.8) a 3 3 3 3 3  (มีเลข 3 อยู ่5 ตัว) 
(40.9) หลักหนว่ยควรเป็น 7 
เนื่องจากหลักหนว่ยเรียงกันเปน็ลาํดับ 5, 6, _, 8, 9  
ส่วนหลักทีเ่หลือก็เป็นลําดับที่เกดิจากการคูณ 
     

96
12, 72 ,??? , 4032, 36288


   

ซึ่งพบวา่ 72 7 504   
และ 504 8 4032   พอด ี
..ดังนัน้คา่ a ก็คอื 5047 

 
 
(41.1) 37 12 444  , 
        37 15 555   
(41.2) 9 9999 89991  , 
        9 99999 899991   
(41.3) 1234 9 11111 5   , 
        12345 9 111111 6    
(41.4) 9 9876 4 88888   , 
        9 98765 3 888888    
(41.5) 11 14 154  , 
        11 15 165   
(41.6) 1089 4 4356  , 
        1089 5 5445   
(41.7) 2(3) 2(9) 2(27) 2(81) 3(81 1)     , 
        2(3) 2(9) 2(27) 2(81) 2(243)     
                                 3(243 1)   
(41.8) 6 7 2 (1 2 3 4 5 6)       , 
        7 8 2 (1 2 3 4 5 6 7)         

 
 
 

(42.1, 42.2)  
 
 
 
 
 

เป็นไปไดท้ั้ง 2 แบบ 
แสดงว่าสามารถเขียนแผนภาพให้ผลเป็นเท็จ 
(ในขณะที่เหตุเป็นจริง) ได้ด้วย 
..จึงไม่สมเหตสุมผล 

 
 
(43.1) 
 
 
 
 
 

เขียนแผนภาพไดแ้บบเดียวเทา่นัน้ 
และพบวา่ผลจะเป็นจรงิเสมอ ..จงึสมเหตสุมผล 
 
(43.2) 
 
 
 
 
 
อาจเป็นไปตามนีไ้ด้ (ผลเป็นเท็จทั้งที่เหตุเป็นจริง)  
..ไม่สมเหตุสมผล 
 
(43.3) 
 
 
 
 

 
 

เขียนแผนภาพไดแ้บบเดียวเทา่นัน้ 
และพบวา่ผลจะเป็นจรงิเสมอ ..จงึสมเหตสุมผล 

 
 
(44.1) 
 
 
 
 
 

เขียนแผนภาพไดแ้บบเดียวเทา่นัน้ 
และพบวา่ผลจะเป็นจรงิเสมอ ..จงึสมเหตสุมผล 
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คนยิ้มแย้ม 
ฉัน 

ฉัน 
  คนมี 
ความสุข 

ผู้ร้าย 
นักเรียน    
คนสวมแว่นตา 

นางแบบ ผู้ชาย  

พระเอกหนัง  

ครู ผู้ชาย      
ผู้ชอบด่ืมกาแฟ 

ปลา กุ้ง   
ส่ิงที่มีสองตา 

ช่าง    คนขยัน 

สมนึก    

สุนัข 

สัตว์  

ส่ิงที่ต้องหายใจ 

ส่ิงที่บินได้ 
นก  

ส่ิงที่มีปีก 

เพนกวิน 

ช่าง    คนขยัน 

สมนึก    
สมนึก    

(44.2) 
 
 
 
 
 
เป็นไปไดท้ั้ง 2 แบบ 
แสดงว่าสามารถเขียนแผนภาพให้ผลเป็นเท็จ 
(ในขณะที่เหตุเป็นจริง) ได้ด้วย 
..จึงไม่สมเหตสุมผล 
 
(44.3)  
 
 
 
 

 
อาจเป็นไปตามนีไ้ด้ (ผลเป็นเท็จทั้งที่เหตุเป็นจริง)  
..ไม่สมเหตุสมผล 
 
(44.4)  
 
 
 
 

 
 

เขียนแผนภาพไดแ้บบเดียวเทา่นัน้ 
และพบวา่ผลจะเป็นจรงิเสมอ ..จงึสมเหตสุมผล 
 
(44.5) 
 
 
 
 
 
อาจเป็นไปตามนีไ้ด้ (ผลเป็นเท็จทั้งที่เหตุเป็นจริง)  
..ไม่สมเหตุสมผล 
 
(44.6) 
 
 
 
 
 
อาจเป็นไปตามนีไ้ด้ (ผลเป็นเท็จทั้งที่เหตุเป็นจริง)  
..ไม่สมเหตุสมผล 

 
 

(45.1) 
 
 
 
 
 

เขียนแผนภาพไดแ้บบเดียวเทา่นัน้ 
และพบวา่ผลจะเป็นจรงิเสมอ ..จงึสมเหตสุมผล 
 
(45.2) 
 
 
 
 
 
 

เป็นไปไดท้ั้ง 2 แบบ 
แสดงว่าสามารถเขียนแผนภาพให้ผลเป็นเท็จ 
(ในขณะที่เหตุเป็นจริง) ได้ด้วย 
..จึงไม่สมเหตสุมผล 
 
(45.3) 
 
 
 
 
 
 
 

อาจเป็นไปตามนีไ้ด้ (ผลเป็นเท็จทั้งที่เหตุเป็นจริง)  
..ไม่สมเหตุสมผล 
 
(45.4) ไม่สมเหตสุมผล ..เพราะในเหตุยังไม่ได้ระบุ
ว่า “คนเป็นสิ่งมีชีวิต” (ไม่ได้พดูถึงคน, พูดถึงแต่
สัตว)์ ห้ามใชค้วามจริงบนโลกในการตัดสิน! 
 
(45.5) ไม่สมเหตุสมผล ..เพราะในเหตุไม่ได้กล่าว
ว่าอะไรคอื “ผลไม้ที่ทานได้” (คลา้ยขอ้ 45.4 คอื
ห้ามใช้ความรู้สึกในการตัดสนิ, หา้มใช้ความจริงบน
โลกในการตดัสนิ ให้ยดึถือเฉพาะเหตทุี่ให้มาเทา่นั้น) 
 
(45.6)  
 
 
 
 
 
 

อาจเป็นไปตามนีไ้ด้ (ผลเป็นเท็จทั้งที่เหตุเป็นจริง)  
..ไม่สมเหตุสมผล 

 



0 1 

0 
1 

inv 

0 
and 

0 

1 

1 
or 

0 

1 

1 
nand 

0 

1 

0 
nor 

0 

1 

1 
xor 

เข้า ออก 

เร่ืองแถม 
มองตรรกศาสตร์ให้เป็นการคํานวณ จากพื้นฐานของดิจิตัล.. 
 
วิชาตรรกศาสตร์ถูกใช้เป็นพื้นฐานของอุปกรณอ์ิเลก็ทรอนิกส์แบบดจิิตัล ซึง่ส่งสญัญาณด้วยค่าแรงดนัไฟฟ้า
เป็นสญัญาณ “0” กับ “1” เท่านัน้ ...สญัญาณ “0” ใช้แรงดัน 0 โวลต์, เทียบได้กบั “False” ในตรรกศาสตร์ 
และสญัญาณ “1” ใช้แรงดัน 5 โวลต ์(หรอื 12 โวลต ์แลว้แตอุ่ปกรณ)์, เทยีบไดก้ับ “True” ในตรรกศาสตร์ 
 
ชิพที่ฝงัอยู่ในอปุกรณอ์ิเลก็ทรอนกิส์จะมีหลกัการทํางานเสมือนเปน็ 
ตัวเช่ือมทางตรรกศาสตร์ เรียกตวัเช่ือมเหลา่นีว้่า เกต (Gate) 
เกตที่นิยมใช้กนัทั่วไปมีดงันี ้
 
(1) INVERTER (เทียบได้กับ “นเิสธ”) 
เปลี่ยน 0 เป็น 1 และเปลี่ยน 1 เป็น 0 
 
(2) AND (เทียบได้กับ “และ”) 
จะเป็น 1 เพียงกรณีเดียวคอืสัญญาณเข้าทั้งสองดา้นเป็น 1 
 
(3) OR (เทียบได้กับ “หรือ”) 
จะเป็น 0 เพียงกรณีเดียวคอืสัญญาณเข้าทั้งสองดา้นเป็น 0 
 
(4) NAND กับ NOR (อ่านวา่ แนนด์ กับ นอร์) 
เป็นนิเสธของ AND กับนิเสธของ OR ตามลาํดับ 
คือนาํผลที่ได้จาก AND กับ OR มากลับคา่ให้เป็นตรงกนัขา้ม 
 
(5) XOR (อ่านวา่ เอ๊กซ์-ออร์) 
จะเป็น 1 เม่ือสญัญาณเขา้ดา้นหนึ่งเปน็ 0 
และอีกด้านเป็น 1 เทา่นัน้ (0 ทั้งคู่ กับ 1 ทั้งคู่ จะให้ผลเป็น 0) 
จากความรู้ทางตรรกศาสตร์จะพบว่าเปน็นิเสธของ “ก็ต่อเม่ือ” นัน่เอง 
 
 
สิ่งทีน่า่สนใจของดิจติัลคอืการมองตรรกศาสตร์เปน็แบบคํานวณ คือเม่ือเราให้ 0 แทน False และ 1 แทน 
True แล้วจะพบว่าตวัเช่ือม AND มีลักษณะเหมือนการคูณ ส่วน OR นั้นมีลักษณะเหมือนการการบวก (โดย
ที่ 1+1 จะตอ้งเทา่กับ 1, จะเป็น 2 ไปไม่ได้นะครบั..) ดังตารางนี ้
 
 
 
 
 
 
            
 
เราสามารถนาํพืน้ฐานดิจติัลกลับไปประยุกต์ใช้กับวิชาตรรกศาสตร์ได้ 
เพียงแค่ทราบว่า “และคอืคณู”, “หรือคือบวก” เทา่นี้เองครับ :] 
 

A B A and B 
(AB) 

1 
1 
0 
0 

1 
0 
1 
0 

1 
0 
0 
0 

A B A or B 
(A+B) 

1 
1 
0 
0 

1 
0 
1 
0 

1 
1 
1 
0 

A not A 
(A ) 

1 
0 

0 
1 

หมายเหตุ 
A nand B = AB  = A B  
A nor B = A B  = A B  
(แจกแจงนิเสธตามกฎตรรกศาสตร์) 
A xor B ใช้สัญลักษณ์ A B  



O 

Y 

X 

Q1 

(+, +) 
Q2 

(–, +) 

Q3 

(–, –) 
Q4 

(+, –) 

 
 

บทที ่๔ 
เรขาคณิตวิเคราะห์ 

 
 

การหาระยะระหว่างจุดสองจดุ, หาพื้นที่ของรูปหลาย
เหลี่ยม, ความชันของเส้นตรง เหล่าน้ีเป็นตัวอย่างของ 
เรขาคณิตวิเคราะห์ (Analytic Geometry) ซึ่งเป็น
วิชาคํานวณเก่ียวกับรูปเรขาคณิต โดยอาศยัการเขียน
กราฟลงบนพิกัดฉาก และเป็นเครื่องมือพ้ืนฐานที่ช่วย
แก้ปัญหาเรื่องความสัมพันธ์และฟังก์ชันในบทถัดไปได้ 

 

นอกจากน้ี ความสัมพันธ์ที่พบบ่อยอาจมีลักษณะของกราฟเป็นเส้นโค้ง เช่น 
วงกลม พาราโบลา วงรี และไฮเพอร์โบลา ดังน้ันในส่วนหลังของบทเรียนน้ี
จะได้ศึกษารูปแบบและส่วนประกอบของกราฟเหล่าน้ีด้วยเช่นกัน 

 
 

ใน ระนาบ (Plane) หรือพ้ืนผิวแบนราบเรียบอันหนึ่ง สามารถระบุตําแหน่ง
หรือจุดใด ๆ  ที่ต้องการได้ด้วยกลุ่มของจํานวน ที่เรียกว่า พิกัด (Coordinate) โดย
การระบุเจาะจงถึงพิกัดที่อยู่บนระนาบน้ัน จะต้องอาศัยจํานวน 2 จํานวนเสมอ 
สอดคล้องกับคําว่า “2 มิติ” 

ระบบพิกัดที่นิยมใช้มากที่สุดคือระบบ พิกัดฉาก (Cartesian Coordinate) 
ซ่ึงมีส่วนประกอบหลักเป็นเส้นจํานวน 2 เส้น ตั้งฉากกัน ณ จุดที่สมมติให้เป็น จุด
กําเนิด (Origin; หรือจุด O) โดยเรียกชื่อเส้นนอน 
และเส้นตั้ง ว่าแกน X และแกน Y ตามลําดับ 

การตัดกันของแกนทั้งสองนี้ จะแบ่งพ้ืนที่ 
ในระนาบออกเป็น 4 ส่วน เรียกแต่ละส่วนว่า 
จตุภาค (Quadrant; Q) ได้แก่ จตุภาคที่ 1, 2, 3 
และ 4 ดังรูป 
 

สําหรับพิกัดในระบบพิกัดฉาก จํานวนหน่ึงจะส่ือถึงระยะทางในแนว +X 
และอีกจํานวนหนึ่งส่ือถึงระยะทางในแนว +Y โดยนิยมเขียนในรูป คู่อันดับ (Ordered 
Pair) เช่น คู่อนัดับ (0, 0) หมายถึงจุดกําเนิด, คู่อันดับ (2, 4)  หมายถึงตําแหนง่
จุดซ่ึงอยู่ห่างจากจุดกําเนิดมาทางขวาเป็นระยะ 2 หน่วยและอยู่ต่ําลงไปเป็นระยะ 4 
หน่วย (กล่าวส้ัน ๆ  ว่าจุดนี้อยู่ตรงกับค่า x เป็น 2 และค่า y เป็น 4  นั่นเอง) 

พิกัดฉาก 
และจตุภาค 

(บทท่ี ๑–๔ ยกมาจาก R2.9pre ซึ่งจะนําไปปรับปรุงและตีพิมพ์เป็นหนังสือ ม.4-5-6 ฉบับละเอียดต่อไปครับ) 

G 
(e

, o
) 
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P (x1,y1) 

Q (x2,y2) 

2 2
2 1 2 1PQ (x x ) (y y )     

เพิ่มเติม 
สูตรระยะทางระหวา่งจดุนีจ้ะไดน้าํไปใช้อีกครั้ง และขยายผล 
ออกเป็นระยะทางใน 3 มิติ ในเรือ่งเวกเตอร์ (บทที่ ๙) 
และยังใช้คาํนวณค่าสัมบูรณ์ของจาํนวนเชิงซ้อน (บทที่ ๑๐) ดว้ย 

เพิ่มเติม 
1. นอกจากระนาบ 2 มิตจิะมีระบบพิกัดฉากแล้ว ยังมีระบบพิกัดอกีแบบหนึ่งที่นิยม 
คือ “ระบบพิกัดเชิงขั้ว” ซึง่จะกล่าวถึงพิกดัดว้ยจาํนวนทีแ่สดงระยะหา่งจากจุดกาํเนิด 
และแสดงมุมทีท่าํกับแกน +X ..จะได้ศึกษากันในเรื่องจํานวนเชิงซอ้น (บทที่ ๑๐) 
2. สําหรับที่วา่งใน “3 มิติ” จะไม่ใช่ระนาบ (พื้นผวิ) แต่จะเป็น “ปริภูมิ (Space)” 
และจะต้องระบุพกิัดดว้ยจาํนวน 3 จํานวน เชน่ ระบบพิกัดฉาก 3 แกน (x, y, z) 
..ซึ่งจะได้ศึกษาในเรื่องเวกเตอร์ (บทที่ ๙) 

หมายเหตุ 
คู่อันดับ จะต้องมีส่วนประกอบเป็น “คู่” และจะต้องมี “อันดับ” 
การสลับที่สมาชิกตัวหน้าและหลังของคู่อันดับ จะทําให้ความหมายเปล่ียนไปจากเดิม 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

๔.๑ เบ้ืองต้น : จุด 
 

การเขียนชื่อจุดนิยมใช้ตัวอักษรใหญ่ เช่น จุด P, จุด Q และอาจเขียน
กํากับด้วยคู่อันดับในพิกัดฉาก ในรูป P(x, y) เช่น Q(2, 4)  ใช้แทนจุดที่ชื่อ Q และ
มีพิกัดเป็น (2, 4)  
 
[1] ระยะห่างระหว่างจุดสองจุด 

สัญลักษณ์ที่ใช้แทนระยะทางระหว่างจุด P กับ Q คือ PQ  หรือ PQ 
สําหรับจุดสองจุดที่เรียงกันในแนวนอน (หรือแนวตั้ง) จะหาระยะทางระหว่าง

จุดได้โดยง่าย เพียงพิจารณาจากผลต่างของค่า x (หรือผลต่างของค่า y) แต่ถ้าจุด
สองจุดนั้นไม่ได้เรียงกันอยู่ในแนวนอนหรือแนวตั้ง ต้องอาศัยสูตรในการคํานวณดังรูป 
 
 
 
 
 
 
 
สูตรระยะทางนี้พิสูจน์ได้จาก ทฤษฎีบทปีทาโกรัส (Pythagorean Theorem) 
โดยลากเส้นเพ่ิมในแนวนอนและแนวตั้ง เพ่ือให้เกิดเป็นรูปสามเหล่ียมมุมฉาก 
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P (x1,y1) 

Q (x2,y2) 

1 2 1 2x x y yR( , )2 2
   

P (x1,y1) 

Q (x2,y2) 

1 2 1 2mx nx my nyR( , )m n m n
 

 
 

m 

n 

P (x1,y1) 
Q (x2,y2) 

C 

R (x3,y3) 
1 2 3 1 2 3x x x y y yC( , )3 3
     

[2] จุดก่ึงกลางระหว่างสองจุด       จุดท่ีแบ่งระยะทางเป็นอัตราส่วน m:n  
 
 
 
 
 
 
 

การหาพิกัดจุดที่อยู่กึ่งกลางระหว่างสองจุดที่กําหนด อาศัยการหาค่าเฉล่ีย
เลขคณิตของ x และของ y ส่วนการหาพิกัดจุดที่แบ่งระยะทางเป็นอัตราส่วนต่าง ๆ  
ตามต้องการ ก็อาศัยการหาคา่เฉล่ียเลขคณิตเช่นเดียวกัน แต่เป็นค่าเฉล่ียเลขคณิต
แบบถ่วงน้ําหนัก (ศึกษาเพ่ิมเติมได้ในบทเรียน “สถิติ” หัวข้อ ๑๔.๒) 
 

 

ตัวอย่าง 4.1  กําหนดพิกดัจดุ P(1, 2)  และ Q( 5, 4)  
 

ก. ระยะ PQ เทา่กับเทา่ใด 
ตอบ 2 2PQ (( 5) 1) (4 ( 2)) 36 36 6 2          หน่วย 
 

ข. ใหห้าจุดกึ่งกลางของ PQ  
ตอบ จุดกึง่กลางของ PQ  อยู่ทีพ่ิกดั 1 ( 5) ( 2) 4

2 2( , )      (–2,1) 
 

ค. ให้หาพกิัดจุด R ทีท่าํให ้ PR : RQ 2 : 3  
ตอบ พิกัดของจดุ R คอื 3(1) 2( 5) 3( 2) 2(4) 7 2( , ) ( , )5 53 2 3 2

     
 

 
 

 
 
[3] จุดตัดของเส้นมัธยฐานของสามเหล่ียม 

ในรูปสามเหล่ียมใด ๆ  เส้นมัธยฐาน คือเส้นตรงที่เชื่อมจุดยอดจุดหนึ่งกับจุด
กึ่งกลางของด้านตรงข้าม ดังนั้นในสามเหล่ียมหนึ่งรูปจะมีเส้นมัธยฐาน 3 เส้น และมี
สมบัติว่า “จุดตัดของเส้นมัธยฐาน (เรียกว่าจุด Centroid) จะมีเพียงจุดเดียวเสมอ 
และจุดน้ีจะแบงความยาวของเสนมัธยฐานแตละเสน เปนอตัราสวน 1:2 เสมอ” 

สําหรับสามเหล่ียมที่ทราบพิกัดของจุดยอดทั้งสามจุด จะสามารถหาพิกัด
ของจุดตัดของเส้นมัธยฐาน ได้ด้วยค่าเฉล่ียเลขคณิตของ x และของ y ดังรูป 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

เส้นมัธยฐาน คอืเส้นที่ลากไป “แบงครึ่ง” ดา้นตรงข้าม และ “ไมจําเปนตองต้ังฉาก” 
(เส้นทีต่ั้งฉากกับด้านตรงข้ามนัน้ จะเรียกว่าส่วนสงู และเรียกด้านตรงข้ามวา่ฐาน) 

K
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P (x1,y1) 

Q (x2,y2) R (x3,y3) 

S (x4,y4) 

T (x5,y5) 

[4] พื้นท่ีของรูปหลายเหล่ียม (*เกินหลักสูตร) 
คํานวณได้โดย นําคู่อันดับของจุดยอดมาตั้งเรียงแบบทวนเข็มนาฬิกาให้ครบ

ทุกจุด (โดยวนกลับมาที่จุดแรกอีกคร้ังด้วย ดังในรูปตัวอย่าง) จากนั้นนําผลรวมของ
ผลคูณเฉียงลง ลบด้วยผลรวมของผลคูณเฉียงขึ้น แล้วหารสอง ค่าที่ได้จะเป็นพ้ืนที่
ของรูปหลายเหล่ียมนั้น (อาจกล่าวว่า คูณลงได้เคร่ืองหมายเดิม คูณขึ้นให้เปล่ียน
เคร่ืองหมาย แล้วรวมกัน ซ่ึงก็เป็นวิธีเดียวกับการหา det ของเมทริกซ์ ในบทที่ ๘ 
นั่นเอง) 

 

พ้ืนที่ 

1 1
2 2
3 3
4 4
5 5
1 1

x y
x y

1 x y
x y2
x y
x y

   

      1 2 2 3 3 4 4 5 5 1 2 1 3 2 4 3 5 4 1 5
1 (x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y )2           

 
 

ตัวอย่าง 4.2  กําหนดสีเ่หลี่ยม ABCD มีจุดยอดแต่ละจุดอยู่ที ่(1, 6) , ( 2,9) , (4, 1)  และ ( 3, 2)   
ให้หาขนาดพืน้ทีข่องสี่เหลี่ยมรปูนี ้

 
วิธีคิด เม่ือพล็อตจดุลงบนแกนพิกัดฉากแล้ว 

จะพบวา่ลาํดับจดุทวนเข็มนาฬิกาเป็นดงันี้  (1, 6) (4, 1) ( 2,9) ( 3, 2)         
(เริ่มต้นที่จดุใดกไ็ด้ แต่เม่ือคาํนวณจะต้องเขียนวนกลับมาถึงจุดเริ่มต้นด้วย) 

จึงได ้พืน้ทีส่ี่เหลีย่ม 
1 6
4 11 2 92 3 2
1 6




  
 



 

                   1 [( 1) 36 4 18 ( 24) 2 ( 27) ( 2)] 542               

ตอบ พื้นที่ของสี่เหลี่ยมรูปนี้ เทา่กับ 54 ตารางหน่วย 
 

 
ข้อควรทราบ 
ถ้าไม่ได้ตั้งเรียงจุดตามเส้นรอบรูป ค่าที่คํานวณได้นั้นจะผิด 
แต่ถ้าตั้งเรียงจุดตามเข็มนาฬิกา ค่าที่คํานวณได้จะเป็นติดลบของขนาดพื้นที่ที่ถูกต้อง 

 
 

แบบฝึกหัด ๔.๑ 
 
(1) กําหนดจุด 1P (1, 7) และ 2P ( 4, 3)  ให้หา 
 (1.1) ระยะทางระหว่าง 1P  และจุดกําเนิด O หรือ 1OP  
 (1.2) ระยะทางระหว่าง 2P  และจุดกําเนิด O หรือ 2OP  
 (1.3) ระยะทางระหว่าง 1P  และ 2P  หรือ 1 2P P  
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O 

Y 

X B (2,0) 

D (2,4)  C 

P        Q 

(2) กําหนดจุด A(2, 7) , B(6, 3) , C( 2,5)  และ D(8, 1) 
ถ้า P และ Q เป็นจุดกึ่งกลางของ AB  และ CD  ตามลําดับ ให้หาความยาวของ PQ  
 
 
(3) กําหนดส่ีเหล่ียมด้านขนาน OBCD ดังรูป 
ถ้า P เป็นจุดกึ่งกลางของ BC  และ PC PQ  
ให้หาขนาดพ้ืนที่สามเหล่ียม PQC 
 
 
 
(4) กําหนดสามเหล่ียม ABC มีจุดยอดมุมอยู่ที่ A(5, 3) , B( 6, 1) , C(1, 8) 
สามเหล่ียมรูปนี้เป็นสามเหล่ียมชนิดใด 
 
(5) สามเหล่ียม ABC มีจุดกึ่งกลางของด้านทั้งสามเป็น P( 2, 1) , Q(5,2), R(2, 3)  
ให้หาความยาวเส้นรอบรูปสามเหล่ียม ABC นี้ 
 
(6) กําหนดสามเหล่ียมรูปหนึ่งมีจุดยอดอยู่ที่ A(2, 8), B(6, 12), C( 2, 4)   
ถ้าจุด P และ Q อยู่บนด้าน AB  และ BC  ตามลําดับ 
โดยมีอัตราส่วน AP : PB 1 : 3  และ BQ : BC 3 : 4  ให้หาค่าของ PQ  
 
(7) ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 ก. จุด A(10,5) , B(3, 2) , C(6, 5)  เป็นจุดมุมของรูปสามเหล่ียมมุมฉาก 
 ข. จุด D(1, 2) , E( 3, 10) , F(4, 4)  อยู่บนเส้นตรงเดียวกัน 
 ค. จุด A( 2, 3) , B( 6, 1) , C( 10, 1)   อยูบ่นเส้นตรงเดียวกัน 
 
(8) ให้หาจุด P บนแกน X ซ่ึงอยู่ห่างจากจุด 1P (1, 2)  และ 2P (3, 5) เป็นระยะทางเท่ากัน 
 
(9) ให้หาจุดศูนย์กลาง และความยาวรัศมี ของวงกลมซ่ึงผ่านจุด (1, 7) , (8,6) และ (7, 1)  
 
(10) ให้หาผลบวกของความยาวเส้นมัธยฐานทั้ง 3 เส้น 
ของสามเหล่ียมรูปหนึ่งซ่ึงมีจุดยอดอยู่ที่ A(2, 1) , B(4, 3)  และ C( 2,5)  
 
(11) ถ้า (m, n)  เป็นจุดตัดของเส้นมัธยฐาน ของสามเหล่ียมรูปหนึ่ง 
ซ่ึงมีจุดยอดอยู่ที่ (4,5) , ( 4, 7)  และ (4, 1) แล้ว ค่า m n  เท่ากับเท่าใด 
 
(12) สามเหล่ียม ABC มีจุดยอดสองจุดอยู่ที่ B(6, 7) และ C( 4, 3)   
ถ้าจุด 4

3P( , 1) เป็นจุดตัดของเส้นมัธยฐาน แล้ว เส้นมัธยฐานที่ลากจากจุด A มีความยาวเท่าใด 
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(13) ให้ P เป็นจุดกึ่งกลางระหว่าง (13,2) และ ( 13, 2)   
Q เป็นจุดกึ่งกลางระหว่าง (6, 10) และ (0, 14) 
และ R เป็นจุดกึ่งกลางระหว่าง (8, 4) และ (16, 4)  
ให้หาพ้ืนที่ และตําแหน่งจุดตัดของเส้นมัธยฐาน ของรูปสามเหล่ียม PQR 
 
(14) ให้หาผลต่างของขนาดพื้นที่สามเหล่ียม ABC และ PQR 
เม่ือกําหนดตําแหน่งจุด A(1, 3), B( 2, 0) , C(3, 5) , P(0, 0) , Q(8, 18)  และ R(12, 27) 
 
(15) กําหนดจุด P(3, 2) , Q( 2, 3)  และ R(0, 4)  ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 ก. ความยาวเส้นรอบรูปสามเหล่ียม PQR เท่ากับ 9 5  หน่วย 
 ข. พ้ืนที่รูปสามเหล่ียม PQR เท่ากับ 15 ตารางหน่วย 
 
(16) ให้หาพ้ืนที่ของรูปห้าเหล่ียมรูปหนึ่ง ซ่ึงมีจุดยอดแต่ละจุดอยู่ที่ 
A(1, 4) , B( 3, 2)  , C( 1, 3)  , D( 4,5)  และ E( 2, 7)  
 
 

๔.๒ เบ้ืองต้น : เส้นตรง 
 

“ส่วนของเส้นตรง” ที่เชื่อมระหว่างจุด P กบั Q (มีความยาวเป็นค่าคงที ่
ปลายแต่ละด้านอยู่ที่จุด P และจุด Q) เขียนแทนได้ด้วยสัญลักษณ์ PQ  

แต่ถ้าหากกล่าวถึง “เส้นตรง” (มีความยาวเป็นอนันต์ และหาจุดปลาย
ไม่ได้) นั้น นิยมตั้งชื่อด้วยตัวอักษร L เช่น เส้นตรง 1L , เส้นตรง 2L  หรือบางตํารา
จะใช้สัญลักษณ์ L ด้วยตัวอักษรเล็ก นั่นคือ   เพ่ือให้สอดคล้องกับความสัมพันธ์
และฟังก์ชันในบทถัดไป (เหตุที่ใช้เป็นตัวเขียนก็เพ่ือป้องกันการสับสน เนื่องจาก
ตัวพิมพ์เล็กของ L มีลักษณะคล้าย I และ 1) 

 

 
 
 
 
[1] ความชัน (Slope; m) ของเส้นตรง 

ความชันของเส้นตรง คืออัตราส่วนระหว่างค่า y ที่เปล่ียนแปลงไป ต่อค่า x 
ที่เปล่ียนแปลงไป ใช้สัญลักษณ์เป็น m (นั่นคือ ถ้าค่า x เพ่ิมขึ้น 1 หน่วย คา่ y จะ
เปล่ียนไป m หน่วย) โดยค่า m อาจเป็นบวก หรือติดลบ หรือเป็นศูนย์ก็ได้ 

๏ ถ้า m > 0 (เป็นค่าบวก) แสดงว่า เส้นตรงนี้เฉียงขึ้นทางขวา 
๏ ถ้า m < 0 (ติดลบ) แสดงว่า เส้นตรงนี้เฉียงลงทางขวา 
๏ ถ้า m = 0 แสดงว่า เป็นเส้นนอนขนานแกน X 
๏ และสําหรับเส้นตั้งขนานแกน Y นั้น m หาค่าไม่ได้ (เป็นอนันต์) 
 

“สวนของเสนตรง” กับ “เสนตรง” นัน้แตกตา่งกันเพียงเรือ่งของความยาว (ขนาด) 
ส่วนลักษณะอื่น ๆ  จะเหมือนกันทัง้หมด ในบทเรียนนี้จงึขออธิบายด้วยคาํวา่ “เสน้ตรง” เทา่นัน้ 

K
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P (x1,y1) 

Q (x2,y2) 

2 1

2 1

y ym ( tan )x x


  


 

P (x1,y1) 

m 

P (x1,y1) 

Q (x2,y2) 

เม่ือกําหนดจุดหนึ่งจุด เช่น จดุ P ใด ๆ  จะสามารถสร้างเส้นตรงผ่านจุดนี้
ได้หลายแบบ (แตกต่างกันที่ลักษณะความชัน) แต่ถ้ากําหนดจุดสองจุด เช่น จุด P 
กับ Q จะสร้างเส้นตรงผ่านสองจุดนี้ได้เพียงแบบเดียวเสมอ เพราะความชันระหว่าง
สองจุดนี้ย่อมมีค่าคงที่ คํานวณได้ดังสมการในรูป 
 
 
 
 
 
 
 
ข้อควรทราบ 

เส้นตรงสองเส้น ขนานกัน (Parallel; //) ก็ตอ่เม่ือ มีความชันเท่ากัน 
เส้นตรงสองเส้น ตั้งฉากกัน (Perpendicular;  ) ก็ต่อเม่ือ ความชันคูณกันได้ –1 
 
[2] สมการของเส้นตรง 

รูปทั่วไป (Common Form) ของสมการของเส้นตรงคือ A B C 0  x y  
(โดยที่ A, B, C เป็นจํานวนจริงใด ๆ ) เม่ือทราบสมการแล้วจะสามารถเขียนกราฟ
เส้นตรงนี้ได้อย่างง่าย ๆ  โดยกําหนดค่า x หรือ y ลงในสมการ 2 คร้ัง เพ่ือหาคู่
อันดับ (x,y) ที่สอดคล้องกับสมการมา 2 จุด จากนั้นสามารถลากเส้นตรงผ่านสอง
จุดนี้ได้ทันที (นิยมแทนค่า x และ y เท่ากับ 0 ทีละตัว เพ่ือให้คํานวณง่าย ซ่ึงจุดที่
ได้นี้ก็คือจุดตัดแกน Y และแกน X ตามลําดับ นั่นเอง) 

 
สําหรับการสร้างสมการเส้นตรง จากรูปกราฟหรือจุดที่กําหนดให้ สามารถ

กระทําได้โดยหลายวิธี ดังต่อไปนี้ 
 
[2.1] ใช้สมการเส้นตรงในรูป m c y x   (Slope & Intercept Form) 

โดย m คือความชัน และ c คือระยะตัดแกน Y 
 

๏ ถ้าทราบจุดที่ผ่าน 1 จุดคือ 1 1(x , y ) และความชัน m 
ให้ใส่ค่า m ลงในสมการ แล้วจึงหาค่า c โดยอาศัย 
หลักการว่า เม่ือแทนจุด 1 1(x , y ) ซ่ึงเส้นตรงนี้ผ่าน 
ลงในสมการแล้ว สมการต้องเป็นจริง 
 

๏ ถ้าทราบจุดที่ผ่าน 2 จุดคือ 1 1(x , y ) และ 2 2(x , y )  
ให้หาค่าความชันระหว่างสองจุดนี้ก่อน 
แล้วจึงสร้างสมการโดยวิธีการเดิม 
(ใช้จุดใดจุดหนึ่งในการหาค่า c 
ซ่ึงไม่ว่าจะใช้จุดใดก็จะได้คําตอบเดียวกัน) 
 

๏ อาจใช้วิธีการแทนค่าจุดที่กราฟผ่านทั้ง 2 จุด ลงไปในสมการ 
แล้วแก้ระบบสมการ 2 สมการ เพ่ือหาค่า m และ c ก็ได้ 
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ตัวอย่าง 4.3  กําหนดพิกัดจุด P(1, 3) และ Q(5,9)  
 

ก. ความชันของเส้นตรงที่ผา่นจุด P และ Q เท่ากบัเท่าใด 
ตอบ PQ

9 3m 5 1
   3/2 

 
ข. ใหห้าสมการของเส้นตรงที่ผา่นจุด P และ Q 
 

วิธีคิด1 เนื่องจากความชันของ PQ  เทา่กับ 3
2  

เส้นตรงที่ผา่นจุด P และ Q จึงเขยีนสมการได้ในรปู 3y x c2   
จุดที่เสน้ตรงนีผ้่าน ยอ่มทาํใหส้มการเป็นจริง 
ดังนัน้ 3 3(3) (1) c c2 2        (เลอืกใช้จุด P หรือ Q ก็ได ้ใส่ลงในสมการ) 

สมการเสน้ตรงนี ้จึงเป็น 3 3y x2 2   
จัดรูปสมการให้สวยงามได้เปน็ 2y 3x 3   ..และกลายเปน็ 3x 2y 3 0    
 

วิธีคิด2 หากไมต่้องการคํานวณความชนัของ PQ  เราสามารถสมมตสิมการเปน็ y mx c   
จากนั้นอาศัยหลกัการเดิมคอื จุดที่เสน้ตรงนีผ้่าน ย่อมทาํใหส้มการเป็นจริง 
จุด P  (3) m(1) c    
จุด Q  (9) m(5) c    
แก้ระบบสมการ ได้ 3m 2  และ 3c 2   ..ดงันั้นสมการเสน้ตรงนีจ้ึงเปน็ 3 3y x2 2   

 

 
ข้อควรทราบ 

สมการรูปทั่วไปของเส้นตรง สามารถจัดให้อยู่ในลักษณะ CA
B B  y x  

จึงทําให้ทราบว่า ค่าความชัน (m) A
B   และระยะตัดแกนวาย (c) C

B   เสมอ 
เช่นสมการเส้นตรง 3x 4y 5 0    จะมีความชันเท่ากับ 3 3

4( 4)   
 
 
 
 
 

[2.2] ใช้สมการความชัน น่ันคือ 1
1

y mx





y
x    (Slope & Point Form) 

เนื่องจากความชันระหว่างจุด (x,y) สองจุดใด ๆ  ในกราฟนี้ จะเท่ากับ m เสมอ 
๏ ถ้าทราบจุดที่ผ่าน 1 จุดคือ 1 1(x , y ) และความชัน m 

จะได้สมการเป็น 1 1y m ( x )  y x  
๏ ถ้าทราบจุดที่ผ่าน 2 จุดคือ 1 1(x , y ) และ 2 2(x , y )  

จะต้องหาความชันก่อน จึงเขียนสมการได้เป็น 2 1
1 1

2 1

y yy ( x )x x
     

y x  

 
 

เม่ือจะหาค่าความชันโดย –A/B นั้น ควรจําว่า ติดลบหนา x สวนดวยหนา y เพือ่ไม่ให้ใช้ผิดตวั 
และจะต้องพจิารณาจากสมการทีอ่ยู่ในรปู   A B C 0x y  แล้วเทา่นัน้ 

K
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ตัวอย่าง 4.4  กําหนดพิกัดจุด P(1, 3) และ Q(5,9)  
ให้หาสมการของเส้นตรง 1L  ซึ่งตัง้ฉากกับ PQ  และผา่นจุดกึง่กลางของ PQ  
 

วิธีคิด ความชนัของ PQ  เท่ากับ 3
2   (คํานวณไว้ในตัวอย่างทีแ่ล้ว) 

1L  ตั้งฉากกับ PQ  ดังนั้น L1
2m 3   (เพราะความชันคูณกันต้องได้ 1 ) 

จุดกึง่กลางของ PQ  อยู่ทีพ่ิกดั 1 5 3 9( , ) (3,6)2 2
    

 

ในที่นีจ้ะแสดงการสรา้งสมการของ 1L  จากสมการ 1 1y y m (x x )    
นั่นคอื 2(y 6) (x 3)3     
จัดรูปสมการให้สวยงามได้เปน็ 3y 18 2x 6     ..และกลายเปน็ 2x 3y 24 0    

 

 
 

[2.3] ใช้สมการระยะตัดแกน น่ันคือ 1a b 
x y    (Intercept Form) 

เม่ือ a, b คือ ระยะตัด (Intercept) แกน X และ Y ตามลําดับ 
(หมายความว่าเส้นตรงนี้ตัดแกน X ที่จุด (a,0) และตัดแกน Y ที่จุด (0,b)) 
โดยที่ a, b อาจมีค่าติดลบก็ได้ ถ้าเส้นตรงตัดแกนที่ด้านลบ 
 

๏ วิธีนี้ใช้เม่ือทราบระยะตัดทั้งสองแกนเท่านั้น 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

ตัวอย่าง 4.5  เสน้ตรง 5L  ตดัแกน Y ที่ (0, 1/3) และมรีะยะตัดแกน X ทางลบเทา่กับ 1/2 หน่วย 
ส่วนเสน้ตรง 6L  ผา่นจุด ( 1,2)  และตั้งฉากกับ 5L  

 

ก. เสน้ตรง 5L  และเส้นตรง 6L  มีความชันเทา่ใด 
 

ตอบ ระยะตัด “แกน X ทางลบ” เท่ากบั 1/2 หมายความว่าตดัแกน X ที่จดุ ( 1/2, 0)  
เราทราบจุดที่ 5L  ผ่านสองจดุ จึงคาํนวณไดด้ังนี้.. L5

1/3 0m 0 ( 1/2)
    2/3 

และเนือ่งจากเสน้ตรง 6L  ตั้งฉากกบั 5L  จึงได้ L6m   –3/2 
 

 
 
 

สมการระยะตัดนี้ไม่จําเป็นต้องใช้ก็ได้ เพราะหากเราทราบระยะตัดทั้งสองแกน ก็เปรียบเสมือน
ทราบจุดที่เสน้ตรงผ่าน 2 จดุนัน่เอง จึงสามารถหาความชันและใช้สมการที ่1 หรือ 2 ก็ได ้

K
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Ax+By+C1=0 

Ax+By+C2=0 
d 2 1

2 2

C C
d

A B





 

Ax+By+C=0 
d 1 1

2 2

Ax By Cd
A B
 




 
P (x1,y1) 

ข. จดุที่เส้นตรงทั้งสองตั้งฉากกัน อยูท่ี่พกิัดใด 
 

วิธีคิด สร้างสมการเสน้ตรง 5L  โดยทราบระยะตัดแกนทั้งสอง 
จึงไดส้มการเปน็ x y 11/2 1/3 


  ..ซึ่งจดัรูปได้เป็น 2x 3y 1    

สร้างสมการเสน้ตรง 6L  ได้เป็น 3(y 2) (x 1)2     ..ซึ่งจดัรูปได้เป็น 3x 2y 1   

ต้องการหาจดุที่เส้นตรงทั้งสองตั้งฉากกัน นัน่คือจดุตดัของสองเส้นตรงนี้นัน่เอง 
จะหาได้โดยการแก้ระบบสมการ และได้คาํตอบเป็น (1/13, 5/13) 

 

 
 

[3] ระยะห่างระหว่างจุดกับเส้นตรง 
เม่ือกําหนดจุดหนึ่งจุด และเส้นตรงหนึ่งเส้น จะสามารถคํานวณระยะห่าง

ระหว่างจุดกับเส้นตรงได้จากสมการในรูป ซ่ึงระยะห่างในที่นี้หมายถึงระยะที่ส้ันที่สุด 
หรือระยะตั้งฉากนั่นเอง 

สมการระยะห่างนี้มีการแทนค่าจุด 1 1(x , y ) ลงในสมการเส้นตรงในรูป 
A B C 0  x y  ซ่ึงจะสอดคล้องกับความรู้พ้ืนฐานที่ว่า ถ้าแทนค่าแล้วได้เท่ากับ 
0 หมายถึงจุด ๆ  นี้อยู่บนเส้นตรงพอดี จากสูตรก็จะได้ระยะทางเท่ากับ 0 ด้วย 

 
 

 
 
 
 
 

[4] ระยะห่างระหว่างเส้นตรงคู่ขนานสองเส้น 
เส้นตรงสองเส้นที่ขนานกัน จะมีระยะห่างจากกันเป็นค่าคงที่ สามารถหา

ระยะห่างนี้ได้โดยเลือกจุด ๆ  หนึ่ง ที่อยูบ่นเส้นตรงหนึ่ง แล้วใช้สูตรคํานวณระยะทาง
ระหว่างจุดนี้กับเส้นตรงอีกเส้นหนึ่ง ดังที่ได้กล่าวไปแล้วข้างต้น 

วิธีที่สะดวกกว่านั้นคือคํานวณจากสมการดังในรูป 
 
 
 
 
 
 

เส้นตรงสองเส้นที่ไม่ขนานกัน ย่อมมีการตัดกันเสมอ และจะไม่สามารถ
คํานวณระยะห่างระหว่างสองเส้นนี้ได้ เนื่องจากระยะห่างแต่ละตําแหน่งมีค่าไม่คงที่ 
 

 
 
 
 

การใช้สูตรนี้จะตอ้งจดัรูปสมการเส้นตรงทั้งสองเสน้ใหอ้ยู่ในรปู   A B C 0x y  เสมอ 
และถ้าคา่ A, B ของสองสมการไม่เหมือนกัน ตอ้งหาค่าคงที่มาคณูให้เหมือนกนักอ่น 

K
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ตัวอย่าง 4.6  กําหนดเส้นตรง 1L : 2x 3y 24 0    
 

ก. ระยะทางจากจุด S( 2,5)  ไปยังเสน้ตรง 1L  เทา่กับเทา่ใด 

ตอบ SL1 2 2

2( 2) 3(5) 24 13d 13
132 3

  
  


 หน่วย 

 
ข. ใหห้าสมการเส้นตรงที่อยูห่า่งจาก 1L  เปน็ระยะ 2 13  หน่วย 
 

วิธีคิด เส้นตรงนี้จะต้องขนานกับ 1L  (มีความชันเท่ากัน) จงึจะทาํใหร้ะยะหา่งคงที่ได ้
ดังนัน้จงึสมมติวา่ สมการของเสน้ตรงทีต่้องการคือ 2x 3y C 0    

หาค่า C ที่ถูกตอ้งได้จากสมการระยะห่าง นั่นคอื 
2 2

24 C2 13
2 3

 



 

ย้ายขา้งและถอดค่าสัมบูรณ์ไดเ้ปน็ 26 24 C     
จะได้คา่ C 2  หรอื 50  
นั่นคอื สมการเสน้ตรงทีต่้องการได้แก่ 2x 3y 2 0    และ 2x 3y 50 0    

 
ค. ให้หาจดุบนเส้นตรง 2L : 2x y 6 0    ซึ่งอยู่หา่งจาก 1L  เป็นระยะ 2 13  หน่วย 
 

วิธีคิด สมมติวา่จดุทีต่อ้งการคือ 1 1(x , y )  

จะได้สมการระยะห่าง ดงันี ้ 1 1
2 2

2x 3y 24
2 13

2 3
 




 

ซึ่งจะพบว่าติดสองตัวแปร แต่ในทีน่ี้เราสามารถแก้ได้ 
เพราะโจทย์กําหนดว่าจดุ 1 1(x , y )  อยู่บนเส้นตรง 2x y 6 0    
ดังนัน้ 1 12x y 6 0    
 
แก้ระบบสมการได้โดยนาํสมการนีไ้ปแทนที่ในค่าสมับูรณ์ จะได้ผลเป็น 1x 8   หรอื 5 
ซึ่งถ้า 1x 8   จะได้ 1y 22   ..และถ้า 1x 5  จะได้ 1y 4   
ดังนัน้ จุดที่ตอ้งการ คือ (–8, 22) และ (5, –4) 
 
หมายเหต ุ
ข้อ ค. สามารถคดิได้อกีวธิีหนึ่ง 
คือหาจากจุดตัดระหวา่งเส้นตรง 2L  กับเส้นตรงที่เปน็คําตอบของขอ้ ข. 
เนื่องจากเสน้ตรงในข้อ ข. ก็คอืเสน้ทีห่่างจาก 1L  อยู ่2 13  หน่วยแล้ว 

 
 
 
 

ตัวอย่าง 4.7  กําหนดสมการเส้นตรง 3L  คือ 3x y 2 3   และ 4L  คือ 3x 3y 18   
 

ก. เสน้ตรงทีข่นานกับ 3L  จะต้องมีความชนัเทา่ใด 
ตอบ คิดจาก A/B  จะสะดวกทีสุ่ด และได้คาํตอบเป็น 3/1 3    
 

ข. มุมระหว่าง 4L  กับแกน X ที่เปน็มุมแหลม มีขนาดกีอ่งศา 
 

วิธีคิด ความชนัของ 4L  เท่ากับ 3/ 3 3    
แต่ความชันคือ อัตราส่วนแกนตัง้ต่อแกนนอน (y : x) และในที่นีอ้ตัราส่วนเท่ากับ 3  
เม่ือคิดจากตรีโกณมิต ิจะพบว่ามุมที่ทาํกับแกน X จะเท่ากับ 60° 
หมายเหตุ  มุมที่ได้จะเทา่กนัไม่ว่าความชันเปน็บวกหรือลบ เพยีงแต่เอียงคนละทิศกัน 
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m2 

 1 2
1 2

m mtan 1 mm


 


 
m1 

() 

Ans 
(Ans) 

ค. วงกลมใด ๆ  ที่อยูร่ะหว่าง 3L  กับ 4L  จะมีรัศมีได้มากทีส่ดุกี่หน่วย 
 

วิธีคิด เนื่องจากเสน้ตรง 3L  กับ 4L  ขนานกัน (จากความชันทีค่ํานวณได้ในข้อ ก. และ ข.) 
ถ้าทราบระยะห่างระหว่างสองเสน้นี้ กจ็ะทราบวา่วงกลมมีขนาดใหญ่ทีสุ่ดได้เทา่ใด 
 

ในข้อนี้คา่ A, B ของเส้นตรงทั้งสองไม่เหมือนกัน จึงตอ้งปรับให้เทา่กันก่อน 
เช่น หารสมการ 4L  ดว้ย 3  กลายเปน็ 3x y 6 3   

ดังนัน้ L3L4 22

6 3 2 3 4 3d 2 32( 3) 1


  


 

สรุปวา่วงกลมที่อยู่ระหว่าง 3L  กับ 4L  จะตอ้งมีเสน้ผา่นศูนย์กลางไม่เกนิ 2 3  หน่วย 
หรือรัศมีที่มากทีสุ่ดเท่ากับ 3  หนว่ย 

 
ง. พืน้ทีข่องรูปสามเหลี่ยมทีป่ิดลอ้มด้วย 3L , แกน X และแกน Y จะมีขนาดเท่าใด 

 

วิธีคิด เส้นตรงใด ๆ  ทีค่วามชันหาคา่ได้และไม่เทา่กับ 0 และไม่ผ่านจดุ (0,0) 
ย่อมทาํให้เกิดรปูสามเหลีย่ม ที่มีด้านประกอบมุมฉากเป็นแกน X และแกน Y ได้เสมอ 
ซึ่งขนาดของพื้นที่สามเหลี่ยมนี้ หาได้ง่าย ๆ  ดว้ยระยะตัดแกน X และแกน Y นัน่เอง 
 

ในข้อนี้ระยะตัดแกน X (แทนค่า y ด้วย 0) เปน็ 2 
และระยะตัดแกน Y (แทนคา่ x ด้วย 0) เปน็ 2 3  
ดังนัน้ ขนาดพื้นที่สามเหลี่ยม เทา่กับ 1 2 2 3 2 32     ตารางหนว่ย 

 

 
 

[5] มุมท่ีเกิดจากเส้นตรงสองเส้นตัดกัน (*เกินหลักสูตร) 

เม่ือกําหนดเส้นตรงสองเส้นที่ไม่ขนานกัน ได้แก่ 1 1 1 1L : A B C 0  x y  
และ 2 2 2 2L : A B C 0  x y  ซ่ึงมีความชันเท่ากับ 1m  และ 2m  ตามลําดับ จะ
สามารถหาขนาดของมุม   ที่เกิดจากสองเส้นตรงนี้ตัดกัน ได้ด้วยสมการในรูป 
(ขนาดของมุม   ที่เป็นไปได้จะมีสองค่า ซ่ึงรวมกันได้ 180 องศา) 
 
 
 
 
 
 

สําหรับเส้นตรงที่แบ่งคร่ึงมุมเหล่านี้ ย่อมมีอยู่สองเส้นเช่นกัน และตั้งฉาก
กันเสมอด้วย สามารถหาสมการได้โดยอาศัยหลักการที่ว่า “ระยะทางจากจดุ (x,y) 
แต่ละจุดบนเส้นตรงเหล่านี้ ไปยังเส้นตรง 1L  และไปยังเส้นตรง 2L  จะมีค่าเท่ากัน” 
 

นั่นคือ  1 1 1 2 2 2
2 2 2 2
1 1 2 2

A x B y C A x B y C
A B A B
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L: Ax+By+C=0 

P1 (x1,y1) 

Q1 

P2 (x2,y2) 

Q2 
L: Ax+By+C=0 

P (x1,y1) 

Q 

[6] ภาพฉาย (Projection) บนเส้นตรง 
ภาพฉาย คือเงาของวัตถุ (เช่น จุด หรือส่วนของเส้นตรง) ที่ถูกฉายแบบตั้ง

ฉากไปปรากฏบนเส้นตรงเส้นหนึ่งที่เปรียบเสมือนฉาก เช่นจากรูป ภาพฉายของจุด 
P บนเส้นตรง L คือจุด Q และภาพฉายของ 1 2P P  บนเส้นตรง L คือ 1 2Q Q  
 
 
 
 
 
 
 
 

ถ้าเส้นตรงที่เป็นฉากนั้นเป็นเส้นนอนหรือเส้นตั้ง การหาตําแหน่งของภาพ
ฉายจะกระทําได้ง่าย เพียงเล่ือนจุดไปวางบนเส้นตรงนั้นในแนวด่ิงหรือแนวราบได้
ทันที แต่ถ้าหากเส้นตรงที่เป็นฉากนั้นเป็นเส้นเฉียง วิธีหาตําแหน่งของภาพฉายที่
สะดวกท่ีสุดคือคํานวณจากความชัน โดยสร้างสมการเส้นตรงที่ผ่านจุด P และตั้ง
ฉากกับเส้นตรง L แล้วจึงแก้ระบบสมการหาจุดตัดของเส้นตรงทั้งสอง 

หรืออีกวิธีหนึ่งคือคํานวณจากระยะทาง โดยหาระยะระหว่างจุด P กับ
เส้นตรง L ก่อน แล้วจึงตั้งสมการหาจุดที่อยู่ห่างจากจุด P เป็นระยะเท่านั้น ซ่ึงจะได้
เป็นรูปแบบสมการวงกลม แล้วจึงแก้ระบบสมการหาจุดตัดของวงกลมกับเส้นตรง แต่
วิธีการนี้ค่อนข้างยุ่งยาก จึงควรหลีกเล่ียง 
 
หมายเหตุ 

ภาพฉายของจุด 1 1P (x , y )  ใด ๆ  บนเส้นตรงที่มีสมการเป็น “ y x ” 
(เส้นตรงที่เฉียงข้ึนทางขวา และทํามุม 45° กบัแกน X) คือจดุ 1 1 1 1x y x y

2 2Q( , )   
 
 

แบบฝึกหัด ๔.๒ 
 
(17) ถ้า A(1, 2) , B(2, k) , C(3, 4) อยู่ในแนวเส้นตรงเดียวกัน ให้หาค่า k 
 
(18) ให้หาค่า y ซ่ึงทําให้จุด Q(1, y)  อยู่บน PR  ซ่ึงมีพิกัดเป็น P( 2,6)  และ R(4, 2)  
 
(19) AB  ตัดแกน X และ Y โดยมีระยะตัดเป็น 4 และ 3 หน่วย ตามลําดับ 
จุดตัดสองจุดนี้แบ่ง AB  ออกเป็น 3 ส่วนเท่า ๆ  กันพอดี ให้หาพิกัดของจุด A กับ B 
 
(20) หากกําหนดจุด A(4,5) , B(1, 2) , C(2, 8)  และ D( 2, 4)  
แล้ว AB  ขนานกับ CD  หรือไม่ 
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(21) ให้หาจุด D ที่ทําให้ ABCD เป็นส่ีเหล่ียมด้านขนาน 
เม่ือกําหนดจุด A( 4, 1) , B( 5, 4)   และ C(1, 2)  
 
(22) ถ้าเส้นตรงที่ผ่านจุด (k, 7)  และ ( 3, 2)   ตั้งฉากกบัเส้นตรงที่ผ่านจุด (3, 2) และ (1, 4)  
แล้ว ค่า k เท่ากับเท่าใด 
 
(23) ถ้าเส้นตรงที่ผ่านจุด A(1, 5) และ B(3,6) ตั้งฉากกบัเส้นตรงที่ผ่าน C(m, 4) และ D( 1, m)   
แล้ว ค่า m เท่ากับเท่าใด 
 
(24) วงกลมวงหนึ่งมีจุดศูนย์กลางที่ C(5,6) 
ถ้าเส้นตรง L สัมผัสวงกลมนี้ที่จุด ( 3, 1)  ให้หาความชันของเส้นตรง L 
 
(25) ให้หาความยาวเส้นผ่านศูนย์กลางของวงกลม ที่ล้อมรอบรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ABC 
ซ่ึงมีพิกัดของจุดยอดทั้งสามเป็น A(1, 7) , B(8,6) และ C(7, 1)  
 
(26) ให้หาคําตอบของข้อ (7) โดยใช้ความรู้เร่ือง “ความชันของเส้นตรง” 
 
(27) ให้หาสมการเส้นตรงที่ผ่านจุด (3, 0) และ (0, 2) 
 
(28) เส้นตรง L ผ่านจุด ( 2, 5)   และ (1, 3)  
รูปสามเหล่ียมที่ปิดล้อมด้วยเส้นตรงเส้นนี้ กับแกน X และแกน Y มีพ้ืนที่เท่าใด 
 
(29) ให้หาสมการเส้นตรงที่ผ่านจุด (6, 8) และจุดตัดแกน X ของเส้นตรง 3x 4y 12   
 
(30) รูปส่ีเหล่ียม ABCD มีจุดยอดอยู่ที่ A(1, 2) , B( 2, 1)  , C( 3, 6)   และ D(2, 5)  
ถ้า P เป็นจุดตัดของเส้นทแยงมุมของส่ีเหล่ียมนี้ แล้ว จุด P จะอยู่ห่างจากจดุกําเนิดกี่หน่วย 
 
(31) ให้หาสมการเส้นตรงที่ขนานกับ 2x 3y 10 0    
และผ่านจุดที่เส้นตรง x y 1   ตัดกับเส้นตรง 2x y 5   
 
(32) เส้นตรงสองเส้นตั้งฉากกันที่จุดตัดแกน X พอดี 
หากเส้นหนึ่งมีสมการเป็น 3x 4y 5 0    แล้ว เส้นตรงอีกเส้นหนึ่งตัดแกน Y ที่จุดใด 
 
(33) ถ้าเส้นตรง L ตั้งฉากกับเส้นตรง 2x 3y 5 0    และผ่านจุด (1, 5) 
แล้ว เส้นตรง L จะตัดแกน X ที่จุดใด 
 
(34) ให้ M เป็นเส้นตรง 3x 3y 5 7    และ N เป็นเส้นตรง 2x 5y 7 4    
ให้หาสมการเส้นตรง L ซ่ึงขนานกับ M และมีระยะตัดแกน Y เท่ากันกับ N 
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(35) เส้นตรง 1L  ผ่านจุด (2, 2) และ ( 2, 0)  
เส้นตรง 2L  ตั้งฉากกับ 1L  ที่จุด ( 2, 0)  
และเส้นตรง 3L  มีระยะตัดแกน X เป็น 4/3 แกน Y เป็น –4 
ให้หาพ้ืนที่ของสามเหล่ียมที่เกิดจากการตัดกันของเส้นตรงสามเส้นนี้ 
 
(36) กําหนดเส้นตรง 1L  มีสมการเป็น 2x 3y 6 0    
เส้นตรง 2L  ผ่านจดุ ( 2, 3)  และขนานกับ 1L  
ถ้าหากเส้นตรง 3L  ผ่านจุด 2

3( , 1)  และตั้งฉากกับ 1L  
แล้วเส้นตรง 2L  กับ 3L  จะตัดกันที่จุดใด ในควอดรันต์ใด 
 
(37) สมมติว่าจุด A(3, k) ในควอดรันต์ที่ 1 เป็นจุดบนวงกลม 
ซ่ึงมีจุดศูนย์กลางที่จุดกําเนิด และมีรัศมียาว 4 หน่วย 
ถ้าเส้นตรง L สัมผัสวงกลมนี้ที่จุด A แล้ว ให้หาระยะตัดแกน X ของเส้นตรง L 
 
(38) เส้นตรง L เป็นเส้นสัมผัสของวงกลมซ่ึงมีศูนย์กลางที่ A( 1, 2)  โดยสัมผัสกันที่จุด B(2, 1)  
และทําให้เกิดสามเหล่ียม PQR ที่มีด้านทั้งสามเป็นเส้นตรง L, แกน X และแกน Y 
ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 ก. ความยาวรอบรูปสามเหลี่ยม PQR เท่ากับ 6 3 2  หน่วย 
 ข. พ้ืนที่ของสามเหล่ียม PQR เท่ากับ 4.5 ตารางหน่วย 
 
(39) สามเหล่ียม ABC มีจุดยอดที่ A( 2,5) , B(4, 8)  และ C(2, 3)  
ให้หาสมการเส้นตรงที่ผ่านจุดกึ่งกลางด้านสองด้านของสามเหล่ียม ซ่ึงส้ันกว่าอีกด้านที่เหลือ 
และหาระยะตัดแกน X และ Y ของเส้นตรงนี้ด้วย 
 
(40) ถ้าระยะที่เส้นตรงเส้นหนึ่งตัดแกน X เป็นสองเท่าของระยะตัดแกน Y 
และเส้นตรงนี้ผ่านจุด (1, 3)  แล้ว ให้หาสมการเส้นตรงนี้ 
 
(41) เส้นตรงที่ผ่านจุด ( 2, 4)  และมีผลบวกของระยะตัดแกนทั้งสองเป็น 9 
จะมีความชันเท่าใด และตัดแกน X ที่จุดใด 
 
(42) เส้นตรง L มีความชันเท่ากับ 0.5, ผ่านจุด C( 3, 0)  และตัดแกน Y ที่จุด A 
เม่ือลาก AB  ตั้งฉากกับ L แล้วจะมีเส้นตรงขนานแกน Y ผ่านจุด B และตัดแกน X ที่จุด C 
ดังนั้น BC  เท่ากับเท่าใด 
 
(43) สามเหล่ียมมุมฉาก ABC มีมุม B เป็นมุมฉาก, มีจุด A อยู่ที่ ( 3,5) , จุด C อยู่ที่ (4, 4)  
และความชันของ AB  เท่ากับ 3/2 ให้หาว่าสามเหล่ียมรูปนี้มีขนาดกี่ตารางหน่วย 
 
(44) เส้นตรง 2x 3y 6   และเส้นตรง 4x 6y 25   อยู่ห่างกันกี่หนว่ย 
 
(45) ให้หาค่า C ที่ทําให้เส้นตรง Ax 2y C 0    อยู่ห่างจาก 3x 4y 5 0    หนึ่งหน่วย 
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(46) เส้นตรง 1L  ขนานกับ 2L  โดยอยู่ห่างกัน 4 หน่วย 
หากเส้นตรง L ซ่ึงมีสมการเป็น 12x 5y 15 0    นั้น ขนานกบั 1L  
และอยู่ห่างจาก 1L , 2L  เป็นระยะเท่า ๆ  กัน ให้หาผลบวกระยะตัดแกน X ของเส้นตรง 1L  และ 2L  
 
(47) กําหนดจดุยอดของสามเหล่ียมเป็น A( 2, 1) , B(5, 4) และ C(2, 3)  
ให้หาส่วนสูงของรูปสามเหลี่ยม ซ่ึงลากจากจุด A มายังด้าน BC  
 
(48) เส้นตรง L ที่มีสมการเป็น 5x 12y 3 k    อยู่ห่างจากจุด P( 3, 2)  เป็นระยะ 4 หน่วย 
ให้หาผลบวกของค่า k ที่เป็นไปได้ทั้งหมด 
 
(49) ให้หาจุดบนเส้นตรง 2x 4y 15   ซ่ึงอยู่ห่างจากเส้นตรง 3x 4y 10   เป็นระยะ 3 หน่วย 
 
(50) ให้หาขนาดของมุมแหลม ที่เกิดจากการตัดกันของเส้นตรง 5x y 0   และ 2x 3y 1 0    
 
(51) กําหนดเส้นตรง 1L  ผ่านจุด ( 3, 2) และ (0, 1)  
เส้นตรง 2L  ผ่านจดุ (2, 3) และ (1, 4) 
ให้หาขนาดของมุมแหลมที่เกิดจากการตัดกันของเส้นตรง 1L  กับ 2L  
 
(52) เส้นตรง 1L  ผ่านจุด (2, 3) และ (1, 0)  
เส้นตรง 2L  ผ่านจดุกําเนิด O และตัดกับ 1L  ที่จุด C 
ถ้ามุมระหว่างเส้นตรง 1L  กับ 2L  เท่ากับ 30° แล้ว ให้หาความยาวของ CO  
 
(53) ให้หาสมการเส้นตรงที่แบ่งคร่ึงมุมที่เกิดจากการตัดกันของ 
เส้นตรง 3x 4y 1 0    และเส้นตรง 4x 3y 6 0    
 
(54) ถ้าจุด A เป็นภาพฉายของจุด ( 2, 1)  บนแกน X 
และจุด B เป็นภาพฉายของจุด ( 5,6)  บนแกน Y แล้ว ให้หาสมการเส้นตรง AB 
 
(55) กําหนดจุด A(1, 0) และ B( 5, 8)  
ถ้าจุด P เป็นจุดกึ่งกลางของ AB  และจุด Q เป็นภาพฉายของ B บนเส้นตรง x 1  
ให้หาสมการของเส้นตรง PQ และสมการของเส้นตรงที่ตั้งฉากกับ PQ 
 
(56) ให้หาภาพฉายของจุด ( 2, 1)  บนเส้นตรง x y 0   
 
(57) ให้หาภาพฉายของจุด (0, 7)  บนเส้นตรง 4x 5y 6   
 
 
 
 
 
 



คณิต มงคลพิทักษสุข   เรขาคณิตวิเคราะห 
kanuay.com 

159 

๔.๓ ภาคตัดกรวย : พ้ืนฐานการเขียนกราฟ 
 

กราฟที่มีลักษณะเป็นเส้นโค้ง อันได้แก่ วงกลม พาราโบลา วงรี และ
ไฮเพอร์โบลา ถูกเรียกรวมกันว่าเป็น ภาคตัดกรวย (Conic Section) เนื่องจากเป็น
ลักษณะของหน้าตัดที่เกิดจากการตัดกรวยกลมตรงด้วยระนาบ ในมุมต่าง ๆ  ดังรูป 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
                       วงกลม               วงรี    พาราโบลา           ไฮเพอร์โบลา 
                       (Circle)          (Ellipse)            (Parabola)    (Hyperbola) 

 
ตัวอย่างวิทยาการที่ได้นําความรู้เร่ืองภาคตัดกรวยไปประยุกต์ใช้ 

1. การหาตําแหน่งศูนย์กลางของแผ่นดินไหว (วงกลม) 
2. เลนส์ จานรับดาวเทียม โคมไฟหน้ารถยนต์ การเคล่ือนที่วิถีโค้ง (พาราโบลา) 
3. กําแพงกระซิบ สลายนิ่ว โครงสร้างอะตอม วงโคจรของดาวและดาวเทียม (วงรี) 
4. การหาตําแหน่งต้นกําเนิดเสียง โดยใช้ผลต่างเวลาระหว่าง 2 จุด (ไฮเพอร์โบลา) 

 
 

ก่อนจะศึกษาภาคตัดกรวยแต่ละรูป ควรทราบพ้ืนฐานของการเขียนกราฟว่า 
โดยทั่วไปหากมีค่าคงที่มาบวกลบคูณหารอยู่กับตัวแปร x หรือ y แล้ว ลักษณะของ
กราฟนั้นจะเปล่ียนแปลงเช่นไร ซ่ึงพ้ืนฐานเหล่านี้ถือเป็นส่ิงสําคัญมาก เพราะจะเปน
จริงเสมอไมวาจะใชกับกราฟใด ๆ ทัง้ในบทเรียนนี้และนอกเหนือจากน้ี เชน่ กราฟ
ของค่าสัมบูรณ์, ตรีโกณมิติ, เอกซ์โพเนนเชียล ฯลฯ ดังจะได้ศึกษาในบทถัด ๆ  ไป 
 
[1] เม่ือมีค่าคงท่ีมาบวกหรือลบ 

จะเกิดการ เล่ือนแกนทางขนาน (Translate หรือ Shift) 
กล่าวคือ หากเปลี่ยนรูปสมการจาก f( )y x  ไปเป็น k f( h)  y x  

เม่ือ h, k เป็นค่าคงที ่กราฟรูปเดิมนั้นจะถูกเล่ือนไปในแนวนอน h หน่วย และเล่ือน
ในแนวตั้งอีก k หน่วย 

โดยถ้า h เป็นบวก กราฟเล่ือนไปอยู่ทางขวาของรูปเดิม, ถ้า h ติดลบ 
กราฟเลื่อนไปอยู่ทางซ้ายของรูปเดิม, ถ้า k เป็นบวก กราฟเลื่อนไปอยู่ด้านบนของรูป
เดิม และถ้า k ติดลบ กราฟเลื่อนไปอยู่ด้านล่างของรูปเดิม 

หรือกล่าวว่า “จุด (0, 0) เดิม จะถูกย้ายไปอยูท่ี่จดุ (h, k) และรูปกราฟ
ทั้งหมดจะถูกเล่ือนตามไปด้วย” นั่นเอง 

 

พ้ืนฐานการ 
เขียนกราฟ 
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[2] เม่ือมีค่าคงท่ี (ท่ีเป็นบวก) มาคูณหรือหาร 

จะเกิดการ ปรับขนาด (Scale) บีบหรือขยายทางแกนนั้น 
กล่าวคือ หากเปลี่ยนรูปสมการจาก f( )y x  ไปเป็น m f(n )y x  เม่ือ 

m, n เป็นค่าคงที่ที่มากกว่า 1 กราฟรูปเดิมจะถูกบีบลงในแนวนอน n เท่า และบีบลง
ในแนวตั้ง m เท่า (ส่วนกรณีที่ m, n น้อยกว่า 1 จะมองว่าเป็นการหาร และกราฟ
จะถูกขยายออกแทน) ทั้งนี้ถ้ามีการเลื่อนแกน จะต้องใช้แกน h, k ที่ได้จากการเลื่อน
นี้ เป็นแกนกลางสําหรับบีบหรือขยายรูปกราฟ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ข้อสังเกต 
กราฟในสองรูปล่างเป็นสมการเดียวกัน เพียงแต่มองวิธีเขียนคนละวิธี 
 
 
 
 

Y 

X O   

y = x2  
Y 

X 

y = (x–3)2  

(3,0)   

Y 

X 

y+1 = x2  

(0,–1)  

Y 

X 

y+1 = (x–3)2  

(3,–1)  

Y 

X O   

y = x2  

Y 

X 

3y = x2  

Y 

X 

y = (2x)2  

Y 

X 

y/4 = x2  

ความสูงทุกตําแหน่งเหลือ 1 ใน 3 

ความกว้างทุกตําแหน่งเหลือ 1 ใน 2 ความสูงทุกตําแหน่งเพ่ิมเป็น 4 เท่า 
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หากสมการมีทั้งการบวกลบ และการคูณหาร จะต้องจัดรูปสมการใหบวก
ลบอยูในวงเล็บ (กระทํากับตัวแปรโดยตรง) แล้วถัดมาจึงเปนการคูณหาร ดัง
ตัวอย่างนี ้
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
[3] เม่ือมีค่าคงท่ี (ท่ีเป็นค่าติดลบ) มาคูณหรือหาร 

นอกจากจะมีการขยายหรือบีบตามข้อ [2] แล้ว ยังเกิดการ พลิกด้าน (Flip) 
รูปกราฟ โดยใช้แกน h, k นี้เป็นแกนหมุนด้วย โดยหากตัวแปร x ถูกคูณด้วยลบ 
จะพลิกสลับซ้ายขวา และหากตัวแปร y ถูกคูณด้วยลบ จะพลิกสลับบนล่าง 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

๔.๔ ภาคตัดกรวย : วงกลม 
 

วงกลม คือ “เซตของคู่อันดับที่อยู่ห่างจากจุดคงที่จุดหนึ่ง เป็นระยะเท่ากัน” 
เรียกจุดคงที่จุดนั้นว่า จุดศูนย์กลาง (Center; C) และเรียกระยะทางนั้นว่า รัศมี 
(Radius; r) 

 
สมการของวงกลม ถูกสร้างขึ้นจากสมการระยะทางระหว่างจดุสองจุด (ใน

หัวข้อ ๔.๑) โดยอาศัยหลักการว่า ระยะทางจากจุด (x, y)  ใด ๆ  ที่อยู่บนวงกลม ไป
ยังจุดศูนย์กลาง จะต้องมีค่าคงที่ เท่ากับความยาวรัศมีเสมอ 

ดังนั้น วงกลมที่มีจุดศูนย์กลางอยู่ที่ C(0, 0) และมีรัศมียาว r หน่วย จึงมี
สมการเป็น 2 2 2r x y  แต่ถ้ามีการเลื่อนแกนให้จุดศูนย์กลางไปอยู่ที่ C(h, k) นั้น 
สมการของวงกลมก็จะกลายเป็น 2 2 2( h) ( k) r   x y  
 
 

Y 

X 

2y = (x–3)2–2 
จัดรูปเป็น 2(y+1)=(x–3)2 

เลื่อนแกนไปอยู่ท่ี (3,–1) และ 
ความสูงทุกตําแหน่งเหลือ 1 ใน 2 

Y 

X O   

y = x2  

Y 

X 

เลื่อนแกนไปอยู่ท่ี (3,–1) และ 
พลิกรูปกราฟ สลับบนล่าง 

–(y+1) = (x–3)2  

สมการ 
วงกลม 
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ตัวอย่าง 4.8  ให้สร้างสมการวงกลมที่มีจุดศูนยก์ลางอยู่ที่ (1, 2)  และผ่านจุด (2, 1) 
และตอบในรูป 2 2Ax By Dx Ey F 0      โดยสัมประสทิธิท์ุกตวัเปน็จาํนวนเต็ม 
 

วิธีคิด1 หารัศมีจากระยะทางระหว่าง (1, 2)  กับ (2, 1) ได้เท่ากับ 2 21 3 10   หนว่ย 
รูปแบบของสมการวงกลมคือ 2 2 2(x h) (y k) r     
แทนค่าจุดศูนยก์ลางและรัศมี จะได้เป็น 2 2 2(x 1) (y 2) ( 10)     
หรือจัดรูปได ้ 2 2 2 2x 2x 1 y 4y 4 10 x y 2x 4y 5 0             

 

 
 
 

ตัวอย่าง 4.9  ใหห้าส่วนประกอบต่าง ๆ  ของรูปวงกลมที่มีสมการเป็น 2 2x y 2x 4y 10 0      
 

วิธีคิด จัดกลุ่ม x และ y แยกกนั และยา้ยตวัเลขไว้ฝั่งขวา  2 2(x 2x) (y 4y) 10     
เติมตัวเลขลงในวงเล็บทั้งสอง เพือ่ให้เป็นกําลังสองที่สมบูรณ์ (อยา่ลืมเติมฝั่งขวาดว้ย) 
ได้เป็น 2 2(x 2x ) (y 4y ) 10   + 1 + 4 + 1+ 4  
นั่นคอื 2 2(x 1) (y 2) 15     

ตอบ จุดศูนยก์ลางของวงกลมนี้คอื ( 1,2)  และรัศมีของวงกลมนี้ยาว 15  หน่วย 
 

 
ข้อสังเกต 
จากสมการรูปทั่วไปของวงกลม 2 2 D E F 0    x y x y  
เม่ือจัดรูปด้วยกําลังสองสมบูรณ์ จะพบว่าจุดศูนย์กลาง (h, k) ( D/2, E/2)    เสมอ 
โจทย์ในตัวอย่างแรกจึงสามารถคิดได้อีกวิธีหนึ่ง ดังนี้ 

 
 

วิธีคิด2 จากจุดศูนย์กลาง (1, 2)  เม่ืออาศัยข้อสงัเกตข้างต้นจะทราบว่า D 2   และ E 4  
จึงเขียนสมการวงกลมได้ในรูป 2 2x y 2x 4y F 0      
จากนั้นจึงแทนจดุที่กราฟผ่าน คือ (2, 1) ลงไปในสมการ เพือ่หาคา่ F ทีส่อดคลอ้ง 
จะได้ 2 2(2) (1) 2(2) 4(1) F 0 F 5         
ดังนัน้สมการของวงกลมน้ีคอื 2 2x y 2x 4y 5 0      

 

 

วงกลม 
2 2 2( h) ( k) r   x y  

จุดศูนย์กลาง C(h, k) 
รัศมียาว r หน่วย 
 
สมการรูปท่ัวไป 

2 2 D E F 0    x y x y  

C (h,k) 
r 
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สมการวงกลมมีค่าคงที่ซ่ึงบ่งบอกลักษณะกราฟอยู่ 3 ตัว คือ D, E, F 
(หรือ h, k, r ถ้าเขียนสมการในอีกรูปแบบหนึ่ง) ดังนั้นการสร้างสมการวงกลมจาก
จุดที่กราฟผ่าน จะต้องกําหนดจดุมาให้ 3 จุด แล้วจึงแก้ระบบสมการ 3 สมการ 

ซ่ึงถ้าใช้สมการ 2 2 D E F 0    x y x y  จะคํานวณได้ง่ายกว่า 
 
แต่ถ้าทราบค่า r ก็จะต้องทราบจุดที่กราฟผ่านเพ่ิมอีกเพียง 2 จุด เพ่ือ หา

ค่า h, k หรือถ้าทราบจุดศูนย์กลาง (h, k) ก็จะต้องทราบจุดที่กราฟผ่านอีกเพียงจุด
เดียว เพ่ือหาค่า r (โจทย์ในตัวอย่างแรกสามารถคิดด้วยวิธีการนี้ได้เช่นกัน) 

โดยในกรณีนี้จะต้องใช้สมการ 2 2 2( h) ( k) r   x y  
 
 

เส้นสัมผัสวงกลม คือเส้นตรงที่ลากผ่านจุดบนวงกลมเพียงจุดเดียวเท่านั้น 
โดยเรียกจุด ๆ  นี้ว่าจุดสัมผัส มีสมบัติทางเรขาคณิตอย่างหนึง่ของรูปวงกลมที่กล่าวว่า 
เสนสัมผสัวงกลมจะตั้งฉากกับรัศมี ณ จุดสัมผัสน้ันเสมอ สมบัติข้อนี้ช่วยในการหา
สมการของเส้นสัมผัส เม่ือกําหนดจุดสัมผัสมาให้ (เพราะเม่ือทราบความชันของรัศมี
เส้นนั้นแล้ว จะทราบความชันของเส้นสัมผัสซ่ึงต้องตั้งฉากกัน ไปโดยปริยาย) 

 
ระยะทางจากจดุ 1 1P (x , y )  ใด ๆ  ภายนอกวงกลม มายังจุดสัมผัส Q หาได้

จากสมการที่ระบุไว้ในรูป (*เกินหลักสูตร) ซ่ึงมีวิธีการคือแทนค่าจุด ๆ  นั้นลงในสมการ
รูปทั่วไปของวงกลม แล้วถอดรากที่สอง (ถ้าจุดนั้นอยู่บนวงกลมจะคํานวณได้เท่ากับ 
0 พอดี เพราะเป็นจุดที่ทําให้สมการวงกลมเป็นจริง) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

แบบฝึกหัด ๔.๔ 
 
(58) สมการต่อไปนี้ต้องการเลื่อนแกนเพ่ือให้ได้รูปที่กําหนด ต้องเลือกจุดใดเป็นจุดกําเนิดจุดใหม่ 
 (58.1) (x 4)(y 3) 1 1    xy  
 (58.2) y x 1 2    y x  
 (58.3) 2 2 2 2x y 2x 4y 5 9 k       x y  
 
(59) ให้หาสมการรูปทั่วไปของวงกลม ที่มีลักษณะดังแต่ละข้อต่อไปนี้ 
 (59.1) มีจุดศูนย์กลางอยู่ที่ (3, 4) และผ่านจุด (1, 1) 
 (59.2) เส้นผ่านศูนย์กลางเส้นหนึ่ง เชื่อมระหว่างจุด (1, 1) กับ (2, 2) 
 (59.3) สัมผัสเส้นตรง y 2x  ที่จุดกําเนิด และผ่านจุด (1, 1) 

C 

Q 

P (x1,y1) 

2 2
1 1 1 1d x y Dx Ey F      

หรือ 2 2 2
1 1(x h) (y k) r     

d 

d 

เส้นสัมผัส 
วงกลม 
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 (59.4) ผ่านจุด ( 6, 3) , (2, 3) และ ( 2, 7)  
(59.5) ผ่านจุด (1, 5)  และผ่านจุดตัดทั้งสองจุดของวงกลม 
       2 2x y 2x 2y 8 0      กับ 2 2x y 3x 3y 8 0      

 
(60) ให้หาความยาวของเส้นสัมผัสที่ลากจากจุด (0, 1)  
ไปยังจุดสัมผัสบนวงกลม 2 23x 3y 11x 15y 9      
 
(61) ให้หาสมการของเส้นตรง ที่สัมผัสกับวงกลมตามเงื่อนไขต่อไปนี้ 
 (61.1) สัมผัสวงกลม 2 2x y 8   ที่จุด (2, 2) 
 (61.2) สัมผัสวงกลม 2 2x y 17   และมีความชันเป็น 4 

       (แนะนาํให้สร้างสมการเส้นตรงที่มีความชันเท่านี้ แต่ผ่านจุดศูนย์กลางก่อน) 
 (61.3) สัมผัสวงกลม 2 2x y 16   และผ่านจุด ( 1, 8)  

       (แนะนาํให้สร้างสมการเส้นตรงที่มีความชันใด ๆ  ที่ผ่านจุดนี้ แล้วจึงหาค่าความชัน) 
 
(62) ให้หาสมการวงกลม ตามเงื่อนไขต่อไปนี้ 
     (แนะนําให้หาจุดศูนย์กลางของวงกลมก่อน) 
 (62.1) รัศมี 2 หน่วย และสัมผัสกับวงกลมสองวงนี้ คือ 2 2(x 2) (y 1) 1     
               และ 2 2(x 6) (y 2) 4     โดยมีจุดศูนย์กลางอยู่ในควอดรันต์ที่ 1 
 (62.2) รัศมี 1 หน่วย, สัมผัสกับเส้นตรง y x 2   
               และสัมผัสกับวงกลม 2 2x y 4x 2y 1 0      
 (62.3) วงกลมแนบในสามเหล่ียมที่เกิดจากเส้นตรงสามเส้นนี้ตัดกัน 
               2x 3y 21 0   , 3x 2y 6 0    และ 2x 3y 9 0    
 
(63) ให้หาค่า k ที่ทําให้ 2 2x y 6x 8y k 0      เป็นสมการวงกลม 
 
(64) ให้หาค่า k 0  ที่น้อยที่สุดที่ทําให้ y k x  สัมผัสกับ 2 2 2x y 14x 49 k     
 
(65) ถ้า O คอืจุดกําเนิด และ C เป็นจุดศูนย์กลางของกราฟ 2 2x 4x 2 (y 8y 9)       
แล้ว ให้หาสมการเส้นตรง OC และสมการวงกลมที่มี OC เป็นเส้นผ่านศูนย์กลางเส้นหนึ่ง 
 
(66) เส้นตรงเส้นหนึ่งมีความชันเท่ากับ –4/3 
และผ่านจุดศูนย์กลางของวงกลม 2 2x y 4x 2y 4     
ถ้าเส้นตรงเส้นนี้ตัดกับวงกลมวงนี้ที่จุด A กับ B และกําหนดจุด D( 1, 2)   
แล้ว พ้ืนที่ของสามเหลี่ยม ABD เท่ากับเท่าใด 
 
(67) ให้หาสมการของกราฟ ซ่ึงจุด P(x, y) ใด ๆ  บนกราฟนี้ เป็นจุดศูนย์กลางของ 
วงกลมที่สัมผัสกับกราฟของ 2(x 1) (1 y)(1 y)     และผ่านจุด A( 1, 0)  ด้วย 
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๔.๕ ภาคตัดกรวย : พาราโบลา 
 

พาราโบลา คือ “เซตของคู่อันดับที่มีระยะห่างจากจุดคงทีจ่ดุหนึ่ง เท่ากับ
ระยะไปยังเส้นตรงคงที่เส้นหนึ่ง” เรียกจุดคงที่จุดนั้นว่า จุดโฟกัส (Focus; F) เรียก
เส้นตรงคงที่เส้นนั้นว่า ไดเรกตริกซ์ (Directrix; เส้นบังคับ) 

รูปกราฟที่ได้จะมีลักษณะเป็นเส้นโค้งคล้ายถ้วย สองด้านสมมาตรกัน โดย
เส้นสมมาตรจะผ่านจุดโฟกัสและตั้งฉากกับเส้นไดเรกตริกซ์ เรียกเส้นนี้ว่า แกน 
(Axis) ของพาราโบลา และจุดวกกลับของพาราโบลาจะเรียกว่า จุดยอด (Vertex) 
อยู่กึ่งกลางระหว่างจุดโฟกัสกับเส้นไดเรกตริกซ์พอดี (ตามนิยามที่ได้กล่าวข้างต้น) 

 
สมการพาราโบลาที่มีจุดยอดอยู่ที่ V(0, 0) และระยะโฟกัสยาว c หน่วย 

จะเป็น 2 4 cx y  สําหรับพาราโบลาอ้อมแกน Y (กราฟหงายเมื่อค่า c เป็นบวก, 
กราฟควํ่าเม่ือค่า c ติดลบ) 

และเป็น 2 4 cy x  สําหรับพาราโบลาอ้อมแกน X (กราฟเปิดขวาเม่ือค่า 
c เป็นบวก, กราฟเปิดซ้ายเม่ือค่า c ติดลบ) 

หากมีการเลื่อนแกนให้จุดยอดไปอยู่ที่ V(h, k)  สมการของพาราโบลาจะ
กลายเป็น 2( h) 4 c( k)  x y  และ 2( k) 4 c( h)  y x  ตามลําดับ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

พาราโบลา (ตั้ง) 
2( h) 4 c( k)  x y  

จุดยอด V(h, k)  
ระยะโฟกัส c  หน่วย 
เลตัสเรกตัม ยาว 4c  หน่วย 
 
สมการรูปท่ัวไป 

2 D E F 0   x x y  

2c 

 V (h,k) 

F 
(h,k+c) 

Directrix : 
y=k–c 

c 

c 

Axis : 
x=h 

พาราโบลา (ตะแคง) 
2( k) 4 c( h)  y x  

จุดยอด V(h, k)  
ระยะโฟกัส c  หน่วย 
เลตัสเรกตัม ยาว 4c  หน่วย 
 
สมการรูปท่ัวไป 

2 D E F 0   y x y  

  V 
(h,k) 

  F (h+c,k) 

Directrix :  
x=h–c 

2c 
c 

Axis : 
y=k 

c 

สมการ 
พาราโบลา 
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เลตัสเรกตัม (Latus Rectum) คือเส้นคอร์ดแสดงความกว้างของรูปกราฟ 
ณ ตําแหน่งโฟกัส ซ่ึงมีทั้งในพาราโบลา, วงรี และไฮเพอร์โบลา แต่ในหลักสูตร ม.
ปลาย จะกล่าวถึงเลตัสเรกตัมของกราฟพาราโบลาเท่านั้น 
 

สมการพาราโบลามีค่าคงที่ซ่ึงบ่งบอกลักษณะกราฟอยู่ 3 ตวัเช่นเดียวกับ
วงกลม คือ D, E, F (หรือ h, k, c ถ้าเขียนสมการในอีกรูปแบบหนึ่ง) ดังนั้นการ
สร้างสมการเม่ือทราบจุดที่กราฟผ่าน จะใช้วิธีการเดียวกัน แต่สําหรับพาราโบลาต้อง
ทราบก่อนด้วยว่าเป็นพาราโบลาอ้อมแกนใด เพราะมีรูปแบบสมการอยู่ 2 แบบ 

 
 

ตัวอย่าง 4.9  ให้สร้างสมการพาราโบลาที่มีจุดยอดอยู่ที่ (1, 2)  และผา่นจุด (2, 1) 
โดยมีแกนสมมาตรแนวตัง้ และตอบในรูป 2 2Ax By Dx Ey F 0      
โดยสัมประสทิธิท์ุกตวัเปน็จาํนวนเต็ม 
 

วิธีคิด มีแกนสมมาตรแนวตัง้ แสดงว่าออ้มแกน Y และสมการคอื 2(x h) 4 c(y k)    
เราทราบจุดยอด (h, k) (1, 2)   แทนคา่ลงในสมการ เป็น 2(x 1) 4 c(y 2)    
หาค่า c โดย แทนจุดที่พาราโบลาผ่านคอื (2, 1) ลงไปที่ x, y แล้วสมการตอ้งเป็นจริง 

2(2 1) 4 c(1 2) 4 c 1/3      
ฉะนั้น สมการพาราโบลาคือ 2(x 1) (1/3)(y 2)    
และกระจายได้  2 23(x 2x 1) y 2 3x 6x y 1 0          

 

 
 
 

ตัวอย่าง 4.10  ใหห้าส่วนประกอบตา่ง ๆ  ของรปูพาราโบลาที่มีสมการเปน็ 2x 2x 2y 3 0     
 

วิธีคิด สังเกตวา่ไม่มีพจน์ 2y  แสดงว่าเปน็พาราโบลาออ้มแกนตัง้ (อาจหงายหรอืคว่าํ) 
การจัดรปูสมการพาราโบลาแบบนี้ ให้จดักลุ่ม x ไวฝ้ั่งซ้าย 
และย้าย y กับตวัเลขอื่น ๆ  ไว้ฝั่งขวา นั่นคือ 2(x 2x) 2y 3    
จากนั้นเติมจาํนวนให้เปน็กาํลังสองสมบูรณ ์ได้เปน็ 2(x 2x ) 2y 3  + 1 + 1 
นั่นคอื 2 2(x 1) 2y 4 (x 1) 2(y 2)        
                        2(x 1) 4(0.5)(y 2)     

 

ตอบ เป็นพาราโบลาหงาย จุดยอดอยู่ที ่(1, 2)  
จุดโฟกัสอยู่ที ่(1, 2 0.5) (1, 1.5)     
เลตสัเรกตัมยาว 2 หน่วย 
และสมการไดเรกตริกซ์คอื y 2 0.5 2.5      
(หรืออาจเขียนในรูปทั่วไปคอื 2y 5 0   กไ็ด้) 

 
 

 
 
 
 

การพิจารณาจากสมการวา่พาราโบลาอ้อมแกนใด อาจสังเกตได้จาก “ตวัแปรนั้นจะยกกําลังหนึ่ง” 

พาราโบลาจะต้องมีอัตราส่วน “ระยะโฟกัส ตอ่ความยาวเลตัสเรกตัม” เป็น 1:4 เสมอ (c:4c) 
ดังนัน้ถ้าทราบจดุปลายเลตสัเรกตัมจุดหนึ่ง และจุดยอด จะทําใหท้ราบด้วยวา่รปูกราฟหนัไปทางใด 
เช่น จุดยอด (0,0) จดุปลายเลตสัเรกตัม (1,2) เป็นพาราโบลาแบบเปิดขวาเท่านั้น (หงายไม่ได้) 

V(1,–2) 

F 

Directrix 
0.5 

0.5 
1 1 

K

K
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แบบฝึกหัด ๔.๕ 
 
(68) ให้หาสมการรูปทั่วไปของพาราโบลา ทีมี่ลักษณะดังนี้ 
 (68.1) จุดยอดอยู่ที่ ( 2, 3)  และจุดโฟกัสอยู่ที่ (5, 3)  
 (68.2) จุดยอดอยู่ที่ O และจุดปลายเลตัสเรกตัมจุดหนึ่งอยู่ที่ ( 3,6)  
 (68.3) จุดยอดอยู่ที่ O และผ่านจุด ( 4, 6)   โดยมีแกน X เป็นแกนสมมาตร 
 (68.4) จุดยอดอยู่ที่ (2, 3)  และผ่านจุด (8, 2.1)  โดยแกนสมมาตรตั้งฉากกับแกน X 
 (68.5) จุดยอดอยู่ที่ (5, 2)  และผ่านจุด (3, 0) โดยแกนสมมาตรขนานกับแกน Y 
 (68.6) จุดโฟกสัอยู่ที่ (2, 2) และมีสมการไดเรกตริกซ์เป็น x 2 0   
 (68.7) ผ่านจุด (1, 3) , (9, 1)  และ (51, 2)  โดยแกนสมมาตรขนานกับแกน X 
 (68.8) ผ่านจุด ( 2, 3) , (3, 18) และ (0, 3) 
 
(69) ให้หาระยะจากจุด P(3, 6)  ซ่ึงอยู่บนพาราโบลา 22x 3y 0   ไปถึงจุดโฟกสั 
 
(70) ให้หาส่วนประกอบต่าง ๆ  ของพาราโบลา 
 (70.1) จุดโฟกัส ความกว้างที่จุดโฟกัส และสมการไดเรกตริกซ์ ของ 2x 12y 0   
 (70.2) ส่วนประกอบทั้งหมดของ 2y 10y 12x 61 0     
 (70.3) จุดโฟกัสของพาราโบลาที่มีจุดยอดที่ (4, 2)  และมีไดเรกตริกซ์เป็น x 1 0   
 (70.4) จุดตัดแกน X ของพาราโบลาที่มีจุดยอดอยู่ที่ 1

3(0, )  และจุดโฟกัสอยู่ที่ 7
6(0, )  

 
(71) ให้หาสมการแสดงทางเดินของจุด P(x, y) ซ่ึง 
 (71.1) อยู่ห่างจากเส้นตรง y 4   เท่ากับระยะห่างจากจุด ( 2, 8)  

(71.2) อยู่ห่างจากเส้นตรง x 4   มากกว่าระยะห่างจากจุด (3, 1)  อยู่ 5 หน่วย 
 
(72) จุดบนโค้ง 24y (x 1)   ซ่ึงอยู่ห่างจากจุดโฟกัส 13 หน่วย จะอยู่ห่างจากแกน X เท่าใด 
 
(73) คอร์ดที่เกิดจากเส้นตรง 2x y 8   ตัดกับพาราโบลา 2y 8x  มีความยาวเท่าใด 
 
(74) สมการเส้นตรงที่ผ่านจุด (1, 6)  และจุดโฟกัสของ 2y 4x 4y 8    คือสมการใด 
 
(75) ให้หาสมการพาราโบลาที่มีเส้นตรง y 5  เป็นไดเรกตริกซ์ 
และมีจุดโฟกัสอยู่ที่จุดศูนย์กลางของกราฟ 2 2x 6x 6 2y y     
 
(76) ให้หาสมการพาราโบลาที่ผ่านจุดตัดของเส้นตรง x y  กับวงกลม 2 2x y 6x 0    
โดยมีแกน X เป็นแกนสมมาตร 
 
(77) กําหนดไดเรกตริกซ์และแกนของพาราโบลา 2y 4y 8x 20    ตัดกันที่จดุ P 
ให้หากําลังสองของรัศมีของวงกลม ซ่ึงผ่านจุดกําเนิด, จุด P และจุดโฟกัสของพาราโบลานี้ 
 
(78) ให้หาระยะโฟกัสของเลนส์ที่มีหน้าตัดเป็นโค้งพาราโบลา สูง 6 หน่วย และฐานกว้าง 8 หน่วย 
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๔.๖ ภาคตัดกรวย : วงร ี
 

วงรี คือ “เซตของคู่อันดับที่ ผลรวมของระยะทางไปยังจุดคงที่สองจุด มีค่า
เท่ากัน” เรียกจุดคงที่สองจุดนั้น ว่า จุดโฟกัส ( 1 2F , F ) และนอกจากนี้ ระยะทางรวม
ซ่ึงเป็นค่าคงที่นั้น จะมีค่าเท่ากับความยาวของแกนเอก (2a) พอดี 

แกนเอก (Major Axis) คือเส้นแสดงความยาวของวงรี ( 1 2VV ) ยาว 2a 
หน่วย และ แกนโท (Minor Axis) คือเส้นแสดงความกว้างของวงรี ( 1 2BB ) ยาว 
2b หน่วย โดยที่ a b  เสมอ 

ค่า a และ b เทียบได้กับรัศมีวงกลม, แกนเอกและแกนโท เทียบได้กับเส้น
ผ่านศูนย์กลางของวงกลม ต่างกันตรงที่แนวนอนและแนวตั้งของวงรีจะยาวไม่เท่ากัน 

 
สมการของวงรี สร้างได้จากการขยายสมการวงกลมรัศมี 1 หน่วย ออกใน

แนวนอนและแนวตั้ง ให้เป็นความยาวด้านละ a และ b หนว่ย ตามต้องการ โดยนํา
ค่า a และ b ไปหาร x และ y ดังที่ได้อธิบายในพ้ืนฐานการเขียนกราฟ หัวข้อ ๔.๓ 

วงรีที่มีจุดศูนย์กลางอยู่ที่ C(0, 0) แกนเอกยาว 2a หน่วย และแกนโทยาว 
2b หน่วย จะมีสมการเป็น    22

a b 1 yx  สําหรับวงรีแบบนอน (รีตามแกน X) 

และมีสมการเป็น    
2 2

a b 1 y x  สําหรับวงรีแบบตั้ง (รีตามแกน Y) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

วงรี (นอน) 
2 2

2 2
( h) ( k) 1

a b
 

 
x y  

จุดศูนย์กลาง C(h, k) 
แกนเอกยาว 2a แกนโทยาว 2b 
ระยะโฟกัส 2 2c a b   
 
สมการรูปท่ัวไป 

2 2A B D E F 0    x y x y  

V2   F2 

b a 

c      F1 
 (h+c,k) 

  V1 
(h+a,k) 

 C 
(h,k) 

B1 (h,k+b) 

B2 

วงรี (ตั้ง) 
2 2

2 2
( k) ( h) 1

a b
 

 
y x  

จุดศูนย์กลาง C(h, k) 
แกนเอกยาว 2a แกนโทยาว 2b 
ระยะโฟกัส 2 2c a b   
 
สมการรูปท่ัวไป 

2 2A B D E F 0    x y x y  

 

V2 

  F2 

b 

a 
c 

 F1 
(h,k+c) 

  V1 (h,k+a) 

 C (h,k) B1 (h+b,k) B2 

สมการ 
วงร ี
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หากมีการเลื่อนแกนให้จุดศูนย์กลางไปอยู่ที ่ C(h, k) สมการของวงรีจะ
กลายเป็น 2 2

2 2
( h) ( k)

a b 1  x y  และ 2 2
2 2

( k) ( h)
a b 1  y x  ตามลําดับ 

 

 
 
 

 
เม่ือพิจารณารูปวงรีทีละด้าน จะมีลักษณะโค้งคล้ายรูปถ้วย ซ่ึงแต่ละรูปนั้น

จะมีจุดโฟกัสอยู่ภายในโค้งด้วย และระยะโฟกัส c สามารถหาได้จากค่า a กับ b 
โดยมีความสัมพันธ์กันในรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ซ่ึงมีด้าน a ยาวที่สุด 

นั่นคือ 2 2c a b   
 

ที่มาของความสัมพันธ์นี้ได้จากการลากเส้นเชื่อมจุดปลายแกนโทจุดหนึ่ง กับ
จุดโฟกัสจุดหนึ่ง จะเกิดสามเหล่ียมมุมฉากที่มี b และ c เป็นด้านประกอบมุมฉาก 
โดยด้านตรงข้ามมุมฉากยาว a เนื่องจากเป็นคร่ึงหนึ่งของผลบวกระยะทาง 2a พอดี 
 

 
 
 
 

ข้อสังเกต 
การที่ผลรวมของระยะทางจากจดุใด ๆ  บนวงรีไปยังจุดโฟกัสทั้งสอง มีค่าเท่ากับ 2a 
(ความยาวแกนเอก) พอดี สามารถพิสูจน์ได้ง่าย ๆ  จากผลรวมระยะทางจากจุดยอด
ไปยังจุดโฟกัสทั้งสอง เนื่องจากจุดยอดก็ถือเป็นจุดบนวงรีเช่นกัน 
 

สมการวงรีมีค่าคงที่ที่บอกลักษณะกราฟถึง 4 ตัว การสร้างสมการวงรีจาก
จุดที่กราฟผ่าน ต้องทราบถึง 4 จุด และต้องแก้ระบบสมการที่มีถึง 4 สมการ จึงไม่
นิยมกระทํา โดยทั่วไปจะทราบจุดศูนย์กลาง h, k และกระบวนการคิดจะง่ายขึ้น 

 
 

ตัวอย่าง 4.11  ให้สร้างสมการวงรีที่มีจุดศูนยก์ลางอยู่ที ่(2, 1) มีจุดโฟกัสอยู่ที ่(2, 4) 
และจดุยอดอยู่ที ่(2, 4)  และตอบในรูป 2 2Ax By Dx Ey F 0      
โดยสัมประสทิธิท์ุกตวัเปน็จาํนวนเต็ม 
 

วิธีคิด จุดศูนยก์ลาง จุดโฟกัส และจุดยอด เรียงในแนวเดยีวกัน 
โดยมีค่า x เทา่กนัและ y ตา่งกัน แสดงว่าเปน็วงรตีามแกนตัง้ 
และสมการคือ 2 2

2 2
(y k) (x h) 1a b
    

 

เนื่องจากคา่ a ( 4) (1) 5     และค่า c (4) (1) 3    ..ดงันัน้ 2 2b 5 3 4    
แทนค่า (h, k) (2, 1)  และ a, b ลงในสมการ ได้เป็น 2 2

2 2
(y 1) (x 2) 15 4
    

 

แจกแจงสมการได้  2 2 2 216(y 1) 25(x 2) 400 16(y 2y 1) 25(x 4x 4) 400            
                                             2 225x 16y 100x 32y 284 0       

 

ค่าคงที ่a, b, c (และ r) ของภาคตัดกรวยทุก ๆ  รูป จะต้องวดัออกจากจุด (h,k) เสมอ 
..ดังนัน้ระยะโฟกสั c ของพาราโบลา กับของวงร ีจงึอยู่ในตําแหน่งทีต่่างกัน ควรสังเกตใหด้ ี

การพิจารณาว่าวงรีนัน้เป็นแบบนอนหรือตั้ง ใหพ้ิจารณาจากจาํนวนที่อยู่ใต้ x และอยู่ใต้ y 
ตัวใดมีคา่มากกวา่ ตัวนัน้กจ็ะเปน็ค่า a และแกนนัน้จะเปน็แกนเอก 

K

K
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ตัวอย่าง 4.12  ใหห้าส่วนประกอบตา่ง ๆ  ของรปูวงรซีึ่งมีสมการเป็น 2 27x 16y 28x 96y 60 0      
 

วิธีคิด ในข้อนี้สัมประสทิธิห์นา้ 2x  กับ 2y  ไม่เป็น 1 จึงต้องแยกออกมาหน้าวงเล็บด้วย ดังนี ้
จาก  2 2(7x 28x) (16y 96y) 60      
ได้เป็น 2 27(x 4x) 16(y 6y) 60      
 

จากนั้นเติมตวัเลขลงในวงเล็บทั้งสอง และเติมฝั่งขวาดว้ยเช่นเดิม 
แต่ให้ระวังเนื่องจากมีตวัคณูอยูห่นา้วงเล็บฝั่งซา้ย ทาํใหต้ัวเลขทีเ่ติมฝั่งขวาเปลี่ยนไป 
ได้ผลดงันี ้ 2 27(x 4x ) 16(y 6y ) 60    + 4 + 9 + 28 + 144  
(เนื่องจาก 7 4 28  , 16 9 144  ) 
นั่นคอืสมการกลายเปน็ 2 27(x 2) 16(y 3) 112     
นําตัวเลขที่เหลือทางขวา คือ 112 หาร ..จะไดส้มการในรูป 2 2(x 2) (y 3) 1716

    
 

ตอบ เป็นวงรีตามแกนนอน มีจดุศูนยก์ลางอยูท่ี่ ( 2, 3)  
และเนือ่งจากค่า a 4, b 7   จะได ้ c 16 7 3    
ดังนัน้จดุยอดคอื ( 2 4, 3)   จดุโฟกัสคอื ( 2 3, 3)   
และจดุปลายแกนโทคอื ( 2, 3 7)   

 
 
 

 
แบบฝึกหัด ๔.๖ 

 
(79) ให้หาสมการรูปทั่วไปของวงรี ที่มีลักษณะดังแต่ละข้อต่อไปนี้ 
 (79.1) จุดศูนย์กลางอยู่ที่ (3, 1)  แกนเอกขนานกับแกน Y และยาว 8 หน่วย 
               โดยแกนโทยาว 6 หน่วย 
 (79.2) จุดศูนย์กลางอยู่ที่จุดกําเนิด มีจุดยอดอยู่ที่ (0, 8) และมีโฟกัสอยู่ที่ (0, 5)  
 (79.3) จุดยอดอยู่ที่ ( 4, 2)  และ (2, 2) โดยแกนโทยาว 4 หน่วย 
 (79.4) จุดศูนย์กลางอยู่ที่ ( 2, 1)  มีจุดโฟกัสที่ ( 2, 4)  และผ่านจุด ( 6, 1)  
 (79.5) จุดศูนย์กลางอยู่ที่ (2, 1) มีจุดยอดที่ (2, 4)  และค่า c :a 2:5  
 
(80) ให้หาส่วนประกอบต่าง ๆ  ทั้งหมดของวงรีต่อไปนี้ 
 (80.1) 2 24x 9y 36   
 (80.2) 2 29x 5y 54x 50y 26 0      
 (80.3) 2 25x 9y 10x 40    
 
(81) ให้หาสมการแสดงทางเดินของจุด P(x, y) ซ่ึง 

(81.1) ระยะห่างจากจุด (4, 0) และจุด ( 4, 0)  รวมกันเป็น 12 หน่วย 
(81.2) ระยะห่างจากจุด (2, 7) และจุด (2, 1) รวมกันเป็น 10 หน่วย 

 
(82) ฐานของสามเหล่ียมยาว 6 หน่วย และผลบวกของอีกสองด้านเป็น 10 หน่วย 

(82.1) ถ้าฐานตรึงอยู่กับที่ กราฟที่ประกอบด้วยจุดยอดของสามเหล่ียมจะเป็นรูปใด 
(82.2) ให้หาสมการกราฟดังกล่าว ถ้าฐานตั้งอยู่บนแกน X โดยมีจุดกําเนิดอยู่ตรงกลาง 

  F2 3 
4 7  

   F1  V1 C(–2,3) 

B1 

B2 

V2 
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(83) ให้หาสมการเส้นตรงที่ผ่านจุดศูนย์กลางของวงรี 2 24x 9y 48x 72y 144 0      
และตั้งฉากกับเส้นตรง 3x 4y 5   
 
(84) ระยะห่างระหว่างเส้นตรงคู่ขนานที่ทํามุม 45° กบัแกน X 
และผ่านจุดโฟกัสทั้งสองของวงรี 2 2x 3y 4x 2 0     มีค่าเท่าใด 
 
(85) ให้จุด 1F  และ 2F  เป็นจุดโฟกัสของวงรี 2 2kx 4y 4y 8    
และวงรีนี้ตัดแกน Y ที่จุด B ซ่ึงอยู่เหนือแกน X 
ถ้าสามเหล่ียม 1 2F F B  มีพ้ืนที่ 3 7

4  ตารางหน่วย แล้ว ค่า k เป็นเท่าใด 
 
(86) นายแดงปีนขึ้นไปบนสะพานโค้งที่มีลักษณะเป็นคร่ึงวงรี ปลายทั้งสองห่างกัน 4 เมตร 
และมีระยะสูงสุด 1 เมตร ถ้าเขาอยู่บนสะพานในตําแหน่งที่ห่างจากปลายข้างหนึ่ง เป็นระยะ 
ตามแนวราบ 80 ซม. เขาจะอยู่สูงจากพ้ืนกี่เซนติเมตร 
 
 

๔.๗ ภาคตัดกรวย : ไฮเพอร์โบลา 
 

ไฮเพอร์โบลา คือ “เซตของคู่อันดับที่ ผลต่างของระยะทางไปยังจุดคงที่สอง
จุด มีค่าเท่ากัน” เรียกจุดคงที่สองจุดนั้น ว่า จุดโฟกัส ( 1 2F , F ) และผลต่างระยะทาง
ซ่ึงเป็นค่าคงที่นั้น จะมีค่าเท่ากับความยาวของแกนตามขวาง (2a) พอดี 

แกนตามขวาง (Transversal Axis) 1 2VV  ยาว 2a หน่วย และ แกนสัง
ยุค (Conjugate Axis) 1 2BB  ยาว 2b หน่วย (โดย a กับ b ยาวเท่าใดก็ได้) ใช้
ประกอบกันในการสร้าง เส้นกํากับ (Asymptote) 2 เส้น เพ่ือบังคับความกว้างของ
ไฮเพอร์โบลา 

 
สมการของไฮเพอร์โบลา สร้างได้โดยเปล่ียนเคร่ืองหมายบวกของสมการวงรี 

(ที่มี a กับ b ตามที่ต้องการ) ให้เป็นเคร่ืองหมายลบ 
การเขียนกราฟไฮเพอร์โบลา จะเปรียบเสมือนว่ามีวงรีนี้วางอยู่ในกรอบตรง

กลาง โดยใช้จุดศูนย์กลางร่วมกัน และแกนทั้งสองของไฮเพอร์โบลาจะทับแกนทั้งสอง
ของวงรีพอดี และแทนที่จะเขียนเส้นโค้งเป็นรูปวงรีในกรอบ ก็ให้เขียนเส้นโค้งออก
ด้านนอกกรอบ โดยลู่เข้าสู่เส้นกํากับ (เข้าใกล้ยิ่งขึ้นเร่ือย ๆ  โดยไม่สัมผัสกัน) 

 
ไฮเพอร์โบลาที่มีจุดศูนย์กลางอยู่ที่ C(0, 0) แกนตามขวางยาว 2a หน่วย 

และแกนสังยุคยาว 2b หน่วย จะมีสมการเป็น    22
a b 1 yx  สําหรับ

ไฮเพอร์โบลาแบบอ้อมแกน X (เปิดซ้าย-ขวา) และมีสมการเป็น    
2 2

a b 1 y x  
สําหรับไฮเพอร์โบลาแบบอ้อมแกน Y (เปิดบน-ล่าง) 

หากมีการเลื่อนแกนให้จุดศูนย์กลางอยู่ที่ C(h, k) สมการของไฮเพอร์โบลา
จะกลายเป็น 2 2

2 2
( h) ( k)

a b 1  x y  และ 2 2
2 2

( k) ( h)
a b 1  y x  ตามลําดับ 

สมการ 
ไฮเพอรโ์บลา 
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ตัวอย่าง 4.13  ใหส้รา้งสมการไฮเพอร์โบลาที่มีจุดศูนยก์ลางที่ (2, 1) มีจุดโฟกัสที่ (2, 4)  
และจดุยอดที ่(2, 4) และตอบในรูป 2 2Ax By Dx Ey F 0      
โดยสัมประสทิธิท์ุกตวัเปน็จาํนวนเต็ม 
 

วิธีคิด จุดศูนยก์ลาง จุดโฟกัส และจุดยอด เรียงในแนวเดยีวกัน 
โดยค่า x เทา่กนัและ y ตา่งกนั แสดงว่าเป็นไฮเพอร์โบลาอ้อมแกนตั้ง 
และมีสมการคอื 2 2

2 2
(y k) (x h) 1a b
    

เนื่องจากคา่ a (4) (1) 3    และค่า c ( 4) (1) 5     ..ดงันัน้ 2 2b 5 3 4    

แทนค่า (h, k) (2, 1)  และ a, b ลงในสมการ ได้เป็น 
2 2

2 2
(y 1) (x 2) 1
3 4
 

   

แจกแจงสมการได้ 2 2 2 216(y 1) 9(x 2) 144 16y 9x 32y 36x 164 0           

ไฮเพอร์โบลา (เปิดซ้ายขวา) 
2 2

2 2
( h) ( k) 1

a b
 

 
x y  

จุดศูนย์กลาง C(h, k) 
แกนตามขวาง 2a แกนสังยุค 2b 
ระยะโฟกัส 2 2c a b   
 
สมการรูปท่ัวไป 

2 2A B D E F 0    x y x y  

F2  V2 

 b c 

a    V1 
  (h+a,k) 

 C 
(h,k) 

B1 (h,k+b) 

B2 

   F1 
  (h+c,k) 

Asymptote Asymptote : 
a(y–k)=b(x–h) 

ไฮเพอร์โบลา (เปิดบนล่าง) 
2 2

2 2
( k) ( h) 1

a b
 

 
y x  

จุดศูนย์กลาง C(h, k) 
แกนตามขวาง 2a แกนสังยุค 2b 
ระยะโฟกัส 2 2c a b   
 
สมการรูปท่ัวไป 

2 2A B D E F 0    x y x y  F2 

  V2 

b 

c a 

V1 (h,k+a) 

C (h,k) B1 (h+b,k) B2 

F1 (h,k+c) 
Asymptote : 
b(y–k)=a(x–h) 

Asymptote 

สําหรับไฮเพอร์โบลานัน้ ค่า a ไม่จําเป็นตอ้งมากกว่า b 
การพิจารณาว่าไฮเพอร์โบลาออ้มแกนใด ใหพ้ิจารณาจากแกนใดท่ีเครื่องหมายบวก 
กราฟจะอ้อมแกนนัน้ (เป็นแกนตามขวาง) และจาํนวนที่อยู่ใต้นัน้ก็จะถือเป็นคา่ a 

K
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หมายเหต ุ
อาจตอบให้อยู่ในรูปสัมประสทิธิข์อง x เป็นบวก ก็ได ้
โดยคูณสมการดว้ย 1  กลายเปน็ 2 29x 16y 36x 32y 164 0      

 
 
 

 

ตัวอย่าง 4.14  ใหห้าส่วนประกอบตา่ง ๆ  ของรปูไฮเพอร์โบลาทีมี่สมการเป็น 2 2x 5y 10y 25 0     
 

วิธีคิด จัดกาํลงัสองสมบูรณ์เหมือนเดิม  2 2x 5(y 2y) 25     (ระวังพลาดเรือ่งเครื่องหมายลบ) 
สังเกตได้วา่ไม่มีพจน์ x กาํลงัหนึง่ แสดงว่าที่แกน X ไม่มีการเลือ่นแกน และไม่ตอ้งจดัรูป 
จึงเติมตัวเลขได้ดงันี้    2 2x 5(y 2y ) 25+ 1 5   (ระวังพลาดเรือ่งเครือ่งหมายลบ) 
นั่นคอืสมการกลายเปน็ 2 2x 5(y 1) 20    
นําตัวเลขที่เหลือฝ่ังขวาคอื 20 ไปหาร จะได้ 22 (y 1)(x) 1420

   
 

ตอบ เป็นไฮเพอร์โบลาอ้อมแกนนอน มีจุดศูนยก์ลางอยู่ที่ (0, 1) 
และเนือ่งจากค่า a 20, b 2   จะได ้ c 20 4 24    
ดังนัน้จดุยอดคอื ( 20, 1)  จดุโฟกัสคอื ( 24, 1)  และจดุปลายแกนสังยุคคอื (0, 1 2)  

 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 

[1] ความเยื้องศูนย์กลาง 
สําหรับวงรีและไฮเพอร์โบลา ความเยื้องศูนย์กลาง (Eccentricity; e) คือ

ค่าที่บอกว่า จุดโฟกัสและจุดยอดอยู่ห่างจากจุดศูนย์กลางเป็นอัตราส่วนเท่าใด นั่นคือ 
e c / a  ดังนั้น ค่า e ของวงรี จะต้องอยู่ระหว่าง 0 กับ 1 เสมอ และค่า e ของ
ไฮเพอร์โบลา จะต้องมากกว่า 1 เสมอ 

ถ้าหากค่า e ยิง่เข้าใกล้ 1 นั่นคือ c กับ a มีค่าใกล้เคียงกันมากข้ึน จะ
คํานวณค่า b ได้เข้าใกล้ 0 แสดงว่ากราฟแต่ละรูปจะยิ่งแคบลง 
 
[2] เลตัสเรกตัม และไดเรกตริกซ์ (*เกินหลักสูตร) 

ทั้งกราฟวงรีและไฮเพอร์โบลา มีส่วนประกอบเป็นเส้นโค้งรูปถ้วย 2 รูป จึง
มีเส้นเลตัสเรกตัม (เส้นแสดงความกว้างของรูปกราฟ ณ ตําแหน่งโฟกัส) 2 เส้น 
และมีเส้นไดเรกตริกซ์ 2 เส้น โดยการคํานวณนั้นจะแตกต่างจากรูปพาราโบลา 
กล่าวคือ เลตัสเรกตัมแต่ละเส้นจะยาว 22b /a  หน่วย และเสน้ไดเรกตรกิซ์แตล่ะเสน้จะ
อยู่หา่งจากจดุศูนย์กลางเปน็ระยะ 2a /c  หน่วย 

ส่วนประกอบ
อื่น ๆ  

วงรี คา่ a จะยาวที่สดุ ดังนั้นสมการความสัมพันธ์คือ  2 2 2a c b  
ไฮเพอรโบลา คา่ c จะยาวทีสุ่ด ดังนัน้สมการความสัมพนัธค์ือ  2 2 2c a b  

 
 
 
 
 
 
                           วงรี                          ไฮเพอร์โบลา 

a 

b 

c c 

b 

a 

K
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เพิ่มเติม 
ภาคตัดกรวยในรูปเต็มคอื 2 2Ax By Dx Ey F 0     Cxy  โดยที ่C 0  
ลักษณะกราฟจะเป็นเหมือนรูปใดรูปหนึ่งใน 4 รปูที่ได้ศึกษาแล้ว 
แต่แกนจะถูกหมุน (rotate) ไปจากแนวนอน-แนวตั้งเดิม เช่นรูปวงรีเฉียง ๆ  
จะได้ศึกษาการจดัรูปสมการและเขียนกราฟเหลา่นีใ้นระดับมหาวทิยาลัย 

 
 
 
 
 
 
 
 

ไฮเพอร์โบลาที่มีค่า a b  (กรอบส่ีเหล่ียมจัตุรัส) นั้น รูปวงรีในกรอบจะ
กลายเป็นวงกลม และเส้นกํากับ 2 เส้นจะตั้งฉากกันพอดี เรียกไฮเพอร์โบลาแบบน้ี
ว่าเป็น ไฮเพอร์โบลามุมฉาก (Rectangular Hyperbola) 

ไฮเพอร์โบลามุมฉากรูปแบบหนึ่งที่พบบ่อยและควรศึกษาเพ่ิมเติม แม้จะเป็น
ไฮเพอร์โบลาเฉียง (เนื่องจากมีผลคูณ xy) ได้แก่สมการในรูป xy k  เม่ือ k เป็น
ค่าคงที่ทีไ่ม่ใช่ 0 ไฮเพอร์โบลามุมฉากรูปนี้ถูกหมุนไปจากปกติอยู่ 45° จึงทาํให้มีเส้น
กํากับอยู่ในแนวตั้งและแนวนอน และมีรายละเอียดต่าง ๆ  ดังแสดงในรูปต่อไปนี้ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

F2 

  V2 

V1 

C (0,0) 

F1 

ไฮเพอร์โบลามุมฉาก (Q1 ,Q3) 
xy k     k 0  
จุดศูนย์กลาง C(0, 0) 
 
จุดยอด 1V ( k, k) 

2V ( k, k)   
จุดโฟกัส 1F ( 2k, 2k) 
2F ( 2k, 2k)   

Asymptote 

Asymptote 

ไฮเพอร์โบลามุมฉาก (Q2 ,Q4) 
xy k      k 0  
จุดศูนย์กลาง C(0, 0) 
 
จุดยอด 1V ( k, k)  

2V ( k, k)  
จุดโฟกัส 1F ( 2k, 2k)  
2F ( 2k, 2k)  

F2 

  V2 

V1 

C (0,0) 

F1 

Asymptote 

Asymptote 

ไฮเพอรโ์บลา 
มุมฉากเอียง 
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(87) ให้หาสมการรูปทั่วไปของไฮเพอร์โบลา ที่มีลักษณะดังแต่ละข้อต่อไปนี้ 
 (87.1) จุดศูนย์กลางอยู่ที่ ( 3, 1)  มีจุดยอดที่ (2, 1) และแกนสังยุคยาว 6 หน่วย 
 (87.2) จุดโฟกัสอยู่ที่ ( 1, 6)   และ ( 1, 4)  โดยแกนตามขวางยาว 6 หน่วย 
 (87.3) จุดโฟกัสอยู่ที่ (0, 4) และ (0, 4)  และมีจุดปลายแกนสังยุคเป็น (3, 0) 
 
(88) ให้หาส่วนประกอบต่าง ๆ  ทั้งหมดของไฮเพอร์โบลาต่อไปนี้ 
 (88.1) 2 29x 4y 36   
 (88.2) 2 29x 16y 18x 64y 199 0      
 (88.3) 2 26x y 36x 2y 59 0      
 (88.4) 2 26x 10y 12x 40y 94 0      
 
(89) ให้หาสมการแสดงทางเดินของจุด P(x, y) ซ่ึงผลต่างของระยะทางจากจุด P 
ไปยังจุด (3, 0) กับ ( 3, 0)  เป็น 4 หน่วย 
 
(90) ให้หาสมการกราฟที่ทําให้ผลคูณระยะทางจาก P(x, y) ใด ๆ  ในกราฟ 
ไปยังเส้นตรง 4x 3y 11    และ 4x 3y 5    เป็น 144/25 
 
(91) ให้หาจุดศูนย์กลาง จุดยอด และจุดโฟกัส ทั้งหมดของกราฟที่มีสมการดังต่อไปนี ้
 (91.1) xy 4   
 (91.2) xy 2x y 3    
 
(92) ถ้าภาคตัดกรวยรูปหนึ่งมีสมการเป็น 2 29x 18x 16y 64y 199     
แล้ว ผลรวมของระยะทางจากจดุโฟกัสทั้งสองไปถึงเส้นตรง 3x 4y 8   เป็นเท่าใด 
 
(93) ถ้า 1F  เป็นจุดโฟกัสของไฮเพอร์โบลา 2 26x 10y 12x 40y 94 0      
และอยู่ในควอดรันต์ที่ 4 แล้ว ให้หาสมการพาราโบลาที่มีจุดยอดอยู่ที่ 1F  
และมีไดเรกตริกซ์เป็นแกนสังยุคของไฮเพอร์โบลา 
 
(94) กําหนดไฮเพอร์โบลา 2 29(x 1) 4(y 2) 36     ให้หาสมการวงรีซ่ึง 
ผลบวกของระยะทางจากจุดใด ๆ  บนวงรี ไปยังจุดที่ไฮเพอร์โบลาตัดแกน X ทั้งสองจุด เป็น 8 หน่วย 
 
(95) กําหนด E แทนวงรี 2 26x 5y 12x 20y 4 0      
ให้หาสมการไฮเพอร์โบลาที่มีจุดศูนย์กลางร่วมกับ E, มีจุดยอดอยู่ที่เดียวกับจุดโฟกัสของ E 
และมีความยาวแกนสังยุคเท่ากับความยาวแกนโทของ E พอดี 
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๔.๘ ภาคตัดกรวยลดรูป 
 

เม่ือย้ายข้างสมการภาคตัดกรวยให้อยู่ในรูป 2 2A B D E F 0    x y x y  
โดยที่ A และ B ไม่เป็น 0 พร้อมกัน (มิฉะนั้นจะไม่ใช่สมการของภาคตัดกรวย แต่
กลายเป็นสมการเส้นตรง) จะสามารถสรุปลักษณะกราฟได้ดังนี้ 
 

1. ถ้า A, B เป็น 0 เพียงตัวเดียว เป็นกราฟ “พาราโบลา” 
 

2. ถ้า A, B ไม่มีตัวใดเป็น 0 
2.1 กรณี A B  เป็นกราฟ “วงกลม” 
2.2 กรณี A B  แต่มีเคร่ืองหมายเดียวกัน เป็นกราฟ “วงรี” 
2.3 กรณี A, B มีเคร่ืองหมายต่างกัน เป็นกราฟ “ไฮเพอร์โบลา” 
 
 
นอกจากค่า A และ B แล้ว ค่า D, E, F ก็ล้วนส่งผลต่อลักษณะกราฟด้วย 

 

3. ถ้าจัดรูปวงกลมหรือวงรี แล้วพบว่าฝั่งขวาไม่ใช่จํานวนบวก 
3.1 กรณีฝั่งขวาเป็น 0 สมการจะเป็นจริงได้เพียง “จุดเดียว” 
ซ่ึงก็คือจุดศูนย์กลางของวงกลมหรือวงรี นั่นเอง 
3.2 กรณีฝั่งขวาเป็นค่าติดลบ สมการจะเป็นไปไม่ได้ “ไม่มีกราฟ” 

 

4. ถ้าจัดรูปไฮเพอร์โบลา แล้วได้ฝั่งขวาเป็น 0 จะเป็น “เส้นตรงกากบาท” 
หรือเป็นสมการเส้นกํากับของไฮเพอร์โบลานั่นเอง 
(ดังนั้น เราสามารถหาสมการเส้นกํากับของไฮเพอร์โบลารูปปกติ ได้อย่างง่าย ๆ  โดย
เปล่ียนฝั่งขวาของสมการ จาก 1 ให้เป็น 0) 
 

หมายเหตุ  
ถ้าฝั่งขวาของไฮเพอร์โบลามีค่าติดลบ ให้นํา 1  คูณสมการ แล้วจะดําเนินการต่อได้ 
 

 
รูปแบบท่ีกล่าวถึงในข้อ 3. 

และ 4. เรียกว่า ภาคตัดกรวยลดรูป 
(Degenerated Conic Section) 
จะมีสมการรูปทั่วไปเป็น 

2 2A B D E F 0    x y x y  
เหมือนกับภาคตัดกรวย แต่รูปกราฟ 
ที่ได้นั้นไม่ใช่ภาคตัดกรวย 

                                                                   จุดเดียว             เส้นกากบาท  
                                                             (วงกลม/วงรี ลดรูป)   (ไฮเพอร์โบลา ลดรูป) 
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(96) สมการในแต่ละข้อต่อไปนี้ไม่ใช่ภาคตัดกรวยลดรูป 
ให้สังเกตว่ากราฟของสมการเป็นภาคตัดกรวยรูปใด (โดยไม่ต้องคํานวณ) 

(96.1) 2 2x y 6x 8y 12 0       (96.6) 2 23x 3y 9x 6y 0     
(96.2) 2 2x 2y 2x 4y 13 0       (96.7) 2 23x 3y 9x 6y 0     
(96.3) 2x 2x y 3 0      (96.8) 2 23x 2 y 4y     
(96.4) 2 2x y 2x 2 0      (96.9) 2 23x 2 y 4y    
(96.5) 2 2x y 4     (96.10) 23x 2 4y   

 
(97) ให้จัดรูปสมการ เพ่ืออธิบายลักษณะกราฟของสมการในแต่ละข้อต่อไปนี้ 

(97.1) 2 2x y 6x 8y 0     
(97.2) 2 2x y 6x 8y 12 0      
(97.3) 2 2x y 6x 8y 25 0      
(97.4) 2 2x y 6x 8y 32 0      
(97.5) 2 2x y 6x 8y k 0      

 
(98) ให้จัดรูปสมการ เพ่ืออธิบายลักษณะกราฟของสมการในแต่ละข้อต่อไปนี้ 

(98.1) 2 22x 3y 4x 12y 4 0      
(98.2) 2 22x 3y 4x 12y 8 0      
(98.3) 2 22x 3y 4x 12y 13 0      
(98.4) 2 22x 3y 4x 12y 14 0      
(98.5) 2 22x 3y 4x 12y 18 0      

 
(99) ให้จัดรูปสมการ เพ่ืออธิบายลักษณะกราฟของสมการในแต่ละข้อต่อไปนี้ 

(99.1) 2 23x y 6x 6y 9 0      
(99.2) 2 23x y 6x 6y 7 0      
(99.3) 2 23x y 6x 6y 6 0      
(99.4) 2 23x y 6x 6y 3 0      
(99.5) 2 23x y 6x 6y 3 0      
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เฉลยแบบฝึกหัด (คาํตอบ) 
 
(1) 5 2 , 5, 41  
(2) 2  
(3) 5  
(4) หน้าจั่ว 
(5) 2 (9 2 34)   
(6) 3 10  
(7) ถูกทกุขอ้ 
(8) (29/4 , 0) 
(9) จุดศูนย์กลางคือ (4, 3)  
   ความยาวรัศมี 5 หน่วย 
(10) 41 26 17   
(11) –3 
(12) 10  
(13) 72, (5, 4)  
(14) 15 
(15) ผิดทัง้สองข้อ 
(16) 31 
(17) 3 
(18) 2 
(19) ( 4,6),(8, 3)   
(20) ขนาน 
(21) (2, 3) 

(22) –30 
(23) –2 
(24) –8/5 
(25) 10 
(26) ดทูี่ขอ้ (7) 
(27) 2x 3y 6   
(28) 1/48 
(29) y 4x 16   
(30) 5  
(31) 2x 3y 1 0    
(32) (0, 20/9)  
(33) ( 7/3, 0)  
(34) 5x 5y 3 0    
(35) 10 
(36) ( 2, 3) , 2Q  
(37) 16/3 
(38) ถูกทั้งสองข้อ 
(39) y (11/2)x 1  , 
   a 2/11  , b 1  
(40) x 2y 7 0    
(41) 1/2, (6, 0)  หรือ 4, ( 3, 0)  
(42) 7.5 

(43) 19.5 
(44) 13/2  
(45) 0, 5  
(46) 11 41 2.512 12    
(47) 40/ 58  
(48) 88 16 72     
(49) (2, 11/4) , (8, 1/4)  
(50) 45  
(51) 75  
(52) 3  
(53) x 7y 7 0     
   หรอื 7x y 5 0    
(54) y 3x 6   
(55) 4x 3y 20 0   , 
   3x 4y C 0    
(56) ( 1/2, 1/2)   
(57) (4,2) 
(58.1) (4, 3)  
(58.2) ( 1, 2)   
(58.3) ( 1,2)

 
(59.1) 2 2x y 6x 8y 12 0      
(59.2) 2 2x y 3x 3y 4 0      
(59.3) 2 2x y 4x 2y 0     
(59.4) 2 2x y 4x 6y 3 0      
(59.5) 2 2x y 3x 3y 8 0      
(60) 3 
(61.1) x y 4   
(61.2) 4x y 17    
(61.3) 4x 3y 20  , 12x 5y 52    
(62.1) 2 2(x 2) (y 2) 4     
(62.2) 2 2(x 2) (y 2) 1    , 2 2(x 1) (y 1) 1     
(62.3) 2 2(x 1) (y 2) 13     
(63) k 25  
(64) 4 3  
(65) y 2x , 2 2(x 1) (y 2) 5     
(66) 9 
(67) 2 212x 4y 3   
(68.1) 2y 28x 6y 47 0     
(68.2) 2y 12x 0   
(68.3) 2y 9x 0   

 
(68.4) 2x 4x 40y 116 0     
(68.5) 2x 10x 2y 21 0     
(68.6) 2y 8x 4y 4 0     
(68.7) 22y x 12y 19 0     
(68.8) 2x 2x y 3 0     
(69) 51/8  
(70.1) (0, 3) , 12, y 3 0   
(70.2) V ( 3,5) , F ( 6,5) , 
   เลตสัเรกตัมยาว 12, ไดเรกตรกิซ์คอืแกน Y 
(70.3) (7,2)  
(70.4) ( 2, 0)  
(71.1) 2x 4x 24y 52 0     
(71.2) 2y 4x 2y 9 0     
(72) 12 
(73) 6 5  
(74) 4x 3y 14 0    
(75) 2x 6x 12y 15 0     
(76) 2y 3x 0   
(77) 145/16 
(78) 2/3 หนว่ย 
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(79.1) 2 216x 9y 96x 18y 9 0      
(79.2) 2 264x 39y 2496   
(79.3) 2 24x 9y 8x 36y 4 0      
(79.4) 2 225x 16y 100x 32y 284 0      
(79.5) 2 225x 21y 100x 42y 404 0      
(80.1) C (0, 0) , V ( 3, 0) , 
   F ( 5, 0) , B (0, 2)  
(80.2) C (3,5) , V (3,5 6) , 
   F (3,5 4) , B (3 20,5)  
(80.3) C (1, 0) , V (1 3, 0) , 
   F (1 2, 0) , B (1, 5)  
(81.1) 2 25x 9y 180   
(81.2) 2 225x 16y 100x 128y 44 0      
(82.1) วงร ี
(82.2) 2 216x 25y 400   
(83) 4x 3y 36   
(84) 2 2  
(85) 9/4 
(86) 80 
(87.1) 2 29x 25y 54x 50y 169 0      
(87.2) 2 29x 16y 18x 32y 137 0      
(87.3) 2 27x 9y 63 0    
(88.1) C (0, 0) , V ( 2, 0) , 
   F ( 13, 0) , B (0, 3)  
(88.2) C (1, 2) , V (1 4, 2)  , 
   F (1 5, 2)  , B (1, 2 3)   
(88.3) C (3, 1) , V (3, 1 6)  , 
   F (3, 1 7)  , B (3 1, 1)   

(88.4) C (1, 2) , V (1 10, 2)  , 
   F (1 4, 2)  , B (1, 2 6)   
(89) 2 25x 4y 20   
(90) 2 216x 9y 64x 18y 55 144       
(91.1) C(0, 0), V( 2, 2)  , F( 2 2, 2 2)   
(91.2) C(1, 2) , V(1 1, 2 1)   , F(1 2, 2 2)    
(92) 6 
(93) 2y 16x 4y 84 0     
(94) 2 223x 36y 46x 345    
(95) 2 2x 5y 2x 20y 14 0      
(96.1) วงกลม  (96.2) วงร ี
(96.3) พาราโบลา  (96.4) ไฮเพอร์โบลา 
(96.5) ไฮเพอร์โบลา (96.6) วงกลม 
(96.7) ไฮเพอร์โบลา (96.8) วงร ี
(96.9) ไฮเพอร์โบลา (96.10) พาราโบลา 
(97.1) วงกลม  (97.2) วงกลม 
(97.3) จดุหนึ่งจดุ  (97.4) ไม่มีกราฟ 
(97.5) เป็นวงกลม เม่ือ k 25  
   เป็นจุดหนึ่งจดุ เม่ือ k 25  
   ไม่มีกราฟ เม่ือ k 25  
(98.1) วงรีนอน  (98.2) วงรนีอน 
(98.3) วงรีนอน  (98.4) จุดหนึ่งจดุ 
(98.5) ไม่มีกราฟ 
(99.1) ไฮเพอร์โบลาเปดิซา้ยขวา 
(99.2) ไฮเพอร์โบลาเปดิซา้ยขวา 
(99.3) เสน้ตรงสองเสน้ตดักัน 
(99.4) ไฮเพอร์โบลาเปดิบนลา่ง 
(99.5) ไฮเพอร์โบลาเปดิบนลา่ง
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เฉลยแบบฝึกหัด (วธิีคิด) 
 
(1.1) 2 2

1|OP | (1 0) (7 0)     
             50 5 2   
(1.2) 2 2

2|OP | ( 4) (3)    
             25 5   
(1.3) 2 2

1 2|P P | (1 ( 4)) (7 3)      
             2 25 4 41    

 
 
(2) พิกัดจุด P คือ 2 6 7 3

2 2( , ) (4,2)    
และจดุ Q คือ 2 8 5 1

2 2( , ) (3, 3)     
ดังนัน้ 2 2|PQ| 1 1 2    

 
 
(3) เนื่องจาก 2 2|OD| 2 4 20    หน่วย 
จึงได ้|PC| 20 / 2 5   ..เท่ากับ |PQ| ด้วย 
ถ้าให้ PQ  นี้เป็นฐานของสามเหลี่ยม จะตอ้งหา 
ความสูงจากจุดยอด C ไปยังฐาน PQ  
 

เนื่องจาก DC  อยูท่ี่ระดับ y 4  
ดังนัน้ PQ  อยูท่ี่ระดบั y 2  
แสดงว่า ความสงูของสามเหลี่ยมคือ 2 หน่วย 
  พื้นทีส่ามเหลีย่ม 1

2 2 5 5     ตร.หน่วย 

 
 
(4) จาก 2 2|AB| 11 4 137    
     2 2|BC| 7 7 98    
และ 2 2|AC| 4 11 137    
พบว่า |AB| |AC|  แสดงว่าเป็นสามเหลี่ยมหน้าจั่ว 
(โดยมี A เปน็มุมยอด และ BC เป็นฐาน) 

 
 
(5) เส้นรอบรูป ABC  จะยาวเป็น 2 เท่าของ 
เส้นรอบรูป PQR  เสมอ 
เนื่องจาก |AB| 2|PQ|,  
     |BC| 2|QR| 
และ |AC| 2|PR|  
 
 
หาค่า 2 2|PQ| 7 1 50 5 2 ,     
        2 2|PR| 4 4 32 4 2  

และ 2 2|QR| 3 5 34    
ดังนัน้ความยาวรอบรูป ABC 2 (9 2 34)     

 
 
(6) กําหนด |AP|:|PB| 1 : 3  
ดังนัน้พกิัด 3(2) 1(6) 3(8) 1(12)

4 4P( , ) (3,9)    
กําหนด |BQ|:|BC| 3 : 4  
แสดงว่า |BQ|:|QC| 3 : 1  
ดังนัน้พกิัด 1(6) 3( 2) 1(12) 3( 4)

4 4Q( , ) (0, 0)      
2 2|PQ| 3 9 90 3 10      

 
 
(7) ก. จาก 2 2|AB| 7 3 58    
     2 2|BC| 3 7 58    
และ 2 2|AC| 4 10 116    
พบว่า 2 2 2|AB| |BC| |AC|   
แสดงว่า ABC เป็นสามเหลี่ยมมุมฉาก ..ถูกตอ้ง 
(โดยมุม B เปน็มุมฉาก) 
 
ข. จาก 2 2|DE| 4 8 80 4 5     
     2 2|EF| 7 14 245 7 5     
และ 2 2|DF| 3 6 45 3 5     
พบว่า |DE| |DF| |EF|   
แสดงว่า D, E, F อยู่บนเส้นตรงเดียวกนั ..ถูกตอ้ง 
(โดยจุด E กับ F เป็นจุดปลาย) 
 
ค. จาก 2 2|AB| 4 2 20 2 5     
     2 2|BC| 4 2 2 5    
และ 2 2|AC| 8 4 4 5    
พบว่า |AB| |BC| |AC|   
แสดงว่า A, B, C อยู่บนเส้นตรงเดียวกนั ..ถูกตอ้ง 

 
 
(8) สมมติจดุ P มีพิกดัเปน็ (x, 0)  
จากเงื่อนไข 1 2|PP | |PP |  
จะได้ 2 2 2 2(x 1) 2 (x 3) 5      
แจกแจงได้ 2 2x 2x 1 4 x 6x 9 25        
นั่นคอื 29

44x 29 x    
..แสดงว่าจุด P คือ 29

4( , 0)  

 

P 

Q 

C 
B 

R 

A 
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(9) ระยะจากจดุศูนย์กลางไปยังจุดบนเส้นรอบวง 
จะตอ้งเท่ากนัเสมอ (คือเป็นความยาวรัศมีนัน่เอง) 
ถ้าให้จดุศูนยก์ลางมีพิกดัเป็น (x, y)  
จะได้ 2 2 2 2(x 1) (y 7) (x 8) (y 6)        
     2 2(x 7) (y 1)     (เท่ากันทัง้สามด้าน) 
 
นํามาเขียนสมการเป็น 2 คู ่เพื่อแก้หาค่า x, y เชน่ 

2 2 2 22 1 14 49 16 64 12 36x x y y x x y y            
           7x y 25    .....(1) 

2 2 2 2x 2x 1 y 14y 49 x 14x 49 y 2y 1            
          3x 4y 0    .....(2) 
..แก้ระบบสมการได้ x 4, y 3   
ดังนัน้ จุดศูนย์กลางของวงกลมคอื (4, 3) 
และความยาวรัศมี 2 2(4 1) (3 7) 5     หน่วย 

 
 
(10) จุดกึ่งกลาง BC คอื 3 54 2

2 2( , ) (1, 4)   
ระยะจาก A ไปยังจุดนี้เท่ากับ 2 21 5 26   
จุดกึง่กลางของ AC คือ (0,2) 
ระยะจาก B ไปยังจุดนี้เท่ากับ 2 24 1 17   
จุดกึง่กลางของ AB คอื (3, 1) 
ระยะจาก C ไปยังจุดนี้เท่ากับ 2 25 4 41   
  ผลบวกความยาวเสน้มัธยฐาน 26 17 41   

 
 
(11) หาจุดตัดของเส้นมัธยฐาน 

5 7 1 134 4 4 4
3 3 3 3(m,n) ( , ) ( , )     

จึงได้คา่ m n 3    
 

 
(12) จุดกึ่งกลาง BC  คือ 6 4 7 3

2 2D( , ) (1,2)    
 

วิธีที่ 1  หาจุด A(x, y)  โดยสูตรจดุตดัเสน้มัธยฐาน 
นั่นคอื y 7 3x 6 4 4

3 3 3( , ) ( , 1)     
จะได้ (x, y) (2, 1)   
ดังนัน้เสน้มัธยฐานจาก A(2, 1)  ไปยัง D(1,2) 
มีความยาวเทา่กบั 2 21 3 10   หน่วย 
 

วิธีที่ 2  หาระยะจาก 4
3P( , 1)  ไปยัง D(1,2) 

ได้เป็น 2 2 101
3 3( ) 1   และอาศัยสมบัติทีว่่า 

“เส้นมัธยฐาน |AD|   3 เท่าของ |PD|” 
..ดังนัน้เสน้มัธยฐานเส้นนี้ยาว 10  หน่วย 

 

(13) หาพิกดัได ้P(0, 0), Q(3, 12), R(12, 0)  
นํามาเขียนกราฟได้ดังรปู 
 

พื้นที่ 1
2 สงู ฐาน    

    1
2 12 12    

    72  ตร.หน่วย 
 

จุดตัดของเส้นมัธยฐาน 0 3 12 0 12 0
3 3( , ) (5, 4)      

 
 
(14) พลอ็ตจุดคร่าว ๆ  ดังรูป 
เพื่อหาลําดับจดุทวนเข็มนาฬิกา 

พื้นที่ 
1 3
2 01

2 3 5
1 3



   

     1
2 (6 5 10 9) 15      ตร.หนว่ย 

 

ส่วน PQR เป็นจดุทีอ่ยู่บนเส้นตรงเดียวกัน 
ไม่ใช่สามเหลี่ยม ดังนั้นพื้นที่เปน็ 0 
..ผลตา่งของพื้นที่สามเหลี่ยมจึงเท่ากับ 15 ตร.หน่วย 

 
 
(15) ก. 2 2|PQ| 5 5 5 2    
     2 2|QR| 2 1 5    
และ 2 2|PR| 3 6 3 5    
จะได้ความยาวเสน้รอบรูปเป็น 4 5 5 2  หน่วย 
 
 

ข. พืน้ที่ 
3 2
0 41

2 2 3
3 2






   

        1
2 (8 9 12 4) 7.5      ตร.หนว่ย 

..ดังนัน้ขอ้ ก. ผดิ และข้อ ข. ผดิ 
 

 
(16) พลอ็ตจุดคร่าว ๆ  ดังรูป 
เพื่อหาลําดับจดุทวนเข็มนาฬิกา 
(เช่น A, E, D, B, C, A) 

พื้นที่ 
1 4
2 7

1 4 5
2 3 2

1 3
1 4



 
 

   

     1
2 (8 28 15 2 3 7 10 8 9 4)           

     31  ตร.หนว่ย 
 

R (12,0) 

Q (3,12) 

P 

C 

A 

B 

P 

R 
Q 

A 

E 
D 

B 
C 
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(17) ความชนัระหวา่งสองจุดใด ๆ  ที่อยู่บนเสน้ตรง
เดียวกนั ยอ่มเทา่กัน ในขอ้นี้จึงคดิจาก AB ACm m  

..นั่นคอื k 2 4 2 k 32 1 3 1
 

  
 

 

 
 
(18) วิธีคดิเหมือนขอ้ที่แล้ว นัน่คือ PQ PRm m  

y 6 2 6 y 21 2 4 2
  

   
 

 

 
 
(19) หาคําตอบได้สะดวกที่สดุโดยการเขียนรูป 
 
จะได้ A ( 4, 6)  
และ B(8, 3)  
 
 
 

 
 
(20) จาก AB

5 2
4 1m 1
   และ CD

8 4
2 2m 1
   

พบว่า AB CDm m  ..แสดงวา่สองเส้นนี้ขนานกัน 

 
 
(21) สมมตพิิกดัของจดุ D เปน็ (x, y) 
เงื่อนไขทีท่ําให้ “ABCD” เป็นสี่เหลี่ยมดา้นขนาน 
ได้แก่ AB CDm m  
   1 4 y 2 5x y 74 5 x 1

 
    

  
 .....(1) 

และ AD BCm m  
   y 1 2 4 3y x 7x 4 1 5

  
    

 
 .....(2) 

จากนั้นแก้ระบบสมการ ไดค้ําตอบ (x, y) (2, 3)  

 
 
(22) ความชนั (3,2) (1, 4)   คือ 4 2

1 3 3 
   

แสดงว่าความชัน (k, 7) ( 3, 2)    ตอ้งเป็น 1
3  

ดังนัน้จงึได้สมการ 1 7 2 k 303 k 3


    


 

 
 
 
 

(23) ความชนั AB คอื 6 5 1
3 1 2

   

แสดงว่าความชัน CD ตอ้งเป็น 2  
ดังนัน้จงึได้สมการ 4 m2 m 2m 1


    


 

 
 
(24) ความชันของรัศมี เส้นที่เชือ่มระหว่างจดุ 
(5, 6)  กับจุด ( 3, 1)  เท่ากับ 6 1 5

5 3 8

   

..และเนือ่งจากเสน้สัมผสัจะตั้งฉากกับรัศมี (เส้นที ่
ลากมายังจุดสัมผัสนี)้ เสมอ จึงได้ L

8
5m    

 
 
(25) จาก AB AC BC

1 4
7 3m , m , m 7      

แสดงว่า AB BC  ดังรูป 
 
..และเนือ่งจากวงกลมทีล่้อม 
รอบสามเหลี่ยมมุมฉาก จะ 
ทําให้ ด้านตรงข้ามมุมฉาก 
เป็นเส้นผ่านศูนย์กลาง เสมอ 
 

ดังนัน้ ความยาวเส้นผา่นศูนย์กลาง คือระยะ AC 
เท่ากับ 2 26 8 10   หนว่ย 

 
 
(26) ก. จาก AB BC AC

3 57
7 3 2m , m , m     

แสดงว่า AB BC  
ข. จาก DE EFm 2, m 2     แสดงวา่ DE // EF  
ค. จาก AB BC

1 1
2 2m , m   แสดงวา่ AB // BC  

..ดังนัน้ ข้อความถูกต้องทุกข้อ 

 
 
(27) วิธีที่ 1 หาความชันระหว่างสองจดุนี้ได้ 2

3  
ใช้จุดใดจุดหนึง่ในการสร้างสมการ (ในทีน่ี้ใช้ (3,0)) 
ดังนัน้สมการคือ 2

3(y 0) (x 3)     
..นํา 3 คณูและย้ายขา้งสมการได้ 2x 3y 6 0    
 
วิธีที่ 2 ทราบระยะตัดแกน X และ Y คอื 3 และ 2 
จึงไดส้มการเปน็ x y 13 2   

..นํา 6 คณูและย้ายขา้งสมการได้ 2x 3y 6 0    

 
 
 

C 

B A 

B 

3 

A 

4 

3 

3 

4 

4 
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(28) สร้างสมการของ L โดย L
3 5 8
1 2 3m 
   

ได้สมการ 8
3y 3 (x 1) 8x 3y 1 0        

จากนั้น หาระยะตัดแกน X และ Y 
(โดยแทนคา่ y 0  
และแทนคา่ x 0  ตามลําดับ) 
ได้เป็น 1

8  และ 1
3  

 

..พื้นที่สามเหล่ียม 1 1 1 1
2 8 3 48     ตร.หน่วย 

 
 
(29) จุดตดัแกน X ของเสน้ตรงนั้นคือ (4, 0) 
เส้นตรงที่เราต้องการจึงมีความชันเป็น 8 0

6 4 4
   

..และมีสมการ y 4(x 4) y 4x 16      

 
 
(30) สร้างสมการเส้นทแยงมุม AC  กับ BD  ดังนี ้

2 6
1 3AC; y 2 ( )(x 1) y 2x
      
1 5
2 2BD; y 1 ( )(x 2) y x 3 
         

และแก้ระบบสมการหาจุดตัดได้เป็น P( 1, 2)   
..จุดนีอ้ยูห่่างจากจุดกาํเนดิ 2 21 2 5   หน่วย 

 
 
(31) ความชนัของเส้นตรงเส้นแรกคือ A 2

B 3    
แก้ระบบสมการ ได้จุดตัดของสองเส้นตรงคือ (4, 3)  
..ดังนัน้ สมการเส้นตรงที่โจทย์ถาม คือ 

2
3y 3 (x 4) 2x 3y 1 0         

 
 
(32) ความชนัของ 3x 4y 5 0    คอื 3

4  
แสดงว่าความชันของ “อกีเสน้” คอื 4

3  
จุดตัดแกน X ของ 3x 4y 5 0    คอื 5

3( , 0)  
แสดงว่า “อกีเสน้” ต้องผา่นจุด 5

3( , 0)  นี้ดว้ย 
 
สมการเสน้ตรง “อีกเส้น” จึงเปน็ 54

3 3y (x )    
..ซึ่งหาจดุตดัแกน Y ได ้ 5 204

3 3 9(0, ) (0, )     

 
 
 
 

(33) ความชนัของ 2x 3y 5 0    คอื 2
3  

แสดงว่าความชันของเส้นตรง L คอื 3
2  

และโจทยก์ําหนด L ผา่นจุด (1,5) 
จึงไดส้มการเสน้ตรง L เป็น 3

2y 5 (x 1)    
..หาจุดตัดแกน X (แทนค่า y 0 ) ไดเ้ป็น 7

3( , 0)  

 
 
(34) เนื่องจาก Mm 1  และระยะตัดแกน Y 
ของ N (แทนคา่ x 0 ) เท่ากับ 3

5  
..ดังนัน้เสน้ตรง L มีความชัน 1 และผ่านจดุ 3

5(0, ) 
ได้สมการเปน็ 3

5y 1(x) 5x 5y 3 0       

 
 
(35) สร้างสมการเส้นตรงทั้งสามเส้นไดด้ังนี ้

1
2 0 1
2 2 2L ; y ( )(x 2) y x 1
      

2L ; m 2 y 2(x 2) 2x 4          

3
x yL ; 1 y 3x 4(4/3) 4    


 

 

..แก้ระบบสมการ เพือ่หาจุดยอดของสามเหลี่ยม 
ได้จุดตัดระหว่าง 1 2L , L  คอื ( 2, 0)  
   จุดตัดระหวา่ง 2 3L , L  คือ (0, 4)  
และจดุตดัระหว่าง 3 1L , L  คือ (2, 2) 
 

..พลอ็ตกราฟครา่ว ๆ  ไดด้ังรปู 

จึงไดพ้ื้นที่ 
2 2
2 0
0 4
2 2

1
2




   

          1 (4 8 8) 102     ตร.หน่วย 

 
 
(36) เนื่องจาก L1

2
3m   

จึงได ้ L2
2
3m   และ L3

3
2m    

 

สร้างสมการเสน้ตรง 2L  และ 3L  ได้ดงันี ้
2

132 2
3 3 3L ; y 3 (x 2) y x       

3
3 32
2 3 2L ; y 1 (x ) y x        

..แก้ระบบสมการหาจุดตัดได้เปน็ 2( 2, 3) Q   

 
 

1/3 

1/8 

L 

L2 

L1 

L3 
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(37) วงกลมมีรศัมี 4 หน่วย แสดงว่าจดุบนวงกลม 
(เช่นจุด A) จะตอ้งอยู่หา่งจากจุดศูนย์กลาง 4 หนว่ย 
 

..จึงหาจุด A ไดจ้าก 2 24 3 k k 7     
แสดงว่า A มีพิกดัเป็น (3, 7)  
(ค่า k เป็นบวกเท่านั้นเพราะจดุนีอ้ยู่ใน 1Q ) 
 

จากนั้นพจิารณา OA
7
3m   จงึได้ L

3
7m    

(เพราะเส้นสัมผัสต้องตั้งฉากกับรัศมีที่จุดสัมผัสน้ัน) 
..สร้างสมการเสน้ตรง L ไดด้ังนี ้

3
7y 7 (x 3) 7y 3x 16         

เส้นตรงนี้มีระยะตัดแกน X เทา่กบั 16
3  

 
 
(38) จาก AB

2 1
1 2m 1
     จึงได้ Lm 1  

(เพราะเส้นสัมผัสต้องตั้งฉากกับรัศมีที่จุดสัมผัสน้ัน) 
สร้างสมการ L; y 1 1(x 2) y x 3       
 
ระยะตัดแกน X คือ 3 
ระยะตัดแกน Y คือ 3  
 
 
ก. ความยาวรอบรูปสามเหลี่ยม 
เท่ากับ 3 3 3 2 6 3 2     ...ถูกต้อง 
ข. พืน้ที่สามเหลีย่ม 
เท่ากับ 1

2 3 3 4.5    ตร.หน่วย ...ถูกตอ้ง 

 
 
(39) จาก 2 2|AB| 6 3 45    
     2 2|BC| 2 11 125    
และ 2 2|AC| 4 8 80    
ดังนัน้ จุดกึง่กลางของสองดา้นทีส่ัน้กวา่ดา้นที่เหลอื 
คือกึ่งกลางของ 5 8 132 4

2 2 2AB ( , ) (1, )     

และกึ่งกลางของ 5 32 2
2 2AC ( , ) (0, 1)    

 
..จึงไดส้มการเสน้ตรงทีต่้องการดงันี ้

  

  

13/2 1 11
1 0 2y 1 ( )(x) y x 1
      

ซึ่งมีระยะตัดแกน X เป็น 2
11  และแกน Y เป็น 1 

 
 
 
 

(40) สมมติระยะตัดแกน Y ของเส้นตรงนี้เท่ากบั b 
จะได้ระยะตัดแกน X เทา่กับ 2b 
และสามารถเขียนสมการได้ในรูป x y 12b b   
 

..และเนือ่งจากเสน้ตรงเสน้นี้ผา่นจดุ (1, 3)  
จึงแทนคา่ลงไปได้ 7

2
1 3 1 b2b b     

ดังนัน้ สมการเสน้ตรงเสน้นีก้็คือ 
x y 1 x 2y 7 07 (7/2)       

 
 
(41) สมมติระยะตัดแกน X ของเส้นตรงนี้เท่ากบั a 
จะได้ระยะตัดแกน Y เท่ากับ 9 a  
และสามารถเขียนสมการได้ในรูป x y 1a 9 a 


 

 

..และเนือ่งจากเสน้ตรงเสน้นี้ผา่นจดุ ( 2, 4)  
จึงแทนคา่ลงไปได้ 2 4 1a 9 a


 


 

จัดรูปเพือ่หาคา่ a ได้เปน็ 2a 3a 18 0    
และแก้สมการได ้ a 6  หรือ 3  
 
..สมการเสน้ตรงนี้คือ 
      1

2
x y 1 y x 36 3       

หรือ x y 1 y 4x 123 12    


 
 
..สรุปวา่ ความชันเป็น 1

2  ตัดแกน X ที่ (6, 0) 
หรือ ความชันเปน็ 4 ตดัแกน X ที่ ( 3, 0)  

 
 
(42) สร้างสมการ L ได้เป็น y 0.5(x 3)   
ดังนัน้จดุตดัแกน Y คือ A(0, 1.5)  
 
เส้นตรงขนานแกน Y ผา่นจุด B 
จะตดัแกน X ที่ ( 3, 0)  ดังรปู 
แสดงว่าจุด B คอื ( 3, y)   
 
หาจุด B ได้โดยแทน x 3   ลงในสมการ AB  
จาก Lm 0.5  จึงได ้ ABm 2   
สมการ AB; y 1.5 2(x) y 2x 1.5        
..ดังนัน้ B คอื ( 3, 7.5)  และคําตอบ |BC| 7.5  

 

3 

3 3 2  

B 

C(–3,0) 

L 

A 
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(43) หาพิกดัของจดุ B ได้โดยสร้างสมการ AB  
และ BC  เพือ่นาํมาหาจุดตัดกัน 

3 3 19
2 2 2AB; y 5 (x 3) y x       
2 2 4
3 3 3BC; y 4 (x 4) y x         

แก้ระบบสมการได้จุดตัด (จุด B) เป็น ( 5, 2)  
 
..พื้นที่สามเหล่ียม 1

2 |AB| |BC|    

      2 2 2 21
2 2 3 9 6      

      1
2 13 3 13 19.5     ตร.หน่วย 

 
หมายเหต ุ หาพกัิดจุด B โดยอาศัยความชันก็ได้ 

..จาก AB
3
2

y 5 3m x 3 2


  


 

และจาก BC
2
3

y 4 2m x 4 3


    


 

รูปสมการท่ีได้ก็เหมือนกับการสรา้งเส้นตรงน่ันเอง.. 

 
 
(44) ค่า A, B ของสองสมการจะต้องเหมือนกนั 
จึงคณูสมการ 2x 3y 6   ดว้ย 2 
เพื่อให้อยู่ในรูป 4x 6y 12 0    
..และอีกสมการคือ 4x 6y 25 0    

ดังนัน้ ระยะหา่ง 
2 2

| 12 ( 25)| 13 13
2524 6

  
  


 

 
 
(45) เส้นตรงทีต่้องการ ขนานกบั 3x 4y 5 0    
จึงสมมติวา่มีสมการเป็น 3x 4y K 0    
จะได้ ระยะหา่ง 

2 2
| 5 K|1 5 5 K
3 4
 

     


 

ดังนัน้คา่ K 0  หรอื 10  
..แสดงว่า เสน้ตรงทีต่้องการคือ 3x 4y 0   
หรือ 3x 4y 10 0     
 
แต่โจทย์กําหนดรูปแบบ Ax 2y C 0    
จึงตอ้งนํา –1/2 คูณสมการ ให้กลายเป็น 

3
2 x 2y 0    กับ 3

2 x 2y 5 0     
ดังนัน้คาํตอบคือ C 0  หรือ 5 

 
 
 
 

(46) โจทย์กาํหนด L อยู่ตรงกลางระหวา่ง 1 2L , L  
แสดงว่า 1 2L , L  อยูห่่างไปจาก L ดา้นละ 2 หน่วย 
และ 1 2L , L  มีสมการในลักษณะ 12x 5y C 0    
 

จะได้ 
2 2

| 15 C|2 26 15 C
12 5
 

     


 

ดังนัน้คา่ C 11  หรอื 41  
..แสดงว่า สมการของ 1 2L , L  ได้แก ่
12x 5y 11 0    และ 12x 5y 41 0    
มีผลบวกระยะตดัแกน X เป็น 11 41

12 12( ) ( ) 2.5    

 
 
(47) สร้างสมการ 3 4

2 5BC; y 4 ( )(x 5) 
    

                    7x 3y 23 0     
 

..ส่วนสูง คอืระยะจาก A มาตัง้ฉากกับ BC  
หาได้จาก 

2 2
|7( 2) 3(1) 23| 40

587 3
  




 หน่วย 

 
 
(48) เส้นตรงทีใ่ห้มาคอื 5x 12y (3 k) 0     
จึงไดส้มการเปน็ 

2 2
|5( 3) 12(2) (3 k)|4

5 12
   




 

           52 36 k      
           k 16   หรอื 88  
 

..ผลบวกคา่ k ทีเ่ป็นไปไดท้ั้งหมด เทา่กับ 72  

 
 
(49) สมมติวา่จดุทีต่้องการคือ (x, y) 
จุดอยู่บนเส้นตรง 2x 4y 15   

แสดงว่า 2x 15y 4


  .....(1) 

แทนค่าลงในสมการระยะทาง จะได้ 

   
2 2

2x 15
4|3x 4( ) 10|3

3 4

 



 

15 5x 25 x 2       หรอื 8 
และจะไดค้่า 11

4y    หรือ 1
4  ตามลาํดับ 

 

..ดังนัน้ จุดที่ตอ้งการไดแ้ก่ 11
4(2, )  และ 1

4(8, )  
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(50) ความชนัของเส้นตรงทั้งสองเป็น 5 และ 2
3  

แทนลงในสูตร 1 2

1 2

m mtan 1 mm





  

                   (5) (2/ 3) 11 (5)(2/ 3)


 


 

..จึงสรุปไดว้่า 45   

 
 
(51) จาก L1

2 1 1
3 0 3m ( tan 30 )


     

แสดงว่า L1 ทาํมุม 30° 
กับแนวนอน ในลักษณะดงัรูป 
 
..และจาก L2

3 4
2 1m 1 ( tan 45 )
       

แสดงว่า L1 ทาํมุม 45° 
กับแนวนอน ในลักษณะดงัรูป 
 
..ดังนัน้ เส้นตรงทั้งสอง 
ย่อมทาํมุมกัน 105° 
หรือถ้าพิจารณาฝั่งที่เปน็ 
มุมแหลม จะมีขนาด 75° 

 
 
(52) จาก L1m 3  และ 1L  ทํามุม 30° กบั 2L   

จึงได้วา่ L2

L2

1
3

3 mtan 30
1 3m


  


 

แก้สมการไดค้่า L2
1
3m   

 
สร้างสมการ 2L  ได้ 1

3y x  

และสรา้งสมการ 1L  ได ้ y 3 (x 1)   
แก้ระบบสมการหาจุดตัด (จุด C) ได้เปน็ 33

2 2( , ) 

..ดังนัน้ 2 233
2 2|CO| ( ) ( ) 3    

 
 
(53) จุด (x,y) ใด ๆ  ทีอ่ยู่บนเส้นตรงนี้ จะตอ้งหา่ง
จากเสน้ตรงทั้งสองในโจทย์ เป็นระยะเท่ากันเสมอ 
จึงได ้

2 2 2 2
|3x 4y 1| |4x 3y 6|

3 4 4 3
   


 

 

3x 4y 1 (4x 3y 6)        
..ดังนัน้ สมการเส้นตรงที่เปน็คาํตอบ ได้แก ่
x 7y 7 0    หรอื 7x y 5 0    

 

(54) จุด A คอื ( 2, 0)  และจุด B คือ (0,6)  
..จึงได ้สมการ 6 0

0 ( 2)AB; y ( )(x 2)
    

                y 3x 6    

 
 
(55) จุด P คือ 1 5 0 8

2 2( , ) ( 2, 4)     
และจดุ Q คือ (1,8)  ..จึงสร้างสมการ PQ  ได้เปน็ 

4
3y 4 ( )(x 2) 4x 3y 20 0        

 

..เส้นตรงที่ตัง้ฉากกับ PQ  จะตอ้งมีความชัน 3
4  

แต่โจทย์ไม่บอกวา่ผ่านจดุใด สมการเส้นตรงนี้จึงตดิ
ค่า C ในรูป 3x 4y C 0    

 
 
(56) ให้เสน้ตรง x y 0   มีช่ือเป็นเสน้ตรง L 
..เนื่องจาก Lm 1  จึงสร้างสมการเสน้ตรง 
ที่ตั้งฉากกับ L และผ่านจดุ ( 2, 1)  ได้เป็น 
y 1 1(x 2) y x 1         
 

..จากการแก้ระบบสมการ 
พบว่าเส้นตรงนีต้ดั (ตั้งฉาก) กับ L ทีจุ่ด 1 1

2 2( , )   
ดังนัน้ โพรเจคชันของ ( 2, 1)  บน L คอื 1 1

2 2( , )   
 

หมายเหต ุเน่ืองจากเป็นเส้นตรง y x  จึงสามารถ 
ใช้สูตรลัดได้ด้วยว่า 2 1 2 1 1 1

2 2 2 2( , ) ( , )        

 
 
(57) วิธีคดิเช่นเดียวกับขอ้ทีแ่ล้ว 
เนื่องจาก L

4
5m   จึงสรา้งสมการเสน้ตรงที่ตัง้ฉาก 

กับ L และผ่านจดุ (0, 7) ได้เปน็ 5
4y 7 x    

 

..จากการแก้ระบบสมการ 
พบว่าเส้นตรงนีต้ดั (ตั้งฉาก) กับ L ทีจุ่ด (4, 2)  
ดังนัน้ โพรเจคชันของ (0, 7) บน L คอื (4, 2)  

 
 
(58.1) (h, k) (4, 3)   
(58.2) y 2 |x 1| (h, k) ( 1, 2)        
(58.3) จัดใหเ้ปน็กําลังสองสมบูรณ์ ไดด้ังนี ้
   2 2(x 2x 1) (y 4y 4) 9 5 1 4          
   2 2(x 1) (y 2) 9 (h, k) ( 1,2)         

 

30  

L1 

45  
L2 

30  

L1 

45  
L2 

105  
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(59.1) จุดศูนยก์ลาง (h, k) (3, 4)  
และรัศมี r คอืระยะจากจดุศูนยก์ลางไปถึงจดุ (1, 1) 
จึงได ้ 2 2r (3 1) (4 1) 13      
 

..สมการวงกลมคอื 2 2 2(x 3) (y 4) ( 13)     
แจกแจงได้ 2 2x 6x 9 y 8y 16 13 0        

2 2x y 6x 8y 12 0       
 
(59.2) จุดศูนยก์ลาง คอืกึ่งกลางระหว่างจุด (1, 1) 
และ (2,2)  ..จึงได ้ 1 2 1 2

2 2(h, k) ( , ) (1.5, 1.5)    
รัศมี คือครึ่งหนึง่ของระยะระหว่างสองจุดนี ้
..จึงได ้ 2 2 2

2r (2 1) (2 1) 2       
 

สมการวงกลมคอื 2 2 22
2(x 1.5) (y 1.5) ( )     

2 2x 3x 2.25 y 3y 2.25 0.5        
2 2x y 3x 3y 4 0       

 
(59.3) จุดศูนยก์ลาง C(h, k) คือจุดที่อยู่ห่างจาก
จุดกาํเนดิ (0, 0) และจุด (1, 1)  เปน็ระยะเทา่กัน 
(เพราะทั้งสองจุดนี้ตา่งกอ็ยู่บนเสน้รอบวงกลม) 
..จึงได ้ 2 2 2 2(h 1) (k 1) h k      

2 2 2 2h 2h 1 k 2k 1 h k         
h k 1    .....(1) 

และรัศมี CO  ตั้งฉากกับ y 2x  ซึ่งมีความชัน 2 
จึงได ้ CO

1 1
2 2

km h     .....(2) 

..แก้ระบบสมการ ได้ (h, k) (2, 1)   
ดังนัน้ 2 2r |CO| 2 1 5     
 
..สมการวงกลมคอื 2 2 2(x 2) (y 1) ( 5)     

2 2x 4x 4 y 2y 1 5        
2 2x y 4x 2y 0      

 
(59.4) ไม่ทราบจุดศูนย์กลางและรัศมี แต่ทราบจุด
ที่ผ่าน 3 จุด จึงต้องแก้ระบบสมการ 3 สมการ เพื่อ
หาค่า D, E, F 
..จาก 2 2x y Dx Ey F 0      จะได ้
    2 2( 6) (3) D( 6) E(3) F 0        .....(1) 
    2 2(2) (3) D(2) E(3) F 0      .....(2) 
    2 2( 2) (7) D( 2) E(7) F 0        .....(3) 
แก้ระบบสมการได้ D 4, E 6, F 3      
ดังนัน้ สมการวงกลมคอื 2 2x y 4x 6y 3 0      
 

หมายเหต ุข้อ 59.4, 59.5 ใช้วิธีเดียวกับข้อ 9 ก็
ได้ คือหาจุดศูนยก์ลางก่อน จากนั้นก็จะทราบรัศมี
และสร้างสมการวงกลมได้เช่นกัน 

(59.5) หาจุดตดัของวงกลมทั้งสอง 
แก้ระบบสมการโดยนาํสมการมาลบกัน 
ได้เป็น 5x 5y y x    
แล้วแทนคา่เขา้ไปอีกคร้ัง ในสมการใดสมการหนึ่ง 
ได้คําตอบของสมการเป็น x 2  หรือ 2  
(จึงได้คา่ y เป็น 2 หรือ 2  ด้วย ตามลําดับ) 
  จุดตัดมีสองจดุคอื (2,2)  กับ ( 2, 2)   
 
..หาสมการวงกลมที่ผ่านจดุ (1, 5) , (2,2)  และ 
( 2, 2)   โดยคดิวิธเีดียวกันกับขอ้ที่แล้ว 
(นั่นคอื 2 2x y Dx Ey F 0     ) 
จะแก้ระบบสมการได ้D 3, E 3, F 8      
ดังนัน้ สมการวงกลมคอื 2 2x y 3x 3y 8 0      

 
 
(60) จากสมการ 2 23x 3y 11x 15y 9      
จัดได้ในรูป 2 2 11

3x y x 5y 3 0      
 

..ดังนัน้ เส้นสัมผสัจากจดุ (0, 1)  จะมีความยาว 
2 2 11

3(0) (1) (0) 5(1) 3 9 3       หน่วย 
 
หมายเหต ุ ในการใช้สูตรน้ี จะตอ้งจัดรูปให้
สัมประสิทธิห์น้า 2x  และ 2y  เป็น 1 เท่าน้ัน 

 
 
(61.1) จาก รัศมี

2 0
2 0m 1
   

จึงได ้       เสน้สมัผัสm 1  และเส้นสมัผัสผ่านจดุ (2,2)  
..สร้างสมการได ้ y 2 1(x 2) x y 4        
 
(61.2) สมการเส้นตรงที่ผา่นจุดศูนย์กลาง (0, 0) 
และมีความชันเป็น 4 คือ y 4x  
 

เส้นสัมผัสคือเสน้ตรงทีข่นาน 
กับเส้นนี้ แต่อยูห่่างออกไปเป็น 
ระยะเทา่กับรัศมี คือ 17  หนว่ย 
 
..ถ้าให้เส้นสัมผัสมีสมการเป็น y 4x c   
จะได้ 

2 2
|c 0|17 c 17
4 1


  


 หรือ 17  

ดังนัน้ สมการเสน้สัมผสัคอื y 4x 17   
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(61.3) สมการเส้นตรงที่ผา่นจุด ( 1, 8)  ย่อมมี
สมการเป็น y 8 m(x 1) y mx m 8        
 
วิธีที่ 1  (อาศัย “ระยะหา่งจากจดุศูนย์กลาง”) 
..เส้นสัมผัสนีต้้องอยู่ห่างจากจดุศูนย์กลาง (0, 0)  
เป็นระยะเทา่กับความยาวรัศมี คอื 4 หน่วย 
จึงได ้

2 2
|m(0) (0) m 8|4

m 1
  




 

24 m 1 |m 8|     
ยกกําลังสองทั้งสองขา้ง แล้วย้ายให้มีฝั่งหนึ่งเป็น 0 

215m 16m 48 0     
แยกตัวประกอบ ได้คาํตอบ 4

3m    หรอื 12
5  

(ตรวจคําตอบแลว้พบวา่ใช้ได้ทัง้สองคา่) 
..ดังนัน้ จะสร้างสมการของเส้นสมัผัสได้เปน็ 
4x 3y 20   หรอื 12x 5y 52    
 
วิธีที่ 2  (อาศัยหลักการ “ตัดกนัเพียงจุดเดียว”) 
..เส้นสัมผัสนี้ สมัผัสวงกลม 2 2x y 16   
หมายความว่า เม่ือแก้ระบบสมการเพื่อหาจุดตัดของ
เส้นตรงกับวงกลม จะตอ้งได้คําตอบ x เพยีงคา่เดยีว 
 
ซึ่งการแก้ระบบสมการ ทาํได้โดยแทนค่าจาก 
สมการเสน้ตรงลงในสมการวงกลม ได้เปน็ 

2 2x (mx m 8) 16     
แล้วแจกแจงสมการ ได้ผลดังนี้  

2 2 2 2(m 1)x (2m 16m)x (m 16m 48) 0        
 

การมีคาํตอบ x ค่าเดียว จะเกดิเม่ือ 2B 4AC 0   
..จากเงื่อนไขนี้ จะเขียนเป็นสมการ ซึ่งจัดรูปได้เปน็  

215m 16m 48 0    เช่นเดียวกับวธิแีรก 
 
หมายเหต ุสามารถคิดโดยอาศัย “ความยาว” ก็ได้ 
แต่การคํานวณมีขั้นตอนท่ีค่อนข้างยุ่งยาก ดังน้ี.. 
1. หาระยะทางจากจุด ( 1, 8)  ไปสัมผัสวงกลม 
ได้เท่ากับ 2 2( 1) (8) 16 7     หน่วย 
2. จุดสัมผัสบนวงกลมต้องอยู่ห่างจาก ( 1, 8)  เป็น
ระยะ 7 หน่วย จึงได้สมการ 2 2(x 1) (y 8) 7     
(เป็นวงกลมรัศมี 7 หน่วย จากจุด ( 1, 8)  น่ันเอง) 
3. หาจุดสัมผัส คือจุดที่ตัดกับวงกลม 2 2x y 16   
โดยแก้ระบบสมการ ได้ 48 20

13 13( , )  กับ 16 12
5 5( , ) 

4. สร้างสมการเส้นสัมผัส (เส้นตรงผ่านจุด 2 จดุ) 
( 1, 8)  กับ 48 20

13 13( , )  ..ได้เป็น 12x 5y 52    

( 1, 8)  กับ 16 12
5 5( , ) ..ได้เป็น 4x 3y 20   

 

(62.1) จากรูป 
พบว่าสามารถหาจุด 
ศูนย์กลาง (h, k) 
ได้โดยเงือ่นไข 2 ข้อนี้.. 
 
 

1. ระยะทางจาก (h, k) ไปยัง (6, 2)  เป็น 4 หน่วย 
  2 24 (h 6) (k 2)      
2. ระยะทางจาก (h, k) ไปยัง (2, 1)  เป็น 3 หน่วย 
  2 23 (h 2) (k 1)      
..แก้ระบบสมการ (โดยยกกาํลงัสอง แจกแจงวงเล็บ
ทั้งหมดออก และนําสมการมาลบกัน) 
ได้คําตอบ (h, k) (2, 2)  หรือ 46122( , )25 25  
 

แต่โจทย์ตอ้งการให้จุดศูนย์กลางอยู่ใน 1Q  
จึงตอ้งเปน็ (2, 2) เท่านั้น.. และไดส้มการวงกลม
เป็น 2 2 2(x 2) (y 2) 2     
 
(62.2) วงกลม 2 2x y 4x 2y 1 0      
จัดรูปได้เปน็ 2 2 2(x 2) (y 1) 2     
(วงกลมรัศมี 2 หน่วย จุดศูนยก์ลางอยูท่ี่ (2, 1) ) 
ดังนัน้ จุดศูนย์กลาง (h, k) ที่ตอ้งการ จะมีสมการ
ระยะทางเปน็ดงันี้.. 
 

1. จุด (h, k) ไปยังจุด (2, 1)  จะเทา่กับผลรวมของ
ความยาวรัศมีของวงกลมทั้งสอง คือ 3 หน่วย 
  2 23 (h 2) (k 1)      
2. จุด (h, k) ไปยังเสน้ตรง y x 2   (ซึ่งเปน็
เส้นสัมผัส) เทา่กับความยาวรัศมี คือ 1 หน่วย 

  
2 2

|h k 2|1
1 1
 

 


 

..แก้ระบบสมการได้ (h, k) (2, 2)  หรอื ( 1, 1)   
จึงไดส้มการวงกลมเป็น 2 2 2(x 2) (y 2) 1     
หรือ 2 2 2(x 1) (y 1) 1     
 
(62.3) ระยะทางจากจุดศูนย์กลาง (h, k) ไปยัง
เส้นตรงทั้งสาม จะตอ้งเท่ากนั (เป็นรัศมีของวงกลม) 
..นั่นคอื 

2 2 2 2 2 2
|2h 3k 21| |3h 2k 6| |2h 3k 9|

2 3 3 2 2 3
     

 
  

 

จากการเขียนกราฟคร่าว ๆ  พบว่าจุด (h, k) ทีอ่ยู่
ภายในสามเหลี่ยม จะทาํใหแ้ตล่ะค่าสัมบูรณ์ถอดได้
แบบเดียว 2h 3k 21 (3h 2k 6) 2h 3k 9          
..จากนั้นแก้ระบบสมการได้ (h, k) ( 1,2)   
จึงได้คา่ r 13  
และสมการวงกลมคือ 2 2(x 1) (y 2) 13     

 

2 2 

1 
2 (6,2) 

(2,–1) 

(h,k) 
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(63) จัดรูปสมการ; 2 2(x 6x) (y 8y) k      
2 2(x 6x 9) (y 8y 16) k 9 16           

2 2(x 3) (y 4) 25 k       
 

สมการนีจ้ะเป็นสมการวงกลมได ้
ก็ต่อเม่ือ 25 k 0    ..นั่นคือ k 25  

 
 
(64) คิดแบบเดยีวกับข้อ 61.3 (วิธีทีส่อง) 
เส้นตรงสัมผสักบัวงกลม หมายความว่าตัดกนัเพยีง
จุดเดียว (เม่ือแกร้ะบบสมการหาจดุตดั จะตอ้งได้
เพียงคําตอบเดียว) 
 

ซึ่งการแก้ระบบสมการ ทาํได้โดยแทนค่าดังนี้.. 
   2 2 2x (kx) 14x 49 k 0      

2 2 2(k 1)x 14x (49 k ) 0       
 

การมีคาํตอบ x ค่าเดียว จะเกดิเม่ือ 2B 4AC 0   
นั่นคอื 2 2 214 4(k 1)(49 k ) 0     
แจกแจงและแยกตัวประกอบ ได้คา่ k เป็น.. 

k 0   หรอื 4 3  หรือ 4 3  
แต่โจทย์ตอ้งการ k 0  เท่านั้น จึงตอบ 4 3  

 
 
(65) จัดรูปสมการ; 2 2x 4x 2 (y 8y 9)       

2 2(x 4x 4) (y 8y 16) 2 9 4 16            
2 2 2(x 2) (y 4) 3      

เป็นสมการวงกลม ซึ่งมีจดุศูนยก์ลางที่ C( 2, 4)   
ดังนัน้ สมการเสน้ตรง OC คอื 4

2y x 2x
   

 

..สมการวงกลมทีมี่ OC เป็นเส้นผา่นศูนยก์ลาง 
จะมีจุดศูนย์กลางที่ 2 0 4 0

2 2( , ) ( 1, 2)        
และมีรัศมียาว 2 21 2 5   หน่วย 
จึงไดส้มการวงกลมเป็น 2 2(x 1) (y 2) 5     

 
 
(66) วงกลมที่กาํหนด มีจดุศูนยก์ลางอยู่ที่ (2, 1)  
ดังนัน้สมการเสน้ตรงคอื 4

3y 1 (x 2)     
และแก้ระบบสมการหาจุดตัดของเส้นตรงกับวงกลม 
ได้เป็น A(0.2, 1.4) และ B(3.8, 3.4)  
 

..พื้นที ่
0.2 1.4
1 2

3.8 3.4
0.2 1.4

1ABD 2
 

    

     1
2 (0.68 7.6 1.4 5.32 3.4 0.4)        

     9  ตร.หนว่ย 
 

(67) จัดรูปสมการ; 2(x 1) (1 y)(1 y)     
2 2 2 2 2(x 1) (1 y ) (x 1) y 1         

เป็นวงกลมรัศมี 1 หนว่ย จุดศูนยก์ลางอยู่ที่ (1, 0) 
 
ต้องการสมการซึง่ (x, y)  เป็นจดุศูนยก์ลางวงกลมที่
สัมผัสกับกราฟน้ี และวงกลมผ่านจุด ( 1, 0)  ดว้ย 
..แสดงว่าระยะจากจดุ (x, y)  ไปยัง ( 1, 0)  คือ r 
และระยะจากจุด (x, y)  ไปยัง (1, 0) คือ r 1  
(ผลรวมของความยาวรัศมีของวงกลมทัง้สองวง) 
 
จะได้สมการเป็น 2 2 2 2(x 1) y 1 (x 1) y       

2 2 2 2 2 2x 2x 1 y 2 (x 1) y 1 x 2x 1 y             
2 22 (x 1) y 4x 1       

2 2 24(x 1) 4y 16x 8x 1       
2 212x 4y 3    

..จุดศูนยก์ลาง (x, y)  ต้องอยู่บนกราฟของสมการนี ้

 
 
(68.1) จากจุดยอดและจดุโฟกัสที่ให้มา ทาํใหท้ราบ
ว่าพาราโบลานี้ออ้มแกน X และระยะโฟกัส c 7  
..จึงไดส้มการเปน็ 2(y 3) 4(7)(x 2)    

2y 28x 6y 47 0      
 
(68.2) อัตราสว่นระยะโฟกัส ตอ่ความยาวเลตสั 
เรกตัมต้องเป็น 1 : 4 เสมอ ดังนัน้พาราโบลานี้จึง
อ้อมแกน X และระยะโฟกัส c 3   (เปิดซา้ย) 
..จึงไดส้มการ 2 2y 4( 3)(x) y 12x 0      
 
(68.3) แกน X เป็นแกนสมมาตร แสดงวา่
พาราโบลานีอ้้อมแกน X และเนื่องจากจุดยอด 
อยู่ที ่O จึงได้รปูแบบสมการเป็น 2y 4cx  
 

..แทนค่าจุด ( 4, 6)   ที่พาราโบลาผ่าน เพื่อหาค่า c 
ได้เป็น 36 4 c( 4) 4c 9      
..ดังนัน้ สมการคอื 2 2y 9x y 9x 0      
 
(68.4) แกนสมมาตรตั้งฉากกับแกน X แสดงวา่
พาราโบลานีอ้้อมแกน Y และเนือ่งจากจุดยอด 
อยู่ที ่(2, 3)  จึงไดส้มการ 2(x 2) 4c(y 3)    
 

..แทนค่าจุด (8, 2.1)  ที่พาราโบลาผ่าน เพื่อหาค่า c 
ได้เป็น 36 4c(0.9) 4c 40    
..ดังนัน้ สมการพาราโบลาคือ 2(x 2) 40(y 3)    

2x 4x 40y 116 0      
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(68.5) แกนสมมาตรขนานกับแกน Y แสดงวา่
พาราโบลานีอ้้อมแกน Y และเนือ่งจากจุดยอด 
อยู่ที ่(5, 2)  จึงไดส้มการ 2(x 5) 4c(y 2)    
 

..แทนค่าจุด (3, 0)  ที่พาราโบลาผ่าน เพื่อหาค่า c 
ได้เป็น 4 4c(2) 4c 2    
..ดังนัน้ สมการพาราโบลาคือ 2(x 5) 2(y 2)    

2x 10x 2y 21 0      
 
(68.6) ไดเรกตริกซ์มีสมการ x 2   ซึง่เป็น
เส้นตรงในแนวด่ิง แสดงว่าพาราโบลาน้ีอ้อมแกน X 
..จุดโฟกัสเป็น (2,2)  แสดงว่าจุดยอดคือ (0, 2)  
(กึ่งกลางระหวา่งโฟกัสกับไดเรกตริกซ์) และ c 2  
 

..ดังนัน้ สมการพาราโบลาคือ 2(y 2) 4(2)(x)   
2y 8x 4y 4 0      

 
(68.7) แกนสมมาตรขนานกับแกน X 
แสดงว่าพาราโบลานี้ออ้มแกน X 
และมีสมการในลกัษณะ 2y Dx Ey F 0     
 

ซึ่งคา่ D, E, F หาได้โดยแทนคา่จุดที่พาราโบลาผา่น 
คือ (1, 3), (9, 1)  และ (51, 2)  ลงไป จะได ้
     2(3) D(1) E(3) F 0     .....(1) 
     2(1) D(9) E(1) F 0     .....(2) 
     2( 2) D(51) E( 2) F 0       .....(3) 
แก้ระบบสมการได้ 191

2 2D , E 6, F       
 

..ดังนัน้ สมการคอื 2 191
2 2y x 6y 0     

22y x 12y 19 0      
 
(68.8) ลองพลอ็ตกราฟครา่ว ๆ  
พบว่าต้องเป็นพาราโบลา 
ที่ออ้มแกน Y เทา่นัน้ 
..จึงมีสมการในลกัษณะ 

2x Dx Ey F 0     
 

แทนค่าจุดทั้งสามเพื่อแก้ระบบสมการ เช่นเดียวกับ
ข้อที่แล้ว ได้ผลเป็น D 2, E 1, F 3     
..ดังนัน้ สมการคอื 2x 2x y 3 0     

 
 
 
 
 
 
 

(69) จัดรูปสมการ; 22x 3y 0   
2 23 3

2 8x y x 4( )y       
เป็นพาราโบลาคว่ํา มีจุดยอดอยู่ที ่(0, 0)  
และค่า 3

8c    
 
วิธีที่ 1  (คิดโดยตรง) 
เนื่องจากจดุโฟกัสอยูท่ี่ 3

8(0, )  
..ดังนัน้ จุด (3, 6)  อยูห่่างจากจดุโฟกัสเป็นระยะ 

2 23 51
8 83 (6 )    หน่วย 

 
วิธีที่ 2  (อาศัยนิยามของพาราโบลา) 
เนื่องจากไดเรกตริกซอ์ยู่ที ่ 3

8y   
..จุด (3, 6)  อยู่หา่งจากไดเรกตริกซ์เปน็ระยะ 
3 51
8 8( 6)    หน่วย จึงอยูห่่างจากจดุโฟกัสเปน็ 
ระยะเทา่กนันีด้้วย.. (วิธนีี้จะคาํนวณไดง้่ายกวา่) 

 
 
(70.1) จัดรูปสมการไดเ้ป็น 2x 4(3)y  
เป็นพาราโบลาออ้มแกน Y ที่มีจดุยอดอยู่ที่ (0, 0) 
ค่า c 3  ..ดงันัน้ จดุโฟกัสอยู่ที ่(0, 3)  
ความกว้างทีจุ่ดโฟกัส 4(3) 12   หนว่ย 
และสมการไดเรกตริกซ์คอื y 3 y 3 0      
 
(70.2) จัดรูปสมการ; 

2y 10y 25 12x 61 25       
2(y 5) 4( 3)(x 3)      

เป็นพาราโบลาออ้มแกน X และค่า c 3   
..ส่วนประกอบของพาราโบลาได้แก่ จดุยอด ( 3,5) , 
จุดโฟกัส ( 6,5) , ความกว้าง ณ โฟกัส 12 , 
สมการไดเรกตริกซ์คอื x 3 3 0     
(ซึ่งก็คือแกน Y นั่นเอง) 
 
(70.3) ไดเรกตริกซ์ x 1  และจุดยอดเป็น (4, 2)  
แสดงว่าพาราโบลานี้เปิดขวา 
และมีค่า c 3  ดังรูป 
(คิดจากระยะระหว่างจดุยอด 
และเสน้ไดเรกตรกิซ์) 
 

..ดังนัน้ จุดโฟกัสคือ (7,2)  
 
 
 
 
 

(0,3) (–2,3) 

(3,18) 

(4,2) 

x=1 
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(70.4) จากจุดยอด 1
3(0, )  และจดุโฟกัส 7

6(0, ) 
แสดงว่าเป็นพาราโบลาหงาย, 37 1

6 3 2c ( )      
..ดังนัน้ สมการพาราโบลาคือ 2 3 1

2 3x 4( )(y )   
 

หาจุดตัดแกน X โดยแทนคา่ y ด้วย 0 
จะได้ 2 3 1

2 3x 4( )( ) 2 x 2      
..ดังนัน้ จุดตัดแกน X ได้แก ่( 2, 0), ( 2, 0)  

 
 
(71) ข้อนีอ้าศัยนิยามของพาราโบลา ที่วา่ 
“พาราโบลาคือทางเดินของจุด ซึง่อยู่ห่างจากเส้นตรง
เส้นหน่ึง (ไดเรกตริกซ)์ เป็นระยะเท่ากับที่อยู่ห่าง
จากจุดจุดหน่ึง (จุดโฟกัส)” 
..ทางเดนิของจดุในข้อนี้ เป็นรปูพาราโบลาแน่นอน 
 
(71.1) ทางเดนิเป็นรูปพาราโบลาที่มี y 4   
เป็นไดเรกตริกซ ์และจดุโฟกัสอยู่ที่ ( 2,8)  
..แสดงว่า พาราโบลานีอ้้อมแกน Y 
หาจุดยอดได้จากกึ่งกลางระหวา่งจดุโฟกัสกับเสน้
ไดเรกตริกซ ์นัน่คือ ( 2,2)  และได้คา่ c 6  
 

..ดังนัน้ สมการแสดงทางเดนิรูปพาราโบลานีค้ือ 
2(x 2) 4(6)(y 2)    
2x 4x 24y 52 0      

 
(71.2) เม่ือขยบัเส้นตรง x 4   ไปทางขวา 
เข้าใกล้จดุโฟกัส (3, 1) กวา่เดิม เป็นระยะ 5 หนว่ย 
จะเป็นตําแหน่งของเส้นไดเรกตริกซ์พอด ี
นั่นคอื x 4 5 1     
 

..แสดงว่า พาราโบลานีอ้้อมแกน X 
มีจุดยอดอยู่ที ่(2, 1) และมีค่า c 1  
ดังนัน้ สมการแสดงทางเดนิรูปพาราโบลานีค้ือ 

2(y 1) 4(1)(x 2)    
2y 4x 2y 9 0      

 
 
(72) จัดรูปสมการ; 2(x 1) 4(1)(y)   
เป็นพาราโบลาหงาย, จุดยอด (1, 0) , จุดโฟกัส (1, 1) 
 

..อาศัยนิยามของพาราโบลา จดุบนโค้งนีท้ี่อยู่หา่งจาก
จุดโฟกัสอยู่ 13 หน่วย ยอ่มหา่งจากเส้นไดเรกตริกซ์
อยู่ 13 หน่วยด้วย 
แต่เนือ่งจากไดเรกตริกซ์อยู่ที่  y 1  จงึสรุปไดว้่า 
จุด ๆ  นั้นอยูห่่างจากแกน X เป็นระยะ 12 หน่วย 

หมายเหต ุ วิธีคิดโดยตรงจะยุ่งยาก น่ันคือหาจุดบน
โค้งน้ีที่ห่างจาก F(1, 1)  อยู่ 13 หน่วยออกมาจริง ๆ  
 

สมมติจุดน้ันเป็น (a, b)  จะได้ว่า 
(1) ระยะทาง.. 2 213 (a 1) (b 1)     
และ (2) จุดอยูบ่นพาราโบลา.. 2(a 1) 4b   
 

..แก้ระบบสมการได้ b 12  
นําไปแทนค่าหา a ได้จุด (a, b) เป็น (1 4 3, 12)  
ซึ่งจุดน้ีอยูห่่างจากแกน X เป็นระยะ 12 หน่วย 

 
 
(73) แก้ระบบสมการเพื่อหาจุดตดั (แทนสมการ
เส้นตรงลงในสมการพาราโบลา) ได้คําตอบของระบบ
สมการเป็น (8, 8) กับ (2, 4)  ..ดงันัน้ ความยาว
คอรด์เทา่กับ 2 26 12 180 6 5    หน่วย 

 
 
(74) จัดรูปสมการ; 2y 4y 4 4x 8 4      

2(y 2) 4(1)(x 3)     
เป็นพาราโบลาออ้มแกน X, จดุยอดอยู่ที ่( 3,2)  
และค่า c 1  ดังนั้นจดุโฟกัสอยูท่ี่ ( 2,2)  
 

..เส้นตรงที่ตอ้งการ ผา่นจดุ (1,6) และ ( 2,2)  
มีสมการเป็น 6 2

1 2y 6 ( )(x 1)
    

4x 3y 14 0     

 
 
(75) จัดรูปสมการ;  

2 2(x 6x 9) (y 2y 1) 6 9 1         
2 2(x 3) (y 1) 16      

เป็นวงกลมที่มีจดุศูนย์กลางอยูท่ี ่(3, 1)  
 

พาราโบลามีไดเรกตริกซ์เปน็ y 5  และจุดโฟกัส
อยู่ที ่(3, 1)  ..แสดงว่า พาราโบลานีอ้อ้มแกน Y, 
มีจุดยอดเปน็ (3,2) และมีค่า c 3   
 

..ดังนัน้ สมการพาราโบลานี้คอื  
2 2(x 3) 4( 3)(y 2) x 6x 12y 15 0           
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(76) แก้ระบบสมการหาจุดตัดของเส้นตรงกับ
วงกลม ได้เปน็ (0, 0) กับ ( 3, 3)   
 

พาราโบลาผ่าน 2 จดุนี้ และมีแกน X เป็นแกน
สมมาตร ..แสดงว่า จุด (0, 0) นี้ตอ้งเปน็จุดยอด 
และสมการอยู่ในลักษณะ 2y 4cx  
 

แทนจุดที่พาราโบลาผา่นคือ ( 3, 3)   เพื่อหาค่า c 
ได้เป็น 9 4c( 3) 4c 3      
..สมการพาราโบลาคือ 2 2y 3x y 3x 0      

 
 
(77) จัดรูปสมการ; 2y 4y 4 8x 20 4       

2(y 2) 4( 2)(x 3)      
เป็นพาราโบลาออ้มแกน X, จดุยอดอยู่ที ่(3,2) , 
ค่า c 2   ..จดุโฟกัสจงึอยูท่ี่ (1,2) 
และสมการไดเรกตริกซ์คอื x 3 2 5    
จุดตัดของไดเรกตริกซ์กับแกนสมมาตรก็คอื P(5,2) 
 
..หาสมการวงกลมที่ผ่านจดุ (0, 0), (1,2), (5,2) 
ใช้วิธีแก้ระบบสมการ เพือ่หา D, E, F 
จากรูปแบบ 2 2x y Dx Ey F 0      
เช่นเดียวกับโจทย์ข้อ (59.4), (59.5) 
ได้ผลเปน็ 1

2D 6, E , F 0     
ดังนัน้สมการวงกลมที่ไดค้ือ 2 2 1

2x y 6x y 0     
 

จัดรูปสมการวงกลม เพื่อหารัศมี; 
2 2 1 1 1

2 16 16(x 6x 9) (y y ) 0 9         

..ดังนัน้ กาํลังสองของรัศมีวงกลม 1451
16 169    

 
 
(78) วาดพาราโบลาลงบนแกน 
..และเพือ่ความสะดวก จะกาํหนด 
ให้เป็นแบบเปดิขวา และมีจดุยอด 
อยู่ที ่(0, 0) ซึ่งจะมรีูปสมการเป็น 

2y 4cx  
 

หาค่า c โดยแทนจุดทีพ่าราโบลาผ่านคือ (6, 4) 
ได้เป็น 16 2

24 316 4c(6) c     
..ดังนัน้ ระยะโฟกัสของเลนส์เทา่กับ 2

3  หน่วย 

 
 
 
 

(79.1) วงรีเปน็แบบตั้ง มีจดุศูนย์กลางอยู่ที่ (3, 1)  
และมีค่า a 4, b 3   (ครึ่งแกนเอกและคร่ึงแกน
โท ตามลาํดับ) จึงไดส้มการวงรีเป็น.. 

   
2 2

2 2
(y 1) (x 3) 1

4 3
 

   
2 29(y 1) 16(x 3) 144      

2 216x 9y 96x 18y 9 0       
 
(79.2) จุดศูนยก์ลาง (0, 0)  และจดุยอด (0,8)  
แสดงว่าเป็นวงรีแบบตั้ง ซึ่งมีค่า a 8  
และจากจดุโฟกัสอยู่ที ่(0, 5)  แสดงว่า c 5  
..ดังนัน้ 2 2b 8 5 39    

จะได้สมการวงรีเป็น 
2 2

2
y x 1398

   
2 264x 39y 2496    

 
(79.3) แกนโทยาว 4 หนว่ยแสดงวา่ b 2  
จุดยอดอยู่ที่ ( 4,2), (2,2)  แสดงว่าเปน็วงรีแบบ
นอน ซึง่มีจดุศูนย์กลางอยู่ที่ ( 1,2)  และค่า a 3  

..จึงไดส้มการวงรเีป็น 
2 2

2 2
(x 1) (y 2) 1

3 2
 

   
2 24(x 1) 9(y 2) 36      

2 24x 9y 8x 36y 4 0       
 
(79.4) จากจุดศูนย์กลางและจดุโฟกัสที่กาํหนดให ้
สรุปไดว้่าเป็นวงรีตั้ง ซึ่งมีคา่ c 3  
วงรีผา่นจุด ( 6, 1)  แสดงว่าจดุนี้เป็นจุดปลายแกนโท 
ดังนัน้ ค่า b 4  และค่า 2 2a 3 4 5    

..จึงไดส้มการวงรเีป็น 
2 2

2 2
(y 1) (x 2) 1

5 4
 

   
2 216(y 1) 25(x 2) 400      

2 225x 16y 100x 32y 284 0       
 
(79.5) จากจุดศูนย์กลางและจดุยอดที่กาํหนดให ้
สรุปไดว้่าเป็นวงรีตั้ง ซึ่งมีคา่ a 5  
โจทย์กาํหนดค่า c : a 2:5  แสดงว่า c 2  
ดังนัน้ 2 2b 5 2 21    

..จึงไดส้มการวงรเีป็น 
2 2

2
(y 1) (x 2) 1215

 
   

2 221(y 1) 25(x 2) 525      
2 225x 21y 100x 42y 404 0       

 
 
 
 

(6,4) 

(6,–4) 
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(80.1) จัดรูปโดยหารด้วย 36 ; 
2 2x y 19 4   

เป็นวงรีแบบนอน มีค่า a 3, b 2   
ดังนัน้ 2 2c 3 2 5    
 

..จุดศูนยก์ลาง (0, 0)  จุดยอดได้แก่ ( 3, 0)  
จุดโฟกัสไดแ้ก่ ( 5, 0)  
และจดุปลายแกนโทได้แก ่(0, 2)  
 
(80.2) จัดรูปสมการ; 

2 29(x 6x 9) 5(y 10y 25) 26 81 125          
2 29(x 3) 5(y 5) 180       ..หารด้วย 180 

2 2(x 3) (y 5) 120 36
 

    

เป็นวงรีแบบตั้ง มีค่า a 6, b 20   
ดังนัน้ 2c 6 20 4    
 

..จุดศูนยก์ลาง (3,5) จุดยอดได้แก่ (3,5 6)  
จุดโฟกัสไดแ้ก่ (3,5 4)  
และจดุปลายแกนโทได้แก ่(3 20,5)  
 
(80.3) จัดรูปสมการ; 

2 25(x 2x 1) 9(y ) 40 5      
2 25(x 1) 9y 45       ..หารดว้ย 45 

2 2(x 1) y 19 5


    

เป็นวงรีแบบนอน มีค่า a 3, b 5   
ดังนัน้ 2c 3 5 2    
 

..จุดศูนยก์ลาง (1, 0) จุดยอดได้แก่ (1 3, 0)  
จุดโฟกัสไดแ้ก่ (1 2, 0)  
และจดุปลายแกนโทได้แก ่(1, 5)  

 
 
(81) ข้อนีอ้าศัยนิยามของวงร ีทีว่่า “วงรีคือทางเดิน
ของจุด ซึ่งมีผลบวกของระยะทางไปยังจุดสองจุด 
(จุดโฟกัส) เป็นค่าคงท่ี (เท่ากับ 2a)” 
..ทางเดนิของจดุในข้อนี้ เป็นรปูวงรีแน่นอน 
 

(81.1) จุดโฟกสัคือ ( 4, 0)  แสดงว่าเป็นวงรีนอน 
จุดศูนยก์ลางอยู่ที่ (0, 0)  และคา่ c 4  
ระยะทางรวมกันเป็น 12 แสดงว่า ค่า a 6  
ดังนัน้คา่ 2 2b 6 4 20    
..และสมการทางเดินรปูวงรนีี้คอื 

2 2
2 2

2
x y 1 5x 9y 180206

      

(81.2) จุดโฟกสัคือ (2, 7), (2, 1)  แสดงวา่เปน็วงรตีั้ง 

จุดศูนยก์ลางอยู่ที่ (2, 4) และคา่ c 3  
ระยะทางรวมกันเป็น 10 แสดงว่า ค่า a 5  
ดังนัน้คา่ 2 2b 5 3 4    

..และสมการทางเดินนี้คอื 
2 2(y 4) (x 2) 125 16

 
   

2 225x 16y 100x 128y 44 0       

 
 
(82) เป็นรูปวงรี เพราะตรงตามนิยามของวงรพีอดี 
คือฐานของสามเหล่ียมเช่ือมระหวา่งจดุโฟกัสทั้งสอง 
และระยะทางที่บวกกันเป็นค่าคงทีเ่ท่ากับ 10 
 

..จาก 6 2c c 3    
และจาก 10 2a a 5    
ดังนัน้ b 4  ..และไดส้มการเป็น 

2 2
2 2

2 2
x y 1 16x 25y 400
5 4

      

 
 
(83) จัดรูปสมการ; 

2 24(x 12x 36) 9(y 8y 16) 144 144 144          
2 24(x 6) 9(y 4) 144      

แสดงว่า วงรีมีจดุศูนย์กลางอยูท่ี ่(6, 4)  
 

..เนื่องจากเส้นตรง 3x 4y 5   มีความชัน 3
4  

จึงตอ้งสรา้งเส้นตรงความชัน 4
3  ผา่นจุด (6, 4)  

นั่นคอื 4
3y 4 (x 6) 4x 3y 36 0        

 
 
(84) จัดรูปสมการ; 2 2(x 4x 4) 3(y ) 2 4      

2 2
2 2 (x 2) y(x 2) 3y 6 16 2


        

เป็นวงรีนอน มีจดุศูนย์กลางอยูท่ี ่(2, 0) 
และมีค่า c 6 2 2    
..ดังนัน้จดุโฟกัสอยู่ที ่(0, 0)  กับ (4, 0)  
 

ต้องการหาระยะ d 
ระหว่างเส้นตรงคู่ขนาน ดังรูป 
 
 
 

จึงได้คาํตอบเป็น d 4 sin 45 2 2    หน่วย 

 
 

4 
d 45° 
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(85) จัดรูปสมการ; 2 2kx 4(y y 0.25) 8 1      
2 2kx 4(y 0.5) 9       ..หารดว้ย 9 

2 2

22
x (y 0.5) 1

(3/2)(3/ k)


    

 

จุดยอดของสามเหลี่ยม 
อยู่บนแกน Y พอด ี
แสดงว่าต้องเป็นวงรีนอน 
จึงจะเกิดสามเหลี่ยมได ้
(ดังรูป) 
 

จาก a, b จะได้ 2 2 9 9
4kc a b     

ดังนัน้ พื้นทีส่ามเหลี่ยม 3 7 9 9 31
4 42 k 2(2 ) ( )     

..แก้สมการไดค้ําตอบ 9
4k   

 
 
(86) ตั้งแกนใหจุ้ดศูนยก์ลางของวงรีอยู่ที ่(0, 0)  
จะได้สมการของวงรีนี้เป็น 

2 2
2 2

x y 12 1   

(ใช้ a, b ในหน่วยเมตร จึงได้ x, y เป็นเมตรด้วย) 
 
..โจทย์ถามถึงตาํแหน่งซึ่งห่างจากปลาย 80 ซม. 
แสดงว่ามีค่า x 1.2  (หรือ 1.2  ก็ได้) 
จะหาคา่ความสงูจากพืน้ (ก็คอืคา่ y) ได้โดยแทนค่า 

2 2

2 2
(1.2) y 1 y 0.8
2 1

      

ดังนัน้ ความสูงเท่ากับ 0.8 เมตร ..คิดเป็น 80 ซม. 

 
 
(87.1) จากจุดศูนย์กลางและจดุยอดที่กาํหนดให ้
แสดงว่า ไฮเพอรโ์บลานี้ออ้มแกน X และคา่ a 5  
จากแกนสังยคุยาว 6 หน่วย แสดงว่าค่า b 3  

..ดังนัน้ สมการคอื  
2 2

2 2
(x 3) (y 1) 1

5 3
 

   
2 29x 25y 54x 50y 169 0       

 
(87.2) จากจุดโฟกัสทั้งสองทีก่ําหนดให ้แสดงว่า 
ไฮเพอร์โบลานีอ้อ้มแกน Y มีจดุยอดอยู่ที่ ( 1, 1)   
และมีค่า c 5  
จากแกนตามขวางยาว 6 หนว่ย แสดงว่าค่า a 3  
จึงได ้ 2 2b 5 3 4    

..ดังนัน้ สมการคอื 
2 2

2 2
(y 1) (x 1) 1

3 4
 

   
2 216y 9x 32y 18x 137 0       

หมายเหต ุ อาจนํา –1 คูณสมการ ให้กลายเป็น 
2 29x 16y 18x 32y 137 0      ก็ได้ 

 
(87.3) จากจุดโฟกัสทั้งสองที่ใหม้า แสดงว่า 
ไฮเพอร์โบลานีอ้อ้มแกน Y มีจดุยอดอยู่ที่ (0, 0)  
และมีค่า c 4  
จากจุดปลายแกนสังยุค (3, 0)  แสดงว่าคา่ b 3  
จึงได ้ 2 2a 4 3 7    
..ดังนัน้ สมการคอื 

2 2
2

y x 17 3   
2 29y 7x 63 0     

(หรือนํา –1 คูณ จะได้เป็น 2 27x 9y 63 0   ) 

 
 

(88.1) จัดรูปโดยหารด้วย 36; 
2 2x y 14 9   

เป็นไฮเพอร์โบลาอ้อมแกน X, มีคา่ a 2, b 3   
ดังนัน้ c 4 9 13    
 

..จุดศูนยก์ลาง (0, 0) , จุดยอดได้แก่ ( 2, 0)  
จุดโฟกัสไดแ้ก่ ( 13, 0)  
และจดุปลายแกนสังยุคได้แก่ (0, 3)  
 
(88.2) จัดรูปสมการ; 

2 29(x 2x 1) 16(y 4y 4) 199 9 64         
2 29(x 1) 16(y 2) 144      

2 2(x 1) (y 2) 116 9
 

    

เป็นไฮเพอร์โบลาอ้อมแกน X, มีคา่ a 4, b 3   
ดังนัน้ 2 2c 3 4 5    
 

..จุดศูนยก์ลาง (1, 2) , จุดยอดได้แก่ (1 4, 2)   
จุดโฟกัสไดแ้ก่ (1 5, 2)   
และจดุปลายแกนสังยุคได้แก่ (1, 2 3)   
 
(88.3) จัดรูปสมการ; 

2 26(x 6x 9) (y 2y 1) 59 54 1          
2 26(x 3) (y 1) 6       

2 2(y 1) (x 3) 16 1
 

    

เป็นไฮเพอร์โบลาอ้อมแกน Y, มีคา่ a 6, b 1   
ดังนัน้ c 6 1 7    
 

..จุดศูนยก์ลาง (3, 1) , จุดยอดได้แก่ (3, 1 6)   
จุดโฟกัสไดแ้ก่ (3, 1 7)   
และจดุปลายแกนสังยุคได้แก่ (3 1, 1)   

 c 
 F1  F2 

3/2 

(0,0.5) 

B 



คณิต มงคลพิทักษสุข   เรขาคณิตวิเคราะห 
kanuay.com 

195 

(88.4) จัดรูปสมการ; 
2 26(x 2x 1) 10(y 4y 4) 94 6 40         

2 26(x 1) 10(y 2) 60      
2 2(x 1) (y 2) 110 6

 
    

เป็นไฮเพอร์โบลาอ้อมแกน X, มีคา่ a 10, b 6   
ดังนัน้ c 10 6 4    
 

..จุดศูนยก์ลาง (1, 2) , จุดยอดได้แก่ (1 10, 2)   
จุดโฟกัสไดแ้ก่ (1 4, 2)   
และจดุปลายแกนสังยุคได้แก่ (1, 2 6)   

 
 
(89) ข้อนีอ้าศัยนิยามของไฮเพอร์โบลา ที่วา่ 
“ไฮเพอร์โบลาคือทางเดินของจุด ซึ่งมีผลต่างของ
ระยะทางไปยงัจดุสองจุด (จุดโฟกัส) เป็นค่าคงท่ี 
(เท่ากับ 2a)” 
..ทางเดนิของจดุในข้อนี้ เป็นรปูไฮเพอร์โบลาแน่นอน 
 

จุดโฟกัสคือ ( 3, 0)  แสดงวา่เปน็แบบอ้อมแกน X 
จุดศูนยก์ลางอยู่ที่ (0, 0)  และคา่ c 3  
ผลตา่งระยะทางเป็น 4 แสดงวา่ ค่า a 2  
ดังนัน้คา่ 2 2b 3 2 5    
..และสมการทางเดินรปูไฮเพอร์โบลานี้คือ 

2 2
2 2

2
x y 1 5x 4y 2052

      

 
 
(90) เขียนสมการตามที่โจทย์กําหนดได้เปน็ 

2 2 2 2
|4x 3y 11| |4x 3y 5| 144

254 3 4 3
   

 
 

 

|(4x 3y 11)(4x 3y 5)| 144       
2 216x 9y 64x 18y 55 144        

 

..ดังนัน้ สมการของกราฟทีต่้องการได้แก ่
2 216x 9y 64x 18y 199 0      

หรือ 2 216x 9y 64x 18y 89 0      

 
 
(91.1) อยู่ในรปูไฮเพอร์โบลามุมฉาก xy k   
ดังนัน้ กราฟนี้มีจุดศูนยก์ลางอยู่ที่ (0, 0)  
จุดยอดได้แก่ (2, 2), ( 2,2)   
และจดุโฟกัสได้แก่ (2 2, 2 2), ( 2 2,2 2)   
 
 

(91.2) จัดรูปสมการ; xy 2x y 3    
x(y 2) (y 2) 3 2       
(x 1)(y 2) 1     

อยู่ในรปูแบบไฮเพอร์โบลามุมฉาก xy k  
 

..แสดงว่ากราฟนีมี้จุดศูนยก์ลางอยู่ที่ (1, 2)  
จุดยอดได้แก่ (1 1, 2 1), (1 1, 2 1)       
และจดุโฟกัสได้แก่ (1 2, 2 2), (1 2, 2 2)       

 
 
(92) จัดรูปสมการ; 

2 29(x 2x 1) 16(y 4y 4) 199 9 64         
2 29(x 1) 16(y 2) 144      
2 2(x 1) (y 2) 116 9

 
    

เป็นไฮเพอร์โบลาอ้อมแกน X, จุดศูนย์กลาง (1, 2)  
และมีค่า c 16 9 5    
ดังนัน้ จุดโฟกัสอยู่ที ่(6, 2)  และ ( 4, 2)   
 
..ผลรวมระยะทางที่ตอ้งการ 
คือ 

2 2 2 2
|3(6) 4( 2) 8| |3( 4) 4( 2) 8|

3 4 3 4
      


 

 

   282
5 5 6    หน่วย 

 
 
(93) จัดรูปสมการ; 

2 26(x 2x 1) 10(y 4y 4) 94 6 40         
2 2(x 1) (y 2) 110 6

 
    

เป็นไฮเพอร์โบลาอ้อมแกน X, จุดศูนย์กลาง (1, 2)  
ดังนัน้ แกนสังยคุของไฮเพอร์โบลา คือ x 1  
..และมีค่า c 10 6 4    ดังนัน้ 
จุดโฟกัสอยู่ที ่(1 4, 2)   ซึง่จุด 1F  ก็คือ (5, 2)  
 
พาราโบลาที่มีจุดยอดอยู่ที่ (5, 2)  
และไดเรกตริกซ์เป็น x 1  
แสดงว่าเป็นพาราโบลาอ้อมแกน X และคา่ c 4  
..จะมีสมการเปน็ 2(y 2) 4(4)(x 5)    

2y 16x 4y 84 0      
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(94) จุดตดัแกน X ของไฮเพอรโ์บลา 
หาได้โดยแทนคา่ y 0  
..นั่นคอื 2 52

39(x 1) 16 36 x 1       
 

หาสมการวงรีที่มีจุดโฟกัสเป็น 52
3(1 , 0)  

และมีผลบวกระยะทางไปยังจุดโฟกัสเป็น 8 
แสดงว่าเป็นวงรีนอน จดุศูนยก์ลางอยู่ที ่(1, 0) 
ค่า 52

3c   และค่า a 4  

ดังนัน้ 9252
9 3b 16    

 

..จึงไดส้มการวงรเีป็น 
2 2(x 1) 9y 116 92


   

2 223(x 1) 36(y ) 368     
2 223x 36y 46x 345 0      

 
 
(95) จัดรูปสมการ; 

2 26(x 2x 1) 5(y 4y 4) 4 6 20         
2 2(x 1) (y 2) 15 6

 
    

เป็นวงรีตัง้ มีจดุศูนย์กลางอยู่ที ่( 1,2)  
และค่า a 6, b 5   ..จึงได ้ c 6 5 1    
ดังนัน้จดุยอดคอื ( 1,2 6)   จดุโฟกัสคอื ( 1,2 1)   
 
..หาสมการไฮเพอร์โบลา จดุศูนยก์ลางอยู่ที่ ( 1,2)  
โดยจุดยอดอยู่ที่ ( 1,2 1)   
(แสดงวา่เปน็ไฮเพอร์โบลาออ้มแกน Y, มีคา่ a 1 ) 
และแกนสังยคุยาวเทา่แกนโทของวงรี (คา่ b 5 ) 

จึงไดส้มการเปน็ 
2 2

2
(y 2) (x 1) 151

 
   

2 25(y 2) (x 1) 5      
2 25y x 20y 2x 14 0       

(หรือเขยีนเป็น 2 2x 5y 2x 20y 14 0      ก็ได้) 

 
 
(97.1) 2 2(x 3) (y 4) 25     
เป็นวงกลมรัศมี 5 หน่วย จดุศูนย์กลางคอื (3, 4)  
(97.2) 2 2(x 3) (y 4) 13     
เป็นวงกลมรัศมี 13  หน่วย จุดศูนยก์ลาง (3, 4)  
(97.3) 2 2(x 3) (y 4) 0     
สมการนี้เปน็จริงเพียงเป็นจุดเดียว คือจุด (3, 4)  
(97.4) 2 2(x 3) (y 4) 7      
สมการนี้ไม่มีคาํตอบที่เป็นจํานวนจริง จงึไม่มีกราฟ 
 

(97.5) 2 2(x 3) (y 4) 25 k      
ถ้า k 25  เป็นรปูวงกลม จดุศูนย์กลาง (3, 4)  
ถ้า k 25  เป็นจุดหนึง่จุด คือ (3, 4)  
ถ้า k 25  จะไม่มีรูปกราฟ 

 
 
(98.1) 2 22(x 1) 3(y 2) 18     
     22 (y 2)(x 1)

9 6 1    
เป็นวงรีนอน a 3, b 6   จดุศูนย์กลาง ( 1,2)  
(98.2) 2 22(x 1) 3(y 2) 6     
     22 (y 2)(x 1)

3 2 1    
เป็นวงรีเหมือนขอ้แรก แตค่่า a 3, b 2   
(98.3) 2 22(x 1) 3(y 2) 1     
     22 (y 2)(x 1)

1/2 1/3 1    
เป็นวงรีเหมือนขอ้แรก แตค่่า a 1/ 2, b 1/ 3   
(98.4) 2 22(x 1) 3(y 2) 0     
สมการนี้เปน็จริงเพียงเป็นจุดเดียว คือจุด ( 1,2)  
(98.5) 2 22(x 1) 3(y 2) 4      
สมการนี้ไม่มีคาํตอบที่เป็นจํานวนจริง จงึไม่มีกราฟ 

 
 
(99.1) 2 23(x 1) (y 3) 3     
     22 (y 3)(x 1)

1 3 1    
เป็นไฮเพอร์โบลาเปิดซา้ยขวา มีคา่ a 1, b 3   
และจดุศูนย์กลางอยู่ที ่(1, 3)  
(99.2) 2 23(x 1) (y 3) 1     
     22 (y 3)(x 1)

11/3 1    
เป็นไฮเพอร์โบลาเหมือนขอ้แรก แต่ a 1/ 3, b 1   
(99.3) 2 23(x 1) (y 3) 0     
..ย้ายขา้งแล้วถอดรู้ท  3(x 1) (y 3)      
พบว่าเป็นเส้นตรงสองเสน้ ผา่นจดุ (1, 3)  
(เส้นตรงทัง้สองก็คือเส้นกํากับไฮเพอร์โบลานัน่เอง) 
(99.4) 2 23(x 1) (y 3) 3      
     2 2(y 3) (x 1)

13 1     
เป็นไฮเพอร์โบลาเปิดบนลา่ง มีคา่ a 3, b 1   
และจดุศูนย์กลางอยู่ที ่(1, 3)  
(99.5) 2 23(x 1) (y 3) 9      
     2 2(y 3) (x 1)

9 3 1     
เป็นไฮเพอร์โบลาแบบข้อที่แลว้ แต่ a 3, b 3   

 



 
 

บทที ่๕ 
ความสัมพันธ์และฟังก์ชัน 

 
 

ความรู้เก่ียวกับความสัมพันธ์และฟังก์ชัน จะเป็น
ประโยชน์ในการแก้ปัญหาที่เก่ียวข้องกับตัวแปร และ
เป็นพ้ืนฐานท่ีจําเป็นของการประยุกต์ใช้คณิตศาสตร์ใน
การทํางาน โดยเฉพาะอย่างยิ่งสาขาที่ใช้วิชาแคลคูลัส
เป็นสําคัญ เช่น สาขาพาณิชยศาสตร์ เศรษฐศาสตร ์
วิศวกรรม ฯลฯ 

 

เน้ือหาในบทน้ี จะเป็นการแนะนําให้รู้จักลักษณะเบ้ืองต้นของความสัมพันธ์
และฟังก์ชัน แล้วในบทต่อไปจึงจะได้ศึกษาเก่ียวกับฟังก์ชันที่สําคัญ ได้แก่ 
ฟังก์ชันตรีโกณมิติ ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล และลอการิทึม จากนั้นลําดับ
สุดท้ายจะเป็นบทเรียนเก่ียวกับ “แคลคูลัส” (ในบทที ่๑๒) ซึ่งเป็นการนํา
ความรู้เร่ืองฟังก์ชันไปใช้ประโยชน์ 

 
 

คู่อันดับ (Ordered Pair) คอืส่ิงที่ประกอบด้วยสมาชิกสองตัวในรูป (a, b)  
และลําดับก่อนหลังของสมาชิกถือว่ามีความสําคัญ ไมสามารถสลับกันได้ 

นอกจากนั้น (a, b) (c, d)  ก็ต่อเม่ือ “ a c  และ b d ” เท่านั้น 
 
การดําเนินการเกี่ยวกับเซตที่ได้ศึกษาไปแล้วในบทเรียนแรก ได้แก่ ยูเนียน, 

อินเตอร์เซกชัน, การลบ และคอมพลีเมนต์ ในบทนี้จะได้กล่าวถึงการดําเนินการอีก
แบบหนึ่ง นั่นคอืการคูณ ซ่ึงเป็นการทําให้เกิดเซตใหม่ขึ้นจากเซตที่มีอยู่เดิมเช่นกัน 

ผลคูณระหว่างเซตสองเซต ในลักษณะที่รู้จักกันโดยทั่วไป (และจะได้ศึกษา
ในระดับ ม.ปลาย เพราะเป็นที่มาของความสัมพันธ์และฟังก์ชัน) นั้นเรียกว่า ผลคูณ
คาร์ทีเซียน (Cartesian Product) เขียนแทนด้วยเคร่ืองหมายคูณแบบกากบาท เช่น 
เซต A B  (อ่านว่า “เอคูณบี” เช่นเดียวกับการคูณจํานวน) ผลลัพธ์ที่ได้จากการ
คูณจะเกิดเป็นเซตของคู่อันดับ โดยที่สมาชิกตัวหน้าของคู่อันดับถูกนํามาจากเซต A 
และสมาชิกตัวหลังของคู่อันดับถูกนํามาจากเซต B และตองจับคูกันใหครบทุกคู 

หรือเขียนแบบเงื่อนไขได้เป็น A B {(a, b) | a A    และ b B }  
 

ผลคูณ 
ของสองเซต 

(บทที่ ๕–๑๖ นํามาจาก R2.2.04 และจะทยอยปรับปรุงเนื้อหาทีละบท จนเป็น R2.9 ฉบับสมบูรณ์ครับ) 

f (
n)

 =
 c 
+ t

n 
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ตัวอย่างเช่น ถ้า A {0, 1, 2} , B {1, 3}  จะได้ 
{(0, 1), (0, 3), (1, 1), (1, 3), (2, 1), (2, 3)}A B   
{(0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 0), (1, 1), (1, 2), (2, 0), (2, 1), (2, 2)}A A   

 
ข้อสังเกต 
1. n(A B) n(A) n(B)    
2. n(A ) n(A) n( ) 0       ดังนั้น A      
3. โดยทั่วไป A B B A    
A B B A    ก็ต่อเม่ือ A B  หรือมีเซตใดเซตหน่ึงเป็น   

 
 

๕.๑ ลักษณะของความสัมพันธ์ 
 

ความสัมพันธ์ (Relation : r) คือเซตที่สมาชิกทุกตัวเป็นคู่อันดับ 
หรือกล่าวว่าเซตท่ีนําไปเขียนกราฟ 2 มิติ บนแกน X, Y ได้ จัดว่าเป็นความสัมพันธ์ 

 
นิยาม “ความสัมพันธ์จาก A ไป B” (from A to B) 

คือเซตของคู่อันดับที่สมาชิกตัวหน้าอยู่ในเซต A และสมาชิกตัวหลังอยู่ในเซต B แต่
ไม่จําเป็นต้องครบทุกคู่ ดังนั้น “ความสัมพันธ์จาก A ไป B” กค็ือสับเซตของ A B  
และเกิดขึ้นได้ทั้งหมด n (A B)2   แบบ 

สัญลักษณ์ที่ใช้แทนคําว่า “ความสัมพันธ์จาก A ไป B” คือ 
r {(x, y) A B | .....}    
 

ตัวอย่างเช่น A {2, 3, 4}  และ B {1, 3, 5, 8}  
จะได้ {(2, 1), (2, 3), (2, 5), (2, 8), (3, 1), (3, 3), (3, 5), ..., (4, 8)}A B   
และมี r A B   ทั้งส้ิน 3 42 4096   แบบ 

ทุกแบบสามารถเขียนเงื่อนไขได้ เช่น 
1r {(x, y) A B | y x }   <  จะได้ 1r {(2, 1),(3, 1),(3, 3),(4, 1),(4, 3)}  
2r {(x, y) A B | y x 1}      จะได้ 2r {(2, 3),(4, 5)}  
3r {(x, y) A B | x    หาร y  ลงตัว}  จะได้ 3r {(2, 8),(3, 3),(4, 8)}  

3
4r {(x, y) A B | x y }     จะได้ 4r    

 
หมายเหตุ 
1. เนื่องจากความสัมพันธ์จัดเป็นเซตชนิดหนึ่ง จึงเขียนแสดงความสัมพันธ์ได้ 2 
ลักษณะ ได้แก่ แจกแจงสมาชิก และบอกเงื่อนไข 
2. r {(x, y) A A | .....}    เรียกว่า “ความสัมพันธ์ภายใน A” (in A) 
3. ถ้าไม่ระบุว่าเป็นความสัมพันธ์จากเซตใดไปเซตใด ให้ถือเป็นที่ตกลงกันว่าหมายถึง
เซตจํานวนจริง R R  

 
 

ความสัมพันธ์ 
จาก A ไป B 
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แบบฝึกหัด ๕.๑ 
 
(1) กําหนดให้เอกภพสัมพัทธ์เป็นเซตของจํานวนจริง ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 (1.1) a b [ (a, b) (b, a) ]    
 (1.2) a b [ (a, b) (c, d) a c      และ b d ]  
 (1.3) a b [ (a 2b, 1) ( 1, b a/2) ]       
 
(2) ถ้า (3x 5, 8 4y) ( 5, 6)      และ (y, 2) ( p, 2)   แล้ว ให้หา (xp, x/p)  
 
(3) กําหนดให้ (a, b) (c, d) (a c, b d)     ถ้า (3, 4) (0, 0) (x, y) (3, 4)    
แล้ว ให้หา (x, y)  
 
(4) กําหนด A, B, C เป็นเซตใด ๆ  แล้ว ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 (4.1) ถ้า A เป็นเซตอนันต์ และ B เป็นเซตจํากัดแล้ว A B  เป็นเซตอนันต์ 
 (4.2) ถ้า A B  เป็นเซตอนันต์ แล้ว A เป็นเซตอนันต์ หรือ B เป็นเซตอนันต์ 
 (4.3) ถ้า A B A C    แล้ว B C  
 (4.4) ถ้า A B    แล้ว A B    
 (4.5) A B B A    ก็ต่อเม่ือ A B  
 (4.6) (A B) C A C (A B) C        
 (4.7) A B A   และ A B B   
 (4.8) มีเซต A บางเซต ที่ทําให้ A (A B)     
 
(5) ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 (5.1) ถ้า A {4,5,6, {4,5,6}}  และ B {4,5, {4,5}}  
       แล้ว n [P(A) P(B)] 128   

(5.2) ถ้า A {3, 4,5, ..., 32} , B {7, 8, 9, ..., 40}  และ C {0, 1, 2, ..., 25}  
       แล้ว n [(A B) (A C)] 570     

(5.3) ถ้า A {0, 1, 2, ..., 28}  และ B { 3, 2, 1, ..., 4}     
       แล้ว n [(A B) (B A)] 439     
 
(6) กําหนดให้ 1 2 3 mA {a , a , a , ..., a } , 1 2 3 kB {a , a , a , ..., a }  โดยที่ m k<  
ถ้า (A B) (B A) (A B) (B A)        แล้ว n [(A B) (B A)]    มีเท่าใด 
 
(7) ถ้า n( ) 10U ,  n(A ' B ') 2 ,  n(A ' B ') 9  และ n(B) n(A) 1   
แล้ว ให้หาจํานวนความสัมพันธ์ต่าง ๆ  กันทั้งหมดจาก A ไป B 
 
(8) ถ้า n(A) 10  แล้ว ให้หาจํานวนความสัมพันธ์ทั้งหมดจาก A A  ไป A 
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(9) กําหนดให้ A {1, 2, 3}  และ B {0, 4}  แล้ว ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 (9.1) มีความสัมพันธ์จาก A ไป B ทั้งหมด 64 เซต 
 (9.2) มีความสัมพันธ์จาก A ไป B ที่โดเมนเท่ากับ A ทั้งหมด 27 เซต 
 
(10) กําหนดให้ n(A) 3  และ n(B) 4  แล้ว ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 (10.1) จํานวนความสัมพันธ์จาก A ไป B เทา่กับจํานวนความสัมพันธ์จาก B ไป A 
 (10.2) จํานวนความสัมพันธ์จาก A ไป B ที่โดเมนเป็น A มีทั้งหมด 315  เซต 
 (10.3) จํานวนความสัมพันธ์จาก B ไป A ที่โดเมนเป็น B มีทั้งหมด 2401 เซต 
 (10.4) จํานวนความสัมพันธ์ภายใน A ที่โดเมนเป็น A มีทั้งหมด 343 เซต 
 
(11) ให้เขียน 1 2r r  แบบแจกแจงสมาชิก เม่ือกําหนด 

(11.1) 1r {(x, y) | x y 1}    I I  และ 2r {(x, y) | x y 3 }    I I  
(11.2) 2 2

1r {(x, y) | x y 16 }    และ 2
2r {(x, y) | y 4 x }    

 
(12) ถ้า A {1, 2, 3, ..., 20} , B {0, 1, 2, ..., 25}  
และ  r {(x, y) A B | y x }   >   ให้หาจํานวนคู่อันดับภายใน r 
 
 

๕.๒ โดเมน เรนจ์ และตัวผกผนัของความสัมพันธ์ 
 

โดเมน (Domain; D) ของความสัมพันธ์ คือเซตของสมาชิกตัวหน้าของคู่
อันดับ เรนจ์ หรือ พิสัย (Range; R) ของความสัมพันธ์ คือเซตของสมาชิกตัวหลัง
ของคู่อันดับ 

นั่นคือ rD { x | (x, y) r }   และ rR { y | (x, y) r }   
เช่น ในตัวอย่างความสัมพันธ์จากหัวข้อที่แล้ว จะได้ 

1rD {2, 3, 4} , 1rR {1, 3} , 2rD {2, 4} , 2rR {3,5}  และ 4 4r rD R    
 
ถ้า r เป็นความสัมพันธ์จาก A ไป B แล้ว rD A  และ rR B  

 
การหาโดเมนและเรนจ์ของความสัมพันธ์ภายใน R  ซ่ึงบอกมาเป็นเงื่อนไข 

(สมการ) ให้พิจารณาที่เงื่อนไขว่าหากมีส่ิงเหล่านี้คือ การหาร, การถอดราก, ค่า
สัมบูรณ์, การยกกําลัง จะมีข้อจํากัดเกิดขึ้น กล่าวคือ 

๏ ถ้ามี ba c  จะได้ว่า c 0  

๏ ถ้ามี na b  ถ้า n  เป็นจํานวนคู่ จะได้ว่า a 0>  และ b 0>  
๏ ถ้ามี na b  ถ้า n  เป็นจํานวนคู่ จะได้ว่า a 0>  
๏ ถ้ามี a b  จะได้ว่า a 0>  

ในการหาโดเมน จะพิจารณาจากสมการในรูป y ...(x)...  (เขียน y ในเทอมของ 
x) ได้ทันที แต่ในการหาเรนจ์ หากเป็นไปได้ควรจัดรูปสมการให้เป็น x ...(y)...  
(เขียน x ในเทอมของ y) ก่อน แล้วจึงพิจารณาข้อจํากัดที่เกิดขึ้น 
 

โดเมน 
และเรนจ ์
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O 

2 

–2             2  

Y 

X 

 

ตัวอย่าง 5.1  ให้หาโดเมนและเรนจ์ของความสัมพันธ์ 2r {(x, y) | y 4 x }    
 
วิธีคิด ก. หาโดเมน พบว่ามีรากทีส่อง ดังนัน้เงือ่นไขที่เกิดขึน้คอื 24 x 0 >  

หรือแก้อสมการได้เป็น 2 x 2 < <  นั่นเอง 
 

ข. หาเรนจ์ เนือ่งจากมีรากทีส่อง ดังนั้น y 0>  เสมอ 
จากนั้นจัดรูปเปน็ 2x 4 y    ซึง่จะไดว้่า 24 y 0 >  ก็คือ 2 y 2 < <  
นําเงือ่นไขมารวมกันได้เปน็ 0 y 2< <  
 

ตอบ rD [ 2,2]   และ rR [0,2]  
 
หมายเหต ุ
หากได้ศึกษาเร่ืองกราฟวงกลมในบทเรียน “เรขาคณิตวิเคราะห”์ แล้ว 
จะทราบว่าสมการ 2y 4 x   อยู่ในรปูแบบวงกลม 2 2x y 4   
(แต่เป็นครึ่งวงกลม เนือ่งจากมีเครื่องหมายรากทีส่อง ทาํให ้ y 0> ) 
ซึ่งถ้าเขียนกราฟจะมองเหน็โดเมนและเรนจ์ได้ชัดเจนกว่าการคํานวณ 

 

 
 

1r  คือ ตัวผกผัน หรือ อินเวอร์ส (Inverse) ของ r 
กําหนดโดย 1r {(y, x) | (x, y) r }    

หรืออธิบายได้ว่า 1r  เกิดจากการสลับที่ของสมาชิกตัวหน้าและหลังของคู่
อันดับใน r หรือถ้าเป็นความสัมพันธ์แบบบอกเงื่อนไขก็หาได้จากการสลับที่ระหว่าง
ตัวแปร x และ y ในสมการนั่นเอง 

 
เช่น ถ้า r {(2, 1),(3, 3),(4,5),(0, 1)}   

จะได้ 1r {(1, 2),(3, 3),(5, 4),( 1, 0)}    
แต่ถ้าเป็นแบบเงื่อนไข r {(x, y) A B | y 2x 3 }      

จะสามารถเขียน 1r  ได้หลายแบบ เช่น 1r {(y, x) B A | y 2x 3 }       
หรือ 1r {(x, y) B A | x 2y 3 }       
หรือ     1 x 3

2r {(x, y) B A | y }  

ซ่ึงแบบสุดท้าย (เขียนในรูปของ y) นี้เป็นที่นิยมมากกว่า 
 
ข้อสังเกต  1 rrD R   และ 1 rrR D   เสมอ 

 
 

แบบฝึกหัด ๕.๒ 
 
(13) ให้หาโดเมนและเรนจ์ของความสัมพันธ์ต่อไปนี้ 
 (13.1) r {(x, y) | xy 2 }   
 (13.2) r {(x, y) | (x 2)(y 1) 1}     
 (13.3) 1r {(x, y) | y }x 1 


 

ตัวผกผนั 
(อนิเวอร์ส) 
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 (13.4) 2x 3r {(x, y) | y }x 1


 


 

 (13.5) x 1r {(x, y) | y , x 1}x 1


  


 

 
(14) ให้หาโดเมนและเรนจ์ของความสัมพันธ์ต่อไปนี้ (บางสมการควรจัดรูปให้เป็นกําลังสองสมบูรณ์) 
 (14.1) 2r {(x, y) | y x }   
 (14.2) r {(x, y) | y x }   
 (14.3) 2r {(x, y) | y x 2x 3 }     
 (14.4) r {(x, y) | y 3 x 1 }     
 (14.5) 2 2r {(x, y) | x y 16 }    
 (14.6) 2r {(x, y) | y 16 x }    
 (14.7) 21

2r {(x, y) | y 4 3x x }     
 (14.8) 2 2r {(x, y) | x y 6x 4y 3 0 }       
 
(15) ให้หาโดเมนและเรนจ์ของความสัมพันธ์ต่อไปนี้ 
 (15.1) 2

1r {(x, y) | y }x x 


 

 (15.2) 2
1r {(x, y) | y }x 4x 3 

 
 

 (15.3) x 1r {(x, y) | y }x


   

 (15.4) 2 2r {(x, y) | 2x y 2xy x 1 0 }       
 (15.5) 2 2 2r {(x, y) | x y y x 2 0 }      
 (15.6) 2 2r {(x, y) | xy xy 2y 2y 6x 11 0 }        
 
(16) ให้หาโดเมนและเรนจ์ของความสัมพันธ์ต่อไปนี้ 
 (16.1) 3r {(x, y) | y }x 3 4 

 
 

 (16.2) r {(x, y) | y x 2 x }     
 (16.3) 2r {(x, y) | y x 4 }    
 
(17) ให้หาเรนจ์ ของอินเวอร์สของความสัมพันธ์ต่อไปนี ้
 (17.1) 2

1r {(x, y) | y }x 4 


 

 (17.2) 2
1r {(x, y) | y }

x 4
 


 

 (17.3) xr {(x, y) | y }x 2 


 

 (17.4) 2r {(x, y) | y 3x 1 2 2x 3x 2 }       
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(18) ให้ r {(x, y) | xy 1 y }    แล้ว r rR D  เป็นเซตใด 
 

(19) ให้ r  เป็นความสัมพันธ์ภายใน R  ซ่ึง x 2 , x 11r {(x, y) | y }
15 x , x 11

   
 

<
 

ถ้า r rA D R   แล้ว ผลบวกของค่าขอบเขตบนน้อยสุดกับค่าขอบเขตล่างมากสุดเป็นเท่าใด 
 
(20) กําหนดให้ 2 2r {(x, y) | y 2xy x 1 0 }      
จํานวนเต็มบวกที่น้อยที่สุดที่เป็นสมาชิกของ r rR D '  เป็นเท่าใด 
 
(21) ถ้า 2

1r {(x, y) | y }x 2x 3 
 

 แล้ว ให้หาคอมพลีเมนต์ของ 1rD   

 
(22) ถ้าให้เอกภพสัมพัทธ์เป็น rR  โดยที่ 2 2 1r {(x, y) | y (9 x ) }    แล้ว ข้อใดถูก 
 ก. x y [x y y]       ข. x y [x y 0]     
 
 

๕.๓ กราฟของความสัมพันธ์ 
 

“กราฟของความสัมพันธ์ r” คือเซตของจุดบนแกนมุมฉาก (x, y)  ซ่ึงแต่ละ
จุดแทนสมาชิกใน r (โดยให้สมาชิกตัวหน้าเป็นแกนนอน และสมาชิกตัวหลังเป็น
แกนตั้ง) 

เช่น ถ้า 1r {(1, 2),( 1, 2),(2, 3),( 2, 0),(0, 2)}     
2

2r {(x, y) | y x } {(0, 0),( 1, 1),( 2, 4), ...}     I I  
และ 2

3r {(x, y) | y x }   R R   จะได้กราฟดังภาพ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

การเขียนกราฟของความสัมพันธ์ จะช่วยให้เห็นโดเมนและเรนจ์ได้ชัดเจน
ยิ่งขึ้น รูปแบบของกราฟที่ควรรู้จักมีดังนี้ 

 
หมายเหตุ ควรศกึษาเทคนิคการเขียนกราฟ (การเลือ่นแกน, การปรับขนาดกราฟ) ซ่ึงอธิบายไว้
ในบทเรียน “เรขาคณิตวิเคราะห์” เพื่อช่วยในการหาโดเมนและเรนจ์ต่อไป 
 
 

O 

3 
2 
 
 
 
–2 

–2  –1       1   2 

Y 

X 

r1 
4 
 
 
1 

–2  –1       1   2 

Y 

X 

Y 

X O O 

r2 r3 
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1. กราฟเส้นตรง  y mx c       m คือความชัน และ c คือระยะตัดแกน Y 
 
 
 
 
 
 
 
 
2. กราฟพาราโบลา  2y ax  หรือ 2x ay     a คือค่าคงที่ใด ๆ  ที่ไม่ใช่ศูนย์ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3. กราฟค่าสัมบูรณ์ (ที่คล้ายพาราโบลา)  y a x  หรือ x a y  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
4. กราฟวงกลม  2 2 2x y r   r คือรัศมีของวงกลม (มากกว่าศูนย์) 
5. กราฟค่าสัมบูรณ์ (ที่คล้ายวงกลม)  x y k     k คือค่าคงที่ที่มากกว่าศูนย์ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

O 

c 

Y 

X 

Y 

X O 

m > 0 

O 

c 

Y 

X 

m < 0 
 c 

m = 0 

O 

Y 

X 

Y 

X O 

a > 0 
O 

Y 

X 

a < 0 

a > 0 y = ax2 

y = ax2 

x = ay2 

O 

Y 

X 

Y 

X O 
a > 0 

O 

Y 

X 

a < 0 

a > 0 
y = a|x| 

y = a|x| 

x = a|y| 

O 

Y 

X r 

r 

–r 

–r O 

Y 

X 
k 

k 

–k 

–k 

กราฟใด ๆ  ที่มีคา่สัมบูรณน์ั้นจะมีลักษณะคล้ายกราฟของภาคตดักรวย 
เพียงมองคา่สัมบูรณ์ใหเ้ป็นยกกาํลังสอง เพือ่ให้ไดรู้ปกราฟเส้นโคง้ก่อน แลว้จึงปรับให้เป็นเสน้ตรง S 
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6. กราฟไฮเพอร์โบลามุมฉาก  x y c        c คือค่าคงที่ใด ๆ  ที่ไม่ใช่ศูนย์ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

กราฟของความสัมพันธ์อาจเป็นพ้ืนที่ (แรเงา) ในระนาบ หากว่า
ความสัมพันธ์นั้นเป็นอสมการ โดยมีหลักในการเขียนกราฟคือ คิดว่าเป็นเคร่ืองหมาย
เท่ากับแล้วเขียนกราฟของสมการก่อน จากนั้นตรวจสอบว่าบริเวณใดของพ้ืนที่ตรง
ตามเงื่อนไขของอสมการ จึงแรเงา (เส้นกราฟทึบแสดงว่าจุดบนเส้นนั้นอยู่ใน r, 
เส้นประแสดงว่าจุดบนเส้นนั้นไม่อยู่ใน r) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

กราฟของอินเวอร์ส ( 1r ) มีความเกี่ยวข้องกับกราฟของ r คือ เกิดจากการ
หมุนกราฟโดยมีเส้นตรง y x  เป็นแกนหมุน เท่ากับเป็นการสลับแกน X กับ Y 
กันนั่นเอง 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

X O 

c > 0 

Y 

X O 

c < 0 

Y 

O 

 2 

Y 

X 

y < x+2 

O 

Y 

X 
y > 3x2 

O 

Y 

X 2 

2 

–2 

–2 

x2 + y2 > 4 

O 

Y 

X 

Y 

X 

r 

เส้นตรง 

 r–1 

(–1,–3)   

 y = x 

(–3,–1) 
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แบบฝึกหัด ๕.๓ 
 
(23) ให้หาโดเมนและเรนจ์ของความสัมพันธ์ต่อไปนี้ โดยอาศัยการเขียนกราฟ 
 (23.1) r {(x, y) | x y 4 }    
 (23.2) r {(x, y) | x 2 y 2 }     
 (23.3) 2r {(x, y) | y x 2x 2 }     
 (23.4) 2r {(x, y) | y x 2x 2 , 3 x 2 }      <  
 
(24) ขนาดพ้ืนที่ของบริเวณในแต่ละข้อเป็นกี่ตารางหน่วย 
เม่ือกําหนดให้ 1r {(x, y) | x y 1}  <      2r {(x, y) | x y 1}  <  
3r {(x, y) | y x 1}  <      4r {(x, y) | y 0 } >      และ 5r {(x, y) | x 0 } >  
 (24.1) 1 2 5r r r    
 (24.2) 1 4 5r r r    
 (24.3) 1 3 4r r r   
 (24.4) 3 4 5r r r   
 
(25) ให้หาขนาดพ้ืนที่ (ตารางหน่วย) ของกราฟที่แสดงบริเวณ 1 2 3r r r   
เม่ือกําหนด 1r {(x, y) | x y 1 0 }   >      2r {(x, y) | 2x y 4 0 }   <  
และ 3r {(x, y) | y 1 0 }  >  
 
(26) ให้หาขนาดพ้ืนที่ (ตารางหน่วย) ของกราฟที่แสดงบริเวณ 1 2r r  เม่ือ 
 (26.1) 1r {(x, y) | 2 x y } <   และ 2r {(x, y) | x y 4 }  <  
 (26.2) 1r {(x, y) | x 2 y 4 }  <   และ 2r {(x, y) | 2 x y 2 }  >  
 (26.3) 2 2

1r {(x, y) | y 4 x } <   และ 2r {(x, y) | y x } >  
 (26.4) 2

1r {(x, y) | y 16 x } <   และ 1
2 1r r  

 
(27) ให้หาขนาดพ้ืนที่ (ตารางหน่วย) ของกราฟที่แสดงบริเวณ 1r r  
เม่ือ r {(x, y) | 2 x y 8 }  <  
 
(28) ถ้า A   โดเมนของ 1 2r r  และ B   เรนจ์ของ 1 2r r  
โดยที่ 1r {(x, y) | x y 2 }  >  และ 2r {(x, y) | x 2 y 4 }  <  
แล้ว ผลบวกของจํานวนเต็มใน A B '  เป็นเท่าใด 
 
(29) ถ้า 1r {(x, y) | x y 5 }    และ 2 2

2r {(x, y) | x y 53 }  <  
แล้ว โดเมนของ 1 2r r  เป็นช่วงใด 
 
(30) ถ้า 2A {x | x 2x 3 }  <  และ 2r {(x, y) A | x y 1 0 }     R  
แล้ว เรนจ์ของ r เป็นช่วงใด 
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0 
1 
2 

1 
2 
3 
4 

1r  1 
2 
4 

0 
1 
2 
3 

2r  

(31) ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 (31.1) ถ้า 2r {(x, y) | y x }   R R  แล้ว 1r r   
 (31.2) ถ้า 2r {(x, y) | y x }   R R  แล้ว 1r r   
 (31.3) ถ้า 2 2r {(x, y) | x y 25 }    R R  แล้ว 1r r   
 (31.4) ถ้า 2 2r {(x, y) | x y 25 }    R R  แล้ว 1r r   
 
(32) ให้หาขนาดพ้ืนที่ของอาณาบริเวณ 
ที่ถูกล้อมด้วยกราฟของ r และ 1r  
เม่ือกําหนดกราฟของ r เป็นดังภาพ 
 
 
 
 
 
 

๕.๔ ลักษณะของฟังก์ชัน 
 

จากที่ศึกษาผ่านมาแล้วว่า ความสัมพันธ์ คือเซตของคู่อันดับ (ที่พบบ่อยจะ
เขียนอยู่ในรูปสมการ) แต่หากความสัมพันธ์ใดมีลักษณะดังต่อไปนี้ด้วย จะเรียก
ความสัมพันธ์นั้นเป็น ฟังก์ชัน (Function : f) 

“สมาชิกตัวหนาแตละตัว จับคูกบัสมาชิกตัวหลงัไดเพียงแบบเดียวเทาน้ัน” 
หรือกล่าวว่า สําหรับ x แต่ละตัว จะคู่กับ y ได้เพียงแบบเดียวเท่านั้น (ต้องไม่มี x 
ตัวใดที่จับคู่กับ y หลายแบบพร้อมกัน) 
 

เช่น 1r {(0, 1),(1, 2),(1, 3),(2, 4)}  ไม่เป็นฟังก์ชัน เพราะ 1 คู่กับทั้ง 2 
และ 3 

2r {(0, 1),(1, 2),(3, 1),(2, 4)}  เป็นฟังก์ชัน เพราะไม่มีการใช้สมาชิกตัว
หน้าซํ้าเลย (ห้ามใช้สมาชิกตัวหน้าซํ้า แต่ใช้สมาชิกตัวหลังซํ้าได้) 
 
 
 
 
 
                 ไม่เป็นฟังก์ชัน                    เป็นฟังก์ชัน 
 

2
3r {(x, y) | y x }   ไม่เป็นฟังก์ชัน สมมติ x 4  จะได้ว่า y 2  หรือ 2  

2
4r {(x, y) | y x }   เป็นฟังก์ชัน เพราะไม่ว่าค่า x ใด ก็ได้ y เพียงค่าเดียวเสมอ 

 

 
 

 

O 

Y 

X 

(0,–1) 

 (0,1) (2,2) 

(–2,–2) 

ฟังก์ชัน เปรียบเสมือนเครือ่งจักรที่เม่ือใส่ x เข้าไป จะเกิดกระบวนการคาํนวณแลว้ได้ y ออกมา 
..ดังนัน้การจะเปน็ฟังก์ชันได้ ถ้าเราใส ่x แบบเดิมเข้าไป ก็ควรจะได้ค่า y เทา่เดิมออกมานั่นเอง S 
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0 
1 
2 

a 
b 

5r  0 
1 
2 
3 

A  B  A  B  

a 
b 
c 

0 
1 
2 
3 

7r  

A  B  

a 
b 
c 
d 

6r  

เม่ือเขียนกราฟของความสัมพันธ์ จะเห็นได้ชัดเจนว่า x แต่ละตัว คู่กับ y 
เพียงตัวเดียวหรือไม่ (โดยลากเส้นแนวตั้งเพ่ือตรวจสอบดูว่าที่ x แต่ละค่า เส้นนี้ตัด
กราฟไม่เกินหนึ่งจุดหรือไม่) 
 
 
 
 
 
 
 
      ไม่เป็นฟังก์ชัน              เป็นฟังก์ชัน 
 
สิ่งท่ีควรทราบ 
1. ความสัมพันธ์ที่เขียนในรูป y ...(x)...  ได้แบบเดียว จะเป็นฟังก์ชันเสมอ 
* 2. ถ้า f เป็นฟังก์ชัน จะเขียนแทน y ด้วยคําว่า f (x) (อ่านว่า เอฟเอกซ์) 
เช่น  2f (x) x  มีความหมายเดียวกับ  2y x  แต่ส่ือให้รู้ว่าเป็นฟังก์ชันด้วย 
 
 

“ฟังก์ชันจาก A ไป B” (from A into B หรือ f : A B ) 
คือฟังก์ชันซ่ึง fD A  และ fR B  

“ฟังก์ชันจาก A ไปทั่วถึง B” (from A onto B หรือ ontof : A B ) 
คือฟังก์ชันซ่ึง fD A  และ fR B  
 
 
 
 

 
 
       เป็นฟังก์ชัน    เป็นฟังก์ชันจาก A ไป B เป็นฟังก์ชันจาก A ไปทั่วถึง B 
 
 
 
 
 

“ฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งจาก A ไป B” (one-to-one หรือ 1 1f : A  B ) 
คือฟังก์ชันที่ fD A  และ fR B  และมีเงื่อนไข “สําหรับ y แต่ละตัว จะคู่กับ x 
เพียงตัวเดียวด้วย” 

“ฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งจาก A ไปทั่วถึง B” (one-to-one correspondence 
หรือ 1 1

ontof : A  B ) คือฟังก์ชันที่ fD A  และ fR B  และมีเงื่อนไข “สําหรับ y 
แต่ละตัว จะคู่กบั x เพียงตัวเดียวด้วย” 
 

Y 

X O 

3r  

O 

Y 

X 

4r  

ฟังก์ชันจาก A ไป B จะตองใชโดเมน (คือสมาชิกของเซต A) ใหครบทุกตัวเสมอ 
ผิดกับความสัมพนัธจ์าก A ไป B ซึ่งไม่จาํเปน็ตอ้งใช้สมาชิกของ A ใหห้มดก็ได ้S 

ฟังก์ชัน 
จาก A ไป B 
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8r  

A  B  

0 
1 
2 
3 

9r  

A  B  

a 
b 
c 
d 

1 
2 
4 

a 
b 
c 
d 

0 
1 
2 

a 
b 

5r  

A  B  

เพิ่มเติม 
การเขียนกราฟของฟงัก์ชันพหุนาม 
และการหาช่วงทีเ่ป็นฟังก์ชันเพิ่ม-ลด 
จะได้ศึกษาอย่างละเอียดในเรื่องอนุพนัธ ์
(บทที่ ๑๒) 

 
 
 
 
 
 
     เป็นฟังก์ชัน 1–1      เป็นฟังก์ชัน 1–1 จาก A ไป B  เป็นฟังก์ชัน 1–1 จาก A ไปทั่วถึง B 
 

เม่ือเขียนกราฟของความสัมพันธ์ จะทําการตรวจสอบว่า y แต่ละตัว คู่กับ 
x เพียงตัวเดียวหรือไม่ โดยลากเส้นแนวนอนและดูว่าที่ y แต่ละค่า เส้นนี้ตัดกราฟ
ไม่เกินหนึ่งจุดหรือไม่ 
 
 
 
 
 
 
 
     ไม่เป็นฟังก์ชัน         เป็นฟังก์ชัน แต่ไม่เป็น 1–1      เป็นฟังก์ชัน 1–1 
 
 

ฟังก์ชันแบบเฉพาะต่าง ๆ  ท่ีควรรู้จัก 
ฟังก์ชันคงตัว (Constant Function) f (x) a  (กราฟเส้นตรงแนวนอน) 
ฟังก์ชันเชิงเส้น (Linear Function) f (x) ax b   (กราฟเส้นตรงเฉียง ๆ ) 
ฟังก์ชันกําลังสอง (Quadratic Function) 2f (x) ax bx c    
                                              (กราฟพาราโบลาหงายหรือควํ่า) 
ฟังก์ชันพหุนาม (Polynomial Function) n n 1 n 2

n n 1 n 2 0f (x) a x a x a x ... a 
       

ฟังก์ชันตรรกยะ (Rational Function)  p(x)
q(x)f (x)  (เม่ือ p, q เป็นฟังก์ชันพหุนาม) 

ฟังก์ชันค่าสัมบูรณ์ (Absolute Value Function) f (x) ax b c    
                                                 (กราฟรูปตัววีหงายหรือควํ่า) 
 

ฟังก์ชันเพิ่ม (Increasing Function) และ ฟังก์ชันลด (Decreasing 
Function) มีนิยามดังนี้ 

สําหรับทุก ๆ  1 2x , x [a, b]  
ฟังก์ชัน f จะเป็นฟังก์ชันเพ่ิมในช่วง [a, b] 
ก็ต่อเม่ือ “ถ้า 2 1x x  แล้ว 2 1f (x ) f (x ) ” 
และ ฟังก์ชัน f เป็นฟังก์ชันลดในช่วง [a, b] 
ก็ต่อเม่ือ “ถ้า 2 1x x  แล้ว 2 1f (x ) f (x ) ” 
 

 
 
 

Y 

X O 

3r  

O 

Y 

X 

4r  

Y 

X O 

10r  

ศัพท์เกี่ยวกับ 
ฟังก์ชัน 
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ตัวอย่าง 5.2  ให้ตอบคาํถามตอ่ไปนี ้
 

ก. ถ้า f (x) 2x 3   ใหห้า f (3x 1)  
วิธีคิด จาก f ( ) 2( ) 3     จะได้ f (3x 1) 2(3x 1) 3      6x – 5 

 
ข. ถ้า f (3x 1) 6x 5    ให้หา f (x) 

วิธีคิด ให้ A 3x 1   นั่นคือ  A 1x 3  

จะได้วา่ f (3x 1) 6x 5    กลายเป็น    A 1f (A) 6( ) 5 2A 33  

ดังนัน้ f (x)   2x – 3 
 
ค. ถ้า f (3x 1) 6x 5    ให้หา f (2)  

วิธีคิด ให้ 2 3x 1   ได้เลย นัน่คอื x 1  
จะได้วา่ f (3x 1) 6x 5    กลายเป็น f (2) 6(1) 5    1 
 
ง. ถ้า f (x) 2x 3   ใหห้า f (3x 1)  ในรูปของ f (x) 

วิธีคิด หา f (3x 1) 2(3x 1) 3 6x 5       ก่อน 

จากนั้นเปลี่ยน x  เป็น f (x) โดย 
   

f (x) 3f (x) 2x 3 x 2  

จะได้วา่ f (x) 3f (3x 1) 6( ) 52


     3 f(x) + 4 
 

 
 

แบบฝึกหัด ๕.๔ 
 
(33) ความสัมพันธ์ f ที่กําหนดให้ในแต่ละข้อ เป็นฟังก์ชันหรือไม่ 
และถ้าเป็นฟังก์ชัน ให้ระบุเพ่ิมเติมด้วยว่าเป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งหรือไม่ 
 (33.1) 2f (x) x    (33.6) f (x) 1/x  
 (33.2) 2[f (x)] x    (33.7) 2f (x) x x 1    
 (33.3) f (x) x    (33.8) 3f (x) x  
 (33.4) f (x) x    (33.9) 2f (x) 1/x  
 (33.5) f (x) x    (33.10) 2/3f (x) x  
 
(34) ความสัมพันธ์ต่อไปนี้เป็นฟังก์ชันหรือไม่ 
 (34.1) r {(x, y) | x y 1}    
 (34.2) r {(x, y) | x y 1}    
 
(35) ความสัมพันธ์ต่อไปนี้เป็นฟังก์ชันหรือไม่ 
 (35.1) r {(x, y) | x y 1}    

(35.2) r {(x, y) | x y 1}    
 (35.3) r {(x, y) | x y 1}    

(35.4) r {(x, y) | x y 1}    
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(36) ฟังก์ชันตอ่ไปนี้เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งหรือไม่ 
 (36.1) f {(x, y) | 2x y 3 0 }     
 (36.2) f {(x, y) | (x 4)(y 3) 1}     
 (36.3) 3f {(x, y) | y 3 (x 4) }     
 (36.4) 2f {(x, y) | x y 3 0 }     
 
(37) ฟังก์ชันตอ่ไปนี้เป็นฟังก์ชัน f : R  R  หรือไม่ 
 (37.1) 2f {(x, y) | y 9 x }    
 (37.2) 2f {(x, y) | y 9 x }    
 (37.3) f {(x, y) | y x 1}   
 (37.4) f {(x, y) | x y 5 0 }     
 
(38) ฟังก์ชันตอ่ไปนี้เป็นฟังก์ชัน ontof : R A  เม่ือ A [0, )   หรือไม่ 
 (38.1) 4f {(x, y) | y x }   
 (38.2) 2f {(x, y) | y x 2x 3 }     
 (38.3) 2f {(x, y) | y x 4 }    
 (38.4) 3 2f {(x, y) | y x 3x 3x 1 }      
 
(39) ฟังก์ชันต่อไปนี้เป็นฟังก์ชันเพ่ิมใน R  หรือไม่ 
 (39.1) f (x) 5x 2     (39.4) 2f (x) x 2x 1    
 (39.2) f (x) 2x 5      (39.5) 3f (x) (x 2) 2    
 (39.3) 2f (x) x 3     (39.6) 3 2f (x) x 3x 3x 1     
 
(40) ให้หาโดเมน และเรนจ์ ของฟังก์ชันต่อไปน้ี 
 (40.1) 2f (x) x 2x 4    
 (40.2) 

2x 25f (x) x 5





 

 (40.3) 
21 xf (x) x


  

 
(41) กําหนด 2f (x) x  เม่ือ 2 x 8 < <  ถามว่า f (t 3)  เท่ากับเท่าใด 
และจะมีความหมายเมื่อ t อยู่ในช่วงใด 
 
(42) ให้หาค่าของ 

(42.1) f (x) เม่ือ 2f (x 1) x 3x 9     
(42.2) f (2) เม่ือ 2 2f ( x 1) x 2    
(42.3) f (4x) ในเทอมของ f (x) เม่ือ xf (x) x 2
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๕.๕ ฟังก์ชันประกอบ และฟังก์ชันผกผนั 
 

ให้ f และ g เป็นฟังก์ชันดังแผนภาพ 
จะได้ f (0) 3  และ g(3) 7  
ซ่ึงอาจกล่าวว่า g(f (0)) 7  ก็ได้ 
นอกจากนั้นยังพบว่า g(f (1)) 8  
และ g(f (2)) 7  ด้วย 
 
ฟังก์ชัน g(f (x))  ในที่นีเ้ป็นฟังก์ชันจาก A ไป C 
เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ g(f (x)) (g f)(x)   (อ่านว่า จีโอเอฟเอกซ์) 
ถือเป็น ฟังก์ชันประกอบ (Composite Function) ของ f และ g 
 

ฟังก์ชัน (g f)(x)  จะหาได้เม่ือ fR  กับ gD  มีสมาชิกร่วมกัน (อย่างน้อย
บางส่วน) หรือกล่าวว่า (g f)(x)  จะหาได้ก็ต่อเม่ือ f gR D    
 
 
 
 
 
 
              หา gof ได้     หา gof ไม่ได้ 
 

โดยทั่วไป ถ้า f gR D  จะได้ว่า gof fD D  (คือโดเมนของ f ทกุตัวใช้ได้
หมด) แต่ถ้า f gR D  (กรณีนี้พบบ่อยเป็นปกติ) จะได้ว่า gof fD D  เท่านั้น (คือ
โดเมนของ f บางตัวใช้ไม่ได้ เพราะเรนจ์ของตัวนั้นไม่ได้อยู่ในโดเมน g) การหา
โดเมนของ g f  จึงต้องระวัง 

 
 
 

ตัวอย่าง 5.3  กําหนด f (x) x 1   และ 2g(x) x  ใหห้า gofD  
 
วิธีคิด จากโจทย ์จะได้ (g f)(x) g(f (x)) g( x 1) x 1      

ซึ่งดจูากลักษณะแล้ว ค่า x  น่าจะเป็นจาํนวนจริงใด ๆ  ( gofD  R ) 
แต่ทีจ่ริงแล้ว f (x) x 1   นัน้ x 1>  
จากนั้นนํา f (x) ไปใช้กับ g พบวา่ใชไ้ด้ทั้งหมด จีงสรปุได้วา่ gofD [1, )   

 

 
 
 

ตัวอย่าง 5.4  ให้ตอบคาํถามตอ่ไปนี ้
 

ก. ถ้า f (x) 2x 3   และ g(x) 3x 4   ให้หา (g f)(x)  
 

วิธีคิด จาก (g f)(x) g(f (x)) g(2x 3) 3(2x 3) 4        6x – 5 
 

ฟังก์ชัน 
ประกอบ 
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ข. ถ้า (g f)(x) 6x 5   และ g(x) 3x 4   ให้หา f (x) 
 

วิธีคิด จาก (g f)(x) g(f (x)) 3(f (x)) 4    แต่โจทย์กาํหนด (g f)(x) 6x 5   
ดังนัน้ 3(f (x)) 4 6x 5    ย้ายข้างสมการได้ f (x)   2x – 3 

 
ค. ถ้า (g f)(x) 6x 5   และ g(x) 3x 4   ให้หา f (2) 
 

วิธีคิด จาก (g f)(2) g(f (2)) 3(f (2)) 4    แต่ (g f)(2) 6(2) 5 7    
ดังนัน้ 3(f (2)) 4 7   ย้ายข้างสมการได้ f (2)   1 

 
ง. ถ้า (g f)(x) 6x 5   และ f (x) 2x 3   ให้หา g(x) 
 

วิธีคิด จาก (g f)(x) g(f (x)) g(2x 3)    แต่โจทย์กาํหนด (g f)(x) 6x 5   
ดังนัน้ g(2x 3) 6x 5    ใช้เทคนิคการแก้ฟงัก์ชันตามเดิมได้ g(x)   3x + 4 

 
จ. ถ้า (g f)(x) 6x 5   และ f (x) 2x 3   ให้หา g(1) 
 

วิธีคิด ต้องการ g(1) จึงให้ f (x) 1  จะได ้2x 3 1 x 2     
แทนค่า x ด้วย 2 จะได ้(g f)(2) g(1) 6(2) 5     7 

 

 
 

เราทราบแล้วว่าความสัมพันธ์ r ใด ๆ  สามารถหาอินเวอร์ส ( 1r  ) ได้เสมอ 
เช่นเดียวกันฟังก์ชัน f ใด ๆ  ก็จะหาอินเวอร์สได้เสมอ แต่อินเวอร์สที่ได้นั้นอาจไมเปน
ฟงกชัน 

ในกรณีที่อินเวอร์สของ f เป็นฟังก์ชันด้วย จะเรียกอินเวอร์สที่ได้ว่าเป็น 
ฟังก์ชันอินเวอร์ส หรือ ฟังก์ชันผกผัน (Inverse Function) และเขียนสัญลักษณ์
เป็น 1f (x)  ได้ 
 

จากหลักการเขียนกราฟของอินเวอร์ส ทําให้พบว่า 1f   จะเป็นฟังก์ชัน ก็
ต่อเม่ือ f เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งเท่านั้น    

และ 1f ( )    มีความหมายเดียวกับ f ( )    
 

สมบัติที่สําคัญของอินเวอร์ส ได้แก่  1 1 1(f g) g f      และ 1 1(f ) f    
 
 
 

ตัวอย่าง 5.5  ให้ตอบคาํถามตอ่ไปนี ้
 

ก. ถ้า f (x) 2x 3   ใหห้า 1f (x)  
 

วิธีคิด จาก     1f (x) 2x 3 f (2x 3) x  
จากนั้นใช้เทคนิคการแก้ฟังก์ชันตามเดิมได ้ 1f (x)   0.5x + 1.5 
 

หมายเหต ุ
อาจใช้วิธหีาอนิเวอร์สแบบเดยีวกับในหัวข้อ “ความสัมพนัธ”์ ก็ได้ คอืสลับที่ตวัแปร x กับ y 
 

ข. ถ้า f (x) 2x 3   ให้หา 1f (5)  
 

วิธีคิด จาก     1f (x) 2x 3 f (2x 3) x  

ฟังก์ชันผกผัน 
(อนิเวอร์ส) 
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แล้วให ้2x 3 5   นั่นคือ x 4  ดังนั้น แทนคา่ x  ด้วย 4  จะได้ 1f (5)   4 
 

ค. ถ้า f (x 1) 4x 3    ให้หา 1f (x)  
 

วิธีคิด จาก 1f (x 1) 4x 3 f (4x 3) x 1        
จากนั้นใช้เทคนิคการแก้ฟังก์ชันตามเดิมได ้ 1f (x)   0.25x – 0.25 

 
ง. ถ้า f (x 1) 4x 3    ใหห้า 1f (5)  
 

วิธีคิด จาก 1f (x 1) 4x 3 f (4x 3) x 1        
แล้วให ้4x 3 5   นั่นคือ x 2  ดังนั้น แทนคา่ x  ด้วย 2  จะได้ 1f (5)   1 

 
จ. ถ้า  


1 xf (x) x 2  และ (f g)(x 2) 3x 6    ให้หา g(2) 

 

วิธีคิด ต้องการ g(2) จึงให้ x 2 2   นั่นคือ x 0  
แทนค่าใน (f g)(x 2) 3x 6    จะได้ว่า (f g)(2) 6  หรอื f (g(2)) 6  
จากนั้นใช้สมบัตขิองอินเวอร์ส กลายเป็น 1f (6) g(2)   
ซึ่ง   


1 6f (6) 1.56 2  ดังนั้น g(2)   1.5 

 

 
 

เม่ือนําฟังก์ชันสองฟังก์ชันใด ๆ  มาดําเนินการทางพีชคณิต คือบวก ลบ คูณ 
หรือหารกัน ผลลัพธ์ที่ได้จะยังคงเป็นฟังก์ชันอยู่ สามารถเขียนแทนได้ในรูป f g  
ซ่ึงเรียกว่าฟังก์ชันพีชคณิต 

นั่นคือ (f g)(x) f (x) g(x)    
โดยเคร่ืองหมาย   เป็นได้ทั้ง , , ,     
และในกรณีหารจะต้องเพิ่มเงื่อนไข g(x) 0  ด้วย (ส่วนของการหารห้ามเป็น 0) 
 

โดเมนของฟังก์ชันพีชคณิต หาได้จาก f g f gD D D    
 
 

แบบฝึกหัด ๕.๕ 
 
(43) ให้หา g f  และ f g  ของฟังก์ชันที่กําหนดให้ในแต่ละข้อ 
 (43.1) f (x) 2x  และ g(x) x 3   
 (43.2) f (x) x 1   และ g(x) x  
 (43.3) f (x) 4x 1   และ 2g(x) x  

 * (43.4) 4 x , x 0f (x)
6 x , x 4

  
 

<  และ 2g(x) x 1   เม่ือ x 2  

 
(44) ถ้า 2(g f)(x) 3 [f (x)] 2 f (x) 1    และ 2g(x) x x 2    แล้ว ให้หา (g f)(1)  
 
(45) ถ้า x 1f (x) x


  เม่ือ x 0  และ (f g)(x) x  แล้ว ให้หา g(x) 

 

พีชคณิต 
ของฟังก์ชัน 
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(46) ถ้า 2g(x) x x 2    และ 2(g f)(x) x x 2    แล้ว ให้หา f (x) 
 
(47) ถ้า f (x) Ax B   โดยที่ A, B เป็นค่าคงที่ ซ่ึง A 0  
และ (f f)(x) 4x 9   แล้ว ให้หาค่า B 
 
(48) อินเวอร์สของฟังก์ชันต่อไปน้ี เป็นฟังก์ชันหรือไม่ 
 (48.1) f {(x, y) | y x x }   
 (48.2) 2f {(x, y) | y (x 1) }    
 (48.3) 2f {(x, y) | y 9 x }    
 (48.4) f {(x, y) | y 1 / x }   
 
(49) ให้หาฟังก์ชันผกผัน 1f (x)  เม่ือกําหนด 
 (49.1) f (x) 5 x     (49.5) x 2f (x) x 3





 

 (49.2) f (x) 5x 4     (49.6) xf (x) 2x 1


 

 (49.3) x 1f (x) 3


    (49.7) 2x 3f (x) 3x 2





 

 (49.4) 1f (x) x 1


 

 

(50) ให้หา 1f (x)  เม่ือกําหนด 2
2x 2 , x 0f (x) x 1 , x 0

 
  

>
 

 
(51) ให้หา 1f (x)  เม่ือกําหนด 
 (51.1) f (3x 4) 4x 3    
 (51.2) x xf ( 1) 12 2    

 (51.3) 5x 7f (x 1) x 3


 


 

 (51.4) 1f [ 3 f (2x 1) 3x 2 ] 2x 1       
 
(52) ถ้า 3 2f (x 1) x 3x 3x 5      แล้ว ค่าของ 1f (5)  เป็นเท่าใด 
 
(53) กําหนดให้ f (x 3) 4x 5    และ g(x 3) 2 3x    ให้หาค่าของ 
 (53.1) 1(f g )(5)    (53.3) 1 1(f g )( 4)    
 (53.2) 1(g f )( 1)     (53.4) 1 1(g f )(3)   
 
(54) กําหนดให้ f (x 1) 2x 3    และ 2x 1 , x 0g(x) 3x 1 , x 0


   

>  

ให้หาค่าของ 
 (54.1) 1 1(f g )(0)     (54.2) 1 1(g f )(0)   
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(55) กําหนดให้ 2x , x 0f (x) 3 , x 0


  

>  และ 
2x , x 3g(x) x , x 3

  
 <

 ให้หา 

 (55.1) (f g)(x)     (55.2) f / gD  
 
(56) ถ้า f (x) x 1  , g(x) 1 x   และ 2h(x) 1 x   แล้ว ให้หา 
 (56.1) [(g f) h](x)    (56.2) f g( )(x)h

  

 
(57) ถ้า f (2x 3) 3x 2    และ 2(f g)(x) x x 3     แล้ว ให้หา 
 (57.1) 1(g f )(x)    (57.2) g( )(x)f  

 
(58) ถ้า f (x) x 5   และ 2(g f)(x) x 25   แล้ว ให้หา f( )(x)g  

 
(59) ถ้า f (x) 4x , 2g(x) x 1   และ x 1 , x 0h(x) x 1 , x 0


   

>  แล้ว ให้หา 

 (59.1) 1 1(f g h )( 2)       (59.2) 1[(g f ) h](2)   
 
(60) ถ้า (f g)(x) 2x 1    และ (f g)(x) 3 4x    แล้ว ให้หา 
 (60.1) 1(f g) ( 2)     (60.2) 1 1[(g f ) f](1)    
 
(61) ถ้า 1 xf (x) x 2

 


 และ (f g)(x) x 2   แล้ว ให้หา 

 (61.1) (f g)(2)     (61.2) 1[(g f) f ](4)  
 
(62) ถ้า 1f (x 1) 2x 3     และ (f g)(x 1) 5x 1    แล้ว ให้หา 
 (62.1) 1f( f )(3)g

    (62.2) 1[(fg) f ](1)  
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เฉลยแบบฝึกหัด (คาํตอบ) 
 
(1) ผิดทุกขอ้ 
(2) (35/3,20/21)  
(3) (6, 0)  
(4) ขอ้ (4.2) และ (4.6) ถูก 
(5) ถูกทุกข้อ 
(6) 22mk m  
(7) 202  
(8) 1,0002  
(9) ถูกทุกข้อ 
(10) ถูกทุกขอ้ 
(11.1) {(2, 1)}  
(11.2) {(0, 4),( 7, 3),( 7, 3)}    
(12) 310 
(13.1) rD {0} R , 
   rR {0} R  
(13.2) {2}R , {1}R  
(13.3) {1}R , {0}R  
(13.4) { 1} R , {2}R  
(13.5) (1, ) , (1, )  
(14.1) R , [0, )  
(14.2) [0, ) , [0, )  
(14.3) R , [ 4, )   
(14.4) [ 1, )  , [3, )  
(14.5) [ 4, 4] , [ 4, 4]  
(14.6) [ 4, 4] , [0, 4]  
(14.7) [ 4, 1] , [0, 1.25]  
(14.8) [ 1, 7] , [ 6,2]  
(15.1) {0, 1}R , ( 4, 0] R  
(15.2) {1, 3}R , ( 1, 0] R  
(15.3) [ 1, ) {0}   , R  
(15.4)  ,   
(15.5) [ 2, 1) (1, )    , R  
(15.6) (46/25,2]R , 
   {3, 2} R  
(16.1) { 7, 1} R , ( 3/4, 0] R  
(16.2) R , [0,2]  
(16.3) R , [0, )  
(17.1) { 2,2} R  
(17.2) [ 2,2] R  
(17.3) {2}R  

(17.4) { 3} [2, )    
(18) {1}  
(19) 5 
(20) 2 
(21) ( 1/4, 0]  
(22) ข. 
(23.1) [ 4, 4] , [ 4, 4]  
(23.2) [0, 4] , [ 2,2]  
(23.3) R , [ 3, )   
(23.4) ( 3,2] , [ 3,6]  
(24.1) 1 
(24.2) 0.5 
(24.3) 1 
(24.4) หาคา่ไม่ได้ 
(25) 6.75 
(26.1) 24 
(26.2) 12 
(26.3)   
(26.4) 4  
(27) 85.33 
(28) 0 
(29) [ 7, 5] [5, 7]    
(30) [ 1, 8]  
(31) ขอ้ (31.2) และ (31.3) ถูก 
(32) 4 
(33) ข้อ (33.2) และ (33.5) 
   เทา่นัน้ที่ไม่เปน็ฟังก์ชัน 
   ..ส่วนขอ้ (33.3), (33.6) 
   และ (33.8) เป็นฟังกชั์น 1–1 
(34.1) ไม่เป็น 
(34.2) เปน็ 
(35) ขอ้ (35.4) เท่านั้นที่เปน็ 
(36) ขอ้ (36.4) เท่านั้นที่ไม่เปน็ 
(37) ขอ้ (37.2) เทา่นัน้ที่เป็น 
(38) ขอ้ (38.2) เท่านั้นไม่เปน็ 
(39) ขอ้ (39.1), (39.5), 
(39.6) เปน็ 
(40.1) R , [3, )  
(40.2) {5}R , {10}R  
(40.3) {0}R , ( 2,2) R  
(41) 2(t 3)  เม่ือ 5 t 5 < <  
(42.1) 2x x 7   

(42.2) 7 

(42.3) 4 f(x)
3 f(x) 1  

(43.1) (g f)(x) 2x 3  ,  
   (f g)(x) 2x 6   
(43.2) (g f)(x) x 1   
   เม่ือ x 1> , 
   (f g)(x) x 1   
   เม่ือ x 0>  
(43.3) 2(g f)(x) (4x 1)  , 
   2(f g)(x) 4x 1   
(43.4) 

2
5 x , x 0(g f)(x) (6 x) 1, x 8

      
  

   และ 2(f g)(x) 5 x   
   เม่ือ x 2  
(44) 11/4 หรอื 2 
(45) 1

x 1  เม่ือ x 1  

(46) x 1  หรอื x  
(47) –3 
(48) ขอ้ (48.1) เท่านั้นที่เปน็ 
(49.1) 25 x  เม่ือ x 0>  
(49.2) 2(x 4)/5  เม่ือ x 0>  
(49.3) 3x 1  
(49.4) 1 1 / x  เม่ือ x 0  

(49.5) 3x 2
x 1



 เม่ือ x 1  

(49.6) x
2x 1  เม่ือ 1x 2  

(49.7) 2x 3
3x 2




 เม่ือ 2x 3  

(50) 1 0.5x 1 , x 2f (x) x 1 , x 1


  
    

>  

(51.1) (3x 25)/4  
(51.2) x 2  

(51.3) 4x 12
x 5



 เม่ือ x 5  

(51.4) (4x 7)/3  
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(52) –1 
(53.1) –33 
(53.2) –19 
(53.3) 4 
(53.4) –4 
(54.1) –2/3 
(54.2) –1/2 
(55.1) 3 x, x 0   
   และ x, 0 x 3 < <  
   และ 22x x , x 3    
(55.2) {0}R  

(56.1) 21 x 1 1 x     
   เม่ือ 1 x 0 < <  

(56.2) 2
1 1 x
1 x
 


 

   เม่ือ x ( , 1) { 1}     

(57.1) 2 x 43x 6


  

(57.2) 
22x x 11
3x 5
 


 

   เม่ือ x 5/3   

(58) x 5
x(x 10)




 เม่ือ x 0, 10  

(59.1) 7/2 
(59.2) 15/4 
(60.1) 5/3 
(60.2) 5/3 
(61.1) 6 
(61.2) 7/2 
(62.1) 17 43  

(62.2) 43
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   A       B 

x    1     y 
2 

เฉลยแบบฝึกหัด (วธิีคิด) 
 
(1.1) ผิด ..เพราะมี a, b บางคูซ่ึ่ง (a, b) (b, a)  
เช่น a 2, b 2   
 

(1.2) ผิด ..เพราะการที ่(a, b) (c, d)  
ไม่จําเปน็ที ่ a c  และ b d  พร้อมกนัเสมอไป 
จะตอ้งสรุปวา่ a c  หรือ b d  จึงถูกต้อง 
 

(1.3) ข้อความภายในวงเล็บจะเป็นจรงิได ้ก็ตอ่เม่ือ 
a 2b 1    และ a

21 b 2 2b a      
..แต่สมการทั้งสองขดัแย้งกนั จึงไม่สามารถหา a, b 
ที่ทาํใหข้้อความในวงเล็บเป็นจริงได้เลย ขอ้นีจ้ึงผิด 

 
 
(2) จาก 3x 5 5    จะได ้ 10

3x    
จาก 8 4y 6    จะได้ 7

2y   

และจาก y p   จึงได้ 7
2p    

..ดังนัน้ 35 20
3 21

x(xp, ) ( , )p   

 
 
(3) ฝั่งซ้าย (3, 4) (0, 0) (3 0, 4 0) (3, 4)      
และฝั่งขวา (x, y) (3, 4) (x 3, y 4)     
..จึงได ้3 x 3   และ 4 y 4   
ดังนัน้ (x, y) (6, 0)  

 
 
(4.1) ผิด ..มีกรณีที ่A B  กลายเปน็เซตจํากดั 
คือเม่ือ B    จะทาํให ้A B    
(4.2) ถูก ..เพราะถ้า n(A B)  หาคา่ไม่ได้ 
แสดงว่า n(A)  หรอื n(B) ต้องหาคา่ไม่ได ้
(4.3) ผิด ..ไม่จาํเป็นที่ B C  ถ้าหาก A    
(4.4) ผิด ..ไม่จาํเป็นตอ้งเปน็   ทั้งคู ่
คือ A    หรือ B    อย่างใดอย่างหนึ่งก็ได ้ 
(4.5) ผิด ..ถ้าหาก A    โดย B เปน็เซตอืน่ใด 
ก็จะทาํให ้A B B A    ได้ด้วย 
(4.6) ถูก ..เพราะ A B A A B     
(4.7) ผิด ..เช่นถ้า A    ก็จะได ้A B A   
(หรือถ้า B    ก็จะได ้A B B  ) 
(4.8) ผิด ..เพราะ A กับ A B  ย่อมไม่มีสมาชิก
ตัวใดซ้ํากันอยู่แลว้ (A B  มีสมาชิกเปน็คู่อนัดับ ที่
มีส่วนประกอบมากกว่าสมาชิกของ A อยูห่นึ่งระดบั) 
ดังนัน้ A (A B)     เสมอ 

 

(5.1) เนื่องจาก 4 3n(P(A)) 2 , n(P(B)) 2   
ดังนัน้ 4 3n(P(A) P(B)) 2 2 128     ..ถูก 
 
(5.2) เนื่องจาก (A B) (A C) A (B C)       
และ n(A) 30, n(B C) 19    
ดังนัน้ n[(A B) (A C)] 30 19 570       ..ถูก 
 
(5.3) จากสูตรยูเนียนของเซต 
ค่าของ n[(A B) (B A)]    สามารถคํานวณจาก 
n(A B) n(B A) n[(A B) (B A)]        
 

โดยสมาชกิทีซ่้ํากันของ A B  กับ B A  
เกิดจากการจับคูก่ันของส่วนที่ซ้าํกันใน A กับ B 
เช่นในขอ้นี ้A B {0, 1, 2, 3, 4}   
จึงได้วา่ (A B) (B A)    มีอยู่ 5 5  คู่อันดับ 
 

ดังนัน้ได ้(29 8) (8 29) (5 5) 439       ..ถูก 

 
 
(6) วิธีคิดเหมือนข้อ 5.3 
คือคา่ของ n[(A B) (B A)]    สามารถคาํนวณ 
จาก n(A B) n(B A) n[(A B) (B A)]        
 

ส่วนที่ขดีเส้นใต ้ในข้อนี้โจทย์บอกว่า 
มีค่าเท่ากับ n[(A B) (B A)]    
จึงได้คาํตอบเป็น 2mk km mm 2mk m     
 

หมายเหต ุ(A B) (B A) (A B) (B A)        
เป็นจริงเสมอ ไม่เฉพาะกับข้อน้ี 
(ดังที่ได้แสดงตัวอย่างไปแล้วในขอ้ 5.3) 

 
 
(7) จาก n(A' B') n(A B)' 2     
แสดงว่า n(A B) 8   
 

จาก n(A' B') n(A B)' 9     
แสดงว่า n(A B) 1   
ดังนัน้จากรปู x y 7   
 

และจาก n(B) n(A) 1   
จะได้ (y 1) (x 1) 1      
..แก้ระบบสมการได้ x 3 , y 4   
 

ดังนัน้ n(A) 4, n(B) 5   
ความสัมพนัธจ์าก A ไป B จึงมี 4 5 202 2   แบบ 
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(8) เนื่องจาก n(A A) 10 10 100     
..ดังนัน้ จํานวนความสัมพนัธจ์าก A A  ไป A 
จึงมีทัง้หมด n(A A) n(A) 100 10 10002 2 2     แบบ 

 
 
(9.1) ถูก ..คิดจาก n(A B) 3 2 62 2 2 64     
 
(9.2) โดเมนตอ้งเป็น {1,2, 3}  ครบทุกจาํนวน 
 

..สําหรับสมาชิกตัวหนา้ของคูอ่ันดับเป็น “1” 
จะเลอืกสมาชิกของ B มาจับให้เปน็คู่อนัดับ 
ได้ 3 ลกัษณะ (คิดจาก 22 1  น่ันคือหาจํานวน 
สับเซตของ B ทกุแบบที่ไม่ใช่  ) 
ได้แก่ (1, 0) หรอื (1, 4)  หรือ (1, 0),(1, 4) 
 

..ส่วนสมาชิกตวัหนา้เปน็ “2” กบัเป็น “3” ก็สร้างคู่
อันดับได้ส่วนละ 3 ลักษณะ เชน่เดียวกนั 
ดังนัน้ สามารถเลือกมาประกอบกันทัง้สามสว่น 
ได้ทั้งหมด 3 3 3 27    แบบ ..ข้อนี้จงึถูกตอ้ง 

 
 
(10.1) ถูก ..นัน่คือ 122  แบบ เท่ากัน 
 
(10.2) โดเมนเป็นสมาชิกตัวแรกของ A 
จะเลอืกเรนจค์ือสมาชิกของ B มาจับให้เป็นคูอ่นัดบั 
ได้ 15 ลักษณะ (คิดจาก 42 1  ..นัน่คอืสับเซต 
ของ B ทุกแบบที่ไม่ใช่  ) 
 

..โดเมนเปน็สมาชิกตัวที่สองและสามของ A 
ก็สรา้งคูอ่ันดับไดส้่วนละ 15 ลักษณะ เชน่กนั 
ดังนัน้จงึประกอบกันได ้ 15 15 15   แบบ ..ถูก 
 
(10.3) คิดเช่นเดียวกับขอ้ (10.2) 
แต่ละตัวของโดเมน (สมาชิกของ B) จะเลอืกเรนจ์ 
(สมาชิกของ A) มาสรา้งคู่อนัดับได้ 32 1 7   แบบ 
 

เม่ือเลอืกมาประกอบเขา้ด้วยกันทัง้ 4 ส่วน 
จะได้ 7 7 7 7 2401     แบบ ..ถูก 
 
(10.4) คิดเช่นเดียวกับขอ้ทีผ่่านมา 
แต่ละตัวของโดเมน (สมาชิกของ A) จะเลอืกเรนจ์ 
(สมาชิกของ A) มาสรา้งคู่อนัดับได้ 32 1 7   แบบ 
 

เม่ือเลอืกมาประกอบเขา้ด้วยกันทัง้ 3 สว่น 
จะได้ 7 7 7 343    แบบ ..ถูก 

 
 
 

(11) เซต 1 2r r  (ส่วนทีซ่้ํากนัของ 1r  กับ 2r ) 
คือสว่นที่กราฟของความสัมพนัธท์ั้งสองตัดกันนั่นเอง 
และจะหาได้จากการแกร้ะบบสมการ 
 
(11.1) แก้ระบบสมการได้ (x, y) (2, 1)   เทา่นั้น 
(ซึ่งเป็นจํานวนเตม็พอดี แสดงว่าอยู่ในสองเซตนี้จรงิ) 
..ดังนัน้ 1 2r r {(2, 1)}    
 
(11.2) แก้ระบบสมการ; 
จากสมการที่สอง เขียนเป็น 2x 4 y   
แทนค่าลงในสมการแรกได้ 2y y 12 0    
แยกตัวประกอบ ได้คาํตอบเป็น y 4  หรอื 3  
ซึ่งคู่กับคา่ x 0  หรือ 7  ตามลาํดับ 
..ดังนัน้ 1 2r r {(0, 4),( 7, 3),( 7, 3)}      

 
 
(12) ถ้า x 1  จะคูก่ับ y 1, 2, 3, ..., 25  
                               รวม 25 แบบ 
ถ้า x 2  จะคู่กับ y 2, 3, 4, ..., 25  
                               รวม 24 แบบ 
...จนถึง x 20  จะคู่กับ y 20, 21, ..., 25  
                               รวม 6 แบบ 
 จํานวนคูอ่ันดับรวม 25 24 23 ... 6       
                     310  
 
หมายเหต ุควรใช้สูตรอนุกรมเลขคณิต (บทที่ ๑๑) 
ช่วยในการหาผลบวก 

 
 
(13.1) ๏ โดเมน; พจิารณาจาก 2y x  

จะได้เงือ่นไข x 0  ..ดังนัน้ rD {0} R  
 

๏ เรนจ์; พจิารณาจาก 2x y  

จะได้เงือ่นไข y 0  ..ดังนัน้ rR {0} R  
 
หมายเหต ุเป็นกราฟไฮเพอร์- 
โบลามุมฉาก (เอียง) ดังรูป 
 
 
 

(13.2) ๏ โดเมน; พจิารณาจาก 1y 1 x 2 


 

จะได้เงือ่นไข x 2 0 x 2     
..ดังนัน้ rD {2} R  
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๏ เรนจ์; พจิารณาจาก 1x 2 y 1 


 

จะได้เงือ่นไข y 1 0 y 1     
..ดังนัน้ rR {1} R  
 

หมายเหต ุเป็นกราฟไฮเพอร์โบลามุมฉาก เหมือน 
ข้อท่ีแล้ว แต่เลื่อนจุดศูนย์กลาง (0,0) ไปอยู่ที่ (2,1) 
 
(13.3) ๏ โดเมน; พจิารณาจาก 1y x 1


 

จะได้เงือ่นไข x 1 0 x 1     
..ดังนัน้ rD {1} R  
 

๏ เรนจ์; พจิารณาจาก 1x 1 y   

จะได้เงือ่นไข y 0  ..ดังนัน้ rR {0} R  
 

หมายเหต ุเป็นกราฟไฮเพอร์โบลามุมฉาก (เอียง) 
ที่เลื่อนจุดศูนย์กลางไปอยู่ที ่(1,0) 
 
(13.4) ๏ โดเมน; พจิารณาจาก 2x 3y x 1





 

จะได้เงือ่นไข x 1 0 x 1      
..ดังนัน้ rD { 1}  R  
 
๏ เรนจ์; จัดรูปสมการเพื่อพจิารณา ได้ดงันี ้
xy y 2x 3 xy 2x y 3         
                 y 3x y 2

 
 


 

จะได้เงือ่นไข y 2 0 y 2     
..ดังนัน้ rR {2} R  
 
(13.5) ๏ โดเมน; พจิารณาจาก x 1y x 1





 

จะได้เงือ่นไขเป็น x 1  
แต่โจทย์เพิ่มเงื่อนไขวา่ x 1  ด้วย 
..ดังนัน้ rD (1, )   
 
๏ เรนจ์; จัดรูปสมการเพื่อพจิารณา ได้ดงันี ้
xy y x 1 xy x y 1        
               y 1x y 1


 


 

..แต่เนือ่งจากโดเมนถูกบังคับเป็น x 1  
จึงได้เงือ่นไขวา่ y 1 1y 1





  ซึ่งแกอ้สมการได้เป็น 

 

y 1 y 1 y 11 0 0y 1 y 1
   

    
 

 

2 0 y 1y 1   


 (อาศัยเส้นจํานวนก็ได)้ 

..ดังนัน้ rR (1, )   
 

หมายเหต ุ เงื่อนไขของตัวส่วนคือ y 1  น้ัน 
ไม่ได้กล่าวถึงในทีแรก เน่ืองจากในการแก้อสมการน้ี
ก็จะมีเงื่อนไขดังกล่าวอยู่ที่ตัวส่วน อยู่แล้ว 

 
 
(14.1) พิจารณาจาก 2y x  ไดท้ันท ี
พบว่าไม่มีเงือ่นไขใดที ่x แต่มีเงื่อนไข y 0>  
..ดังนัน้ rD  R  และ rR [0, )   
 

หมายเหต ุเป็นกราฟพาราโบลาหงาย 
 
(14.2) พิจารณาจาก y x  ไดท้ันท ี
พบว่ามีเงื่อนไข x 0>  และ y 0>  
..ดังนัน้ rD [0, )   และ rR [0, )   
 

หมายเหต ุเป็นกราฟพาราโบลาหงายเหมือนข้อท่ี
แล้ว แต่มีเพยีงซกีขวาเท่าน้ัน เพราะค่า x ห้ามติดลบ 
 
 
 
 
 
 
(14.3) จัดรูปสมการเพื่อพจิารณา ได้ดงันี ้

2 2y x 2x 3 y 3 1 x 2x 1          
                 2y 4 (x 1)     
พบว่าไม่มีเงือ่นไขใดที ่x แต่มีเงื่อนไข y 4 0 >  
ดังนัน้ rD  R  และ rR [ 4, )    
 

หมายเหต ุเป็นกราฟพาราโบลาหงาย จุดยอด (1,–4) 
(ต้องจัดกําลังสองสมบูรณ์ ให้เหลอื x กับ y เพียง
อย่างละตัวเดียวเสมอ ไม่ว่าจะเขยีนกราฟหรือไม่) 
 
(14.4) พิจารณาจาก y 3 x 1    
พบว่ามีเงื่อนไข rx 1 0 D [ 1, )    >  
และ ry 3 0 R [3, )   >  
 

หมายเหต ุเป็นพาราโบลาในลักษณะเดียวกับสมการ 
2(y 3) x 1    แต่จะมีเพยีงซีกบนซีกเดียว 

 
 
 

14.1 14.2 
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(14.5) พิจารณาจากกราฟ จะได้รูปวงกลม 
รัศมี 4 หน่วย มีจุดศูนยก์ลางอยู่ที่ (0, 0)  
..ดังนัน้ rD [ 4, 4]   และ rR [ 4, 4]   
 
หมายเหต ุ คิดโดยจัดรูปสมการก็ได้ น่ันคือ.. 
๏ โดเมน; จัดสมการได้ 2y 16 x    
จึงได้เงื่อนไขเป็น 216 x 0 >  

(x 4)(x 4) 0 4 x 4    < < <  
..ดังน้ัน rD [ 4, 4]   
๏ เรนจ์; จัดสมการได้ 2x 16 y    
จึงได้เงื่อนไขเป็น 216 y 0 >  
(แก้อสมการในลักษณะเดียวกับโดเมน) 
..ดังน้ัน rR [ 4, 4]   
 
(14.6) จากสมการ 2y 16 x   
เม่ือยกกาํลงัสองจะได้กราฟวงกลมเหมือนขอ้ที่แลว้ 
แต่สาํหรับข้อนี้กราฟจะมีเพียงคร่ึงวงกลมเทา่นัน้ 
เพราะเงือ่นไขของรู้ท บังคับว่า y 0>  เสมอ 
..ดังนัน้ r rD [ 4, 4], R [0, 4]    
 
(14.7) จากสมการ 22y 4 3x x    
เม่ือยกกาํลงัสองจะได้ 2 24y 4 3x x    
เป็นสมการวงรซีึง่จัดรูปไดด้ังนี ้

2 2(x 3x (9/4)) 4y 4 (9/4)       
2 2(x 1.5) y 125/4 25/ 16


    

เขียนกราฟไดด้ังรูป 
..พบว่า rD [ 4, 1]   
และ rR [0, 1.25]  
 
หมายเหต ุวงรีด้านล่างไม่มี เพราะเงื่อนไขของรูท้ 
ในสมการท่ีโจทยใ์ห้มา ทําให ้ y 0>  เสมอ 
 
(14.8) จัดรูปสมการเพื่อพจิารณา ได้ดงันี ้

2 2(x 6x 9) (y 4y 4) 3 9 4         
2 2 2(x 3) (y 2) 4      

เป็นวงกลมรัศมี 4 หน่วย ที่มีจดุศูนย์กลางที่ (3, 2)  
..ดังนัน้ rD [ 1, 7]   และ rR [ 6,2]   

 
 
(15.1) ๏ โดเมน; จากสมการในโจทย์ 
จะได้เงือ่นไข 2x x 0 x(x 1) 0      
..ดังนัน้ rD {0, 1} R  
 
 

๏ เรนจ์; จัดรูปสมการไดด้ังนี ้
2 21 1 1 1x x x xy 4 y 4        

            21 y 4(x )2 4y


    

พบว่ามีเงื่อนไข y 4 04y


>  

ซึ่งหาคําตอบของอสมการนี้ไดจ้ากเส้นจํานวน 
..จะได้คาํตอบคือ rR ( 4, 0]  R  
 
(15.2) ๏ โดเมน; จากสมการในโจทย์ 
จะได้เงือ่นไข 2x 4x 3 0    
        (x 3)(x 1) 0     
..ดังนัน้ rD {1, 3} R  
 
๏ เรนจ์; จัดรูปสมการไดด้ังนี ้

2 21 1x 4x 3 x 4x 3 1 1y y          

                 2 y 1(x 2) y


    

พบว่ามีเงื่อนไข y 1 0y


>  

ซึ่งหาคําตอบของอสมการนี้ไดจ้ากเส้นจํานวน 
..จะได้คาํตอบคือ rR ( 1, 0]  R  
 
(15.3) ๏ โดเมน; จากสมการในโจทย์มี 2 เงื่อนไข 
ได้แก่ (ภายในรูท้) x 1 0 x 1  > >  
และ (ทีต่ัวส่วน) x 0  
..ดังนัน้ rD [ 1, ) {0}     
 
๏ เรนจ์; จัดรูปสมการไดด้ังนี ้

2
2

x 1 x 1y yx x
 

    

            2 2x y x 1 0     
 

กรณ ี y 0  จะได้สมการเป็น x 1 0   
ซึ่งสามารถหาคําตอบ (คา่ x) ได ้
แสดงว่าในเรนจมี์ y 0  
 

กรณ ี y 0  จะเป็นสมการกาํลงัสอง 

ซึ่งมีคาํตอบอยู่ในรูป 
2

2
1 1 4yx

2y
 

  

เงื่อนไขทีท่ําใหห้าคาํตอบ (ค่า x) ได้คือ 21 4y 0 >  
พบว่าเงื่อนไขนีเ้ป็นจรงิเสมอทุกคา่ y 
..ดังนัน้ สรุปรวมผลจากทั้ง 2 กรณีได้วา่ rR  R  
 

2.5 
1.25 

(–1.5,0) 
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(15.4) ๏ โดเมน; จดัรูปสมการได้ดังนี ้
2 2y ( 2x)y (2x x 1) 0       

ใช้สูตรของสมการกําลังสองในการหาค่า y ได้เป็น 
2 22x 4x 8x 4x 4y 2

   
   

2y x x x 1       
เงื่อนไขทีท่ําใหห้าคา่ y ไดค้ือ 2x x 1 0   >  
                       2x x 1 0   <  
พหนุามแยกตวัประกอบเป็นจาํนวนจรงิไม่ได ้
แสดงว่ามีค่าเป็นบวกเสมอ อสมการนีจ้ึงเปน็ไปไม่ได้ 
..ดังนัน้ rD    
 

หมายเหต ุทดลองจัดกําลังสองสมบูรณ์ก็ได้ จะได้ผล 
เป็น 2(x 0.5) 0.75 0  <  ..ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
 
๏ เรนจ์; เนือ่งจาก rD    
แสดงว่าภายใน r ไม่มีคู่อนัดับใด ๆ  อยู่เลย 
..ดังนัน้จงึได้ rR    ดว้ย 
 
(15.5) ๏ โดเมน; จดัรูปสมการได้ 2

2
x 2y
x 1





 

มีเงื่อนไขคอื 2
x 2 x 20 0(x 1)(x 1)x 1
 


 

> >  

ซึ่งหาคําตอบของอสมการนี้ไดจ้ากเส้นจํานวน 
..จะได้คาํตอบคือ rD [ 2, 1) (1, )      
 

หมายเหตุ เงื่อนไขของตัวส่วนคือ 2x 1 0   น้ัน 
ไม่ได้กล่าวถึงในทีแรก เน่ืองจากในการแก้อสมการน้ี
ก็จะมีเงื่อนไขดังกล่าวอยู่ที่ตัวส่วน อยู่แล้ว 
 
๏ เรนจ์; จากสมการ 2 2 2(y )x x ( y 2) 0      
 

กรณ ี y 0  จะได้สมการเป็น x 2 0    
ซึ่งสามารถหาคําตอบ (คา่ x) ได ้
แสดงว่าในเรนจมี์ y 0  
 

กรณ ี y 0  จะเป็นสมการกาํลงัสอง 

ซึ่งมีคาํตอบอยู่ในรูป 
4 2

2
1 1 4y 8yx

2y
  

  

เงื่อนไขทีท่ําใหห้าคา่ x ได้คอื 4 21 4y 8y 0  >  
พบว่าเงื่อนไขนีเ้ป็นจรงิเสมอทุกคา่ y 
..ดังนัน้ สรุปรวมผลจากทั้ง 2 กรณีได้วา่ rR  R  
 
 
 
 

(15.6) ๏ โดเมน; จดัรูปสมการได้ดังนี ้
22

2 2

231
2 2

251
42

2(y )2y 2y 11x
y y 6 (y )

  
 

   
 

(คูณ 4 ทั้งเศษและส่วน) 
2

2
2(2y 1) 46x
(2y 1) 25

 
 

 
 

..มอง 2(2y 1)  เป็นตัวแปรหนึ่ง ยา้ยข้างในลักษณะ 
เดียวกับขอ้ (13.4) จะได้ 2 25x 46(2y 1) x 2


 


 

ซึ่งมีเงือ่นไขเป็น 25x 46 0x 2



>  

หาคําตอบของอสมการนี้ได้จากเสน้จาํนวน 
..จะได้คาํตอบคือ r

46
25D ( ,2] R  

 

๏ เรนจ์; พจิารณาจาก 
2

2
2y 2y 11x
y y 6
 


 

 

จะได้เงือ่นไข 2y y 6 (y 3)(y 2) 0       
..ดังนัน้ rR {3, 2}  R  

 
 
(16.1) ๏ โดเมน; จากสมการในโจทย์ 
จะได้เงือ่นไข |x 3| 4 0 x 3 4        
..ดังนัน้ rD { 7, 1}  R  
 

๏ เรนจ์; จัดรูปได้ดังนี้ 3|x 3| 4 y    

                 3|x 3| 4y     

จึงมีเงือ่นไขว่า 3 3 4y4 0 0y y


 > >  

ซึ่งหาคําตอบของอสมการนี้ไดจ้ากเส้นจํานวน 
..จะได้คาํตอบคือ r

3
4R ( , 0]  R  

 
(16.2) ๏ โดเมน; เนือ่งจากไม่มีข้อจาํกดัใด ๆ  
สําหรับคา่ x ที่อยู่ภายในคา่สัมบูรณ์ จึงได ้ rD  R  
 

๏ เรนจ์; จากสมการ y |x 2| |x|    
แยกช่วงยอ่ยเพื่อถอดค่าสัมบูรณ์ได้ดังนี ้
ถ้า x 0>  จะได ้ y |x 2 x| 2     
ถ้า 2 x 0 <  จะได ้ y |x 2 x| |2x 2|      
ถ้า x 2   จะได ้ y | x 2 x| 2      
 

พิจารณาจากกราฟ ดังรูป 
..จะได้ rR [0, 2]  
 
 –1 

2 
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(16.3) กราฟของสมการ 2y x 4   
สร้างขึน้จากสมการพาราโบลา 2y x 4   
แต่คา่สัมบูรณ์จะทําให้มีเงือ่นไขว่า y 0>  เสมอ 
 

กราฟในส่วนที่คา่ y เดิมติดลบ 
จะถูกพลิกขึน้ดา้นบนให้เป็น 
ค่าบวก ดังรูป 
 

..ดังนัน้ rD  R  และ rR [0, )   

 
 
(17) เนื่องจาก 1 rrR D   เสมอ ดงันัน้โจทย์ขอ้นี้
จึงเปน็การใหห้าโดเมนของความสมัพันธ์นัน่เอง 
 

(17.1) จากเงื่อนไขของตวัสว่น.. 2x 4 0   
                        (x 2)(x 2) 0     
ดังนัน้ 1rR {2, 2}   R  
 
(17.2) จากเงื่อนไขของตวัสว่น.. 2x 4 0   
และเงื่อนไขภายในรู้ท.. 2x 4 0 >  
จะสรปุรวมไดว้่า 2x 4 0   
        (x 2)(x 2) 0     
..นั่นคอื 1rR [ 2,2]   R  
 
(17.3) จากเงื่อนไขของตวัสว่น.. x 2 0   
ดังนัน้ 1rR {2}  R  
 
(17.4) จากเงื่อนไขในรูท้.. 22x 3x 2 0  >  
                    (2x 1)(x 2) 0   >  
จะได้ช่วงคําตอบเป็น ( , 1/2] [2, )     
 
และอีกเงื่อนไขคอื.. 23x 1 2 2x 3x 2 0    >  
               22 2x 3x 2 1 3x   >  
ซึ่งการแกอ้สมการนี้ จะตอ้งแยกคดิเป็นสองกรณ ี
 

กรณ ี 1 3x 0 x 1/3 > <  
จะได้อสมการ 2 24(2x 3x 2) 1 6x 9x   >  
     2 2x 6x 9 0 (x 3) 0    < <  
คําตอบคอื x 3   เทา่นั้น (อยู่ในเงือ่นไขพอดี) 
 

กรณ ี 1 3x 0 x 1/3     
จะได้อสมการเป็นจรงิเสมอ ทุกคา่ x ที่ใช้ได้ในรูท้ 
นั่นคอื x ( , 1/2] [2, )      (ซึ่งคาํนวณไว้แล้ว) 
แต่เงือ่นไขของกรณีนีค้ือ x 1/3  
จึงได้คาํตอบเป็น [2, )  เท่านั้น 
 
..รวมทุกกรณีด้วยกัน จะได ้ 1rR { 3} [2, )      

 

(18) ๏ เรนจ์; พิจารณาจาก 1 yx y


  

จะได้ rR {0} R  

๏ โดเมน; พิจารณาจาก 1xy y 1 y x 1   


 

จะได้ rD {1} R    ..ดังนั้น r rR D {1}   

 
 
(19) ๏ โดเมน; กรณี x 11<  
จะได้เงือ่นไข x 2 0 x 2 > >  
..นั่นคอื x [2, 11]  
กรณ ี x 11  
จะได้เงือ่นไข 15 x 0 x 15 > <  
..นั่นคอื x (11, 15]  
นําผลที่ได้มารวมกันได้เปน็ rD [2, 15]  
 

๏ เรนจ์; ในช่วง x [2, 11]  จะได้ y x 2   
แสดงว่า y มีคา่เพิ่มขึ้นจาก 0 ไปถึง 3 
ส่วนในช่วง x (11, 15]  จะได้ y 15 x   
แสดงว่า y มีคา่ลดลงจาก 2 ถึง 0 
(จะใช้วิธีทดลองพล็อตกราฟ เป็นพาราโบลา ก็ได้) 
..ดังนัน้ rR [0, 3]  
 

จึงได ้A [2, 3]  และมีผลบวกคือ 3 2 5    

 
 

(20) ๏ เรนจ์; พิจารณาจาก 
2

2
y 1x
2y 1





 

พบว่าส่วนไม่มีทางเปน็ 0 ..ดังนัน้ rR  R  
 

๏ โดเมน; พจิารณาจาก 2 x 1y 1 2x





 

จะได้เงือ่นไข x 1 x 10 01 2x 2x 1
 


 

> <  

หาคําตอบจากเสน้จาํนวนได้เป็น r
1
2D ( , 1]  

 

..ดังนัน้ r r r r
1
2R D ' R D ( , 1]    R  

และจาํนวนเต็มบวกทีน่้อยทีสุ่ดในเซตนีก้็คอื 2 
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(21) เนื่องจาก 1 rrD R   จึงจัดรปูสมการดังนี ้
2 21 1x 2x 3 x 2x 1 3 1y y          

                2 1 4y 1(x 1) 4y y


      

พบว่าเงื่อนไขคอื 4y 1 0y


>  

เขียนเส้นจํานวนได้เป็น 1r
1
4D ( , ] (0, )       

..ดังนัน้ คอมพลีเมนต์ของ 1rD   ก็คือ 1
4( , 0]  

 
 
(22) จัดรูปได้ดงันี้; 
จาก 2 2

2 2
1 1y 9 x

9 x y
   


 

                  
2

2
2 2
1 9y 1x 9
y y


     

เงื่อนไขคอื 
2

2 2
9y 1 (3y 1)(3y 1)0 0

y y
  

> >  

เขียนเส้นจํานวนได้เป็น r
1 1
3 3R ( , )  R  

 

ก. x y[ x y y ]     ไม่ถูก 
เพราะ x y y   เป็นจริงเม่ือ x 0  เทา่นัน้ 
แต่ใน U  ไม่มี 0 
ข. x y[ x y 0]     ถูก 
เพราะไม่ว่าสาํหรบั x ตัวใด จะหา y ทีต่รงเง่ือนไข
ได้เสมอ (คือ y เป็นคา่ตดิลบของ x) 

 
 
(23.1) 

rD [ 4, 4]   
rR [ 4, 4]   

 
 
 
(23.2) 

rD [0, 4]  
rR [ 2, 2]   

 
 
(23.3) จัดรูปสมการ 
จาก 2y 2 1 x 2x 1      

2y 3 (x 1)     
เป็นพาราโบลาหงาย ดังรปู 
จึงได ้ rD  R  และ rR [ 3, )    

(23.4) กราฟเหมือนขอ้ที่แล้ว 
แต่มีโดเมนเพียงแค่ช่วงเดียว 

rD ( 3,2]   
rR [ 3,6]   

 

 
 
(24) 
 
 
 
 
 
   (24.1) 1 ตร.หนว่ย    (24.2) 0.5 ตร.หนว่ย 
 
 
 
 
 
 
   (24.3) 1 ตร.หนว่ย     (24.4) หาค่าไม่ได ้

 
 
(25) เขียนกราฟได้ลกัษณะดงัรปู 
แก้ระบบสมการเพื่อหาจุดตัด 
(จุดยอดทัง้ 3 จดุ ของสามเหลีย่ม) 
ได้ (1,2), ( 2, 1), (2.5, 1)    
 

..ดังนัน้ พื้นที่ 1
2 3 4.5    

             6.75  ตร.หน่วย 

 
 
(26.1) 
 
 
 
 
 
 
พื้นที่ 1 1

2 2( 8 8) ( 4 4)       
     32 8 24    ตร.หนว่ย 
 
(26.2) 
พื้นที่ 1

24 ( 2 3)     
     12  ตร.หนว่ย 

4 

4 

–4 

–4 

(2,0) 
2 

2 

(–1,–3) 

(–1,–3) 

(–3,1) 
(2,6) 

1 

1 

–1 1 

1 

1 

1 

–1 
–1 

1 

–1 
1 

–1 

4 

2 

4 
2 
2 

4 

4 

2 
2 
1 
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(26.3) พื้นที่ 21
4 ( 2 )    

                ตร.หน่วย 
 
 
(26.4)                                        
 
 
 
 
 
พื้นที่ 21

4 ( 4 )    
     4   ตร.หนว่ย 
 
 

 
 
(27) เขียนกราฟ 1r r  ได้ดังรูป 
 
 
 
 
พื้นที่   4 (     +      ) 
 

     81 1
2 2 34( 8 4 4)       

     256
3 85.33   ตร.หนว่ย 

 
 
(28) เขียนกราฟ 1 2r r  ได้ดังรูป 
จึงได ้

r1 r2A D [ 4, 4]    
r1 r2B R [ 2,2]


    
 

และ A B' A B [ 4, 2) (2, 4]        
ผลบวกของจํานวนเต็ม 4 3 3 4 0       

 
 
(29) เขียนกราฟ 1 2r r  ได้ดังรูป 
 
แก้ระบบสมการเพื่อหา 
จุดตัดทั้งสี ่ได้ผลเป็น 
( 7, 2)   
 
ดังนัน้ r1 r2D [ 7, 5] [5, 7]      

 
 

(30) แก้อสมการได้เซตคําตอบ A [ 1, 3]   
ดังนัน้ 2r {(x, y) | x y 1 และ x [ 1, 3] }      
(โจทย์กําหนด r เป็นความสัมพนัธ์จาก A ไป R ) 
 

เขียนกราฟของ r 
ได้เป็นรปูพาราโบลาดังนี ้
 
 
..จะได้ rR [ 1, 8]   

 
 
(31.1) ผิด 
 
 
 
 
(31.2) ถูก 
 
 
 
(31.3) ถูก 
 
 
 
 
(31.4) ผิด 
 
 
 
 

 
 
(32) เขียนกราฟแสดง 
อาณาบริเวณปิดล้อมไดด้ังรปู 
 

คํานวณพืน้ที่โดยตัดตามเส้น 
ประ เปน็สามเหลี่ยม 4 รูป 
 

..พื้นที่ 1
24( 1 2)    

      4  ตร.หน่วย 

 
 
 
 
 
 
 

2 

4 

4 
1r  

1
2 1r r

1 2r r  

4 

4 

8 

8 

4 
4 (8/3,8/3) 

4 

2 
2 
2 

5  –5 53  53  

(0,–1) 

(–1,0) 
(3,8) 

r  1r  

1r r  

1r r  

1r  r  

1 

2 
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(33–36) ใช้วิธสีังเกตว่าค่า x แต่ละค่าท่ีใช้ได้ ให้
ค่า y เพียงแบบเดียวเสมอหรอืไม่ ถ้าใช่ก็แสดงว่า
เป็นฟังก์ชัน และถ้าค่า y แต่ละค่าคู่กับค่า x เพยีง
แบบเดียวเท่าน้ันด้วย ก็แสดงว่าเป็นฟังก์ชัน 1–1 
 

หรืออาจใช้วิธีเขยีนกราฟ ..ถ้ามีเสน้ตรงแนวตั้งทีต่ดั
กราฟเกิน 1 จุดได้ จะไม่เป็นฟังก์ชัน, ถ้ามีเส้นตรง
แนวนอนที่ตัดกราฟเกิน 1 จุดได้ จะไม่เป็น 1–1 
 

 
(33.1) เป็นฟงัก์ชัน แต่ไม่เป็น 1–1 
(เช่นเม่ือ x 2  หรือ 2  จะได ้ y 4  เท่ากัน) 
(33.2) ไม่เป็นฟังก์ชัน 
(33.3) เป็นฟงัก์ชัน 1–1 
 
 
 
 
 
 

(33.4) เป็นฟงัก์ชัน แต่ไม่เป็น 1–1 
(เช่นเม่ือ x 2  หรือ 2  จะได ้ y 2  เท่ากัน) 
(33.5) ไม่เป็นฟังก์ชัน 
(33.6) เป็นฟงัก์ชัน 1–1 
 
 
 
 
 
 
(33.7) เป็นฟงัก์ชัน แต่ไม่เป็น 1–1 
เพราะสามารถจดัรูปได้เป็น 2 31

42f(x) (x )    
(เช่นเม่ือ 1

2x   หรือ 3
2  จะได ้ 7

4y   เท่ากัน) 
(33.8) เป็นฟงัก์ชัน 1–1 
 
 
 
 
 
 

(33.9) เป็นฟงัก์ชัน แต่ไม่เป็น 1–1 
(เช่นเม่ือ x 2  หรือ 2  จะได ้ 1

4y   เท่ากัน) 
(33.10) เป็นฟงัก์ชัน แต่ไม่เปน็ 1–1 
(เช่นเม่ือ x 8  หรือ 8  จะได ้ y 4  เท่ากัน) 
 
 
 

หมายเหต ุโดยท่ัวไป ถ้าเขียนสมการในรูป y = 
…x… ได้ จะเป็นฟังก์ชัน แต่ถ้าเขียนในรูป yเลขคู่ 
หรือ |y| มักจะไม่เป็นฟังก์ชัน (และถ้าฟังก์ชันน้ัน
อยู่ในรูป xเลขคู่ หรือ |x| มักจะไม่เป็น 1–1) 

 
 
(34.1) ไม่เป็นฟังก์ชัน เพราะคา่ x แต่ละคา่ 
ให้ค่า y ได้มากมาย ดังรูป 
(34.2) เป็นฟงัก์ชัน 
 
 
 
 

 
 
(35) มีเพียงขอ้ (35.4) เทา่นัน้ที่เป็นฟังก์ชัน 
เขียนกราฟเพื่อให้เหน็ชัดเจนได้ดงัรูป 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
(36) เป็นฟงัก์ชัน 1–1 ทกุขอ้ยกเว้น (36.4) 
เขียนกราฟเพื่อให้เหน็ชัดเจนได้ดงัรูป 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

33.1 
33.2 

33.3 

33.4 
33.5 33.6 

33.7 33.8 

 34.1  34.2 

 35.1 

x+y = 1 
x+y = –1 

 35.2 

35.3 35.4 

 36.1 
36.2 

(4,–3) 

3 
3/2 

36.3 

(–4,3) 
36.4 3 



บทที่ ๕  Math E-Book 
Release 2.6.4 

228 

(37) ฟังก์ชันจาก R  ไป R  ต้องมีเงือ่นไขว่า 
fD  R  (คือใช้เปน็คา่ x ได้ครบทุกจาํนวน) 

ส่วนเรนจ์ไม่จาํเปน็ตอ้งใช้ครบทุกจาํนวนก็ได ้
 

(37.1) ไม่เป็น ..เพราะมีเงือ่นไข 29 x 0 >  
แสดงว่าโดเมนคอื 3 x 3 < <  เทา่นัน้ 
 

(37.2) เป็น ..เพราะเงื่อนไข 29 x 0 >  เป็นจรงิ
เสมอ นัน่คอืโดเมนเป็นจํานวนจริงใด ๆ  
 

(37.3) ไม่เป็น ..เพราะมีเงือ่นไข x 0  ดว้ย 
(พิจารณาจากการย้ายข้างให้อยู่ในรูป y 1 / x ) 
 

(37.4) ไม่เป็น ..เพราะมีเงือ่นไข x 5<  เท่านั้น 
(พิจารณาจากการย้ายข้างให้อยู่ในรูป |y| 5 x  ) 

 
 
(38) ฟังก์ชันจาก R  ไปทั่วถึง [0, )  
ต้องมีเงื่อนไขวา่ fD  R  (จํานวนจริงใด ๆ  ใช้เป็น
ค่า x ได้ทัง้หมด) และ fR [0, )   (จํานวนจริงที่
ไม่ติดลบ ใช้เป็นค่า y ไดท้ั้งหมด) 
 

..จากการพจิารณาทุกข้อพบวา่ fD  R  แน่นอน 
เพราะไม่มีเงื่อนไขใดเกิดกับ x 
ดังนัน้ ต้องพจิารณาที่ fR  วา่เป็น [0, )  หรือไม่ 
 

(38.1) เป็น ..เพราะเงื่อนไขคือ y 0>  พอด ี
(38.2) ไม่เป็น ..เพราะเงือ่นไขคอื y 2>  
(พิจารณาจากการจัดสมการในรปู 2y 2 (x 1)   ) 
(38.3) เป็น ..เพราะเงื่อนไขคือ y 0>  พอด ี
(เนื่องจากค่า 2x 4  จะมีค่าตัง้แต ่ 4  เป็นตน้ไป) 
(38.4) เป็น ..เพราะเงื่อนไขคือ y 0>  พอด ี
(พิจารณาจากการจัดสมการในรปู 3y |x 1|  ) 

 
 
(39.1) เป็น เพราะเป็นเสน้ตรงที่มีความชัน 5 
(39.2) ไม่เป็น เพราะเป็นเสน้ตรงที่มีความชัน 2  
 

(39.3) และ (39.4) ไม่เป็น 
เพราะเป็นพาราโบลา จึงมีช่วงที่เกิดฟงัก์ชันลดด้วย 
 

(39.5) 3y 2 (x 2)    เป็น ดงัแสดงในรูป 
(39.6) 3y (x 1)   เป็น ดงัแสดงในรูป 
 
 
 
 
 

 

(40.1) จากสมการคอื 2y x 2x 4    
สามารถจดัรูปไดเ้ป็น 2y 3 (x 1)    
..ดังนัน้ fD  R  และ fR [3, )   
(หากเขียนกราฟจะได้รูปพาราโบลาหงาย) 
 
(40.2) จากสมการในโจทย์ มีตวัส่วน จึงได้เงื่อนไข
ว่าสว่นหา้มเป็น 0 ..นัน่คือ fD {5} R  
 

จากนั้นจัดรูปสมการ (x 5)y 


(x 5)
x 5




x 5   

(สามารถตัดเศษส่วนแบบนี้ได้ เพราะสว่นไม่เปน็ 0) 
พบว่าไม่มีเงือ่นไขใดเกดิขึ้นที่ y 
แต่เนือ่งจากในโดเมนตอ้งไม่มี 5 ในเรนจ์จงึไม่มี 10 
..นั่นคอื fR {10} R  
 

หมายเหต ุหากเขียนกราฟจะได้เป็นรูปเส้นตรง 
แต่ขาดหายไปหน่ึงจุด น่ันคือจุด (5, 10) 
 
(40.3) จากสมการในโจทย์ มีตวัส่วน จึงได้เงื่อนไข
ว่าสว่นหา้มเป็น 0 ..นัน่คือ fD {0} R  
 

จากนั้นจัดรูปสมการ ดังนี้.. 2x xy 1 0    
เป็นสมการกําลังสอง ซึง่มีคําตอบอยู่ในรปู 

2y y 4x 2
 

   

จึงได้เงือ่นไขของ y คอื 2y 4 0 >  
ซึ่งเม่ือแก้อสมการจะได้คาํตอบ fR ( 2,2)  R  

 
 
(41) ฟังก์ชัน f(x)  นิยามไวเ้ม่ือ 2 x 8 < <  
ดังนัน้ ฟังก์ชัน f (t 3)  จะนิยามเมื่อ 
2 t 3 8 5 t 5   < < < <  

 

..สรุปวา่ 2f(t 3) (t 3)    เม่ือ 5 t 5 < <  

 
 
(42.1) ให้ A x 1    (ซึ่งจะได้ x A 1  ) 
แทนค่าลงใน 2f(x 1) x 3x 9     
จะได้ 2f(A) (A 1) 3(A 1) 9      
          2A A 7    
..ดังนัน้ 2f(x) x x 7    
 
(42.2) ให้ 22 x 1    (ซึ่งจะได้ 2x 5 ) 
แทนค่าลงใน 2 2f( x 1) x 2    
..จะได้ f(2) 5 2 7    
 

39.5 

(2,2) 

39.6 

(–1,0) 
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(42.3) เนื่องจาก 4x 1f(4x) 4x 2 1 (1/2x) 
 

 

แต่จาก xf(x) x f(x) 2 f(x) xx 2   


 

   2f(x)x f(x) x 2 f(x) x f(x) 1


     


 

..จึงแทนคา่ x ในรูป f(x) นี้ลงไปในสมการแรก 
ได้เป็น 1 4f(x)f(4x) f(x) 1 3f(x) 11 4f(x)

 
 

 

 
 
(43.1) (g f)(x) g(2x) 2x 3    
และ (f g)(x) f(x 3) 2x 6     
 
(43.2) (g f)(x) g(x 1) x 1     
และ (f g)(x) f( x) x 1    
 
(43.3) 2(g f)(x) g(4x 1) (4x 1)     
และ 2 2(f g)(x) f(x ) 4x 1    
 
(43.4) หา g f ; 
กรณีแรก (g f)(x) g( 4 x) 4 x 1      
                              5 x   
..เม่ือ “ x 0<  และ 4 x 2  ” นั่นคอื x 0  
 

กรณทีี่สอง 2(g f)(x) g(6 x) (6 x) 1      
..เม่ือ “ x 4  และ |6 x| 2  ” นั่นคอื x 8  
 
หา f g ; 
กรณีแรก 2 2(f g)(x) 4 (x 1) 3 x      
..เม่ือ “|x| 2  และ 2x 1 0 < ” เป็นไปไม่ได ้
 

กรณทีี่สอง 2 2(f g)(x) 6 (x 1) 5 x      
..เม่ือ “|x| 2  และ 2x 1 4  ” นั่นคอื |x| 2  
 

ดังนัน้ 2
5 x , x 0(g f)(x) (6 x) 1 , x 8

      
  

และ 2(f g)(x) 5 x   เม่ือ |x| 2  
 

 
(44) แทน f(x) ลงใน g(x) ทีก่าํหนดให ้
..จะได้สมการ 2 23 f(x) 2 f(x) 1 f(x) f(x) 2      

2 1
22 f(x) f(x) 1 0 f(x)        หรอื 1 

..ดังนัน้ 1
2(g f)(1) g(f(1)) g( )    หรอื g(1) 

                         11
4  หรอื 2 

 

(45) แทน g(x) ลงใน f(x) ทีก่าํหนดให ้
จะได้สมการ g(x) 1 x x g(x) g(x) 1g(x)


     

..ดังนัน้ 1g(x) x 1


 (โดยที ่ x 1 ) 

 
 
(46) แทน f(x) ลงใน g(x) ทีก่าํหนดให ้
จะได้สมการ 2 2f(x) f(x) 2 x x 2      

2 21 1
2 2[f(x) ] [x ]     

f(x) x 1    หรอื f(x) x   
 

 
(47) จาก (f f)(x) 4x 9   
จะได้สมการ A(Ax B) B 4x 9     
        2A x AB B 4x 9      
แสดงว่าสัมประสทิธิ ์ 2A 4  และ AB B 9    
 

โจทย์กาํหนด A 0  ดงันั้นค่า A 2  
..จึงได้คา่ B 3   

 
 
(48) อินเวอร์สของ f จะเป็นฟงัก์ชัน เม่ือ f เป็น
ฟังก์ชัน 1–1 ..ดังน้ันคําตอบของข้อน้ีจะได้จากการ
พิจารณาว่าแต่ละข้อเป็นฟังก์ชัน 1–1 หรือไม่ 
 
(48.1) เป็น ..เพราะได้ 2y x  เม่ือ x 0>  
              และ 2y x   เม่ือ x 0  ดงัรปู 
(48.2) ไม่เป็น 
(เช่นเม่ือ x 0  หรือ 2  จะได ้ y 1  เท่ากัน) 
 
 
 
 
 
 
(48.3) ไม่เป็น 
(เช่นเม่ือ x 3  หรือ 3  จะได ้ y 0  เท่ากัน) 
(48.4) ไม่เป็น 
(เช่นเม่ือ x 1  หรือ 1  จะได ้ y 1  เท่ากัน) 
 
 
 
 
 

 

48.1 

48.2 

48.4 

48.3 
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(49.1) จากโจทย์คือ y 5 x   (โดย y 0> ) 
จะหาอนิเวอรส์ได้เป็น 2y 5 x   
หรือจัดรูปได ้ x 5 y   (โดยที ่ x 0> ) 
 
(49.2) จากโจทย์คือ y 5x 4   (โดย y 0> ) 
จะหาอนิเวอรส์ได้เป็น x 5y 4   
หรือจัดรูปได ้ 21

5y (x 4)   โดยที ่ x 0>  
 
(49.3) จากโจทย์คือ 1

3y (x 1)   
จะหาอนิเวอรส์ได้เป็น 1

3x (y 1)   
หรือจัดรูปได ้ y 3x 1   
 
(49.4) จากโจทย์คือ 1y x 1   

จะหาอนิเวอรส์ได้เป็น 1x y 1   

หรือจัดรูปได ้ 1y 1x   (โดยที ่ x 0 ) 
 
(49.5) จากโจทย์คือ x 2y x 3




 

จะหาอนิเวอรส์ได้เป็น y 2x y 3



 

หรือจัดรูปไดด้ังนี.้. xy 3x y 2    
             3x 2y x 1

    (โดยที่ x 1 ) 
 
(49.6) จากโจทย์คือ xy 2x 1

  

จะหาอนิเวอรส์ได้เป็น yx 2y 1


 

หรือจัดรูปไดด้ังนี.้. 2xy x y   
              xy 2x 1 


 (โดยที่ 1

2x  ) 
 
(49.7) จากโจทย์คือ 2x 3y 3x 2




 

จะหาอนิเวอรส์ได้เป็น 2y 3x 3y 2



 

หรือจัดรูปไดด้ังนี.้. 3xy 2x 2y 3    
             2x 3y 3x 2

 
  (โดยที่ 2

3x  ) 

 
 
(50) กรณีแรก; y 2x 2   เม่ือ x 0>  
ได้อินเวอร์สคือ xx 2y 2 y 12      

โดยมีเงื่อนไข y 0 x 2> >  
 
กรณทีี่สอง; 2y x 1    เม่ือ x 0  

ได้อินเวอร์สคือ 2x y 1 y x 1         
(เครื่องหมายลบเท่านั้น เพราะกาํหนดให ้ y 0 ) 
โดยมีเงื่อนไข y 0 x 1     
 

..ดังนัน้ 1
x
2 1 ; x 2f (x)

x 1 ; x 1


  
    

>  

 
 
(51.1) จากโจทย์ จะได ้ 1f (4x 3) 3x 4     
ให้ A 3A 4x 3 x 4

     

แทนค่าไดเ้ป็น 1 A 3 3A 25f (A) 3( ) 44 4
      

..ดังนัน้ 1 3x 25f (x) 4
   

 
(51.2) จากโจทย์ จะได ้ 1 x xf ( 1) 12 2

     
ให้ xA 1 x 2(A 1)2      

แทนค่าไดเ้ป็น 1 2(A 1)f (A) 1 A 22
      

..ดังนัน้ 1f (x) x 2    
 
(51.3) จากโจทย์ จะได ้ 1 5x 7f ( ) x 1x 3

   


 

ให้ 5x 7 3A 7A xx 3 A 5
   
 

 

แทนค่าไดเ้ป็น 1 3A 7 4A 12f (A) 1A 5 A 5
    

 
 

..ดังนัน้ 1 4x 12f (x) x 5
    โดยที่ x 5  

 
(51.4) จากโจทย์ f(2x 1) 3 f(2x 1) 3x 2      
ย้ายขา้งได้ผลเปน็ 3

2f(2x 1) x 1    
นั่นคอื 1 3

2f ( x 1) 2x 1     
ให้ 3 2

2 3A x 1 x (A 1)      
แทนค่าไดเ้ป็น 1 2

3
4A 7f (A) 2( )(A 1) 1 3

      

..ดังนัน้ 1 4x 7f (x) 3
   

 
 
(52) จากโจทยค์ือ 1 3 2f (x 3x 3x 5) x 1       
ให้ 3 2x 3x 3x 5 5     
  2x(x 3x 3) 0     จะได้วา่ x 0  เทา่นั้น 
(พหุนามกาํลงัสองแยกตัวประกอบจํานวนจริงไม่ได้) 
 

..จึงแทน x ด้วย 0 ได้ผลเปน็ 1f (5) 0 1 1      
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(53.1) หา 1g (5)  จาก 1g (2 3x) x 3     
โดยให้ 2 3x 5 x 1      
แทนค่าลงไปได้ผลเป็น 1g (5) 4    
 

..จากนั้นหา 1(f g )(5) f( 4)    
โดยให้ x 3 4 x 7       
แทนค่าลงไปได้เป็น f( 4) 33    
 
(53.2) หา 1f ( 1)   จาก 1f (4x 5) x 3     
โดยให้ 4x 5 1 x 1      
แทนค่าลงไปได้เป็น 1f ( 1) 1 3 4      
 

..จากนั้นหา 1(g f )( 1) g(4)    
โดยให้ x 3 4 x 7     
แทนค่าลงไปได้เป็น g(4) 2 3(7) 19     
 
(53.3) หา 1g ( 4)   จาก 1g (2 3x) x 3     
โดยให้ 2 3x 4 x 2      
แทนค่าลงไปได้เป็น 1g ( 4) 2 3 1       
 

..ดังนั้น 1 1 1(f g )( 4) f ( 1) 4       (คิดไว้ในข้อท่ีแล้ว) 
 
(53.4) หา 1f (3)  จาก 1f (4x 5) x 3     
โดยให้ 4x 5 3 x 2     
แทนค่าลงไปได้เป็น 1f (3) 2 3 5     
 

..ดังนัน้ 1 1 1(g f )(3) g (5) 4      (คิดไว้ในข้อแรก) 

 
 
(54.1) ถ้าคิดจากกรณีบน จะได้ 1 1

2g (0)    
ซึ่งใช้ไม่ได้ เพราะไม่อยู่ในเงือ่นไข ( 1

2 > 0 ) 
จึงตอ้งคดิจากกรณีลา่ง จะได ้ 1 1

3g (0)    
ซึ่งใช้ได้ เพราะอยู่ในเงื่อนไข ( 1

3 0  ) 
 

..จากนั้นหาคา่ 1 1 1 1
3(f g )(0) f ( )     

หาจาก 1f (2x 3) x 1     
โดยให้ 51

3 32x 3 x       
..ดังนัน้ 1 51 2

3 3 3f ( ) 1        
 
(54.2) หา 1f (0)  จาก 1f (2x 3) x 1     
โดยให้ 3

22x 3 0 x      
แทนค่าลงไปได้ผลเป็น 1 3 1

2 2f (0) 1       
 
 

กรณีบน 1 31
42g ( )     ..ใช้ไม่ได้ เพราะ 3

4 > 0  
กรณลี่าง 1 1 1

2 2g ( )     ..ใช้ได้ เพราะ 1
2 0   

..ดังนัน้ 1 1 1
2 2g ( )     

 
 
(55.1) กรณ ี x 0>  และ x 3  
(นั่นคอื x 3 ) ..จะได ้ 2(f g)(x) 2x x     
กรณ ี x 0>  และ x 3<  (นั่นคือ 0 x 3< < ) 
..จะได้ (f g)(x) 2x x x       
กรณ ี x 0  และ x 3<  (นั่นคือ x 0 ) 
..จะได้ (f g)(x) 3 x    
 
(55.2) จาก f / g f gD D D   โดยที ่ g(x) 0  
แต่โดเมนของ f และ g คือเซตจาํนวนจริงใด ๆ  
ดังนัน้จะมีเพียงเงื่อนไข g(x) 0  
..นั่นคอื x 0  และไดค้ําตอบ f / gD {0} R  

 
 
(56.1) 2[(g f) h](x) 1 x 1 1 x       
 

โดยมีเงื่อนไขโดเมนเป็น x 1 0 x 1  > >  
             และ 1 x 1 0 x 0  > <  
..นั่นคอื 1 x 0 < <  
 

(56.2) 2
f g 1 x 1( )(x)h 1 x

 




  
 

โดยมีเงื่อนไขโดเมนเป็น 1 x 0 x 1 > <  
              1 x 1 0  > เป็นจรงิเสมอ 
              และ 21 x 0 x 1, 1      
..นั่นคอื x ( , 1) { 1}     

 
 
(57) จาก f(2x 3) 3x 2    จัดรูปได้ดงันี้.. 

A 3 3x 5f(A) 3( ) 2 f(x)2 2
      

และจะจัดรปูได้ 1 2x 5f (x) 3
   ด้วย 

 

จาก 2(f g)(x) f(x) g(x) x x 3       
จะได้ 2 3x 5g(x) x x 3 2

     
 
(57.1) 1 2 3x 5 2x 5(g f )(x) x x 3 2 3

         

                  2 x 43x 6
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(57.2) 
2 3x 5x x 3g 2( )(x) 3x 5f 2

  



 

              
22x x 11
3x 5
 




  โดยที ่ 5
3x    

 
 
(58) จาก 2(g f)(x) g(x 5) x 25     
จะได้ 2 2g(A) (A 5) 25 g(x) x 10x       
..ดังนัน้ 2

f x 5( )(x)g x 10x





 โดยที่ x 0, 10  

 
 
(59.1) หาค่า 1f ( 2)   จาก 1f (4x) x   
โดยให้ 1

24x 2 x      

แทนค่าลงไปจะได้ 1 1
2f ( 2)     

 

หาค่า 2g( 2) ( 2) 1 5      
 

กรณีบน 1h ( 2) 3     ..ใช้ไม่ได้ เพราะ 3 > 0  
กรณลี่าง 1h ( 2) 1     ..ใช้ได้ เพราะ 1 0   
..ดังนัน้ได้คาํตอบเป็น 1 7

2 25 1     
 
(59.2) คิดจาก 1(g f )(2) h(2)   
โดย h(2) 2 1 3    
หาค่า 1f (2)  โดยให้ 1

24x 2 x    
แทนค่าได ้ 1 1

2f (2)   
และจะได ้ 1 51 1

4 42(g f )(2) g( ) 1      
..ดังนัน้ได้คาํตอบเป็น 5 15

4 43   

 
 
(60.1) จากโจทย์กําหนด f(x) g (x) 2x 1    
และ f(x) g(x) 3 4x    
จะแก้ระบบสมการได ้ f(x) 2 x   
และ g(x) 3x 1   
ดังนัน้ (f g)(x) 2 (3x 1) 3 3x      
 
..หาค่า 1(f g) ( 2)   จาก 1(f g) (3 3x) x    
โดยให้ 5

33 3x 2 x      
แทนค่าลงไป ไดค้ําตอบ 1 5

3(f g) ( 2)    
 
 

(60.2) จาก f(1) 2 1 1    
(ดังนั้นจะได ้ 1f (1) 1   ดว้ย) 
แสดงว่าโจทย์ถามค่า 1 1 52

3 3g (1) f (1) 1      

 
 
(61.1) หาค่า f(2) จาก xf( ) xx 2 

  
โดยให้ x 2 x 4x 2   


 

แทนค่าลงไปจะได้ f(2) 4  
 
หาค่า g(2) จาก (f g)(x) x 2   
แทน x ด้วย 2 จะได้ f(g(2)) 4  
                1 4g(2) f (4) 24 2

   


 
..ดังนัน้ (f g)(2) 4 2 6     
 
(61.2) f(4) หาโดยให้ 8

3
x 4 xx 2   


 
ดังนัน้ 8

3f(4)   
แสดงว่าต้องการค่า 8

3(g f)(4) g(f(4)) g( )   
หาโดยแทน x ลงในโจทย์ 8 8 14

3 3 3f(g( )) 2    
            1 14/38 14 7

43 3 (14/3) 2g( ) f ( )
     

..และเนือ่งจากคา่ของ 1f (4) 2   (คิดไว้ในข้อที่แล้ว) 
ดังนัน้ คําตอบคอื 7 7

4 22   

 
 
(62.1) หาค่า f(3)  โดยแทน x ดว้ย 0 
ลงใน f(2x 3) x 1    ..จะได้ f(3) 0 1 1    
 

หาค่า 1f (3)  โดยแทน x ด้วย 2 
ลงใน 1f (x 1) 2x 3     ..จะได้ 1f (3) 7   
 

และหาค่า g(3)  โดยแทน x ด้วย 4 
ลงใน (f g)(x 1) 5x 1    ..จะได้ f(g(3)) 21  
นั่นคอื 1g(3) f (21) 2(20) 3 43     
 

..ดังนัน้คาํตอบขอ้นี้คอื 1 1
43 437 7   

 
(62.2) หาค่า 1f (1)  โดยแทน x ดว้ย 0 
ลงใน 1f (x 1) 2x 3     ..จะได้ 1f (1) 3   
..ดังนัน้คาํตอบขอ้นี้คอื f(3) g(3) 1 43 43     
(คิดไว้แล้วในข้อแรก) 

 
 



เร่ืองแถม 
หลักในการหาโดเมนและเรนจ์ของฟังก์ชัน fog..  
 
สมมติวา่ 2f (x) x 6   และ 2g(x) 3 x   ต้องการหา fogD  
ไม่ควรคดิโดยหา fog ก่อนแล้วจึงหาโดเมนและเรนจ์ เพราะคาํตอบที่ได้อาจผิด 
ในตัวอย่างนี ้หากคิดโดยหา fog ก่อน จะเปน็ 

 22 2 2(f g)(x) 3 x 6 3 x 6 9 x         
หาโดเมนไดจ้ากเงื่อนไข 29 x 0 >  จะไดค้ําตอบคอื x [ 3, 3]   แต่เปน็คําตอบที่ผดิ!! 
เช่น เม่ือเราพจิารณาค่า (f g)(2)  จะพบวา่ g(2) นั้นไม่นิยาม.. ฟังก์ชัน fog จึงไม่ควรมี 2 อยู่ในโดเมน 
สาเหตทุี่คาํตอบผิดก็เพราะในการหา fog นัน้มีขัน้ตอนที่เครือ่งหมายรู้ทถูกยกกาํลังสองให้หายไป 
เงื่อนไขของโดเมน (ทีอ่ยู่ในรูท้) ก็เลยหายไปด้วย.. 
 
หลักในการหาโดเมนและเรนจ์ของฟังกชั์นประกอบ (เช่น fog) ทีถู่กต้องเป็นดังนี ้
(1) เขียน f(g(x)) โดยใส่ g(x) ลงไปใน f ก่อน (ต้องคงคา่ g(x) ไว้ อย่าเพิ่งแทน x ลงไป) 
(2) ถ้าหา fogD  ใหพ้ิจารณาโดเมนของ f(g(x)) ที่เราเขียน ว่า g(x) เป็นอะไรได้บ้าง แล้วจงึย้อนไปคดิ x 
ถ้าหา fogR  ใหห้าเรนจ์ของ g(x) กอ่นแล้วเอามาใสล่งใน f(g(x)) ที่เราเขียนไว ้เพื่อให้ทราบเรนจ ์
 
ตัวอย่าง กาํหนดให้ 2

1f (x)
1 x




 และ 2g(x) 4 x   ใหห้าเซต fogD  และ fogR  

เริ่มต้น เขียน 2
1(f g)(x)

1 g(x)



  ก่อน 

ก. หาโดเมน; พจิารณาเงือ่นไขรูท้และเปน็ตัวสว่น ดังนั้น 21 g(x) 0   
แยกตัวประกอบแล้วเขยีนเส้นจํานวน จะได้ 1 g(x) 1    
จากนั้นจึงแทน x ลงไปได้วา่ 2 2 21 4 x 1 0 4 x 1 3 x 4        < <  
ดังนัน้ fogD [ 2, 3) ( 3, 2]     
 
ข. หาเรนจ์; เริ่มจากหาเรนจ์ของ g(x) ซึง่อาจมองลัดไดด้ังนี ้
จาก 2 2 2x x 0 4 x 4 0 4 x 2     > < < <R  ...แสดงว่า g(x) มีค่าในช่วง [0,2] 
นําขอบเขตของคา่ g นี้ไปใส่ใน f ต่อ ได้เปน็ 

2 2 20 g(x) 2 0 g(x) 4 3 1 g(x) 1 0 1 g(x) 1     < < < < < < < <  

ดังนัน้ 2
11

1 g(x)
 


<  แสดงว่า fogR [1, )   

 
เพื่อทดสอบความเข้าใจ ลองดัดแปลงวธิีเพื่อหา gofD  และ gofR  ของตัวอยา่งนีดู้นะครับ 
(เริ่มจากเขียน g(f(x)) โดยคงค่า f(x) ไว ้อยา่เพิง่แทน x ลงไป) 
คําตอบที่ถูกคือ [ 3/2, 3/2]  และ [0, 3]  ตามลาํดบั.. 
และนอกจากนี้ยังมีในข้อสอบเข้ามหาวิทยาลยัอยูห่ลายคร้ังด้วย ก็ลองฝึกทําได้ครับ 
(ตามเลขขอ้ที่ระบุไว้ใน “ขอ้สอบเข้าฯ แยกตามหัวข้อ”)   :] 
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(หน้าว่าง) 



 
 

บทที ่๖ 
ฟังก์ชันตรีโกณมิติ 

 
 

ตรีโกณมิต ิ (Trigonometry) เป็นวิชาที่เก่ียวกับ
การวัดส่วนประกอบของรูปสามเหลี่ยมโดยเฉพาะ เช่น 
ความยาวดา้น, ขนาดของมุม และขนาดพื้นที่ ..
ประโยชน์เบื้องต้นของวิชาตรีโกณมิติคือ ช่วยในการวัด
ระยะทาง ความสูง หรือความยาวด้านของสิ่งต่าง ๆ  ที่
ไม่สะดวกในการใช้เครื่องมือวัดโดยตรง 

 

ฟังก์ชันที่เก่ียวข้องในบทเรียนน้ีมีอยู่ 6 ฟังก์ชนั เรียกว่า ฟังก์ชันตรีโกณมิติ 
(Trigonometric Function) ไดแ้ก่ ฟังก์ชันไซน์, โคไซน์, แทนเจนต์, 
โคแทนเจนต์, ซีแคนต์ และโคซีแคนต์ ซึ่งฟงัก์ชันเหล่าน้ีมีประโยชน์และมี
ความสําคัญอย่างมากในวิชาคณิตศาสตร์ประยุกต์ วิชาด้านวิศวกรรม หรือ
แม้แต่วิชาฟิสิกส์เบ้ืองต้นก็ต้องอาศัยความรู้เร่ืองฟังก์ชันไซน์ด้วยเช่นกัน 

 
 

ฟังก์ชันไซน์ (Sine; sin) โคไซน์ (Cosine; cos) แทนเจนต์ (Tangent; 
tan) โคแทนเจนต์ (Cotangent; cot) ซีแคนต์ (Secant; sec) และโคซีแคนต์ 
(Cosecant; cosec หรือ csc) 

แต่ละฟังก์ชันมีโดเมนเป็นขนาดของมุม  และค่าเรนจ์ที่ได้ออกมานั้นเป็น
จํานวนจริง ซ่ึงจะพบว่า หาก 0 90      แล้ว ค่าฟังก์ชันที่ได้คือ “อัตราส่วน
ระหว่าง 2 ด้านในรูปสามเหล่ียมมุมฉาก ที่มุมหนึ่งมีขนาดเท่ากับ ” 

 
asin c
bcos c
sin atan cos b

 

 


  



     

1 ccosec sin a
1 csec cos b

cos1 bcot tan sin a

  


  



   

 

 

 
 
 

c a 

b 


ตรโีกณมิต ิ
เบ้ืองตน้ 

(บทที่ ๕–๑๖ นํามาจาก R2.2.04 และจะทยอยปรับปรุงเนื้อหาทีละบท จนเป็น R2.9 ฉบับสมบูรณ์ครับ) 

 
= 

RI
G

 + 
 n
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ค่าของฟังก์ชันตรีโกณมิติที่ควรทราบ 
 

 0 30 45 60 90 
sin  0 1/2  1/ 2  3/2  1 
cos  1 3/2  1/ 2  1/2  0 
tan  0 1/ 3  1 3  หาค่าไม่ได้ 

 
เอกลักษณ์ของตรีโกณมิติ ที่สําคัญ ได้แก่ 
1. 2 2sin cos 1      เป็นความสัมพันธ์ระหว่างค่า sin และ cos ของ

มุม ๆ  หนึ่ง ซ่ึงถ้าพิจารณามุมภายในรูปสามเหล่ียมมุมฉาก เอกลักษณ์นี้มีที่มาจาก
ทฤษฎีบทปีทาโกรัสนั่นเอง (จาก 2 2 2a b c   แล้วนํา 2c  ไปหาร) 

นอกจากนี้ เม่ือนํา 2sin   หารทั้งสองข้างของสมการ จะได้เอกลักษณ์ 
2 21 cot cosec     หรือถ้านํา 2cos   หารทั้งสองข้างของสมการ ก็จะได้

เอกลักษณ์ 2 2tan 1 sec     อีกด้วย สองเอกลักษณ์นี้ก็ถูกใช้บ่อยเช่นกัน 
 
2. sin cos (90 )     เป็นความสัมพันธ์แบบ โค-ฟังก์ชัน (Co-

function) ซ่ึงสังเกตได้ง่าย ๆ  จากความสัมพันธ์ในรูปสามเหลี่ยมมุมฉากเช่นกัน 
เอกลักษณ์ข้อนี้กล่าวเป็นคําพูดได้ว่า “ถ้ามุมสองมุมรวมกันได้ 90  แล้ว 

ค่า sin ของมุมหนึ่งจะเท่ากับคา่ cos ของอีกมุม” 
นอกจาก sin กับ cos แล้ว เอกลักษณ์นี้ยังเขียนได้อีกสองแบบ ได้แก่ 

tan cot (90 )    และ sec cosec (90 )    ซ่ึงทั้งหมดมีหลักการจําอย่าง
ง่าย ๆ  ได้จากชือ่เต็มของฟังก์ชัน จะมีคําว่า “โค” นําหน้า ได้แก่ ไซน์คู่กับโคไซน ์
แทนเจนต์คู่กับโคแทนเจนต์ และซีแคนต์คู่กับโคซีแคนต์ 

 
 

๖.๑ ฟังก์ชันตรีโกณมิติในวงกลมหน่ึงหน่วย 
 

จากเอกลักษณ์ที่ว่า 2 2sin cos 1     เสมอ (ทุก ๆ    ค่าเดียวกัน) ถ้า
เราให้ค่า sin , cos   อยู่บนแกน X, Y แล้ว ย่อมได้กราฟของความสัมพันธ์นี้เป็น
รูปวงกลมรัศมี 1 หน่วย 

ข้อตกลงที่ใช้เป็นมาตรฐานจะกําหนดให้ “แกน X เป็นค่า cos   และแกน 
Y เป็นค่า sin  ”  เหตุที่กําหนดแบบน้ีก็เพ่ือให้   เป็นมุมที่ทํากับแกน X โดยเร่ิม
วัดเป็น 0  ในแนว +X และเพ่ิมขึ้นในทิศทวนเข็มนาฬิกา เรียงไปตามลําดับของจตุ
ภาคพอดี (คือเป็น 90  ในทิศ +Y, เป็น 180  ในทิศ –X, ...) 

รูปประกอบในหน้าถัดไปแสดงวงกลมหน่ึงหน่วยดังกล่าว พร้อมทั้งคู่อันดับ 
(x, y)  ในตําแหน่งมุมที่สําคัญคือ 0 , 30 , 45 , 60 , 90  ซ่ึงค่า x และ y 
เหล่านี้คือค่า cos และ sin ของแต่ละมุมนั่นเอง 
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sin 45 1/ 2
cos 60 1/2
sin 90 1
cos 90 0
sin 120 3/2
cos 120 1/2
sin 180 0
cos 180 1
sin 225 1/ 2
cos 225 1/ 2
sin 300 3/2
cos 300 1/2

 

 

 

 

 

  

 

  

  

  

  

 

 

 
 

หมายเหตุ 1  (องศา; degree) แบ่งเป็น 60 '  (ลิปดา; minute) 
 
 

ประโยชน์ของ วงกลมหนึ่งหน่วย (Unit Circle) เช่น 
๏ ช่วยให้หาค่าฟังก์ชัน sin, cos ของมุม   ต่าง ๆ  ได้ง่ายข้ึน 
๏ สามารถขยายฟังก์ชัน sin, cos ให้ใช้กับมุม   ใดก็ได้ ไม่ว่าจะเกิน 90  หรือจะ
เป็นค่าติดลบก็ตาม (มุมติดลบคือมุมที่วัดในทิศตามเข็มนาฬิกา ทวนลําดับจตุภาค) 
๏ ช่วยให้เห็นแนวโน้มของค่าฟังก์ชัน sin, cos เม่ือมุม   อยู่ในควอดรันต์ต่าง ๆ  
 
ข้อสังเกต 
จากกราฟวงกลมหนึ่งหน่วยนี้ ทําให้เราได้ทราบว่า 
1. sin , cos   มีค่าได้ตั้งแต่ –1 ถึง 1 เท่านั้น 
2. sin ( ) sin     เพราะ ,   จะอยู่ด้านบนหรือล่างที่ค่า y ตรงข้ามกันเสมอ 
   cos ( ) cos    เพราะ ,   จะอยู่ทางซ้ายหรือขวาที่ค่า x เดียวกันเสมอ 
   ดังนั้น tan ( ) tan     เพราะได้จากการนํา sin ( )  หารด้วย cos ( )  

 
 

แบบฝึกหัด ๖.๑ 
 
(1) ให้หาค่าของ 
 (1.1) sin x sin 2x sin 4x    เม่ือ x 60   
 (1.2) cos 4x cos 3x cos x   เม่ือ x 120   
 
(2) ให้หา sin cos    หากกําหนดเงื่อนไข   ดังแต่ละข้อ 

(2.1) ปลายส่วนโค้ง   อยู่บนเส้นตรงซ่ึงเชื่อมจุด (0, 0) กับ (3, 4)  
(2.2) ปลายส่วนโค้ง   อยู่บนเส้นตรง y 2x 1   

0 (1,0) 

90 (0,1) 

 180 
(–1,0) 

270 (0,–1) 

45 ( 1
2 , 1

2 ) 
1/2  

60 ( 1
2 , 3

2 ) 

Y 

X 

30 ( 3
2 , 12 ) 

3
2  

2/2  

3/2  

2
2  

1
2  

              120 

( 1
2 , 3

2 ) 

     225
( 1

2 , 1
2 )  300 ( 1

2 , 3
2 ) 

O 
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(3) ให้หาค่าของ 
(3.1) 2 2 2 2 2 2cos 35 sec 70 cosec 47 sin 35 tan 70 cot 47            

 (3.2) 
2

2 2 2 2 2
2

sec x cot x cot x sin x sin x cosec x2 2 tan x    


 

 
(4) เขียนให้อยู่ในรูปอย่างง่าย 
 (4.1) 2 2 2 2

1 1 1 1
1 sin 1 cos 1 sec 1 cosec  
       

 

 (4.2) 6 6 4 42(sin x cos x) 3(sin x cos x) 1     
       (ให้ทดลองกระจาย 2 2 3(sin x cos x)  และ 2 2 2(sin x cos x)  ก่อน) 
 
(5) ถ้า sin cos a     แล้ว sin cos   มีค่าเท่าใด 
 
(6) ถ้า 2 2(sin cos ) a     แล้ว cosec sec    มีค่าเท่าใด 
 
(7) ถ้า ABC เป็นสามเหล่ียมมุมฉากซ่ึงมี A เป็นมุมฉาก และ tan B 3/4  
แล้ว ให้หาค่าของ sec C cot B cosec A  
 
(8) กําหนดสามเหล่ียมมุมฉาก ABC มีมุม B เป็นมุมฉาก 
หากลาก BD  ตั้งฉากกับ AC  ที่จุด D แล้วพบว่า AB 10 , 
BD 8  ให้หาค่า sin, cos  ของมุม A และขนาดของ BC , CD  
 
 
(9) จากภาพ หาก BC 10  และพ้ืนที่สามเหล่ียม ABC 
เป็น 10 3  ตารางหน่วย ให้หาขนาดพ้ืนที่สามเหล่ียม ACD 
 
 
(10) ถ้า sin 0.7310   และ 0 90     ให้หาค่า   นั้น 
(ตารางระบุค่า cos 43 0.7314   และ cos 43 10' 0.7294  ) 
 
 

๖.๒ ระบบเรเดียน และการลดรูปมุม 
 

นอกจากการวัดมุมในระบบ องศา (Degree;  ) แล้ว ยังมีอีกระบบหนึ่งซ่ึง
วัดมุมได้จากความยาวส่วนโค้งบนเส้นรอบวงของวงกลมหนึ่งหน่วย เรียกว่า เรเดียน 
(Radian; rad) กล่าวคือ 360  คิดเป็น 2  เรเดียน (ความยาวเส้นรอบวง) 

 
 
 
 

C                  D    B      E 

 A 

  120 
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ดังนั้น 
180  คิดเป็น   เรเดียน  
90  คิดเป็น /2  เรเดียน 
60  คิดเป็น /3  เรเดียน 
45  คิดเป็น /4  เรเดียน 
30  คิดเป็น /6  เรเดียน 
 
และมุมในจตุภาคอ่ืน ๆ  มีค่าใน 
หน่วยเรเดียนดังรูป 
 
 

การแปลงหน่วยของมุมระหว่างองศากับเรเดียน สามารถใช้วิธีเทียบสัดส่วน
หรือเทียบบัญญัติไตรยางศ์ได้เหมือนการแปลงหน่วยทั่วไป โดยอาศัยความรู้ที่ว่า 
180  คิดเป็น   เรเดียน 
 

 
 
 

 
ความสัมพันธ์ระหว่างมุม   (ในหน่วยเรเดียน) 
กับความยาวส่วนโค้ง a  ในวงกลมรัศมี r  
ใด ๆ  คือ a / r   
 
สําหรับวงกลมหน่ึงหน่วย จึงได้   a  

 
 

หมายเหตุ การวัดมุมเป็นเรเดียน มักละหน่วยไว้ ไม่ต้องเขียนกํากับว่า rad ก็ได้ 
ดังนั้นเม่ือพบมุมที่ไม่มีสัญลักษณ์องศากํากับจะถือว่าเป็นมุมเรเดียน เช่น sin 30 นั้น
จะไม่เท่ากับ 1/2 (เพราะเป็นค่า sin ของมุม 30 เรเดียน ไม่ใช่มุม 30 ) 

 
 

หากขนาดของมุมที่จะหาค่าฟังกช์ันตรีโกณมิตินั้น 
มีค่ามุม n  หรือ n /2  ไปบวกลบอยู่ เช่น 
sin(2 ) , cos( ) , sin( /2 )  เรา 
สามารถกําจัดค่าคงที่เหล่านี้ให้เหลือเพียง   ได้ 
เช่น sin( 2 ) sin    
 cos( 2 ) cos    
 sin( ) sin     
 cos( ) cos     
 sin( /2) cos     
 cos( /2) sin     
ซ่ึงความสัมพันธ์เหล่านี้พิจารณาได้จากวงกลมหนึ่งหน่วย 

a 

r 


Y 

X 

 

+ 
  –

–/2 

+/2 

0 

/2 

 

Y 

3/2 

/3 

X 

/4 
/6 

2/3 
3/4 

5/6 

7/6 
5/4 

4/3 5/3 
 7/4 

11/6 

ถึงแม้มุม  เรเดียน จะเทียบเทา่กับ 180°  แตวา   180 
หน่วยเรเดียนนี้คอืคา่จาํนวนจริง (หมายความว่าค่าของ  ยังคงเปน็ 3.1416.. เช่นเดิม) S 

การลดรูป 
ขนาดของมุม 
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โดยมีข้อสังเกตคือ เม่ือตัดมุม n  ออก ฟังก์ชันยังคงเป็นชื่อเดิมไม่เปล่ียน 
แต่ถ้าตัดมุม n /2  ออก ฟังก์ชันจะเปล่ียนชื่อเป็นโคฟังก์ชันเสมอ (แต่นอกจากนี้ยงั
ต้องดูเคร่ืองหมายบวกลบด้วย ว่าเปล่ียนหรือไม่) 

 
 

แบบฝึกหัด ๖.๒ 
 
(11) วงกลมวงหนึ่งมีรัศมี 24 ซม. ให้หาความยาวส่วนโค้งที่รองรับมุมที่จุดศูนย์กลางขนาด 
 (11.1) 2/3 เรเดียน 
 (11.2) 130  
 
(12) มุมที่จุดศูนย์กลางของวงกลมซ่ึงมีรัศมียาว 4 ซม. และส่วนโค้งที่รองรับมุมนี้ยาว 8 ซม. 
จะมีขนาดเป็นกี่เรเดียน 
 
(13) ให้หาความยาวรัศมีของวงกลม ซ่ึงเม่ือมุมที่จุดศูนย์กลางมีขนาด 5 เรเดียน 
ส่วนโค้งที่รองรับมุมนี้จะยาว 20 นิ้ว 
 
(14) สามเหล่ียมหน้าจั่วมีมุมยอด 22.5  บรรจุอยู่ในวงกลม โดยจุดยอดของสามเหล่ียมอยู่ที่จุด
ศูนย์กลางของวงกลม ถ้าส่วนโค้งของเส้นรอบวงกลมที่ถูกแบ่งด้วยฐานของสามเหล่ียม ยาว 4 ซม. 
ให้หาความยาวรัศมีของวงกลมนี้ 
 

(15) ให้หาค่าของ 
2 4 5
3 3 3

3 7
3 4 6

sin cos tan

cos tan sin

 

 

  

    

 
(16) ถ้า f ( ) cos 3

     
 
  แล้ว ค่าของ f (2 ) f (0)  เป็นเท่าใด 

 
(17) ตอบคําถามต่อไปนี้ 

(17.1) เม่ือ 0 /2     ค่าของ   กับ sin   ค่าใดมากกว่ากัน   
(17.2) ถ้า   มากข้ึนจาก /2  ไปสู่   แล้ว ค่า cosec   เป็นอย่างไร 

 
(18) ประโยคใดจริงหรือเท็จบ้าง 
 (18.1) sin 1 sin 1     (18.4) sin( /6) 0   
 (18.2) tan 1 tan 2    (18.5) sin( 11 /6) 0   
 (18.3) sin(1 ) sin 1     (18.6) tan( /7) tan(6 /7)   
 
(19) ให้หาค่าของ 

(19.1) sin(2 ) tan( ) cot(3 )
cot (2 ) tan( )
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(19.2) 2 2[sin sin( )] [cos cos( )]2 2        
   

 
(20) ให้หาค่าของ cos 300 sin 450 tan 495      
 
(21) ให้หาค่าของ 

2 2 2

2 2
sin ( 253 ) cos (287 ) sin (323 )

1 sin (217 ) cos (37 )
    


  

 

 
(22) ตอบคําถามต่อไปนี้ เม่ือ 0 x 2    

(22.1) ค่ามากที่สุดของ 2 cos 2x  เป็นเท่าใด เม่ือ x เป็นเท่าใด 
(22.2) ค่าต่ําสุดของกราฟ y 3 sin (2x /2)   เป็นเท่าใด เม่ือ x เป็นเท่าใด 

 
(23) ให้หาเซต {cos A | 0 A 4 /3< <  และ 5 3 sin 3A  มีค่ามากที่สุด}  
 
 

๖.๓ สมการตรีโกณมิติ 
 

หลักในการแก้สมการที่ประกอบด้วยฟังก์ชันตรีโกณมิติ เช่น 
24 sin x 11cos x 1 0    หรือ 22 tan sec 1     เป็นดังนี้ 

ข้ันแรก  ถ้าในสมการ มีฟังก์ชันอื่น ๆ  ที่ไม่ใช่ sin กับ cos 
ให้แปลงเป็น sin กับ cos ทั้งหมดก่อน 

ข้ันท่ีสอง  เม่ือได้สมการที่มีเพียง sin กบั cos แล้ว 
– หากเหลือแค่ sin หรือ cos อย่างใดอย่างหนึ่ง สามารถแยกตัวประกอบต่อได้ทันที 
– แต่ถ้าเหลือทั้ง sin และ cos ปะปนกัน ให้ใช้เอกลักษณ์ 2 2sin cos 1     มา
เป็นสมการช่วย มองเป็นระบบ 2 สมการ 2 ตัวแปร (คือตัวแปร sin กับ cos) จึง
จะหาคําตอบต่อได้ และตองตรวจคําตอบเสมอ เพราะเม่ือมีการยกกําลังสองเกิดขึ้น
อาจทําให้ได้คําตอบเกิน 

 
 

ตัวอย่าง 6.1  ให้หาเซตคําตอบของสมการ tan sin tan 0      ในช่วง 0 2 < <  
 

วิธีคิด แปลงเปน็ sin กบั cos ได้ดังนี้  sin sinsin 0cos cos
 
   

 
 

นํา cos   คณูทั้งสองขา้งของสมการ ไดเ้ป็น 2sin sin 0     
แยกตัวประกอบ ... (sin )(sin 1) 0     ... จะได ้ sin 0, 1    
 
แต่เนือ่งจากในโจทย์มีฟงัก์ชัน tan  (คือมี cos  เป็นตัวส่วน) 
ดังนัน้ sin 1    ไม่ได้ เพราะจะทาํให้ cos 0   
จึงสรุปวา่ sin 0   เทา่นัน้ และได้เซตคําตอบเป็น {0, ,2 }   

 

หมายเหต ุ
ในขั้นตอนการแยกตัวประกอบ อาจสมมติให้ sin A   เพื่อช่วยให้มองงา่ยขึน้ 
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ตัวอย่าง 6.2  กําหนดให ้2 cosec x 2 sin x 2 cot x    จะได้ cos x  มีค่าเท่าใด 
 

วิธีคิด แปลงเปน็ sin กบั cos ได้ดังนี้  2 cos x2 sin x 2sin x sin x   

นํา sin x  คณูทั้งสองขา้งของสมการ ไดเ้ป็น 2 (1)2 2 sin x 2 cos x ________   
เนื่องจากมีทัง้ sin และ cos เราจงึอาศัยเอกลักษณ์ 2 2 (2)sin x cos x 1 ______   
โดยแทนค่า 2 2sin x 1 cos x   ลงไปในสมการแรก 
กลายเป็น 2 22 2(1 cos x) 2 cos x 2 cos x 2 cos x 0        
แยกตัวประกอบ ... ( 2 cos x) ( 2 cos x 1) 0   ... นัน่คอื cos x 0  หรือ 1/ 2  

 
หมายเหต ุ
เนื่องจากในโจทยมี์ตัวสว่นเป็น sin x  แต่ในคาํตอบไม่มีค่าใดที่ทาํให้ sin x 0  
ดังนัน้จงึตรวจสอบคําตอบ (เนือ่งจากมีการยกกาํลงัสองเอง) พบวา่ใช้ได้ทั้งสองคําตอบ 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

การแก้สมการตรีโกณมติิ มขี้อควรระวังหลายจุด 
1. การทราบค่าฟงัก์ชันคา่หนึ่ง เชน่ ทราบวา่ sin 1/2   จะยังไม่สามารถสรปุได้ทนัทวี่า   อยู่
ตําแหนง่ใด เพราะจะมีสองคาํตอบอยู่ในคนละควอดรันต์เสมอ (เชน่ในกรณนีี้   อาจเป็น
ตําแหนง่ 30  หรอื 150 ) ดงันัน้เราตอ้งทราบเพิ่มเติมดว้ยว่า ค่า   นี้อยู่ในควอดรันต์ใด 

โดยปกตเิราสามารถทราบควอดรันต์ไดจ้ากเครือ่งหมายของค่าฟังกชั์นอืน่ เชน่ถ้าทราบ
เพิ่มวา่ cos 0   ก็แสดงว่าเปน็ควอดรันต ์1 คอื 30  แต่ถ้าทราบว่า cos 0   ก็ต้องเป็น 
ควอดรันต์ 2 คอื 150  
 

แผนภาพตอ่ไปนีเ้ป็นการสรุปเคร่ืองหมาย เพือ่ความสะดวกในการหาคําตอบ 
 
     1Q  เป็นบวกทั้ง 6 ค่า 
     2Q  มีเฉพาะ sin และ cosec ที่เปน็บวก 
     3Q  มีเฉพาะ tan และ cot ที่เปน็บวก 
     4Q  มีเฉพาะ cos และ sec ที่เปน็บวก 
 
 
 
2. สมมตวิ่าต้องการค่า   ในช่วง 0 2 < <  แตส่มการที่ได้นัน้เป็นค่า 2  (เช่น 
sin 2 1/ 2  ) จะต้องขยายช่วงคาํตอบเป็น 0 2 4 < <  (แล้วจงึนาํคาํตอบ 2  ที่ได้ทกุ
คําตอบหารด้วยสอง) หากไม่ขยายช่วง จะกลายเป็น 0 2 2 < <  คําตอบที่ไดจ้ะไม่ครบ 
 
3. คาํตอบบางคาํตอบ (โดยเฉพาะทีอ่ยู่บนแกน X หรอืแกน Y) อาจใช้ไม่ได้ ในกรณีทีส่มการมี
คําวา่ tan, cosec, sec, cot เพราะคา่เหล่านี้มาจากการหารกันของ sin, cos ต้องตรวจสอบด้วย
ว่ามีคาํตอบใดหาค่าเหลา่นี้ไม่ได ้(คือ ตัวส่วนเป็น 0) หรือไม่ 
 
4. ถ้าโจทย์ไม่ไดร้ะบุช่วงของคาํตอบ ใหต้อบในรูปทั่วไปซึง่การหมุนของ   เป็นกี่รอบก็ได ้
เช่น ถ้าในช่วง [0,2 ]  (การหมุนรอบแรก) มีคาํตอบ 1 จุด คือ /4  ให้ตอบว่า /4 2n   
หมายเหตุ  หากมีคําตอบหลายจดุในการหมุนรอบแรก อาจลดรูปลงเหลอืประโยคเดียวได ้
เช่น ถ้าคําตอบเป็น /3,2 /3   ก็อาจตอบรูปทั่วไปโดยยึดจุดกึ่งกลาง ว่า /2 /6 2n     

S 

    sin +    ALL + 
 
   tan +    cos + 
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แบบฝึกหัด ๖.๓ 
 
(24) เม่ือ cos 4/5   และ 0 /2 < <  แล้ว ให้หาค่าของ 25 tan 4 sec    
 
(25) เม่ือ sin 3/5    และ tan 0   ให้หาค่าของ tan cos    
 
(26) เม่ือ tan 15/8   และ 3 /2     ให้หาค่าของ sin cos    
 
(27) เม่ือ sin x 5/13  และ cos x 0  ให้หาค่าของ sin(x ) cos(x )     
 
(28) กําหนดให้ sec 5/3   และ 0      แล้ว ให้หาค่าของ sin cos

tan csc
  
  

 

 
(29) ถ้า sin x 3/5  และ tan x 3/4   แล้ว ให้หาค่าของ cosec x sec xdet 2 1 cos x

  
    

 

 
(30) ตอบคําถามต่อไปนี้ เม่ือ 0 2     

(30.1) ให้หาค่า   ที่ทําให้ cos 3/2   
(30.2) ให้หาค่า   ที่ทําให้ cos 2 3/2   

 
(31) เม่ือ tan x sec x 2   ให้หาค่าของ cos x  
 
(32) เม่ือ cosec cot 5/3     แล้ว ให้หาค่าของ sin   
 
(33) เม่ือ 2 sin x sec x  ให้หาค่าของ 4 4sin x cos x  
 
(34) เม่ือ 2 sin x sec x  ให้หาค่าของ 

2 2sin x cos x1 1 cot x 1 tan x 
 

 

 
(35) เม่ือ sin cos 1/5     และ 0  < <  ให้หาค่าของ tan   
 
(36) เม่ือ 22 tan sec 1     และ 0 /2 < <  แล้ว ให้หาค่าของ sec   
 
(37) เม่ือ 24 sin x 11cos x 1 0    และ x 2 < <  
ให้หาค่าของ sin ( x) cos ( x) tan ( x)      
 
(38) กําหนดให้ 24 sin 11cos 1 0      แล้ว 2cot ( /2) sec( 3 )     มีค่าเท่าใด 
 
(39) ให้หาค่า x จากสมการ 2cos 2x 3 sin2x 3 0    
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(40) สําหรับจํานวนจริง x ใด ๆ  ให้ xA  เป็นเมทริกซ์ซ่ึง 
2

x 2
2 sin x 2 sin xA 2 cos x cos x

 
  
  

  

ถามว่า S {x | 2 x 2   < <  และ xA  เป็นเมทริกซ์เอกฐาน}  มีจํานวนสมาชิกเท่าใด 
 
(41) ให้หาผลบวกคําตอบทั้งหมดของสมการ 3 2x 9x 23x 15 0     
เม่ือกําหนดเอกภพสัมพัทธ์ { x A | cos( x) cos x }   >U  และ A [0, 2 ]   
 
(42) กําหนดให้ 2f (x) cos x cos x   แล้ว ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 ก. ถ้า 0 x < <  แล้ว f (x) 2 cos x  
 ข. ถ้า x 2 < <  แล้ว f (x) 2 cos x  
 ค. ถ้า /2 x 3 /2 < <  แล้ว f (x) 0  
 ง. ถ้า 3 /2 x 2 < <  แล้ว f (x) 0  
 
 

๖.๔ กราฟของฟังก์ชันตรีโกณมิติ 
 

การศึกษาเร่ืองกราฟของฟังก์ชันตรีโกณมิติ โดยเฉพาะฟังก์ชัน sin และ 
cos จะเป็นประโยชน์ในการศึกษาเร่ืองอ่ืน ๆ  ได้ เช่น คล่ืน, เสียง, การเคล่ือนที่แบบ
เป็นคาบ (การแกว่ง), ไฟฟ้ากระแสสลับ 

 
 
 

        
sin

sin

D
R [ 1, 1]
คาบ 2
แอมพลจิูด 1



 







R

 

 
 
 
 
 

        
cos

cos

D
R [ 1, 1]
คาบ 2
แอมพลจูิด 1



 







R

 

 
 
 
 
 
 

y = sin x 

 x 

1 

–1 
O                     2 

y = cos x 

 x 

1 

–1 
O                   2 
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tan

tan

D { /2 n }
R
คาบ

  




 



R

R  

 
 
 
 
 
 

              
cosec

cosec

D { n }
R ( 1, 1)
คาบ 2

  

  







R

R  

 
 
 
 
 
 

              
sec

sec

D { /2 n }
R ( 1, 1)
คาบ 2

  

  



 



R

R  

 
 
 
 
 
 

              
cot

cot

D { n }
R
คาบ

  








R

R  

 
 
 

แบบฝึกหัด ๖.๔ 
 
(43) ให้ A ( /2, 0) (0, /2)     ฟังก์ชันใดต่อไปนี้เป็นฟังก์ชันลด บนเซต A 
 ก. sin x  ข. cos x  ค. cosec x      ง. sec x  
 
(44) กราฟของ y sin x  และ y cos x  เม่ือ 0 x 2< <  ตัดกันกี่จุด จุดใดบ้าง 
 

y = tan x 

 x 

1 

–1 
O                    2

y = cosec x 

 x 

1 

–1 
O                     2 

y = sec x 

 x 

1 

–1 
O                   2 

y = cot x 

1 

–1 

 x O                     2 
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๖.๕ ฟังก์ชันตรีโกณมิติของผลบวก และผลต่างมุม 
 

การคํานวณค่าฟังก์ชันตรีโกณมิติอาจเกี่ยวข้องกับมุมที่อยู่ในรูปผลบวกหรือ
ผลลบ ดังนั้นในหัวข้อนี้จะเป็นการสรุปสูตรที่สําคัญเพ่ือนําไปใช้ประโยชน์ 
 
[ชุดท่ี 1] สูตรเบื้องต้น 
(1) cos ( ) cos cos sin sin        
(2) cos ( ) cos cos sin sin        
(3) sin ( ) sin cos cos sin        
(4) sin ( ) sin cos cos sin        
 

เราสามารถพิสูจน์สูตรหลัก คือ cos ( ) cos cos sin sin        
ก่อน (พิสูจน์จากส่วนโค้งของวงกลมหนึ่งหน่วย แต่วิธีพิสูจน์ไม่ได้แสดงไว้ในที่นี้) 
แล้วจากนั้นเม่ือแทน   ด้วย   ก็จะได้สูตร cos ( )  

รวมทั้งได้สูตร sin ( )  และ sin ( )  จากเอกลักษณ์โคฟังก์ชัน 
sin ( ) cos (90 ( ))      

ส่วนสูตร tan ( ) และ tan ( )  ได้จากการนําสูตรของ sin และ 
cos มาหารกัน จากนั้นจัดให้อยู่ในรูปของ tan โดยนํา  cos cos  ไปหารทั้งเศษ
และส่วน 
 
[ชุดท่ี 2] สูตรผลคูณ 

เกิดจากสมการที่ (1) บวกลบกับ (2) และสมการที่ (3) บวกลบกับ (4) 
(5) 2 cos cos cos ( ) cos ( )       ... จาก (1)+(2) 
(6) 2 sin sin cos ( ) cos ( )        ... จาก (1)–(2) 
(7) 2 sin cos sin ( ) sin ( )       ... จาก (3)+(4) 
(8) 2 cos sin sin ( ) sin ( )       ... จาก (3)–(4) 
 
[ชุดท่ี 3] สูตรผลบวก และผลลบ 

มีที่มาเช่นเดียวกับชุดที่ 2 แต่กําหนดให้ A      และ B      
(9) A B A Bcos A cos B 2 cos ( ) cos ( )2 2

 
   ... จาก (5) 

(10) A B A Bcos A cos B 2 sin ( ) sin ( )2 2
 

    ... จาก (6) 

(11) A B A Bsin A sinB 2 sin ( ) cos ( )2 2
 

   ... จาก (7) 

(12) A B A Bsin A sinB 2 cos ( ) sin ( )2 2
 

   ... จาก (8) 

 
[ชุดท่ี 4] สูตรมุมสองเท่า และมุมคร่ึง 

สูตรสําหรับมุมสองเท่า 
ได้จากสูตรผลบวกมุมในชุดที่ 1 เช่นกัน โดยใช้มุมเป็น     2  จะได้ 

sin (2 ) 2 sin cos     

tan tantan ( ) 1 tan tan
tan tantan ( ) 1 tan tan

       
     
   

 



คณิต มงคลพิทักษสุข    ฟงกชันตรีโกณมิติ 
kanuay.com 

247 

2 2cos (2 ) cos sin      
ซ่ึงอาศัยเอกลักษณ์ช่วยจัดรูปได้เป็น    

  

2

2
cos (2 ) 1 2 sin

2 cos 1
 

2
2 tantan (2 ) 1 tan


 

 
 

 
สูตรสําหรับมุมคร่ึง 

ได้จากการย้ายข้างสมการ 2 2cos (2 ) 1 2 sin 2 cos 1        
โดยกําหนดให้  2 A  ดังนั้น   A/2  

sin ( /2) (1 cos )/2      
cos ( /2) (1 cos )/2      
tan ( /2) (1 cos )/(1 cos )        

 
นอกจากนี้ยังสามารถพิสูจน์สูตรของมุมใด ๆ  ต่อไปได้อีก โดยอาศัยหลักการ

เดียวกันกับ 4 ชุดข้างต้น เช่น สูตรสําหรับมุมสามเท่า sin(3 ), cos(3 ), tan(3 )    
หรืออาจใช้สูตรชุดที่ 1 ช่วยในการลดรูปขนาดของมุม n   , n /2    เป็นต้น 

 
 

แบบฝึกหัด ๖.๕ 
 
(45) ให้หาค่าของ sin (75 ) , cos (5 /12)  และ tan ( /12)  
 
(46) กําหนด cot A 2.4  โดย A ( , 3 /2)    และ sinB 0.6  โดย B ( /2, )    
 (46.1) cos (A B)  และ sin (A B)  มีค่าเท่าใด 
 (46.2) มุม A B  อยู่ในควอดรันต์ใด 
 
(47) ให้หา cos A  เม่ือ sin (A B) 1/5  , cos (A B) 2/5   และ sin B 3/5  
 
(48) ให้หา cos B  เม่ือ A B 5 /4    และ tan A 1  โดยที่ 0 B < <  
 
(49) ให้หาค่าของ 
 (49.1) 2 cos 75 cos 15   
 (49.2) 2 sin25 cos 5 sin20     
 (49.3) 4 sin 75 cos 15 4 cos 15 cos 165      
 (49.4) sin 108 cos 42 sin 42 cos 108      
 (49.5) cos 68 cos 78 cos 22 cos 12 cos 10        
 (49.6) 2 cos 35 cos 70 cos 35 cos 15       
 
(50) ให้หาค่าของ 
 (50.1) 2 cos 3 sin2 2 cos 4 sin 2 cos 2 sin           
 (50.2) sin 3 sin6 sin sin 2 sin 4 sin5         
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(51) ให้หาค่าของ 
 (51.1) 2 2 2sin A sin (60 A) sin (60 A)     
 (51.2) 2 2 2cos A cos (60 A) cos (60 A)     
 
(52) ให้หาค่าของ 
 (52.1) cos 10 sin 40

sin 70
  


 

 (52.2) sin 75 sin 15
cos 75 cos 15

  
  

 

 (52.3) tan 178 tan 108
1 tan 178 tan 108

  
  

 เม่ือ tan 10 B   

 (52.4) cot A cot B
1 cot A 1 cot B

   
          

 เม่ือ A B 225    

 (52.5) sin 3 cos 3
sin cos

 


 
 

 
(53) ให้หาค่าของ 
 (53.1) sin50 sin 10 cos 20      
 (53.2) sin 10 cos 40 cos 20      
 (53.3) cos 20 cos 100 cos 140      
 (53.4) cos 10 cos 20 cos 40 cos 50

sin 10 sin 20 sin 40 sin50
      
      

 

 
(54) ให้หาค่าของ sin 40 sin 20    ในรูปของ sin 5  
 
(55) ให้หาค่าของ 
 (55.1) 3cos cos5 5

      (แนะนําให้ใช้ 2 sin 5
  คูณเศษและส่วน) 

 (55.2) 3cos cos5 5
   

 (55.3) 2 4cos cos cos7 7 7
    

 (55.4) 5sin cos24 24
   

 (55.5) 8 sin 70 sin50 sin 10    
 
(56) ให้หาค่าของ tan 9 tan27 tan63 tan81        
 
(57) กําหนด 24 sin A 3 cos 2B 2    และ sin 2A sec A sinB  เม่ือ A,B [0, /2]   
ให้หาค่าของ 2 cos (A B)  
 
(58) ถ้า 3 cos 2A 2 cos 2B 3    และ sin A 2 sinB 0   เม่ือ A,B [0, /2]   
แล้ว ให้หาค่าของ sin (A B)  
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 x = sin y 
1 –1 

 

y  

 

O  x 1 –1 

y = arcsin x 

/2 

O 

/2 

(59) กําหนด 3sin 3 sin 1 4 sin       ให้หาค่าของ sec 2 cos (3 /2 )     
 
(60) ถ้า 3 4 3cos ( ) 10


   และ 3 4 3cos ( ) 10


   

แล้ว ให้หาค่า sin 2 sin2   
 
(61) ถ้า tan x 2  แล้ว ให้หาค่า sin 2x

1 cos 2x
 

 
(62) ให้หาค่า sin 4  เม่ือ tan 1/3   และ 0 /2     
 
(63) ถ้า 5 1cos A 4


  ให้หา sin(A B) sin(A B) sin(2A B) sin(2A B)        

 
(64) ข้อใดต่อไปนี้ผิด 
 ก. cos(x y) cos(x y) 2 cos x cos y       ข. 2 2sin(x y)sin(x y) sin x sin y     
 ค. 2 2cos(x y)cos(x y) cos x sin y       ง. cos 5x cos x sin5x sin x cos 6x   
 
 

๖.๖ ฟังก์ชันผกผันของตรีโกณมิติ 
 

ฟังก์ชันตรีโกณมิติทั้งหกฟังก์ชนั (เช่น y sin x ) สามารถหาอินเวอร์ส
ได้โดยสลับที่ระหว่างโดเมนและเรนจ์ตามปกติ (กลายเป็น x sin y ) แต่อินเวอร์ส
ที่ได้เหล่านี้ไม่เป็นฟังก์ชันเลย เนื่องจากค่า x แต่ละค่า ให้ค่า y ได้หลายค่าไม่ส้ินสุด 
ดังนั้นหากจะกําหนดอินเวอร์สของฟังก์ชันตรีโกณมิติให้เป็นฟังก์ชันด้วย ก็จําเป็นต้อง
จํากัดช่วงของมุมที่เป็นคําตอบ (หรือช่วงของเรนจ์นั่นเอง) ดังรูปประกอบ 

เราเรียกชื่อฟังก์ชันผกผันของตรีโกณมิติโดยใช้คําว่า arc นําหน้า (เช่น อิน
เวอร์สของ y sin x  คือ y arcsin x ) หรือบางตําราใช้สัญลักษณ์ 1sin x , 

1cos x , 1tan x , … แทนคําว่า arcsin, arccos, arctan, … 
 
ความหมายของ x sin y  ต่างจาก y arcsin x  เพราะเรนจ์ไม่เท่ากัน 
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 x 1 –1 

y = arcsin x 

/2 
O 

/2 
 x 1 –1 

y = arccos x 

O 

 

 x 1 –1 

y = arctan x 

/2 

O 

/2 

/2 

/2 
0  

/2 

/2 

0 = sin 

–1 

1 0    = cos 

1 –1 0 = tan 





ช่วงของเรนจ์ที่ใช้กันเป็นมาตรฐานสําหรับฟังก์ชัน arcsin, arccos, arctan 
จะแสดงไว้ในกราฟต่อไปนี้ แต่โดยทั่วไปนิยมใช้วงกลมหนึ่งหน่วยช่วยในการจํา ส่วน
ฟังก์ชัน arccosec, arcsec, arccot ขอไม่กล่าวถึงเนื่องจากไม่นิยมใช้ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

arcsin

arcsin

D [ 1, 1]
R [ /2, /2]

 

     arccos

arccos

D [ 1, 1]
R [0, ]

 

      arctan

arctan

D
R ( /2, /2)



  
R  

 
 
 
 
 
 
 

ข้อสังเกต 
ฟังก์ชัน arcsin (กับ arctan) จะกําหนดให้อยู่ในช่วงที่ cos เป็นบวกเสมอ 
ส่วนฟังก์ชัน arccos จะกําหนดให้อยู่ในช่วงที่ sin เป็นบวกเสมอ 
 

เอกลักษณ์หนึ่งที่มีประโยชน์ในเร่ืองฟังก์ชันตรีโกณมิติผกผัน 
คือ x yarctan x arctan y arctan 1 xy


 


 

ซ่ึงสามารถพิสูจน์ได้จากการใส่ฟังก์ชัน tan ทัง้สองข้างของสมการ 
โดยเอกลักษณ์นี้ใช้ได้เม่ือ arctan x arctan y  ยังอยู่ในช่วง ( /2, /2)   เท่านั้น 

 
 

แบบฝึกหัด ๖.๖ 
 
(65) ให้หาค่าของ arcsin ( 3/2) และ arccos ( 1/2)  
 
(66) ค่าของ 2 arcsin ( 3/2) arccos (1/ 2) arccos ( 1)     เป็นเท่าใด 
 
(67) ให้หาค่าของ 2 2cos(arcsin (cos ) )7 7
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(68) ให้หาค่าของ 
 (68.1) cos (arccos (4/5) arccos (12/13))  
 (68.2) sin (arccos (3/5) arcsin ( 4/5))   
 (68.3) cos (2 arcsin (3/5)) 
 (68.4) tan (2 arcsin ( 1/ 5))  
 
(69) ให้หาค่าของ sin( 2 arctan( 2 1))2  

  

และ cos (3 /2 2 arctan x)  
 
(70) ให้หาค่าของ A+2B เม่ือกําหนด tan A 1/7  และ sin B 1/ 10  
โดยที่ 0 A,B /2    
 
(71) ให้หาค่า 7 tan( /4 A)  เม่ือกําหนดให้ sin A 1/3  และ /2 A    
 
(72) กําหนดให้ tan A 1/2 , tan B 1/5 , tan C 1/8  
ให้หาขนาด A B C   ที่เป็นมุมแหลม 
 
(73) ให้แสดงว่า arccos (12/13) arcsin (16/65) arcsin (3/5)   
 
(74) ให้หาค่า x จากสมการต่อไปนี้ 
 (74.1) arccos (4/5) arcsin ( 3/5) arccos x    
 (74.2) 2arctan (x /3 x) arcsin (7/25) arccos (4/5)    
 (74.3) arctan(1/7) arctan(1/8) arctan(1/18) arccot x    
 (74.4) arctan (2x 1) arctan (2x 1) arccos (1/ 5)     
 (74.5) arctan x 2 arctan 1 3 /4    
 (74.6) arctan (1 x) arctan (1 x) /4      
 (74.7) arccos ( 1/2) ( /2) arcsin x    

 
 
 

 
(75) หาค่าของ arctan 3x arctan xtan 2

 
 
 

 เม่ือ arctan 3x arctan x /6    

 
(76) ถ้า 24 cos (arctan x) 1 0   และ 1/ xe 1  ให้หา x tan(arctan(x/2))  
 
 
 
 

การแกส้มการที่มี arc- เม่ือไดค้าํตอบ (ซึ่งเปน็คา่มุม) ออกมาแลว้ จะตองตรวจคําตอบเสมอ 
เพราะมุมที่ไดน้ี้อาจไม่อยู่ในช่วงมาตรฐานของ arc- หรอืมุมที่ได้นีอ้าจทําให้สมการเป็นเทจ็ S 



บทที่ ๖  Math E-Book 
Release 2.6.4 

252 

๖.๗ เอกลักษณ์ตรีโกณมิติ 
 

สมการใด ๆ  ที่มีฟังก์ชันตรีโกณมิติปรากฏอยู่ จะเรียกว่า สมการตรีโกณมิติ 
การแก้สมการตรีโกณมิตินั้นมีข้อควรระวัง ซ่ึงได้กล่าวไปแล้วทั้งหมดในหัวข้อ ๖.๓ 
และหากสมการตรีโกณมิตินั้นเป็นจริงเสมอสําหรับทุก ๆ  ค่า (ที่หาค่าฟังก์ชันได้) จะ
เรียกว่าเป็น เอกลักษณ์ของตรีโกณมิติ 
 

เอกลักษณ์ของตรีโกณมิติที่สําคัญมีหลายชุด ได้ศึกษาผ่านมาตั้งแต่ต้นบท
จนถึงหัวข้อนี้ เช่น  2 2sin cos 1    , sin cos (90 )   , 

 sin ( ) sin    , cos( ) cos    , 
 cos ( ) cos cos sin sin       , 
 2 cos cos cos ( ) cos ( )      , 
 sin (2 ) 2 sin cos     ฯลฯ 

ซ่ึงนอกจากน้ียังมีเอกลักษณ์ของตรีโกณมิติอีกมากมาย เช่นส่วนหนึ่งดังที่จะได้ฝึก
พิสูจน์ในแบบฝึกหัดต่อไปนี้ 

 
 

แบบฝึกหัด ๖.๗ 
 
(77) ให้หาคําตอบของสมการต่อไปนี้ ภายในชว่งที่กําหนดให้ 
 (77.1) 1 1 4sin x 1 sin x 1 

 
 0 x 2< <   

 (77.2) sin 4 sin 2 2 cos      0 2 < <  
 (77.3) 2 sin 2 3 cot 2 3 cosec 2 0         0 /2 < <  
 (77.4) 4 4cos x sin x 1   0 x 2< <  
 (77.5) 2 24 sin x 6 tan x 2 sec x 0    0 x /2    
 (77.6) 4 sin x cos x 2 2 cos x 2 sin x 2 0     0 x 2    
 (77.7) sin x 3 cos x sec(x )3  

  0 x 2< <  

 (77.8) 2 22 sin x 1 sin x 2 2 sin x sin x      0 x 2< <  
 (77.9) sin x sin2x sin 3x 0    0 x 2< <  
 
(78) ให้หาช่วงคําตอบของอสมการต่อไปนี้ 
 (78.1) 4 22 sin x 3 sin x 2 0  >  0 x 2< <  
 (78.2) sin cos 0   <  0 2 < <  
 (78.3) 3 sin x cos x 1   0 x 2< <  
 
(79) ให้หาคําตอบรูปทั่วไปของสมการ cos 2 sin    
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(80) ให้แสดงว่าเอกลักษณ์ต่อไปนี้เป็นจริง 
(80.1) tan (90 A) cot A    
(80.2) 21 cos x xtan1 cos x 2





 

(80.3) sin x sin y x ytancos x cos y 2
 




 

(80.4) 2 2 2 2tan x sin x tan x sin x   

(80.5) 
2A Acos sin 1 sin A2 2

    
 

 

 
(81) ถ้า A, B, C เป็นมุมในรูปสามเหลี่ยม ให้แสดงว่า sin A sinB Ccotcos A cos B 2





 

 
 

๖.๘ กฎของไซน์และกฎของโคไซน์ 
 

กฎของไซน์ และกฎของโคไซน ์เป็นความสัมพันธ์ที่ใช้กับรูปสามเหล่ียมใด ๆ  
ที่ทราบเพียงบางส่วนประกอบ (หมายถึงความยาวด้าน และขนาดของมุม) เพ่ือหาค่า
ของส่วนประกอบที่เหลือ มีประโยชน์กับการศึกษาเรขาคณิตวิเคราะห์ และเวกเตอร์ 

 
1. กฎของไซน์ (Law of Sine) 

อัตราส่วนของค่าไซน์ของมุม ๆ  หนึ่ง ต่อความยาวด้านตรงข้าม จะเท่ากันทั้งสามมุม 
หรือ sin A sinB sin C

a b c   

 
กฎของไซน์นี้พิสูจน์มาจากสูตรพื้นที่สามเหล่ียม 
นั่นคือ 1 1 1bc sin A ca sinB ab sin C2 2 2   

แล้วนํา 2
abc  เข้าคูณสมการ 

 
2. กฎของโคไซน์ (Law of Cosine) 

เราสามารถหาความยาวด้านที่เหลือ ได้จากความยาวด้านสองด้านและขนาดของมุม
ตรงกลางนั้น โดย 2 2 2a b c 2bc cos A    
   2 2 2b a c 2ac cos B  
   2 2 2c a b 2ab cos C  
ซ่ึงถ้ามุมตรงกลางน้ันเป็นมุมฉาก 90  กฎนี้กจ็ะกลายเป็นทฤษฎีบทปีทาโกรัส 

 
 
 
 
 

c a 

b 
A 

B 

C 
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แบบฝึกหัด ๖.๘ 
 
(82) กําหนดสามเหล่ียม ABC มีด้าน a ยาว 10 หน่วย, b ยาว 10 3  หน่วย 
และ c ยาว 10 หน่วย ให้หาขนาดมุมทั้งสาม 
 
(83) ABC  มีด้าน a 2 5 , b 4 5  และ c 3 5  ให้หาค่า sin (B/2) 
 
(84) สามเหล่ียมรูปหนึ่งมีอัตราส่วนความยาวด้านทั้งสามเป็น a : b : c 4 : 5 : 6  
ให้แสดงว่าสามเหล่ียมรูปนี้มีมุมหนึ่งขนาดเป็นสองเท่าของอีกมุมหนึ่ง 
 
(85) ABC  มีมุม B 65  , ด้าน a 4 , c 8  ให้หาความยาวด้าน b 
(กําหนด cos 65 0.422  ) 
 
(86) ABC  มีด้าน c 15 , a 12  และ A 27  , sin A 0.454  ให้หามุม C 
 
(87) ABC  มีมุม A ขนาด 45  และ a 2 2 , b 2 3  ให้หาขนาดของมุมที่เหลือ 
 
(88) ABC  มีมุม B 30   และด้าน c 150 , b 50 3  
ให้พิจารณาว่าสามเหล่ียมนี้เป็นสามเหล่ียมชนิดใด  
 
(89) ABC  มีมุม A 20  , B 47   และด้าน b 12  หนว่ย ให้หาความยาวด้าน a 
(กําหนด sin 20 0.342, sin 47 0.731    ) 
 
(90) สามเหล่ียม ABC มีค่า (a b c)(b c a) 3bc      ให้หาขนาดของมุม A 
 
(91) สามเหล่ียม ABC มีค่า (a b c)(a b c) 3bc       และ 2 24a 6b  
ให้หาค่า 21 2 sin (3A 2B)   
 
(92) ถ้าความยาวด้านของรูปสามเหล่ียมเป็น x, y, 2 2x xy y   ตามลําดับ 
ให้บอกลักษณะของสามเหล่ียมนี้ 
 
(93) เคร่ืองบินขับไล่สองลําบินในแนวราบ ออกจากฐานทัพพร้อมกัน โดยทิศทางการว่ิงทํามุมกัน 
38  ถ้าเคร่ืองบินมีความเร็ว 320 และ 380 ไมล์ต่อชั่วโมง ตามลําดับ ให้หาระยะทางระหว่าง
เคร่ืองบินสองลํานี้เม่ือเวลาผ่านไปหนึ่งชั่วโมง ( cos 38 0.788  ) 
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๖.๙ การประยุกต์หาระยะทางและความสูง 
 

ในชีวิตจริงการวัดระยะทางหรือความสูงของส่ิงต่าง ๆ  ไม่สามารถใช้เคร่ืองมือ
วัดโดยตรงได้เสมอไป เราจึงใช้ความรู้เร่ืองตรีโกณมิติในรูปสามเหล่ียมมุมฉากช่วยใน
การคํานวณ 

ศัพท์ที่ใช้เรียกมุมที่เกิดจากการสังเกตนั้น คือ มุมก้ม (Angle of 
Depression) และ มุมเงย (Angle of Elevation) โดยมุมก้มคือมุมที่วัดลงไปจาก
แนวราบ (ระดับสายตา) ส่วนมุมเงยคือมุมที่วัดขึ้นจากแนวราบ 

 
 

แบบฝึกหัด ๖.๙ 
 
(94) ชายคนหนึ่งอยู่ริมเขื่อนซ่ึงสูงเหนือระดับน้ําทะเล 300 เมตร มองเห็นเรือ A กับ B อยู่ใน
ระนาบเดียวกัน เป็นมุมก้ม 33  และ 20  ตามลําดับ เรือสองลํานี้อยู่ห่างกันเท่าใด 
(กําหนด sin 33 0.5446, cos 33 0.8387, sin 20 0.3420, cos 20 0.9397        ) 
 
(95) หากมองจากจุด A ซ่ึงอยู่ทางทิศใต้ของตึก จะเห็นยอดตึกเป็นมุมเงย 45  แต่หากมองจากจุด 
B ซ่ึงอยู่ทางทิศตะวันออกของจุด A อีก 40 เมตร จะเห็นยอดตึกเป็นมุมเงย 30  แสดงว่าความสูง
ของตึกเป็นกี่เมตร 
 
* (96) สามเหล่ียมมุมฉาก PQR และ PQS ซ้อนทับกันโดยมีมุม Q เป็นมุมฉากร่วมกัน 
และ QR : RS 1 : 3  ให้หาค่า ˆtan SPQ  เม่ือกําหนด ˆSPR arctan 0.6  
(แนะนําให้ใช้เอกลักษณ์ arctan x arctan y ) 
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เฉลยแบบฝึกหัด (คาํตอบ) 
 
(1.1) 3/2  
(1.2) –2 
(2.1) 7/5 
(2.2) 7/5 หรอื –1 
(3.1) 1 
(3.2) 1/2 
(4.1) 2 
(4.2) 0 
(5) 2(1 a )/2  
(6) 22a/(1 a )   
(7) 20/9 
(8) 4/5, 3/5, 13.33, 
   10.67 
(9) 8 3  ตร.หน่วย 
(10) 46 58 '  
(11.1) 16 ซม. 
(11.2) 52 /3  ซม. 
(12) 2 เรเดียน 
(13) 4 นิ้ว 
(14) 32/  ซม. 
(15) (3 3 1)/2   
(16) 0 
(17.1)   
(17.2) เพิ่มขึน้จาก 
   1 ถึง   
(18) เทจ็ทุกข้อ 
   ยกเวน้ (18.4) จริง 
(19.1) sin   
(19.2) 2 
(20) 1/2 
(21) 1 
(22.1) เป็น 3 
   เม่ือ x /2, 3 /2    
(22.2) เป็น –3 
   เม่ือ x    
(23) {0, 3/2}  
(24) 10 
(25) 31/20 
(26) –23/17 
(27) 7/13 
(28) 12/5 

(29) –1/3 
(30.1) /6, 11 /6   
(30.2) /12, 11 /12,   
   13 /12, 23 /12   
(31) 4/5 
(32) 15/17 
(33) 1/2 
(34) 1/2 
(35) –4/3 
(36) 3/2 
(37) (1 3 15)/4   
(38) 19 
(39) /4 n   
(40) 9 
(41) 1+5=6 
(42) ค. 
(43) ค. 
(44) 2 จุด คอื 
   1 5 1( , ),( , )4 42 2


   

(45) ( 3 1) / 2 2 , 
   ( 3 1) / 2 2 , 2 3  
(46.1) 63/65, –16/65 
(46.2) 4Q  
(47) 5/7 
(48) 1  
(49.1), (49.2) 1/2 
(49.3) 0 
(49.4) 1/2 
(49.5) 0 
(49.6) 1/ 2  
(50.1), (50.2) 0 
(51.1), (51.2) 3/2 
(52.1) 3  
(52.2) 1/ 3  

(52.3) 3 B
1 3B




 

(52.4) 1/2 
(52.5) 2 
(53.1) ถึง (53.3) 0 

(53.4) 3  
(54) 21 2 sin 5   
(55.1) –1/4 
(55.2) 1/2 
(55.3) –1/8 
(55.4) ( 2 1)/4  
(55.5) 1 
(56) 4 
(57) –1 
(58) 1 
(59) 39/28 
(60) 12 3/25  
(61) 2 
(62) 24/25 
(63) sin B  
(64) ง. 
(65) /3 , 2 /3  
(66) 7 /12  
(67) 0 
(68.1) 33/65 
(68.2) 0 
(68.3) 7/25 
(68.4) –4/3 
(69) 1/ 2 , 2

2x
1 x




 

(70) /4  
(71) 9 4 2  
(72) /4  
(73) ดูในเฉลยวธิีคิด 
(74.1) 7/25 
(74.2) –1, 4 
(74.3) 3 
(74.4) 1/2  
(74.5) 1 
(74.6) 2  
(74.7) ไม่มีคาํตอบ 
(75) 1 
(76) 3 3/2  
(77.1) /4, 3 /4,   
   5 /4, 7 /4   
 

(77.2) /6, /2,   
   5 /6, 3 /2   
(77.3) /6  
(77.4) 0, ,2   
(77.5) /4  
(77.6) 2 /3,5 /4,   
   4 /3, 7 /4   
(77.7) 11 /12,23 /12   
(77.8) /6,5 /6,   
   3 /2  
(77.9) 0, /3, /2, ,    
   3 /2,5 /3,2    
(78.1) [ /4, 3 /4]   
   [5 /4, 7 /4]    
(78.2) [3 /4, 7 /4]   
(78.3) (2 /3,2 )   
(79) /6 2n /3   
(80, 81) ดูในเฉลยวธิีคดิ 
(82) 30 , 120 , 30    
(83) 5/8  
(84) C 2A  เนื่องจาก 
   2cos C 2 cos A 1   
(85) 7.28 
(86) 34.6 , 145.4   
(87) 75 ,60   
   หรอื 15 , 120   
(88) สามเหล่ียมมุมฉาก 
   A 90   
   หรอืสามเหลีย่ม 
   หนา้จัว่ A 30   
(89) 5.61 
(90) 60  
(91) 3 
(92) สามเหลีย่มซึ่งมุม 
   หนึ่งเป็นมุมป้าน 120  
(93) 234.86 ไมล์ 
(94) 362.3 เมตร 
(95) 20 2  
(96) 1 หรือ 4
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เฉลยแบบฝึกหัด (วธิีคิด) 
 
(1.1) sin 60 sin 120 sin 240      

3 3 3 3( )2 2 2 2      
 
(1.2) cos 480 cos 360 cos 120      

cos 120 cos 0 cos 120       
1 1( ) 1 ( ) 22 2        

 
 
(2.1)  

   
sin cos

4 3 7
5 5 5

  

    

 
 
 

(2.2) แก้ระบบสมการ หาจุดตัดของเส้นตรง 
y 2x 1   กับวงกลม 2 2x y 1   จะได้เป็น 

   2 2x (2x 1) 1  

   25x 4x 0 x 0  หรอื 
4
5   

ถ้า x 0  ได้ y 1   
ถ้า 4x 5  ได้ 3y 5   

sin cos 1       
หรือ 7/5  

 
 
(3.1) 2 2cos 35 sin 35 1     

2 2sec 70 tan 70 1                                   
และ 2 2cosec 47 cot 47 1       
(เอกลักษณข์องตรีโกณฯ) 
 ตอบ 1 1 1 1    
 

 (3.2) 
2 2

2 2
sec x sec x 1 ,22 2 tan x 2 sec x 


 
2 2cot x cosec x 1    และ 
2 2 2 2 2cot x sin x sin x cos x sin x 1     

ตอบ 1/2 1 1 1 / 2    

 
 
 
 

(4.1) จาก 2 2
1 1

1 sin 1 cosec
   

 
2 2

2 2 2
1 sin 1 sin 11 sin sin 1 1 sin

  
   

     
 

และเช่นเดียวกัน 2 2
1 1

1 cos 1 sec
   

 
2 2

2 2 2
1 cos 1 cos 11 cos cos 1 1 cos

  
   

     
 

 ตอบ 2  
 
(4.2) ให้ 2A sin x  และ 2B cos x  
จะได้วา่ A B 1   
โจทย์ถาม 3 3 2 22(A B ) 3(A B ) 1     
ลองกระจาย 3 3(A B) 1   
    3 2 2 3A 3A B 3AB B 1 
    3 3 2 2A B 1 3A B 3AB  ..... (1) 
และกระจาย 2 2(A B) 1   
   2 2A 2AB B 1  
   2 2A B 1 2AB  ..... (2) 
แทนค่าสมการ (1),(2) ลงในโจทย์ จะได ้

2 22(1 3A B 3AB ) 3(1 2AB) 1      
2 26A B 6AB 6AB     

( 6AB)(A B 1) 0       (เพราะ A B 1  ) 

 
 
(5) ยกกําลงัสองทั้งสองข้าง 

2 2 2sin 2 sin cos cos a        
     21 2 sin cos a  

21 asin cos 2


     

 
 
(6) 1 1cosec sec sin cos    

 
 

2 2
cos sin a 2a
sin cos 1 a 1 a( )2

   
   

   
 

หมายเหตุ 
21 asin cos 2


    มาจากขอ้ที่แล้ว           

 
 
 

Y 

3 

5 
4 



(3,4) 

X 

Y 

X 

(0,–1) 

(4/5,3/5) 
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(7) sec C cot B cosec A  
5 4 20( )( )(1)3 3 9   

* ค่า cosec A  ดูจาก   ไม่ได้ 
เพราะ A 90   ไม่ใช่มุมแหลม 

 
 
(8) จากปทีาโกรัส 
จะได้ AD 6  

8 BCtan A 6 10   
BC 13.33   

6 10cos A AC 16.6710 AC     

จะได้ CD 10.67  
8 4 6 3sin A , cos A10 5 10 5      

 
 
(9) BC 10 ,  พื้นที่ ABC 10 3   

     
110 3 10 AD AD 2 32  

     ˆ ˆABE 120 ABD 60  

    
AD 2 3tan60 3 DB DB  

DB 2 CD 8    และ 
พื้นที่ 1ACD 8 2 3 8 32      ตร.หน่วย 

 
 
(10)  
 
 
 
เทียบบัญญัติไตรยางศ์ (ประมาณค่าแบบเสน้ตรง) 
ได้ว่า  0.0016 x x 8 '0.0020 10 '    

ดังนัน้ 0.7310  คือ cos 43 2 '  (โดยประมาณ) 
และเทา่กับ sin   ดังนั้น จากโค-ฟงักชั์น 
แสดงว่า 90 43 2 ' 46 58 '        

 
 
 
 
 

(11.1)      
a 2 a a 16r 3 24  ซม. 

 

(11.2) ต้องทํา 130  เปน็เรเดียน แล้วจงึคาํนวณ 
    

 a 13130( ) a 24180 24 18  

                        52
3
  ซม. 

 
 
(12) 8 24    เรเดียน 

 
(13)   

205 r 4r  นิ้ว 

 
 
(14) 22.5  คิดเป็น 8

  เรเดยีน 

   



4 32r8 r  ซม. 

 
 
(15) 3 1 1 1[ ( ) ( 3)] [ ( 1) ( )]2 2 2 2          

3 3 1 3 3 1( ) ( 1)2 2
 

      

 
 
(16) f(2 ) f(0) cos( ) cos( )3 3   

   

                 cos cos 03 3  
   

 
 
(17.1) sin    
เพราะ   คือความยาวส่วนโค้งบนเส้นรอบวง 
แต่ sin   คือความยาวเสน้ตรงบนแกน Y 
 

(17.2) ค่า sin   ลดลง จาก 1  ไปสู่ 0  
 ค่า cosec   (ซึ่งเป็นส่วนกลับของ sin) 
จะเพิ่มขึ้น จาก 1 ถึง   

 
 
 
 

5 4 

3 A C 

B 

 B 

10 

A    D                 C 

8 

0.7294 = cos 4310’ 
0.7310 = cos .......... 
0.7314 = cos 430’ 

0.0
01

6 
0.0

02
0 x 

10’ 
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/2  1.57
1 

1 

sin 1 

sin 1 

/2 1.57 

1 2 

1 

1– 

5 
–3 

–4 

5 3 

4 

17 –15 

–8 

(18.1) sin 1 sin 1   
 ตอบ เทจ็ 
 
 
 
(18.2) tan 2  ติดลบ 
tan 1 เป็นบวก 

tan 1 tan 2   
ข้อนี ้เท็จ 
 
 
(18.3) sin(1 ) sin 1    
 ข้อนี้ เท็จ 
 
 
(18.4) sin( ) 06 

   จรงิ (ควอดรันต์ที ่4) 

(18.5) 11sin( ) 06 
   เทจ็ (ควอดรันต์ที ่1) 

(18.6) 6sin sin7 7
   แต่ 6cos cos7 7 

   
6tan tan7 7  

     ข้อนี้ เท็จ  

 
 
(19.1) ( sin )( tan )( cot ) sin(cot )(tan )

     
  

 
 

 
(19.2) 2 2(sin cos ) (cos sin )        
    (1 2 sin cos ) (1 2 sin cos ) 2          

 
 
(20) cos 300 sin 90 tan 135      
      1/2 1 ( 1) 1 / 2      

 
 
(21) ข้อนี้ใช้วงกลมหนึ่งหนว่ย ช่วยลดขนาดมุมลง 

2 2 2
2 2

sin (107 ) cos (73 ) sin (37 )
1 sin (143 ) cos (37 )

   


  
 

   
2 2 2

2 2
sin (73 ) cos (73 ) sin (37 )

1 sin (37 ) cos (37 )
   

 
  

 

   
2 2

2 2 2
1 sin (37 ) cos (37 ) 1cos (37 ) cos (37 ) cos (37 )

 
   

  
 

 
 
 
 

(22.1) 2 cos 2x  มากสดุแสดงวา่ cos 2x  
น้อยสุด   cos 2x 1  (ต่ําสดุของ cos ) 

2 cos 2x   มากสุดเทา่กับ 3  
เม่ือ      cos 2x 1 2x , 3  
(อย่าลืมขยายช่วงเป็น 0 2x 4   ) 

3x ,2 2 
   

 
(22.2) ต่ําสุดเป็น 3  เม่ือ 

3sin(2x ) 1 2x2 2 2     
    

(ขยายช่วงเป็น    
  72x2 2 2 ) 

x    

 
 
(23) 5 3 sin 3A  มีค่ามากที่สดุ 
แสดงว่า    

 3 7sin 3A 1 3A ,2 2  

[ ขยายช่วงเปน็ 0 3A 4 ]< <               
7A ,2 6 

   และจะได้  

7 3{cos A |.....} {cos , cos } {0, }2 6 2  
   

 
 
(24) ควอดรันตท์ี่ 1 

25 tan 4 sec    
   23 55( ) 4( )4 4    
   10  

 
 
(25)    3sin , tan Q  
tan cos     
   3 4 31( ) ( )4 5 20


   


 

 

 
 
(26) sin cos    
  15 8 23( ) ( )17 17 17        
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13 

–12 

5 

(27)    2sin , cos Q  
sin(x ) cos(x )     
    sin x cos x    
    5 12 7( ) ( )13 13 13      

 
 
(28)      1sec , 0 Q  
sin cos 4 / 5 3 / 5 12
tan csc 4 / 3 5 / 4 5

   
 

   
 

 
 
(29)    2sin , tan Q  

csc x sec xdet 2 1 cos x
  
   

 

    22 (csc x cos x sec x)   
    5 4 5 14( ( ) ( ))3 5 4 3        

 
 

(30.1)     
 3 11cos ,2 6 6  

 

(30.2) 3cos 2 2   

  
   11 13 232 , , ,6 6 6 6  

(ขยายช่วงเป็น 0 2 4    ) 
ดังนัน้ 11 13 23, , ,12 12 12 12 

      

 
 
(31) นํา cos x  คณูสองขา้ง 
sin x 1 2 cos x   ..... (1) 
แต่  2 2sin x cos x 1   ..... (2) 
แทน sin x  จาก (1) ลงใน (2) 
จะได้ cos x 0  หรือ 4

5  

แต่ cos x 0  ไม่ได้ เพราะในโจทย์มีคําวา่ tan x  
กับ sec x       ตอบ  4cos x 5  

 
 
 
 

(32) นํา sin x  คณูสองขา้ง 
51 cos x sin x3   ..... (1) 

แก้สมการเช่นเดยีวกับข้อที่แล้ว จะได้ 
sin x 0  หรอื 15 / 17  
แต่ sin x 0  ไม่ได้  ดังนัน้ ตอบ  15 / 17  

 
 
(33)   2 sin x sec x 2 sin x cos x 1 
โจทย์ถาม 4 4sin x cos x  
จึงเริ่มจากกระจาย    2 2 2 2(sin x cos x) 1  

   4 2 2 4sin x 2 sin x cos x cos x 1  
4 4 2 2sin x cos x 1 2 sin x cos x     

1 11 2( )4 2    

 
 
(34) จาก 

2 2sin x cos x1 1 cot x 1 tan x 
 

 
3 3sin x cos x1 sin x cos x cos x sin x  
 

 
3 3sin x cos x1 sin x cos x


 


 

2 21 (sin x sin x cos x cos x)     
 sin x cos x  ตอบ  1

2  (จากข้อ 33) 

 
 
(35) 1cos sin5    ..... (1) 
แต่ 2 2cos sin 1     ..... (2) 

2 21( sin ) sin 15       

     225 sin 5 sin 12 0  
(5 sin 4)(5 sin 3) 0      

4sin 5   หรอื 3
5  

โจทย์กาํหนด 0  < <   ดังนัน้ 4sin 5   

จาก (1) ได ้ 3cos 5     ตอบ 4tan 3    
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1 
3 

5 

(36) แทนคา่ 2tan   ด้วย 2sec 1   
(เอกลักษณ)์ จะได้ 22(sec 1) sec 1      
     22 sec sec 3 0  
(2 sec 3)(sec 1) 0      

3sec 2   หรอื 1     ตอบ 3
2  (ควอดรันตท์ี่ 1) 

 
 
(37) แทน 2sin x  ดว้ย 21 cos x  (เอกลักษณ)์ 
     24(1 cos x) 11cos x 1 0  

   24 cos x 11cos x 3 0  
   (4 cos x 1)(cos x 3) 0  

1cos x 4   หรอื 3  

แต่ cos x 3  เป็นไปไม่ได ้  1cos x 4    

โจทย์ใหห้าคา่ sin( x) cos( x) tan( x)      
    sin x cos x tan x     
    15 1( ) ( ) ( 15)4 4       

    1 3 15
4


   

(หาคา่ sin x  จาก 21 cos x   ตดิลบเพราะ 3Q ) 

 
 
(38) จากข้อ 37 พบวา่    

1cos 4  

โจทย์ถาม      
 2cot ( ) sec( 3 )2  

 
  

 




2

2

cos ( )2 sec( )
sin ( )2

 

2
2

sin 15 / 16( sec ) 4 191 / 16cos


      


 

 
 
(39) 2(1 sin 2x) 3 sin 2x 3 0     
    2sin 2x 3 sin2x 2 0  

   (sin2x 2)(sin2x 1) 0  
sin 2x 2  หรอื 1   [sin 2x 2  เป็นไปไม่ได้ ]  

    
 sin2x 1 2x 2n2    

 x n4  

 
 

(40) xA  เป็นเมทริกซ์เอกฐาน  
แสดงว่า xdet(A ) 0  
  2 22 sin x cos x 2 2 sin x cos x 0  
  2 sin x cos x(1 2 sin x cos x) 0  
 sin x 0  หรอื cos x 0  

หรือ  
1sin x cos x
2

 แก้สมการ 

1sin x cos x 2  ต่อ 

... พบวา่ไม่มีคําตอบ 
ดังนัน้ ค่า x  ในช่วง 
[ 2 , 2 ]    มี 9  ตัวดังภาพ 
 

 
 
(41) 3 2x 9x 23x 15 0     
    (x 1)(x 3)(x 5) 0  
x 1  หรอื 3  หรือ 5  
แต่ {x | cos( x) cos x}  U >  
หรือ  cos x cos x 2 cos x 0> >  
 1 4cos x 0 (Q ,Q )>  
 
พบว่า cos 1 0 ,  
cos 3 0 , cos 5 0   
ดังนัน้ตอบ  1 5 6   

 
 
(42)   f(x) |cos x| cos x  
ถ้า 1 4cos x 0 (Q , Q )>  จะได ้ f(x) 2 cos x  
แต่ถ้า 2 3cos x 0 (Q , Q )  จะได้ f(x) 0  
ดังนัน้ ข้อ ค. ถูก 

 
 
(43) พิจารณาคา่จากกราฟ 
ตอบ ค. cosec x  (ถ้ามี cot x  ก็ถูกเช่นกัน) 

 
 
 
 
 
 
 
 

sin x = 0 

cos x = 0 
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(44) หาจุดตัดของ y sin x  และ y cos x  
โดยแก้ระบบสมการ sin x cos x  
ก็คือ tan x 1     

x 4  หรอื 54
  

 ตอบ 2  จุด ได้แก่ 1( , )4 2
  กับ 5 1( , )4 2

  

(ดูภาพประกอบ) 
 
 
 
 

 
 
(45) sin 75 sin(45 30 )      

sin 45 cos 30 cos 45 sin 30       
1 3 1 1 3 1

2 22 2 2 2


      

5cos cos( )12 4 6 
    

cos cos sin sin4 6 4 6 
     

1 3 1 1 3 1
2 22 2 2 2


      

tan tan4 6tan tan( )12 4 6 1 tan tan4 6


  



 
  

   

11 3 13 2 31 3 11 3




   


 

 
 
(46) จาก 12cot A 2.4 5   และ 3A Q  

จะได้ 5 12sin A , cos A13 13     

จาก 3sin B 0.6 5   และ 2B Q  

จะได้ 4cos B 5   
 
(46.1) cos(A B) cos A cos B sin A sin B    

12 4 5 3 63( )( ) ( )( )13 5 13 5 65       

sin(A B) sin A cos B cos A sin B    
5 4 12 3 16( )( ) ( )( )13 5 13 5 65        

 

(46.2) เนื่องจาก cos(A B)  เป็นบวก และ 
sin(A B)  เป็นลบ ดงันัน้ A B  อยู่ใน 4Q  

 
 
(47) 1sin A cos B cos A sin B 5   ..... (1) 

2cos A cos B sin A sin B 5   ..... (2) 

โจทย์ให ้  
3sinB 5  มีสองกรณคีือ 

4cos B 5   กับ 4cos B 5  
 

ถ้า 4cos B 5   จะได ้

(1) 4 3 1sin A cos A5 5 5    

และ (2) 3 4 2sin A cos A5 5 5   

แก้ระบบสมการได้ 11cos A 7   ซึ่งเปน็ไปไม่ได้  
 

... ดังนั้น 4cos B 5  เท่านัน้ 

จะได้ (1) 4 3 1sin A cos A5 5 5   

และ (2) 3 4 2sin A cos A5 5 5    

แก้ระบบสมการได้ 5cos A 7  ... ตอบ   

 
 
(48)    

5tan A 1 tan( B) 14  

 
   








5tan tanB 1 tanB4 1 15 1 tanB1 tan tanB4
 

  tanB 0     ถ้า 0 B < <  
แสดงว่า B 0  หรอื   ก็ได้ ... 
จึงตอบ cos B 1  หรอื 1  

 
 
 
 
 
 
 
 

O               2 

sin x cos x 
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(49.1) 2 cos 75 cos 15   
cos(75 15 ) cos(75 15 )         

1cos 90 cos 60 2      
 
(49.2) 2 sin 25 cos 5 sin 20     

1(sin 30 sin 20 ) sin 20 2        
 
(49.3) 2[sin 90 sin 60 ] 2[cos 180 cos 150 ]        

3 32[1 ] 2[ 1 ] 02 2       
 

(49.4) 1 1[sin 150 sin 66 ] [sin 150 sin( 66 )]
2 2

       
sin 150 1 / 2    

หรือมองเป็นสูตร sin A cos B cos A sin B  
sin(A B) sin 150 1 / 2      

 
(49.5) 
1 1[cos 146 cos 10 ] [cos 34 cos 10 ] cos 10
2 2

        
1 [cos 146 cos 34 ]2     
1 146 34 146 34[2 cos( )cos( )]2 2 2

     
   

cos 90 cos 56 0     
หรือมองเป็น “โค-ฟังก์ชัน” กอ่น จะไดว้่า 
[sin 22 sin 12 cos 22 cos 12 ] cos 10        

cos(22 12 ) cos 10 0         
 
(49.6) (cos 105 cos 35 ) cos 35 cos 15        

cos 105 cos 15 2 cos 60 cos 45        
1 1 12 2 2 2     

 
 
(50.1) [sin 5 sin ] [sin 5 sin 3 ]        
[sin 3 sin ] 0      

 

(50.2) 1 [cos 9 cos 3 ]2     
1 1[cos 3 cos ] [cos 9 cos ] 02 2          

 
 
(51.1) จาก 2 1 cos 2Asin A 2


  

จะได้วา่ โจทย์ถาม  

1 [1 cos 2A 1 cos(120 2A) 1 cos(120 2A)]
2

          
1 [3 cos 2A 2 cos 120 cos 2A]2     
1 3[3 cos 2A cos 2A]2 2     

 
(51.2) เช่นเดียวกับข้อที่แลว้ คอื 
จาก 2 1 cos 2Acos A 2


  จะได้วา่ 

1 [1 cos 2A 1 cos(120 2A) 1 cos(120 2A)]
2

          
1 [3 cos 2A 2 cos 120 cos 2A]2     
1 3[3 cos 2A cos 2A]2 2     

 
 
(52.1) แปลง cos 10  เป็น sin 80  กอ่น (โค-
ฟังก์ชัน) (หรอืแปลง sin 40  เปน็ cos 50  ก็ได)้ 
จะได้  sin 80 sin 40

sin 70
  


  

2 sin 60 cos 20 3sin 70
 

 


 

(เพราะ cos 20 sin 70   ) 
 

(52.2) 2 cos 45 sin 30 1tan 302 cos 45 cos 30 3
 

  
 

 

 
(52.3) ตรงตามสูตร tan( )    จึงได้เปน็ 

 tan 70  ต้องตอบในรูป tan 10 B   
จึงกระจายว่า tan 70 tan(60 10 )      

tan 60 B 3 B
1 (tan60 )(B) 1 3B

  
 

  
 

 
(52.4) จาก A B 225    จะได้ 

1 tan AtanB tan(225 A) 1 tan A


   


 

โจทย์ถาม cot A cot B( )( )1 cot A 1 cot B 
 

(นํา tan A , tan B  คณูทั้งเศษและส่วน) 
1 1( )( )tan A 1 tan B 1
 

 

แทนค่า tan B  จะได้ 

1 tan A
1 tan A

1 1( )( )tan A 1 ( ) 1




 

 

1 1 tan A 1( )( )tan A 1 1 tan A 1 tan A 2
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(52.5) sin 3 cos cos 3 sin
sin cos

    
 

 
sin 2 2 sin cos 2sin cos sin cos

  
  

   
 

 
 
(53.1) [sin 50 sin 10 ] cos 20      

2 sin 30 cos 20 cos 20      
cos 20 cos 20 0      

 
(53.2) sin 10 [cos 40 cos 20 ]       

sin 10 2 sin 30 sin 10      
sin 10 sin 10 0      

 
(53.3) cos 20 [cos 100 cos 140 ]      

cos 20 2 cos 120 cos 20      
cos 20 cos 20 0      

 

(53.4) (cos 10 cos 50 ) (cos 20 cos 40 )
(sin 10 sin 50 ) (sin 20 sin 40 )

      

      
 

2 cos 30 cos 20 2 cos 30 cos 10
2 sin 30 cos 20 2 sin 30 cos 10

    


    
  

2 cos 30 (cos 20 cos 10 )
2 sin 30 (cos 20 cos 10 )

   


   
 

cot 30 3    

 
 
(54) sin 40 sin 20 2 sin 30 cos 10       

2cos 10 1 2 sin 5       

 
 

(55.1) 
32 sin cos cos3 5 5 5cos cos5 5 2 sin 5


 

  

  

2 3sin cos 25 5
22 sin 5

 

 

   

sin sin 0 sin 15 5
44 sin 4 sin5 5

 
   

 
   

 

(55.2) 3cos cos5 5
   

32 sin cos 2 sin cos5 5 5 5
2 sin 5




   

  

2 4 2sin sin sin5 5 5
2 sin 5

 


  

   
4sin 15

22 sin 5
 



   

(เพราะ 4sin sin5 5
  ) 

 

(55.3) 2 4cos cos cos7 7 7
    

2 42 sin cos cos cos7 7 7 7
2 sin 7



   

  

 

    

 

2 2 4 4 4sin cos cos sin cos7 7 7 7 7
2 sin 4 sin7 7

  

  





8sin 17
88 sin 7
    (เพราะ 8sin sin7 7 

  ) 

 

(55.4) 
5 sin sin2 sin cos 4 624 24
2 2




  
 

1 2 1 2 1( )2 2 2 4


     
 

(55.5) cos 108 sin 70 sin 50 sin 10 cos 10


   

 

4sin 70


sin50 sin20 cos20
cos 10 cos 20

  


 
 

( sin 70 cos 20   ) 
2 sin 50 sin 40 (cos 90 cos 10 ) 1cos 10 cos 10

     
  

 
 

 
 
(56) (tan 9 tan 81 ) (tan 27 tan63 )        

(tan 9 cot 9 ) (tan 27 cot 27 )         
sin 9 cos 9 sin 27 cos 27( ) ( )cos 9 sin 9 cos 27 sin 27

   
   

   
 

2 2 2 2sin 9 cos 9 sin 27 cos 27
sin 9 cos 9 sin 27 cos 27

     
 

   
 

1 1
sin 9 cos 9 sin 27 cos 27 

   
 

2 2 sin 54 sin 182( )sin 18 sin 54 sin 54 sin 18
  

  
   

 
2 cos 36 sin 182( ) 4sin 54 sin 18

 
 

 
 

(เพราะ cos 36 sin 54   ) 
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(57) จาก 24 sin A 3 cos 2B 2    
    2 24 sin A 3(1 2 sin B) 2  
   2 24 sin A 6 sin B 5  ..... (1) 
และจาก sin 2A sec A sin B  
 2 sin A cos A sec A sinB  
 2 sin A sinB  ..... (2) 
แก้ระบบสมการได้ sin B 1, 1   
แต่ B [0, ]2

  ดังนั้น B 2
  เท่านั้น 

และได้   
1sin A A2 6  

โจทย์ถาม 22 cos(A B) 2 cos 13   
  

 
 
(58) 3 cos 2A 2 cos 2B 3    
     2 23(1 2 sin A) 2(1 2 sin B) 3  ....(1) 
sin A 2 sin B  ..... (2) 
แทน (2) ใน (1) จะได้ 

2 23 24 sin B 2 4 sin B 3      
  2 1sin B 5  แต่ B  อยู่ใน 1Q  

1sin B 5   เทา่นัน้ และจะได้ 2cos B 5  

   
2 1sin A 2 sinB , cos A
5 5

 

โจทย์ถาม sin(A B)  
sin A cos B cos A sin B   
2 2 1 1 4 1 15 55 5 5 5        

 
 
(59) หาค่า       sin 3 sin 3 sin(2 ) 

sin 2 cos cos 2 sin       
2(2 sin cos ) cos (1 2 sin ) sin         

2 22 sin (1 sin ) (1 2 sin ) sin         
   33 sin 4 sin   ดงันัน้แก้สมการได้เป็น 

    3 sin sin 1    
1sin 4  

โจทย์ถามค่า 3sec 2 cos( )2   
  

2
1 1sin sincos 2 1 2 sin     

  
 

1 1 8 1 39
2 4 7 4 281 16

    


 

 

(60) 3 4 3cos cos sin sin 10


       
..... (1) และ 

3 4 3cos cos sin sin 10


       ..... (2) 


   

(1) (2)
2

3cos cos 10  


   

(2) (1)
2

4 3sin sin 10  
sin 2 sin 2 4 sin cos sin cos         

3 4 3 12 34( )( )10 10 25   

 
 
(61) 2

sin 2x 2 sin x cos x
1 cos 2x 1 2 cos x 1
  

 

    sin x tan x 2cos x    

 
 
(62)   

1tan 3   แสดงวา่ 1sin 10   

และ 3cos 10   (เพราะ   อยู่ใน 1Q ) 

sin 4 2 sin 2 cos 2      
22(2 sin cos )(1 2 sin )      

1 3 2 96 242(2)( )( )(1 )10 100 2510 10     

 
 
(63) [sin(A B) sin(A B)]    
[sin(2A B) sin(2A B)]     
2 cos A sin B 2 cos 2A sin B   
2 sin B (cos A cos 2A)   

25 1 5 12 sin B ( 2( ) 1)4 4
 

    

5 1 3 52 sin B ( 1) sin B4 4
 

      

 
 
(64) ก. ถูก (ตรงตามสตูรชุดทีส่อง) 
 

ข. 2 sin(x y) sin(x y)
2

  


 

cos 2x cos 2y
2





2 21 2 sin x 1 2 sin y
2

  



 

2 2sin x sin y   ถูก 
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ค. 2 cos(x y)cos(x y)
2

   

cos 2x cos 2y
2



2 22 cos x 1 1 2 sin y

2
  

  
2 2cos x sin y   ถูก 

 

ง. ผิด เพราะต้องได้ cos(5x x) cos 4x   

 
 
(65) 3arcsin( )2 3

                            

1 2arccos( )2 3 
  

 
 
(66) 72( )3 4 12   

    

 
 
(67) 2 2cos(arcsin(cos ) )7 7

   
2 2cos(( ) ) cos 02 7 7 2    

     

 
 
(68.1) ให้ 4A arccos 5  จะได้ 4cos A 5  

และ 3sin A 5  

ให้ 12B arccos 13  จะได ้ 12cos B 13  และ 
5sin B 13  

[ sinของ arccos  เป็นบวกเสมอ] 
โจทย์ถาม cos(A B)  

cos A cos B sin A sin B   
4 12 3 5 33
5 13 5 13 65      

 

(68.2) ให้ 3A arccos 5  และ 
4B arcsin( )5   

โจทย์ถาม sin(A B)  
sin A cos B cos A sin B   
4 3 3 4( ) 05 5 5 5       

[ cos ของ arcsin  ก็เป็นบวกเสมอเช่นกนั] 
 

(68.3) 2cos(2A) 1 2 sin A   
1 2(9/25) 7 / 25    

 
(68.4) 

2
2( 1 / 2)2 tan A 4tan(2A) 1 1 / 4 31 tan A


   


 

[หมายเหตุ 1 2sin A , cos A5 5    
1tan A 2   ] 

 
 
(69) ก. sin( 2A)2 

  

sin cos 2A cos sin 2A cos 2A2 2  
   

  22 cos A 1  หาคา่ cos A  โดยที ่
tan A 2 1   ก่อน ... 
แก้ระบบสมการ sin A ( 2 1)cos A   
กับ 2 2sin A cos A 1   ได ้ 2 1cos A 4 2 2


 

 ตอบ  1 2 1 12( ) 14 2 2 2 2 2


  
 

 

 
ข. 3cos( 2A)2 

  
3 3cos cos 2A sin sin 2A sin 2A2 2   
   

  2 sin A cos A   หาค่า sin A  กับ cos A  
โดยที่ tan A x ...  ได้เปน็ 

2 2
x 1sin A , cos A

1 x 1 x
 

 
 

ดังนัน้ ตอบ  2
2x

1 x



 

 
 
(70) 1 1A 2B arctan 2 arcsin7 10    

แปลงเปน็ arctan  เพื่อใช้สูตร ได้เป็น 
1 1arctan 2 arctan7 3  

1 2 / 3arctan arctan7 1 1 / 9 


 
1 3arctan arctan7 4   
1 / 7 3 / 4arctan arctan 11 3 / 28 4
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(71)    
1 8sin A cos A3 3  

(ติดลบ เพราะ A  อยู่ใน 2Q )   
1tan A
8

 

และ 
tan tan A47 tan( A) 74 1 tan tan A4


  






  

21 1 / 8 8 1 7( 8 1)7 7( ) 71 1 / 8 8 1
  

   
 

 

9 4 2   
 

 
(72) 1 1 1A B C arctan arctan arctan2 5 8      

1 / 2 1 / 5 1arctan arctan1 1 / 10 8


 


 
7 1 7 / 9 1 / 8arctan arctan arctan9 8 1 7 / 72


  


 

arctan 1 4 
  

 
 
(73) วิธีที่1 ใส่ sin  ทั้งสองขา้ง จะได้ 

12 16 3sin(arccos arcsin )13 65 5   

    
5 63 12 16 3
13 65 13 65 5  

315 192 3 3 3
13 65 5 5 5


   


   ..OK.. 

 
วิธีที2่ ใช้สูตร arctan  จะได้ 

5 16 3arctan arctan arctan12 63 4   


 






5 / 12 16 / 63 3arctan arctan5 16 41 12 63

 

 
3 3arctan arctan4 4    ..OK.. 

 
 
(74) การแกส้มการในข้อนี้ ส่วนมากทําได ้2  วิธี 
(เช่นเดียวกับข้อที่แล้ว) คือ 1. ใส่ฟังก์ชัน sin, cos,  
หรือ tan  ทั้งสองข้าง กับ 2. ใช้สูตร arctan  
แต่บางกรณจีะทาํเป็น arctan  ไม่ได้ คอื เม่ือเป็น 
arccos (–) [เพราะนยิามไว้คนละควอดรันต์กนั] 
...ในข้อ (74.1) จะแสดงไวท้ั้งสองวธิี แต่หลังจาก
นั้นจะเลอืกแสดงวิธีทีส่ัน้กวา่ เพียงวิธีเดียวเทา่นัน้.. 

(74.1) วิธีที ่1 
4 3cos(arccos arcsin( )) x5 5    

       
4 4 3 3 7( ) x x5 5 5 5 25  

วิธีที ่2 3 3arctan arctan( ) arccos x4 4    


 


3 / 4 3 / 4arctan arccos x1 9 / 16  

  
24 7arctan arccos x x7 25   

 

(74.2) 
2x 7 4x tan(arcsin arccos )3 25 5    


   



2x 7 / 24 3 / 4 4x3 1 7 / 32 3  

       2x 3x 4 0 (x 4)(x 1) 0  
  x 4, 1 
 

(74.3) 1 / 7 1 / 8 1arctan arctan arccot x1 1 / 56 18


 


 

  
3 1arctan arctan arccot x11 18  


 


3 / 11 1 / 18arctan arccot x1 1 / 66  

   
1arctan arccot x x 33  

 

(74.4) 2
2x 1 2x 1 1arctan arccos1 (4x 1) 5

  


 
 

 
 2
2x 1arctan arccos

1 2x 5
 

 
 2
2x 2

1 2x
  (เพราะ 1arccos arctan 25  ) 

  แก้สมการได้ 1x , 12   

ตรวจคาํตอบแล้วพบว่า 1x 2  เท่านั้นทีใ่ช้ได้ 
 

(74.5) 3arctan x 2( )4 4 
   

   
arctan x x 14  

 
(74.6) ใส่ tan  ทั้งสองข้าง 

  
 

  2
1 x 1 x 1
1 (1 x )

 

    2
2 1 x 2
x
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(74.7) ใส่ sin  ทั้งสองข้าง 

      
3 1 1( )(0) ( )(1) x x2 2 2  

แต่ 1 2 7arccos( )2 2 3 2 6    
     

ซึ่งไม่อยู่ในช่วง arcsin  (แม้ว่า 7 1sin 6 2 
  

ก็ตาม ..แต ่ 1arcsin( )2 6  
 )   ไม่มีคําตอบ  

 
 
(75) จาก arctan 3x arctan x 6 

  

จะได้วา่ 2
3x xarctan 61 3x





  

     


2
2

2x 1 3x 2 3x 1 0
1 3x 3

 

    2 1( 3x 1) 0 x
3
 

ดังนัน้ arctan 3x arctan xtan( )2
  

arctan 3 arctan(1 / 3)tan( )2


  
/ 3 / 6tan( ) tan 12 4


  

    

 
 
(76) 2 1cos (arctan x) 4  

 
1cos(arctan x) 2  หรอื 1

2  

 x 3  หรอื 3  

แต่โจทย์กําหนด 
1
xe 1  ดังนั้น x 3   เท่านั้น 

1/ 3[e 1]  

 x x 3x 3 3x tan(arctan ) x2 2 2 2


      

 
 
(77.1) 2

sin x 1 sin x 1 4sin x 1
  




 


    

 2
2 14 cos x

cos x 2
 

 
   3 5 7x , , ,4 4 4 4  

 
 

(77.2) จาก sin 4 2 sin 2 cos 2     
24 sin cos (1 2 sin )      จะไดว้่า 

โจทย์กลายเป็น 
34sin cos 8sin cos 2sin cos 2cos           

      32 cos (3 sin 4 sin 1) 0  
      22 cos (2 sin 1) (sin 1) 0  
ดังนัน้ cos 0   หรอื 1sin 2   หรือ 

sin 1    ... 5 3, , ,6 2 6 2  
     

 

(77.3) cos 2 32 sin 2 3 0sin 2 sin 2


   
 

 

     22 sin 2 3 cos 2 3 0  
      22(1 cos 2 ) 3 cos 2 3 0  
     22 cos 2 3 cos 2 1 0  
     (2 cos 2 1)(cos 2 1) 0  
  cos 2 1  หรอื 1 / 2  
แต่ cos 2 1   ไม่ได้ เพราะจะทาํให ้ sin 2 0   
ดังนัน้ cos 2 1 / 2   เทา่นัน้ 
     

 2 3 6  

 
(77.4) 2 2 2 2(cos x sin x)(cos x sin x) 1    
    2 2cos x sin x 1 cos 2x 1  
      2x 0,2 , 4 x 0, ,2  
 

(77.5) 2
2

sin x 24 sin x 6 0cos x cos x    

   2 24 sin x cos x 6 sin x cos x 2 0  
   2sin 2x 3 sin2x 2 0  
   (sin2x 2)(sin2x 1) 0  

 sin2x 1 เทา่นัน้     
 2x x2 4  

 
(77.6) 
(4 sin x cos x 2 sin x) (2 2 cos x 2) 0     
    2 sin x(2 cos x 1) 2 (2 cos x 1) 0  
   (2 sin x 2)(2 cos x 1) 0  
ดังนัน้ 1sin x 2   หรอื 1cos x 2   

 
   2 5 4 7x , , ,3 4 3 4  
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(77.7) 1 32 [ sin x cos x] sec(x )2 2 3  
  

   
  2 [sin x cos cos x sin ] sec(x )3 3 3  

   
 2 sin(x ) sec(x )3 3  

   
 2 sin(x )cos(x ) 13 3  

  
2sin(2x ) 13  

    
    2 5 9 11 232x , x ,3 2 2 12 12  

 

(77.8) 2 22 sin x sin x 1 2 2 sin x sin x     
ให้ 22 sin x sin x A   จะได้วา่ 

     2A 1 2 A A 2A 1 4A  
     2A 2A 1 0 A 1 

22 sin x sin x 1    
   (2 sin x 1)(sin x 1) 0  

 
1sin x 2  หรอื 1    

  5 3x , ,6 6 2  

 
(77.9) ใช้ผลทีค่ิดไว้ในข้อ (59) คือ 

3sin 3x 3 sin x 4 sin x   ดังนั้นโจทย์กลายเป็น 
3sin x 2 sin x cos x 3 sin x 4 sin x 0     

   22 sin x(2 cos x 2 sin x) 0  
    22 sin x(2 cos x 2(1 cos x)) 0  
   22 sin x( cos x 2 cos x) 0  
  2 sin x(cos x)(2 cos x 1) 0  
 sin x 0  หรอื cos x 0  หรือ 1cos x 2   

3 5x 0, , , , , , 23 2 2 3 
      

 
 
(78.1) 2 2(2 sin x 1)(sin x 2) 0  >   
ซึ่งพบวา่ 2sin x 2  มากกว่า 0  เสมออยู่แลว้                      

2 1sin x
2

1sin x 2  >>  หรอื 1sin x 2<  

 
 
 
 
ตอบ  3 5 7[ , ] [ , ]4 4 4 4

     

(78.2) sin cos 0   <  คือ y x 0 <  
ดังนัน้ จากภาพ 
ตอบ  3 7[ , ]4 4

    

 
 
 

(78.3) 3 1 1sin x cos x2 2 2   

  
  1cos sin x sin cos x6 6 2  

  
 1sin(x )6 2  

 
 
  

  5 13x ( , )6 6 6    ตอบ 2x ( , 2 )3
   

 
 
(79) 21 2 sin sin     
     (2 sin 1)(sin 1) 0  

  
1sin 2  หรอื 1  

ตอบ  2 n6 3
   

เม่ือ n  คือจํานวนเต็ม 

 
 
(80.1) [โคฟังกชั์น] อาจพิสจูนจ์ากสตูร 
tan( )    
คือ tan 90 tan Atan(90 A) 1 tan 90 tan A

 
  

 
 

[ tan 90    จึงต้องนาํไปหารทั้งเศษและส่วน] 
tan A1 1 0tan 90 cot A1 0 tan Atan Atan 90

   




 

 
(80.2) จาก 2cos 2A 1 2 sin A   


 2 1 cos 2Asin A 2  ..... (1) 

และ 2cos 2A 2 cos A 1   


 2 1 cos Acos A 2  ..... (2) 

2(1) 1 cos 2A; tan A(2) 1 cos 2A





 

ถ้าให้ xA 2  จะได้ 2 x 1 cos xtan 2 1 cos x





 

 

sin x 1 / 2  

sin x 1 / 2  

y+x=0 
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(80.3) จาก 
(1) x y x ysin x sin y 2 sin( )cos( )2 2

 
   

และ (2) x y x ycos x cos y 2 cos( )cos( )2 2
 

   
(1) sin x sin y x y; tan( )(2) cos x cos y 2

 



 

 
(80.4) จาก 2 21 cos x sin x   
นํา 2tan x  คณูสองข้าง 
  2 2 2 2tan x sin x tan x sin x  
 

(80.5) 2A A(cos sin )2 2  
2 2A A A Acos 2 sin cos sin2 2 2 2   1 sin A   

 
 
(81) ผลจากขอ้ (80.3) จะไดว้า่ 
sin A sin B A Btan( )cos A cos B 2

 



 

แต่ A B 180 C     
 จะได้เป็น 180 C Ctan( ) tan(90 )2 2

 
    

           Ccot 2    [โคฟังก์ชัน] 

 
 
(82) ใช้กฎของ cos  หามุม A  กอ่น ... 

2 2 210 (10 3) 10 2(10 3)(10) cos A    

 
3cos A 2   A 30    

จากนั้นอาจใช้กฎของ cos  หามุม B, C  
หรือจะใช้กฎของ sin  ก็ได ้แตจ่ากการสงัเกตพบวา่ 
ABC  เป็นสามเหลี่ยมหนา้จัว่ (เพราะ a c ) 

ดังนัน้ C 30   ด้วย 
และ B 180 30 30 120         

 
 
(83) 2 2 2(4 5) (2 5) (3 5) 2(2 5)(3 5) cos B    

  
1cos B 4   (แสดงว่า B  อยูใ่น 2Q ) 

จาก 2 Bcos B 1 2 sin 2   

   2 B 5 B 5sin sin2 8 2 8  

(เป็นบวกเทา่นั้น เพราะ B2  ตอ้งอยูใ่น 1Q ) 

 

(84) ให้ a 4x, b 5x, c 6x    จะไดว้่า 
2 2 2(4x) (5x) (6x) 2(5x)(6x)cos A    

 
3cos A 4  ... 

และด้วยวิธเีดียวกันได ้ 9 1cos B , cos C16 8   

พบว่า 2 23 12 cos A 1 2( ) 1 cos C4 8      

  C 2A  

 
 
(85) 2 2 2b 4 8 2(4)(8)(0.422) 52.992     
 b 7.28  

 
 
(86) กฎของ  

sin C 0.454sin 15 12  ดังนัน้ 

   sin C 0.5675 C 34.6  หรอื 145.4  

 
 

(87) 
  

sinB sin 45 3sinB 22 3 2 2
 

ดังนัน้     B 60 C 75  
หรือ     B 120 C 15  

 
 

(88) 
  

sin C sin 30 3sin C150 250 3
 

ดังนัน้     C 60 A 90  สามเหลีย่มมุมฉาก 
หรือ     C 120 A 30  สามเหลี่ยมหนา้จั่ว     

 
 
(89)   

a 12 a 5.610.342 0.731  

 
 
(90) กระจายแล้วจดัขา้งเปน็ 2 2 2a b c bc    
    

1cos A A 602  
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(91) กระจายแล้วได ้ 2 2 2a b c bc    เช่นกัน 
    

1cos A A 602  

จาก    2 24a 6b a 3/2 b  

ใช้กฎของ sin  ได้ว่า  


3/2 b b
sin60 sinB  

   
1sinB B 45
2

 หรอื 135  

แต่ 135 60 180 B 45         เทา่นัน้ 
     2 21 2 sin (3A 2B) 1 2(1) 3  

 
 
(92) 2 2 2 2(x xy y ) x y 2xy cos A      
จะได้ 1cos A 2   คอืเป็นสามเหลี่ยมมุมป้าน 

 
 
(93)  2 2x 320 380 2(320)(380)(0.788)    

234.86  ไมล ์
 
 
 

 
 
(94) 

  
h tan A x h cot Ax  

  
h tanB y h cot By  

y x h(cot B cot A)     
ดังนัน้ เรืออยู่หา่งกัน 

0.9397 0.8387300( )0.3420 0.5446   

362.3  เมตร 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(95)     
h tan 45 AC h cot 45AC  

    
h tan 30 BC h cot 30BC  

 
 
 
 
แต่ 2 2 2AC 40 BC   

2 2 2 2 2h cot 45 40 h cot 30      
 

  2 2
40h

cot 30 cot 45
  

40 20 23 1 


 เมตร 

 
 
(96) ให้ PQ  ยาว a  
และ QS  ยาว 4b  
 
 
 
 
จากความสัมพันธ์  ˆ ˆ ˆSPR RPQ SPQ   
จะได้ b 4barctan 0.6 arctan arctana a   


 


0.6 b / a 4barctan( ) arctan1 0.6b / a a  

ตัด arctan ออกทั้งสองข้างแล้วจดัรูปสมการ ได้เป็น 
   2 2a 5ab 4b 0  
   (a 4b)(a b) 0  
 a 4b  หรอื a b  

4bˆtan SPQ 1a    หรอื 4  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

320 x 

380 
38 

B A 

A B 

      
                x 

y 

h 

B 

A 

h 

40 
45 

30 C 
N 

P 

Q 
b 3b 

a 

arctan 0.6 

S R 
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(หน้าว่าง) 



 
 

บทที ่๗ 
เอกซ์โพเนนเชียล/ลอการิทึม 

 
 

การเพ่ิมข้ึนหรือลดลง ของจํานวนประชากรตามธรรม 
ชาติ, ปริมาณรังสี, หรือเงินฝากในธนาคาร โดยทั่วไป 
ไม่ได้เป็นสัดส่วนแบบเส้นตรง แต่เป็นแบบทวีคูณ (ยก
กําลัง) ทาํให้เราจําเป็นต้องศึกษาเก่ียวกับเลขยกกําลัง 
รวมทั้งฟังก์ชันที่เก่ียวข้องคือ ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล 

(Exponential Function) และฟังก์ชันลอการิทึม (Logarithmic Function) 
ซึ่งทั้งสองฟังก์ชันน้ีถูกนําไปใช้ประโยชน์อย่างกว้างขวาง ไม่ว่าจะเป็นงานด้าน 
เศรษฐศาสตร์ การเงิน หรือในทางวิทยาศาสตร์ สถิติ ก็ตาม 

 
 

๗.๑ ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล และกฎของเลขยกกําลัง 
 

เลขยกกําลัง คือจํานวนที่เขียนในรูป na  โดยจะเรียก a ว่าฐาน และเรียก 
n ว่า เลขช้ีกําลัง (Exponent) ซ่ึงถ้าเลขชี้กําลัง n เป็นจํานวนนับ แล้ว na  จะแทน 
a คูณกันเป็นจํานวน n ตัว หรือ     

na a a a ... a
n ตัว

 

แต่ถ้าเลขชี้กําลังเป็นศูนย์ หรือจํานวนลบ หรือเศษส่วน จะเป็นไปตามนิยามดังนี้ 
0a 1 ,   n

n
1a a

   (โดยที่ a 0 )  และ 1/n na a  

 
ทฤษฎีบทที่เกี่ยวกับเลขยกกําลังได้แก่ 

 

  

m n m n

m
m n

n

m n mn

m
m nn

a a a
a aa
(a ) a

a a





  
 



 
 
 

    

n n n

n n n

n nn

n
n

n

(ab) a b
(a/b) a / b
ab a b

aa
b b

   


  
 




  

 

โดย m และ n เป็นจํานวนจริงใด ๆ  (ไม่จําเป็นต้องเป็นจํานวนเต็ม) 
และในกรณีกรณฑ์ n เป็นจํานวนนับที่มีค่าตั้งแต่ 2 ขึ้นไป 

(บทที่ ๕–๑๖ นํามาจาก R2.2.04 และจะทยอยปรับปรุงเนื้อหาทีละบท จนเป็น R2.9 ฉบับสมบูรณ์ครับ) 

ex
p  + 

lo
g a

r 
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หมายเหตุ 
คําว่า รากท่ีสอง กับเคร่ืองหมาย กรณฑ์ (radical :   หรือ 1/2

 ) มีความหมาย
ต่างกัน “รากที่สอง ของ 16” ได้แก่ 4 และ –4 
 แต่ “ 16  หรือ 1/216 ” มีค่าเท่ากับ 4 อย่างเดียวเท่านั้น 
 

การหารากท่ีสองของ M N  
รากที่สองของ M N  จะอยู่ในรูป a b  ซ่ึงค่าของ a และ b 

สามารถหาได้โดยพิจารณาจากสมการ 2( a b) (a b) 2 ab     และ 
2( a b) (a b) 2 ab     จะพบว่าถ้าให้ a b M   และ 4ab N  แล้วแก้

ระบบสมการ ก็จะได้ค่า a, b ที่เป็นคําตอบออกมา ทั้งนี้ตอ้งไม่ลืมว่ารากที่สองจะมี
สองค่า เป็นบวกและเป็นลบอย่างละค่าเสมอ 
 จึงสรุปได้ว่า รากที่สองของ M N  ได้แก่ ( a b)   
 และ รากที่สองของ M N  ได้แก่ ( a b)   
 เม่ือ a b M   และ 4ab N  
 
เช่น รากที่สองของ 6 35  หาได้จาก a b 6   และ 4ab 35  
นั่นคือ a, b 3.5, 2.5  จึงได้คาํตอบว่า 3.5 2.5  และ 2.5 3.5  
 
รากที่สองของ 72 40  หาได้จาก a b 72 6 2    และ 4ab 40  
นั่นคือ a, b 5 2, 2  จึงได้คาํตอบว่า 5 2 2  และ 5 2 2   
 

การแก้สมการท่ีมีเครื่องหมายกรณฑ์ 
สมการที่มี ax b  บวกลบกันอยู่หลายพจน์ ควรย้ายข้างให้จํานวนพจน์

เท่า ๆ  กัน และสัมประสิทธิ์หน้า x รวมเท่า ๆ  กันที่สุด จากนัน้จึงยกกําลังทั้งสองข้าง
จนกว่าเคร่ืองหมายกรณฑ์จะหมดไป (แต่การยกกําลังเช่นนี้ มักทําให้ได้คําตอบเกิน 
ดังนั้นตองตรวจคําตอบเสมอ) 

หากส่ิงที่อยู่ในเคร่ืองหมายกรณฑ์นั้นยาวมาก ให้สมมติส่ิงนั้นเป็นตัวแปร A 
ไปก่อน แล้วทําตัวแปรที่เหลือในสมการให้อยู่ในรูป A ทั้งหมด เพ่ือให้สมการส้ันลง
และคํานวณได้สะดวกข้ึน 

 
 
 

ตัวอย่าง 7.1  ให้หาเซตคําตอบของสมการตอ่ไปนี ้
 

ก. x 1 4x 9    
วิธีคิด ยกกําลังสองทั้งสองขา้ง จะได ้ 2 2x 2x 1 4x 9 x 2x 8 0         

แยกตัวประกอบได้เป็น (x 4)(x 2) 0    ... ดังนั้นคําตอบนา่จะเป็น 4, 2  
แต่เม่ือลองแทนค่าแล้วพบวา่ 4  ทาํให้สมการเป็นจริง แต่ 2  ใช้ไม่ได้ ... ดังนั้นตอบ {4} 

 
ข. 2 2x 7 x 12 5     

วิธีคิด สมมติให ้ 2x 7 A   เพือ่ให้มองง่ายขึ้น ... กลายเป็น A A 5 5    
ย้ายขา้งสมการให้มีจาํนวนกรณฑ์สองฝ่ังเท่า ๆ  กัน คือ A 5 5 A    
จากนั้นยกกําลังสองทั้งสองขา้ง ได้เป็น A 5 25 10 A A A 3       
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X 
(0,1) 

O 

Y 

X 
(0,1) 

O 

Y 

ยกกําลังสองอีกครั้ง ... A 9  ... ตรวจสอบคาํตอบใน A A 5 5    แล้วพบว่าใช้ได ้
ดังนัน้ 2 2x 7 9 x 16 x 4, 4        ... จงึตอบ {4, –4} 

 

 
 

ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล คือฟังก์ชันเลขยกกําลัง 
กําหนดรูปทั่วไปเป็น xf (x) a   โดยค่าของฐาน a อยู่ในช่วง (0, 1)  หรือ (1, )  
เท่านั้น และนํามาเขียนกราฟได้ดังนี้ 
 
 
 
 
 
 
 

        x a 1y a ,     x 0 a 1y a ,    
  ฟังก์ชันเพ่ิม        ฟังก์ชันลด 
 
ข้อสังเกต 
1. ค่า x เป็นอะไรก็ได้ แต่ค่า y เป็นบวกเสมอ ... expD  R , expR  R  
2. ในที่นี้กราฟผ่านจุด (0, 1)  เสมอ ... เนื่องจาก 0a 1  ทุก ๆ  ค่า a ที่ไม่ใช่ศูนย์ 
3. จากการเลื่อนแกนทางขนาน จะได้สมการเอกซ์โพเนนเชียลเป็น x hy k a    

 
 

แบบฝึกหัด ๗.๑ 
 
(1) ให้เขียนเป็นรูปอย่างง่าย 

 (1.1) 17732 4      (1.4) 
1

n 2n n
n n

729 81
27 243

 
 

 
 

 (1.2) 3 2 0 2(x y z )      (1.5) 
n n 1 2n 2n 1

n 2n 2 n 2n 1
4 9 3 2
9 2 4 3

 

 

   
     

 

 (1.3) 
2 1

2 1
4x 4x 1
2x x
 

 

  
   

 

 
(2) ให้เขียนเป็นรูปอย่างง่าย 

 (2.1) 
23 a 75 4aa a5 33 3

 
   

 
 

 (2.2) 2 4 2
2

x x 2x 1
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(3) ให้หาค่าของ 
 (3.1) 1 1 1 1...1 2 2 3 3 4 8 9

         
 

 (3.2) 5 2 5 2
5 2 5 2

  
    

 

 (3.3)  18 320  
 (3.4)  10 84 10 84    

 (3.5) 2 3 5
9 2 1412 2 35 7 2 10

      
 

 (3.6) 
3 2 3 2(6 35) (6 35)
13 10

   
 
 

 

 
(4) ตอบคําถามต่อไปนี้ 
 (4.1) ให้หาค่าของ 2 2x 4xy y   เม่ือ 6 3x 6 3





 และ 6 3y 6 3





 

 (4.2) ให้เรียงลําดับจํานวนจากน้อยไปมาก 
  ก. 25 33  ข. 20 35  ค. 15 37  ง. 10 39  
 (4.3) ถ้า 2.44 7.17 0.563.9 8





 แล้ว ให้หาค่าของ 0.0244 71.7

390 0.008



 

 
(5) ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 (5.1) ถ้า xa 1  และ 0 a 1   แล้ว x 0  
 (5.2) ถ้า x 0  และ a 1  แล้ว x0 a 1   
 (5.3) 2 35 5  
 (5.4) 3 2(sin 1 ) (sin 1 )    
 (5.5) 2 3(tan 46 ) (tan 46 )    
 
(6) ให้หาคําตอบของสมการ 
 (6.1) 1/2 1/ 4x x 6 0    
 (6.2) 2x 1 x 1    
 (6.3) 2x 1 x 3 2     
 (6.4) 2x 3 x 2 7x 5      
 (6.5) 2 2x 6 x 2x 5 11 2x      
 (6.6) 2 2(x 1) 5( x 2x 2 1)      
 (6.7) 2 2x 3x 15 x 3x 6 9       
 (6.8) 2 22x 6x 27 x 6x 2 x 5        
 (6.9) 3 36(5x 6) 5(6x 11) 1     
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๗.๒ การแก้สมการที่เป็นเอกซ์โพเนนเชียล 
 

สมการเอกซ์โพเนนเชียลอย่างง่ายจะอยู่ในรูป f(x) g(x)a b  โดยที่ฐาน a 
และ b เป็นค่าคงที่ สามารถแก้สมการน้ีได้โดยแปลงฐานทั้งสองข้างให้เท่ากัน เพ่ือ
กําจัดฐานทิ้งไปตามสมบัติที่ว่า M Na a M N    

ส่วนสมการที่มีพจน์เลขยกกําลังฐานเดียวกัน บวกลบกันอยู่ เช่น x 2xa , a  
จะไม่สามารถใช้วิธีอย่างง่ายได้ อาจสมมติเป็นตัวแปร 2A, A  เพ่ือให้คํานวณสะดวก
ขึ้น (ฐานมักจะเป็นจํานวนเฉพาะ) แต่ถ้ามีฐานอื่นอยู่ด้วย จะใช้ตัวแปร B อีกอันก็ได้ 
และเม่ือจัดกลุ่มเลขยกกําลังเป็นพวก ๆ  แล้ว จึงทําการคํานวณต่อไป 

 
สําหรับอสมการเอกซ์โพเนนเชียล อาศัยสมบัติของฟังก์ชันเพ่ิม/ฟังก์ชันลด 

ในการกําจัดฐาน คือ M Na a M N     เม่ือ a 1  (ฟังก์ชันเพ่ิม) 
 และ M Na a M N     เม่ือ 0 a 1   (ฟังก์ชันลด) 

 
 
 

ตัวอย่าง 7.2  ให้หาคาํตอบของสมการตอ่ไปนี ้
 

ก. x 2 x(0.1) 10   
วิธีคิด สมการอยู่ในรูป f(x) g(x)a b  จึงทําฐานให้เทา่กัน เชน่ ทําเป็นฐาน 0.1 

จะได้ x 2 x1(0.1) ((0.1) )   
ดังนัน้  x 2 x 2x 2 x         –1 
 
ข. x x x8 3 4 6 2 8 0       

วิธีคิด สมการนี้มีเอกซ์โพเนนเชียลฐาน 2 ล้วน ๆ  ดังนั้นสมมติให ้ x2 A  เพือ่ให้มองง่ายขึ้น 
จะได้ 3x 2x x 3 22 3 2 6 2 8 0 A 3A 6A 8 0            
แยกตัวประกอบได้เป็น (A 4)(A 1)(A 2) 0     
ดังนัน้ A 4, 1, 2    ..นั่นคอื x2 4, 1, 2   
แสดงว่า x   2 หรอื 0 
(ส่วนกรณ ี x2 2   นั้นเป็นไปไม่ได้ เพราะเอกซ์โพเนนเชียลตอ้งมีคา่เปน็บวกเสมอ) 

 

 
 

แบบฝึกหัด ๗.๒ 
 
(7) ให้หาคําตอบของสมการ 

 (7.1) 
x x 31 1

4 2


      
   

   (7.5) 
x

2x 11 2 12
    

 
 

 (7.2) 21 x 2x10 100     (7.6) 8 4x 3x 218 (54 2)   

 (7.3) 
2x 1 43 8

2 27
 

      
   

   (7.7) x(5 2 6) 3 2    

 (7.4) 
x 1x4 27 19 8
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(8) ให้หาคําตอบของสมการ 
 (8.1) x 1 x 54 64 2    
 (8.2) x 2 x 1 4x4 2(4 ) 2    
 (8.3) 2x 2 x2 9 2 2 0      
 (8.4) 2x 1 x 12 9 2 1 0      
 (8.5) 2x 2 x 3 x3 3 3 3 0      
 (8.6) 2x 3 x3 55 28(3 2)     
 (8.7) 5x 3x x 5x 16(2 ) 11(2 ) 3(2 ) 2     
 (8.8) 2 21 x x 2 x x 23 9(3 ) 28        
 
(9) ให้หาคําตอบของสมการ 
 (9.1) x x3(3 3 ) 10     (9.3) 

x x 254 3
123 4

       
   

 

(9.2) 2x 2x3(3 3 ) 10     (9.4) 1 xx 121 x x 6


 


 

 
(10) ให้หาคําตอบของสมการ 
 (10.1) 2x 1 x x (1/2) 2x 35 25 4 2      
 (10.2) x x (1/2) x (1/2) 2x 14 3 3 2      
 (10.3) 2x x 2x6(3 ) 13(6 ) 6(2 ) 0    
 (10.4) x x 2x25(16 ) 40(20 ) 16(5 ) 0    
 (10.5) 2 2x 2x x 1 x 13 3 9 27 0       
 
(11) ให้หาช่วงคําตอบของอสมการ 
 (11.1) x 1 x 110 1/10 <    (11.5) x 5 2(sin 1 ) (sin 1 )   
 (11.2) 2x 52 1/16     (11.6) x 5 2(cot 1 ) (cot 1 )   
 (11.3) 2x 3x x 3(0.5) (0.5)    (11.7) x 2 5(cos 45 ) (sin 45 )   

 (11.4) 
2 2x x 8 x 121 1

2 4
  

      
   

  (11.8) 2 7x 8(x 1)a a   

 
 
 
 
 
 

ค่า x ทีท่ําให้ x2 0  คอืเทา่ใด หลายคนตอบว่า 0 แต่ทีจ่ริงคอื ไมมีคําตอบ 
เพราะ 02 1  และอันที่จรงิ 2 ยกกาํลงัด้วยจํานวนจรงิใดก็ไม่มีทางได ้0 
ยิ่งไปกวา่นัน้ ไม่ว่าจะเป็นเอกซ์โพเนนเชียลใด ๆ  ก็ไม่มีทางมีค่าเทา่กบั 0 

S 
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O 

Y 

X 
(1,0) O 

Y 

X (1,0) 

๗.๓ ฟังก์ชันลอการทิึม และกฎของลอการิทึม 
 

ฟังก์ชันลอการิทึม เป็นอินเวอร์สของฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล เขียนได้ใน
รูป af (x) log x  ดังนั้นความสัมพันธ์ระหว่างเอกซ์โพเนนเชียลและลอการิทึมก็คือ  

y
ax a y log x    

โดยค่าของฐาน a จะต้องอยู่ในช่วง (0, 1)  หรือ (1, )  ซ่ึงนํามาเขียนกราฟได้ดังนี้ 
 
 
 

 
 
 
 
 

      a a 1y log x,       a 0 a 1y log x,    
  ฟังก์ชันเพ่ิม            ฟังกช์ันลด 

 
ข้อสังเกต 
1. ค่า x ต้องเป็นบวกเสมอ ส่วนค่า y เป็นอะไรก็ได้ นั่นคือ logD  R , logR  R  
2. ในที่นี้กราฟผ่านจุด (1, 0)  เสมอ แสดงว่า alog 1 0  ทุก ๆ  ค่า a ที่เป็นฐานได้ 
3. จากการเลื่อนแกนทางขนาน จะได้สมการลอการิทึมเป็น ay k log (x h)    
4. alog x  อ่านว่า “ล็อก x ฐาน a” หรือ “ลอการิทึม x ฐาน a” 
 
กฎของลอการิทึมได้แก่ 

   

a

a

a a a

a a a

log 1 0
log a 1
log (mn) log m log n

mlog log m log nn


  

 
        

      

p

a a

a

q
aa

log n log m

log n

c
a

c b

qlog b log bp
m n
a n

log b 1log b log a log a

 

  


  

  

 

เม่ือ a, b, c, m, n  เป็นจํานวนจริงบวกใด ๆ  โดยที่ a, b, c 1  
และ p, q  เป็นจํานวนจริงใด ๆ  โดยท่ี p 0  
 

หากลอการิทึมมีฐานเป็น 10 เรียกว่า ลอการิทึมสามัญ (Common 
Logarithms) อาจละไว้ไม่ต้องเขียนฐานกํากับ คือเขียนเพียง log x  ก็ได้ 
นอกจากนั้น ลอการิทึมที่มีฐานเป็นค่าคงที่ทางวิทยาศาสตร์ e ( 2.718 ) จะ
เรียกว่า ลอการิทึมธรรมชาติ (Natural Logarithms หรือ Napierian Logarithms) 
และใช้สัญลักษณ์ ln x  แทน elog x  
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การหาค่าลอการิทึมสามัญโดยใช้ตาราง 
เนื่องจากในตารางระบุเพียงค่า log 1  จนถึง log 9.99  เท่านั้น หากต้องการหาค่า 
log N เราจะต้องเขียนจํานวน N  เป็นรูป n

0N 10  เม่ือ 01 N 10<  และใช้กฎ
ของลอการิทึม ว่า n

0 0log N log (N 10 ) log N n     
เช่น log 1, 150  มีค่าเท่ากับ 3log (1.15 10 )  หรือ log (1.15) 3  

จากตารางพบว่า log (1.15) 0.0607  ดังนั้น log 1, 150 3.0607  
 
หมายเหตุ 
1. หากค่า 0N  ในตารางไม่ละเอียดพอ ให้ประมาณค่าโดยเทียบสัดส่วนของระยะทาง 
2. n จะเป็นจํานวนเต็มเสมอ เรียกว่า แคแรกเทอริสติก (Characteristic) 
และ 0log N  จะมีค่าระหว่าง 0 ถึง 1 เสมอ เรียกว่า แมนทิสซา (Mantissa) 
ของ log N 
3. ตารางที่กําหนดให้ เป็นค่าลอการิทึมสามัญ (ฐาน 10) เท่านั้น 
ถ้าต้องการหาคา่ลอการิทึมฐานอ่ืน ๆ  ต้องอาศัยกฎของลอการิทึมช่วยแปลงฐาน 
นั่นคือ alog b log b log a   และ ln b log b log e   
(โดย log e 0.4343 ) 
 

การหาค่าแอนติลอการิทึมโดยใช้ตาราง 
จากตัวอย่างที่แล้ว เราทราบว่าค่า log ของ 1,150 เป็น 3.0607 (โดยประมาณ) 
สามารถกล่าวแบบย้อนกลับได้ว่า ค่า antilog ของ 3.0607 เป็น 1,150 

ตัวอย่างเช่น ตอ้งการหาค่า M ที่ทําให้  log M 3.0607  
เราต้องทํา 3.0607 ให้อยู่ในรูปผลบวกของแคแรกเทอริสติกกับแมนทิสซาก่อน 
นั่นคือ 3 0.0607  จากนั้นเปิดตารางได้เป็น 3log 10 log 1.15  หรือ 

3log (1.15 10 )  ดังนั้น M 1, 150  
 
หมายเหตุ 
ต้องทําให้แมนทิสซาเป็นบวกเสมอ เช่น ถ้า log M 3.0607   ไม่ควรทําเป็น 
3 0.0607   แต่ต้องทําเป็น 4 0.9393   จึงจะคํานวณได้สะดวก 

 
 

แบบฝึกหัด ๗.๓ 
 
(12) ให้หาค่าของ 
 (12.1) 2 5 50log 0.01 log 0.25 log 0.04 log 0.0004    
 (12.2) 2 3 8 4log cos 60 7 log tan 30 log sin 90 log sin 30        
 (12.3) 1 1 2 8

2 8

1 1log 8 log 2 log log8 2    

 (12.4) 15 24 80log (20) 7 log 5 log 3 log16 25 81
           

     
 

 (12.5) 
5 2

2 2 2
log 50 log 50 log 50   
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 (12.6) 2 2
96 12

log 24 log 192
log 2 log 2  

 (12.7) 2 3 4 4log 1 log 2 log 3 log 5    
 (12.8) 2 3 4 n 31log 3 log 4 log 5 ... log (n 1) log 32       
 (12.9) 4 4log (log 81) log (log 3)  

(12.10) 7 52 3 3
2 9

log7 5 log 4 2 log 3   
 
(13) ให้หาค่าของ 
 (13.1) 7 251 0.25 log49   
 (13.2) 81 9 3( )1 8 log 5 log 4 log 5281 / 9    
 (13.3) 34096 64 log 9log3 2  
 (13.4) 5 8 6 22 2 54 1 log 1 log 2 log1 log25 64 36 4       

 (13.5) 
64

5 7

1/233

3 3

1 log1 log
1 log log

16 36
25 49



 

 
   

 

 
(14) ให้เขียน 

a b c

1 1 1
1 log bc 1 log ca 1 log ab 
  

 เป็นรูปอย่างง่าย 

 
(15) ตอบคําถามต่อไปนี้ 
 (15.1) ให้หาค่า (g f)(2)  เม่ือกําหนด 3g (x) log x  และ 2f (x) log x  
 (15.2) ให้หาค่า g (2 b) เม่ือกําหนด x

2bg (x) log x  
 (15.3) ให้หาค่า log 5  เม่ือทราบว่า 8log 3 p  และ 3log 5 q  
 (15.4) ถ้า 1 4 / 33x log (9 )(27 )   และ 25 5 24y log 2 log log8 3 9    

               แล้ว ให้หาค่าของ x y  
 (15.5) ถ้า 7log (11 6 2) a   และ 7log (45 29 2) b   แล้ว ให้หาค่าของ 3a 2b  
 (15.6) ถ้า alog x 1 , blog x 1/10 , clog x 1/100 , dlog x 1/1000  
               แล้ว ให้หาค่าของ abcdlog x  
 (15.7) ถ้า b b

b

log (log a)p log a  เม่ือ a, b 1  แล้ว ให้หาค่าของ pa  

 (15.8) ถ้า 2 22 log a 3 log b 4   และ 2 23 log a 4 log b 6   
               แล้ว ให้หาค่าของ   1/22b

2aa log b  
 (15.9) ถ้า a a alog (x m) log x log m    แล้วให้หาค่าของ 2 2 3x m x m   
 
(16) ให้หาโดเมนและเรนจ์ของฟังก์ชันต่อไปนี ้
 (16.1) 6y log (2 x)     (16.4) 2 x 3y log   
 (16.2) 1/3y log ( x)     (16.5) 2

5y log (3x 2)    
 (16.3) log xy   
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(17) ให้หาแมนทิสซาและแคแรกเทอริสติกของค่าต่อไปนี ้
 (17.1) log 257     (17.3) 3.3010  
 (17.2) log 0.024    (17.4) 2.3010  
 
(18) จํานวน 15875  มีกี่หลัก  เม่ือกําหนดให้ log 8.75 0.9420  
(ข้อสังเกต ถ้า haracteristic antissalog N c m   จะได้ว่า N นัน้มีจํานวน c+1 หลัก) 
 
 

๗.๔ การแก้สมการที่เป็นลอการิทึม 
 

สมการที่มีลอการิทึม มักจะแก้ปัญหาโดยอาศัยกฎของลอการิทึม เช่น การ
ทําให้ฐานเท่ากันเพ่ือกําจัด log ทิ้งไปตามสมบัติที่ว่า a alog M log N M N    
โดยสมการที่มีพจน์คล้ายกันปรากฏอยู่ อาจสมมติเป็นตัวแปร A เพ่ือให้คํานวณ
สะดวกข้ึนได้ 

เม่ือได้คําตอบแล้ว ตองตรวจสอบดวยวาใชไดหรือไม เช่น ภายใน log 
ต้องเป็นบวกเสมอ หรือฐานของ log ต้องเป็นจํานวนจริงบวกที่ไม่ใช่ 1 

 
สําหรับอสมการลอการิทึม อาศัยสมบัติของฟังก์ชันเพ่ิม/ฟังก์ชันลด ในการ

กําจัดฐาน คือ a alog M log N M N     เม่ือ a 1  (ฟังก์ชันเพ่ิม) 
 และ a alog M log N M N     เม่ือ 0 a 1   (ฟังก์ชันลด) 

 
 
 

ตัวอย่าง 7.3  ใหห้าคาํตอบของสมการตอ่ไปนี ้
 

ก. 2 2log (2x 1) log (x 3) 2     
วิธีคิด ใช้สมบัติของ log เปลี่ยนผลบวกกลายเป็น log ผลคูณ ... 2log [(2x 1)(x 3)] 2    

ย้ายฐาน 2 ของ log ทางซา้ย ไปยกกาํลังทางขวา จะได้ (2x 1)(x 3) 4    
กระจายพหนุามและแยกตัวประกอบ ... 22x 5x 7 0 (2x 7)(x 1) 0         
นั่นคอื x 3.5, 1   ... แต่ x 3.5   ไม่ได้ เพราะจะทาํใหภ้ายใน log เป็นลบ 
ดังนัน้ตอบ x   1 เท่านั้น 
 
ข. 9 x2 log x log 9 3   

วิธีคิด ให้ 9log x A  เพือ่ให้มองงา่ยขึน้ สมการจะกลายเป็น  12A 3A   

นํา A  คณูทั้งสมการ แล้วจัดรปูไดด้ังนี ้... 2 22A 1 3A 2A 3A 1 0       
แยกตัวประกอบ  (2A 1)(A 1) 0    ดังนัน้ A 1/2, 1  
เนื่องจาก 9log x 1/2, 1  ... จึงได้คําตอบเป็น 1/2 1x 9 , 9  นั่นคอื x   3 หรือ 9 

 

หมายเหต ุ
ข้อนี ้x อยู่ใน log และยังเป็นฐานของ log ดว้ย จึงตอ้งระวังเงือ่นไขเป็นพิเศษ 
คือ x หา้มตดิลบ, ห้ามเปน็ 0 และหา้มเปน็ 1 
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แบบฝึกหัด ๗.๔ 
 
(19) ให้หาคําตอบของสมการ 

(19.1) log 8x 8 10   
(19.2) log (2/ 3)x 2/3  
(19.3) 3 log x 3x 10, 000  
(19.4) 3x log 2x9 3 1    
(19.5) 

27
4 3 2

log (x 2x)log log log 7 0
  

(19.6) 1 1 1 2
3 2 6

1log log log 0x x 4 
 

 

(19.7) 2
x 4 x 4log (x 1) log (5 x)     

 
(20) ให้หาคําตอบของสมการ 

(20.1) 2log (2x 5) log (x 1) log (x x 3)       
(20.2) 2log (2x 1) log (x 1) 2 log x 1      
(20.3) 2 3log 2 log (4 5x 6x ) 3 log 2x 1      

 (20.4) 2 2 2 2
2 2x log (x 2x 6) 2x log (x 2x 6) x 2x        

 (20.5) 2 2
8 2 163 log ( x 1 x) log ( x 1 x) log (4x 1) 0.5         

 
(21) ให้หาคําตอบของสมการ 

(21.1) 2 2(log x) log x  
(21.2) log x log x  
(21.3) 2 xlog x 4 log 2 5   
(21.4) 3 x

5 7log x log 32 2   

 
(22) ให้หาคําตอบของ 
 (22.1) สมการ 2(x 7) x 73 6(3 ) 8 0     
 (22.2) ระบบสมการ x y5 4   และ 2 y 2 x5 4   
 
(23) ให้หาช่วงคําตอบของอสมการ 
 (23.1) 23 xx(x ) (x)    (23.4) a 5log 5 log a  
 (23.2) 2x ln2 xe 2    (23.5) 100log x 1 log x 15    
 (23.3) x 2 x 2log (2x 3) log (24 6x)     (23.6) 4 2

x 1log (x 8x 2x 1) 4      
 
 
 



บทที่ ๗  Math E-Book 
Release 2.6.4 

284 

เฉลยแบบฝึกหัด (คาํตอบ) 
 
(1.1) 2 
(1.2) 6 4x y  
(1.3) 2 x  เม่ือ x 0,2  
(1.4) 27 
(1.5) 11/7 
(2.1) 23a /5  
(2.2) –2 
(3.1) 2 
(3.2) 14/3 
(3.3) 10 8  
(3.4) 2 3  
(3.5) 2 5  
(3.6) 1 
(4.1) 30 
(4.2) ง–ก–ค–ข 
(4.3) 0.56 
(5) ถูกทุกข้อ ยกเว้น (5.1) ผิด 
(6.1) 81 
(6.2) 0, 4 
(6.3) 4, 12 
(6.4) 2, 5/2 
(6.5) 1 
(6.6) 1, 1 15    
(6.7) –5, 2 
(6.8) 9 
(6.9) 6, 161/30  
(7.1) 3 
(7.2) 2 3  
(7.3) 11/2, –13/2 
(7.4) 3 
(7.5) ไม่มีคําตอบ 
(7.6) 22/17 
(7.7) 1/2 
(8.1) 2 
(8.2) 3/2 
(8.3) ถึง (8.5) –2, 1 
(8.6) –3, 0 
(8.7) –1 
(8.8) –3, 2 
(9.1) –1, 1 
(9.2) –1/2, 1/2 
 

(9.3) –1, 1 
(9.4) 4/13, 9/13 
(10.1) 1/2 
(10.2) 3/2 
(10.3) –1, 1 
(10.4) 1 
(10.5) 1/2, 2  
(11.1) ( , 1]   
(11.2) [ 1, 1] R  
(11.3) [1, 3]R  
(11.4) [ 4, 4] R  
(11.5) ( , 3)   
(11.6) ( , 3)   
(11.7) [ 7, 3] R  
(11.8) (3,5) เม่ือ a 1  
   และ [3,5]R  เม่ือ 0 a 1   
(12.1) –8 
(12.2) –5 
(12.3) –20/3  
(12.4) 1 
(12.5) 4 / (1 log 5)  
(12.6) 3 
(12.7) 0 
(12.8) 5 
(12.9) 1 
(12.10) 19 
(13.1) 49/5 
(13.2) 4 122 5  
(13.3) 3 2  
(13.4) 144 
(13.5) 4.8 
(14) 1 
(15.1) 0 
(15.2) 2b 
(15.3) 3pq / (1 3pq)  
(15.4) log 3  
(15.5) 6 
(15.6) 1/1111 
(15.7) blog a  
(15.8) 4 
(15.9) 0 

(16.1) ( ,2)  กับ R  
(16.2) R  กับ R  
(16.3) R  กับ [0, )  
(16.4) {3}R  กับ R  
(16.5) 2 2

3 3[ , ] R  กับ R  
(17.1) แมนทสิซา log 2.57  
   แคแรกเทอรสิติก 2 
(17.2) แมนทสิซา log 2.4  
   แคแรกเทอรสิติก –2 
(17.3) แมนทิสซา 0.3010 
   แคแรกเทอรสิติก 3 
(17.4) แมนทิสซา 0.6990 
   แคแรกเทอรสิติก –3 
(18) 45 
(19.1) 0 
(19.2) 10 
(19.3) 2/ 310   
(19.4) 0 
(19.5) –4, 2 
(19.6) –1, 2 
(19.7) 2 
(20.1) 4 
(20.2) 1 
(20.3) ไม่มีคําตอบ 
(20.4) –4, 2 
(20.5) 3/4 
(21.1) 1, 100 
(21.2) 41, 10  
(21.3) 2, 16 
(21.4) 5/23, 3  
(22.1) 32 log 2 7 , 3log 2 7  
(22.2) x 4 log2 / (1 log2)  , 
   y 2(log2 1) / (1 log2)    
(23.1) [1, 3] R  
(23.2) (0, 1) 
(23.3) (2, 3) (27/8, 4)  
(23.4) (0, 1/5) (1,5)  
(23.5) (0,5) 
(23.6) (3, )
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X 

1 

O 

Y 

เฉลยแบบฝึกหัด (วธิีคิด) 
 
(1.1) 5 7 2 17 35 34(2 ) (2 ) 2 2     
(1.2) 6 4 0 6 4x y z x y  
(1.3) นํา 2x  คณูทั้งเศษและสว่น 

2 24 4x x (2 x) 2 x2 x 2 x
  

  
 

 

โดยมีเงื่อนไขวา่สว่นหา้มเปน็ 0 นัน่คือ x 0,2  

(1.4) 
1 16n 8n 6n 2n
n n

3n 5n 3n 2n
3 3 3 (1 3 )( ) [ ]3 3 3 (1 3 )

 


 
 

1
3n 3n(3 ) 3 27    

(1.5)  


 

n n
n n

(4 9 )(9 2) 11
(4 9 )(4 3) 7  

 
 
(2.1) 2 23 1 75 4a ( )5 33 3    

2 23 1 5 3 4a ( )5 33 3     
2

2 2 2 23 1 5 4 3 3aa ( ) a ( )5 5 53 3 3       

(2.2) 2 22 2 2
2 2

x |x 1|x (x 1)


  
 

ซึ่ง 2x 1  เป็นบวกเสมอ ถอดค่าสัมบูรณ์ได้เลย 
   

 2 2
2 2 21x (x 1)

 

 
 
(3.1) พิจารณา 1 1 2 1 2

11 2 1 2
 

 
 

 

และ 1 2 3 2 3 ...12 3 2 3
 

 
 

ฯลฯ 

จะได้วา่โจทย์กลายเปน็ 
1 2 2 3 3 4 8 9( ... )1 1 1 1
   

   
   

 

1 9 21


 


 

(3.2) 
2 2( 5 2) ( 5 2)

( 5 2)( 5 2)
  
 

 

7 2 10 7 2 10 14
3 3

  
   

(3.3)  18 2 80  บวกกันได้ 18  และคณู
กันได ้80  คือ 10  กับ 8  
ดังนัน้ตอบ  10 8  

(3.4) 10 2 21 10 2 21    
( 7 3) ( 7 3) 2 3      

(3.5) 2 3 5
7 5 5 2 7 2 
  

 

( 7 5) ( 5 2) ( 7 2) 2 5        
(3.6) ใช้สูตร 3 3 2 2A B (A B)(A AB B )       
โดยมอง A 6 35 3.5 2.5     
และ B 6 35 3.5 2.5     
จะได้โจทย์กลายเป็น 
(2 2.5)(6 35 3.5 2.5 6 35)

13 10
      

(2 2.5)(13) 113 10   

 
 
(4.1)      2 2 2x 4xy y (x y) 2xy  

หาค่า 
2 2( 6 3) ( 6 3)x y 6 3

  
 


 

  
  


9 2 18 9 2 18 4 26 3  

หาค่า     2xy 1 (4 2) 2(1) 30  
(4.2) ก. 5 5 3 5 3(3 ) 243  
ข. 4 5 3 5 3(5 ) 625  
ค. 3 5 3 5 3(7 ) 343  
ง. 2 5 3 5 3(9 ) 81      ง < ก < ค < ข  
(4.3) จาก 2.44 7.17 0.563.9 8





 

จะได้วา่ 
2

2 3
2.44 (10 ) 7.17 (10)
3.9 (10 ) 8 (10 )





  
  

 
2 1 2 30.56 (10 ) 0.56       

 

 
 
(5.1) x 0a a  แต่ 0 a 1   (ฟงัก์ชันลด) 
ดังนัน้ x 0  ขอ้นี้ผดิ   
(5.2) ถูก     xa 1, x 0 0 a 1  
อาจดจูากกราฟ 
ในกรณีฟังก์ชันเพิ่ม 
ซีกซา้ยของแกน Y 
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(5.3) 5  มากกว่า 1   ฟังก์ชันเพิ่ม 
 2 3  ถูก  
(5.4) sin 1  น้อยกวา่ 1   ฟงัก์ชันลด 
 3 2  ถูก   
(5.5) tan 46  มากกว่า 1   ฟังก์ชันเพิ่ม 
 2 3  ถูก   

 
 

(6.1) ให้ 
1
4x A  จะได้ 2A A 6 0    

     (A 3)(A 2) 0 A 3  หรอื 2  

จึงสรุปวา่ 
1
4x 3  เทา่นัน้ (รากทีส่ี่จะติดลบไม่ได้) 

  4x 3 81  
 

(6.2) ยกกําลังสอง     2x 1 x 2 x 1 
  x 2 x  ยกกาํลังสองอกีครั้ง 
    2x 4x x(x 4) 0  
 x 0  หรอื 4   ใช้ไดท้ั้งสองคําตอบ 
(เม่ือมีการยกกาํลัง ต้องตรวจคาํตอบทกุครัง้) 
 

(6.3)     2x 1 2 x 3   ยกกาํลงัสอง 
      2x 1 4 4 x 3 x 3  
   x 4 x 3   ยกกําลังสองอกีครั้ง 
      2 2x 16(x 3) x 16x 48 0  
     (x 12)(x 4) 0 x 12  หรอื 4  
(ตรวจคําตอบแลว้พบวา่ใช้ได้ทัง้สองคาํตอบ) 
 

(6.4) ยกกําลังสอง 
        2x 3 2 (2x 3)(x 2) x 2 7x 5  
    22x x 6 2x 2   ยกกําลังสองอกีครั้ง 
     2 22x x 6 4x 8x 4  
       22x 9x 10 0 (2x 5)(x 2) 0  
 x 5 / 2  หรอื 2    (ใช้ไดท้ั้งสองคําตอบ) 
 

(6.5) 2 2x 2x 11 6 x 2x 5 0       
ให้ 2x 2x 5 A    จะได ้

      2(A 16) 6A 0 (A 8)(A 2) 0  
  A 8  หรอื 2  แตรู่้ทไม่มีทางติดลบ ดงันั้น 

2x 2x 5 2    เทา่นัน้   ยกกาํลังสอง 
        2 2x 2x 5 4 (x 1) 0 x 1 
(ตรวจคําตอบแลว้ใช้ได้) 

(6.6) 2 2x 2x 1 5 x 2x 2 5       
ให้ 2x 2x 2 A    จะได ้

      2 2A 1 5A 5 A 5A 4 0  
     (A 4)(A 1) 0 A 4  หรอื 1  
ถ้า A 4  จะได้วา่ 2x 2x 2 4    
       2x 2x 2 16 x 1 15  
แต่ถ้า A 1  จะได้วา่ 2x 2x 2 1    
      2x 2x 2 1 x 1  
 ตอบ   1, 1 15   
 

(6.7) ให้ 2x 3x 15 A    
        A A 9 9 A 9 A 9  
ยกกําลังสอง     A 18 A 81 A 9  
   A 5 A 25  (ใช้ได้) 
   2x 3x 15 25  ย้ายข้าง แยกตวัประกอบ 
   (x 5)(x 2) 0     x 5  หรอื 2  
 

(6.8) ข้อนีจ้ัดเป็น A  ล้วน ๆ  ไม่ได้ 
จึงตอ้งใช้วธิียกกาํลังสอง ตามปกต ิ

2 22x 6x 27 x 6x 2 x 5        
   22x 6x 27  
    2 2 2x 6x 2 2(x 5) x 6x 2 x 10x 25          

     25x 25 (x 5) x 6x 2  

     20 (x 5)( x 6x 2 5)  
 x 5  หรอื 2x 6x 2 5    
       2x 6x 27 0 (x 9)(x 3) 0  
x 3   หรอื 9  
ตรวจสอบคําตอบ พบว่า x 5  และ 3  ใช้ไม่ได้ 
 ตอบ x 9  เท่านั้น 
 

(6.9) 3 330x 36 1 30x 55     
ให้ 30x 55 A   จะได ้ 33 A 91 1 A    
ยกกําลังสาม  1 / 3 2 / 3A 91 1 3A 3A A      
   2/ 3 1/ 30 A A 30  
   1/ 3 1/ 3(A 6)(A 5) 0  
 1/ 3A 5  หรอื 6  (รากทีส่าม ค่าติดลบได้) 
       3A 5 125 30x 55 125 x 6  
หรือ        3A ( 6) 216 30x 55 216  
  x 161 / 30  
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(7.1)    2x x 3(1 / 2) (1 / 2) 2x x 3  
 x 3  
 

(7.2)     
2(1 x ) 4x 210 10 1 x 4x  

 
   

4 16 4x 2 32  
 

(7.3)      |2x 1| 3 4(3/2) [(3/2) ] |2x 1| 12  
 x 11 / 2  หรอื 13 / 2  
 

(7.4)    2x 3 x 1(2/3) [(2/3) ] 2x 3x 3  
 x 3  
 

(7.5)    x 2x 1(1/2) (1/2) x 2x 1  
     x 2x 1 x 1  ตรวจแล้วพบวา่ ใช้ไม่ได้ 
เพราะทาํให้ในรู้ทติดลบ  ข้อนี ้ไม่มีคําตอบ 
 

(7.6) 2 8 4x 3 3x 2[(3 2) ] [(3 2) ]   
     16 8x 9x 6 x 22 / 17  
 

(7.7) เนื่องจาก 2( 3 2) 5 2 6    
x 1 / 2   

อาจใช้วิธ ีทดลองยกกําลังสองด ูกลายเป็น 
      2x(5 2 6) 5 2 6 2x 1 x 1 / 2  

 
 
(8.1)      2x x4 2 32 2 64 0  
มอง x2  เป็น A  จะได้ 24A 32A 64 0    
    24(A 4) 0 A 4   
   x2 4 x 2  
 

(8.2) ให้    x 24 A 16A 8A A  
     2A 8A 0 A(A 8) 0  
 A 0  หรอื  x8 4 8  เทา่นัน้ 
(เพราะ x4 0  ไม่มี)      x 3 / 2  
 

(8.3) ให้     x 22 A 4A 9A 2 0  
     (A 2)(4A 1) 0 A 2  หรอื 1 / 4  
ดังนัน้ x2 2  หรอื  1 / 4 x 1 หรือ 2   
 

(8.4) ให้     x 2 92 A 2A A 1 02  

   24A 9A 2 0  (สมการเหมือนข้อที่แล้ว) 
 x 1  หรอื 2  

(8.5) ให้      x 23 A 9A 27A A 3 0  
       29A 28A 3 0 (9A 1)(A 3) 0  
 A 1 / 9  หรอื 3     x3 1 / 9  หรือ 3  
  x 2  หรอื 1  
 

(8.6) ให้     x 23 A 27A 55 28A 56  
       227A 28A 1 0 (27A 1)(A 1) 0  
 A 1 / 27  หรอื  x1 3 1 / 27  หรือ 1  
  x 3  หรอื 0  
 

(8.7) ให้     x 5 3 52 A 6A 11A 3A 2A  
       5 3 4 24A 11A 3A 0 A(4A 11A 3) 0  
   2 2A(4A 1)(A 3) 0  
 A 0  หรอื 2A 1 / 4   ( 2A 3   ไม่ได้) 
 x2 0  (ไม่ได้) หรือ    2x2 1 / 4 x 1 
 

(8.8) ให้      
2x x 2 93 A 3A 28A  

       23A 28A 9 0 (3A 1)(A 9) 0  
 A 1 / 3  หรอื A 9  
    2x x 2 1  (ไม่ได้) 
หรือ 2x x 2 2    
       2x x 6 0 (x 3)(x 2) 0  
  x 3  หรอื 2  

 
 
(9.1) ให้    x3 A 3(A 1/A) 10  
       23A 10A 3 0 (3A 1)(A 3) 0  
 A 1 / 3  หรอื  x3 3 1 / 3  หรือ 3  
  x 1  หรอื 1  
 

(9.2) ให้    2x3 A 3(A 1/A) 10  
(เหมือนข้อที่แลว้)  2x3 1/3  หรอื 3  
x 1 / 2   หรอื 1 / 2  
 

(9.3) ให้    x 1 25(4/ 3) A A A 12  

       212A 25A 12 0 (4A 3)(3A 4) 0  

 
3A 4  หรอื  x4 4 3( )3 3 4  หรือ 4

3  

  x 1  หรอื 1  
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(9.4) ให้    

x 1 13A A1 x A 6  

       26A 13A 6 0 (3A 2)(2A 3) 0  

 
2A 3  หรอื  


3 x 2
2 1 x 3  หรือ 3

2  

ถ้า   
 
x 2 x 4

1 x 3 1 x 9  

    9x 4 4x x 4 / 13  

หรือ ถ้า   
 
x 3 x 9

1 x 2 1 x 4  

    4x 9 9x x 9 / 13  
 

 

(10.1) ให้   x xA 25 ,B 4  
จะได้     5A A 2B 8B 4A 10B  

     xA 5 25 5 1( ) xB 2 4 2 2  
 

(10.2) ให้   x xA 4 ,B 3  จะได้ 

     
B A 3 BA 3B A 3B2 23 3

 

   
3 3 A 8A 4B2 B 3 3

 

   x4 8 3( ) x3 23 3
 

 

(10.3) ให้ x x3 A, 2 B   
       2 26A 13AB 6B 0 (2A 3B)(3A 2B) 0   
ดังนัน้ A 3

B 2  หรอื 23  

 x3 3( )2 2  หรอื  
2 x 13  หรือ 1  

 

(10.4) ให้ x x4 A, 5 B   
      2 2 225A 40AB 16B 0 (5A 4B) 0  

ดังนัน้   
A 4 x 1B 5  

(10.5) ให้ 2x 2x3 A, 3 B   
    AB 3A 9B 27 0  
    A(B 3) 9(B 3) 0  
     (A 9)(B 3) 0 A 9  หรอื B 3  
 

2x3 9  หรอื 2x3 3  
ดังนัน้ x 2   หรอื 1 / 2  

 

(11.1)    x 1 (x 1)10 10<   ฟงักชั์นเพิ่ม 
     x 1 (x 1) x 1< <  ตอบ ( , 1]   
 

(11.2) 2x 5 42 2     ฟงักชั์นเพิ่ม 
      2 2x 5 4 x 1 0  
ตอบ  ( , 1) (1, )     หรือ [ 1, 1] R  
 

(11.3)   
2x 3x x 30.5 0.5  ฟังก์ชันลด 

       2 2x 3x x 3 x 4x 3 0  
ตอบ     ( , 1) (3, )  หรือ [1, 3]R  
 

(11.4) 2x 2x 8 2x 24(1 / 2) (1 / 2)    
       2 2x 2x 8 2x 24 x 16 0  
ตอบ  [ 4, 4] R  
 

(11.5) ฟังก์ชันลด (เพราะ sin 1 1  ) 
     x 5 2 x 3   ตอบ ( , 3)   
 

(11.6) ฟังก์ชันเพิ่ม (เพราะ cot 1 1  ) 
   x 5 2   ตอบ  ( , 3)    
 

(11.7)   |x 2| 51 1( ) ( )
2 2

 ฟังก์ชันลด 

   | x 2 | 5  
ตอบ  ( , 7) (3, )     หรือ [ 7, 3] R  
 

(11.8) ถ้า     2a 1 x 7 8x 8  
       2x 8x 15 0 (x 5)(x 3) 0  
(3,5)  
ถ้า 20 a 1 x 7 8x 8       
     2x 8x 15 0 [3,5]R  
  ตอบ  (3, 5)  เม่ือ a 1  และ 

[3, 5]R  เม่ือ 0 a 1   

 
 
(12.1) 2 2 2 2

2 5 50log 10 log 2 log 5 log 50       
2 2 2 2 8        

[หมายเหตุ 2 21 10.01 10 , 0.25 2100 4
      

210.04 5 , ...25
  ] 

 (12.2) 2 3 8 4
1 1 1log ( ) 7 log ( ) log (1) log ( )2 23    

1 7( 1 / 2) 0 ( 1 / 2) 5          
[หมายเหตุ 2

1
4 2
1 1log ( ) log (2 )2 2

   ] 
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(12.3) 1 3 3
3 3 1

22 2 2log 2 log 2 log 2 log 2 
     

1 1 203 33 3 3        
 
(12.4) log 20 7 log 15 7 log 16 5 log 24    
       5 log 25 3 log 80 3 log 81    

(2 log 2 log 5) (7 log 3 7 log 5)      
  (28 log 2) (15 log 2 5 log 3) (10 log 5)     
  (12 log 2 3 log 5) (12 log 3)    

log 2 log 5 log 10 1      
 

(12.5) 2 log 5 2 2 log 2
log 50 log 50 log 50   

4 4
log 50 1 log 5 


 

 
(12.6) 2 2 2 2log 24 log 96 log 192 log 12  

3 5 6 2
2 2 2 2log (2 3) log (2 3) log (2 3) log (2 3)       

2 2 2 2(3 log 3)(5 log 3) (6 log 3)(2 log 3)       
2 2

2 2 2 215 8 log 3 [log 3] 12 8 log 3 [log 3]       
3  

 

(12.7)   2log 1 0  ตอบ 0  
 

(12.8) log 3 log 4 log 5 log 32...log 2 log 3 log 4 log 31     

log 32 5log 2   
 

(12.9) 4 4
log 81log ( ) log 4 1log 3    

 

(12.10) 7
2

log 7 6 3
2 352 5 log 2 2 log 3   

52 ( 30) 2(3 / 2) 19      

 
 
(13.1) 7 70.25 log 25 0.25 log 4949 49 49 25    

0.549 25 49 / 5    
 

(13.2) 
8 2 4

4 12(9 5 4 5 ) 2 59
  

   
 

(13.3) 
26 3122

1log 3 2log 2 23 2 3 2    
3 2   

 

(13.4) 2 2 2 2
25 64 36 16 1444 2 2 5     

 
 

(13.5) 2 2

2 2

1 / 216 36
3 3
25 1
3 3

4 6 4.85




 
  

  
  
 

 

[หมายเหตุ  ข้อ 13.1, 13.2, 13.4, 13.5 
ใช้กฎที่วา่ m mlog B log AA B ] 

 
 
(14) พิจารณา 

a a a

1 1
1 log bc log a log bc
 

 

a

1 log a
log abc log abc   

และเช่นกนั 
b

1 log b
1 log ac log abc


 

และ 
c

1 log c
1 log ab log abc


 

ดังนัน้จะได้  log a log b log c 1log abc
 

   

 
 
(15.1) (gof)(2) g(f(2)) g(1) 0    
 
(15.2) 2b

2bg(2b) log 2b 2b   
 

(15.3) จาก 8 3
log 5pq log 3 log 5 log 8    

log 5 pq log 8 pq(3 log 2)    
pq(3(1 log 5)) 3pq 3pq log5     

    

3pq(1 3pq)log5 3pq log5 1 3pq  

 
(15.4) 

      3 2 4 2x log 3 3 log(3 ) 2 log 3  
y 2 log5 3 log 2 2 log 5 2 log 3     
     3 log 2 log 3 2 log 3 log 3     

x y 2 log 3 log 3 log 3        
 
(15.5) 3a 2b  

3 2
7 7log (11 6 2) log (45 29 2)   

3 2
7log [(11 6 2) (45 29 2) ]    
7log [(3,707 2,610 2)(3,707 2,610 2)]    

6
7 7log (117,649) log (7 ) 6    

 

(15.6) จาก log a log x  และ 
log b 10 log x  และ log c 100 log x  และ 
log d 1000 log x  
นํามาบวกกัน จะได้ log abcd 1111 log x  

abcdlog x 1 / 1111   
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(15.7) a bp log (log a)  
  a blog (log a)p

ba a log a  
 

(15.8) 2 22 log a 3 log b 4   .....(1) 
และ 2 23 log a 4 log b 6  .....(2) 
แก้ระบบสมการได้ 2log a 2  และ 2log b 0  
   a 4,b 1   ตอบ 2 1 / 2

8(4 log 1) 4   
 
(15.9) a a alog (x m) 2 log x 2 log m    

     2 2
a a

x xlog (x m) log ( ) x m ( )m m  

       2 3 2 2 2 3xm m x x m x m 0  
 

 
(16.1) โดเมน    2 x 0 x 2  
D ( , 2)      และเรนจ์ R  R  
 

(16.2) โดเมน    x 0 x 0  
D ( , 0)    R     และเรนจ์ R  R  
 

(16.3) โดเมน x 0 D (0, )     R  
และเรนจ์ R [0, )    (เพราะมีคา่สัมบูรณ)์ 
 

(16.4) โดเมน   |x 3| 0  เป็นจริงเสมอ
ยกเว้น x 3 D {3}   R  
และเรนจ์ R  R  
 

(16.5) โดเมน 2(3x 2) 0   
   ( 3x 2)( 3x 2) 0   

เขียนเส้นจํานวน   2 2D [ , ]3 3   R  

และเรนจ์ R  R  
 

 
(17.1) log 257 log 2.57 2   
แมนทสิซา log 2.57,  แคเรกเทอรสิติก 2  
 
(17.2) log 0.024 log 2.4 2   
แมนทสิซา log 2.4,  แคแรกเทอรสิตกิ 2   
 
(17.3) 3.3010 3 0.3010   
แมนทสิซา 0.3010,  แคเรกเทอรสิติก 3  
 
(17.4) 2.3010 3 0.6990     
แมนทสิซา 0.6990,  แคแรกเทอรสิตกิ 3   

 

(18) 15log(875) 15 log 875  
                  15(2 0.9420) 44.13  
ดังนัน้ 15875  มี 45  หลกั 

 
 
(19.1)    x 8 8 x 0  
 

(19.2)     log x(2/3) (2/3) log x 1 x 10  
 

(19.3) ใส่ log  ทั้งสองข้าง จะได้ 
 3 log xlog x (1 / 3)log 10,000  
 23(log x) 4 / 3  
     2/ 3log x 2/3 x 10  หรอื 2 / 310  
 

(19.4)         2x x 2x x3 3 2 1 3 2 3 1 0  

      x 2 x(3 1) 0 3 1 x 0  
 
(19.5) 2

4 3 2log log log (x 2x) 0   
   2 0

3 2log log (x 2x) 4 1 
       2 1 2 3

2log (x 2x) 3 3 x 2x 2 8  
ดังนัน้      (x 4)(x 2) 0 x 4  หรอื 2  
 

(19.6) วิธีเดยีวกับข้อทีแ่ล้ว จะได้ผลเป็น 

    
 

2
2

1 1 x x 4 66x x 4
 

      (x 2)(x 1) 0 x 2, 1  
 

(19.7)       2 2x 1 5 x x x 6 0  
      (x 3)(x 2) 0 x 3,2  
ตรวจสอบคําตอบที่ได้   พบวา่ x 3   ไม่ได้ 
เพราะจะเกิดฐานเป็น   1 x 2  เทา่นัน้ 

 
 
(20.1) 2(2x 5)(x 1) (x x 3)      
       2x 2x 8 0 (x 4)(x 2) 0  
ดังนัน้ x 4, 2    ตรวจสอบคําตอบ พบวา่ 
x 2   ไม่ได้ เพราะทาํให้เกิดติดลบใน log 
จึงได ้ x 4  เท่านั้น 
 
(20.2) 2(2x 1)(x 1) x 1     
       2x x 2 0 (x 2)(x 1) 0  
  x 2, 1  ตรวจสอบคําตอบ พบวา่ x 2   
ไม่ได้ เช่นเดียวกบัข้อ 20.1 ดงันัน้ x 1  เทา่นัน้ 
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(20.3) 22(4 5x 6x ) 2x 1     
       212x 12x 9 0 3(2x 3)(2x 1) 0  
ดังนัน้ x 3/2, 1/2     ..ตรวจสอบคําตอบ 
พบว่า x 1 / 2  ไม่ได้ (จะเกิด log 0 ) 
และ  x 3 / 2  ก็ไม่ได้ (จะเกิด log( 2)) 
..ดังนัน้ สมการนี้ไม่มีคําตอบ 
 
(20.4) 2 2 2

2(x 2x) log (x 2x 6) x 2x      
     2 2

2(x 2x)(log (x 2x 6) 1) 0  
 x 0  หรอื 2  หรือ 2

2log (x 2x 6) 1    
       2(x 2x 6) 2 (x 4)(x 2) 0  
  x 4  หรอื 2  
ตรวจคาํตอบพบว่า x 0  ใช้ไม่ได้ (ตดิลบใน log) 

x 4, 2    เทา่นัน้ 
 

(20.5) 2 2
2 2log ( x 1 x) log ( x 1 x)      

16log (4x 1) 0.5    
     2 2

2 16log (x 1 x ) log (4x 1) 0.5  
   160 log (4x 1) 0.5  

160.5 log (4x 1) 4x 1 4       
 x 3 / 4  (ตรวจคาํตอบแล้วใช้ได้) 

 
 
(21.1) ให้   2log x A A 2A  
    2A 2A 0 A 0  หรอื 2  
 x 1, 100  
 

(21.2) ให้   log x A A / 2 A  
    2 2A / 4 A A 4A 0  
 A 0  หรอื 4       4x 1, 10  
 

(21.3) ให้    2log x A A 4/A 5  
     2A 5A 4 0 A 1 หรอื 4  
 x 2 , 16  
 

(21.4) ให้    3
5 7log x A A 2A 2  

     22A 7A 5 0 A 5/2  หรอื 1  
  5/2x 3 , 3  

 
 

(22.1) ให้      x 7 23 A A 6A 8 0  
   x 7A 2, 4 3 2  หรอื 4  

   3x 7 log 2  หรอื 3log 4  
  3x log 2 7  หรอื 32 log 2 7  
 

(22.2) x log 5 y log 4 0   ..... (1) 
x log 4 y log 5 2 log 4 2 log 5    ..... (2) 
แก้ระบบสมการตามปกต ิได้ผลเป็น 

2 2
log 4(2 log 4 2 log 5)x (log 5) (log 4)

 



 

2 log 4 4 log 2
log5 log 4 1 log 2 

 
 

และ  2(log 2 1)y 1 log 2





 

 
 
(23.1) มี 2 กรณี ขึ้นกับฐานวา่เป็นฟังก์ชันลดหรือ
เพิ่ม ... กรณีแรก 0 x 1   (ฟังก์ชันลด) 
จะได้    2 23x x x 3x 0  
    x(x 3) 0 x (0, 3)  
อินเตอร์เซคกับเงือ่นไข ได้เปน็ (0, 1)  
กรณทีี่สอง x 1  (ฟังก์ชันเพิ่ม) 
จะได้    2 23x x x 3x 0  
       x(x 3) 0 x ( , 0) (3, )  
อินเตอร์เซคกับเงือ่นไข ได้เปน็ (3, )  
 ตอบ  (0, 1) (3, )   หรอื   [1, 3]R  
 

(23.2)   
2x x 22 2 x x  

     2x x 0 x(x 1) 0   ตอบ (0, 1)  
 

(23.3) กรณีแรก 2 x 3   (ฟังก์ชันลด) 
จะได้     2x 3 24 6x x 27/8  
อินเตอร์เซคกับเงือ่นไข ได้เปน็ (2, 3)  
กรณทีี่สอง x 3  (ฟังก์ชันเพิ่ม) 
จะได้     2x 3 24 6x x 27/8  
อินเตอร์เซคกับเงือ่นไข ได้เปน็ (27/8, )  
..และมีเงื่อนไข ใน log  ต้องมากกวา่ 0 

   2x 3 0 x 3/2  
   24 6x 0 x 4  

 ตอบ  (2, 3) (27/8, 4)  
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(23.4) ให้ 5A log a  
กรณีแรก 0 a 1   (กรณีนีจ้ะทาํให ้A ติดลบ) 
จะได้    1/A A 1/A A 0  
นํา A  คณู   21 A 0  

2A 1 0   ดังนั้น A 1 , A 1    
นั่นคอื  a 5 , a 1/5  
อินเตอร์เซคกับเงือ่นไข ได้เปน็ (0, 1/5) 
กรณทีี่สอง a 1  (กรณีนีจ้ะทาํให ้A เป็นบวก) 
จะได้ 1/A A 0    นํา A  คูณ 
     2 21 A 0 A 1 0  
ดังนัน้ 1 A 1    นัน่คอื  1/5 a 5  
อินเตอร์เซคกับเงือ่นไข ได้เปน็ (1, 5)  
 ตอบ  (0, 1/5) (1,5) 
 

(23.5) 1 log x log 10 log x 152     

  


1/2 10x
x 15

 ยกกาํลังสองได ้

เพราะเป็นบวกทัง้สองขา้ง   x(x 15) 100  
       2x 15x 100 0 (x 20)(x 5) 0  
จะได้ 20 x 5    ... ตรวจสอบเงือ่นไข log 
และเงื่อนไขรู้ท    x 0, x 15 0  
 คําตอบเป็น (0, 5)  เท่านั้น 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(23.6) 4 2 4
x 1 x 1log (x 8x 2x 1) log ( x 1)       

กรณีแรก ถ้า 1 x 2   (ฟังก์ชันลด) 
จะได้ 4 2 2x 8x 2x 1 (x 1)      
     4 2 2 2x 9x 0 x (x 9) 0  
   2x (x 3)(x 3) 0  เขียนเสน้จาํนวนได ้
x ( 3, 3) {0}    
อินเตอร์เซคกับเงือ่นไขช่วง ได้เปน็ (1, 2) เท่านั้น 
กรณทีี่สอง ถ้า x 2  (ฟังก์ชันเพิ่ม) 
จะได้ 4 2 2x 8x 2x 1 (x 1)      
   2x (x 3)(x 3) 0  เขียนเสน้จาํนวนได ้
x ( , 3) (3, )      
อินเตอร์เซคกับเงือ่นไขช่วง ได้เปน็ (3, )  เท่านั้น 
สรุป ช่วงคาํตอบรวมคือ (1, 2) (3, )   
ตรวจสอบกับเงื่อนไข log และรู้ท 

4 2x 8x 2x 1 0, x 1 0       
พบว่าค่า x ในช่วง (1,2) ใช้ไม่ได้เลย 
..ดังนัน้จงึตอบ (3, )  เท่านั้น 

 
 
 
 



เร่ืองแถม 
จําเป็นต้องตรวจคําตอบของสมการ (หรืออสมการ) เมื่อใดบ้าง..  
 
(บทที่ 2) เม่ือในโจทย์มีตวัแปรอยู่ที่ส่วน (เศษส่วน) 
* สมการ เช่น 1 2x

x 1 3x 1
 

 ย้ายขา้งคูณไขว้ได้ 

* อสมการ เชน่ 1 2x
x 1 3x 1
 

 แบบนี้หา้มคณูไขว้ ให้ย้ายมาลบกัน 

* แต่ถ้าเป็นแบบนี้ 1 2x
x 1 3x 1
 

 สามารถคณูไขว้ได้ เพราะม่ันใจว่าส่วนไม่ตดิลบแน่นอน.. 

แต่ไม่ว่าจะเปน็แบบใด, คูณไขว้ได้หรอืไม่.. เม่ือได้ช่วงคาํตอบแลว้ต้องตัดค่า x ที่ทาํใหส้่วนเป็น 0 ทิ้งไปเสมอ 
 
(บทที่ 2) เม่ือในโจทย์มีคา่สัมบูรณ์ และจะใช้วธิียกกําลังสองทั้ง 2 ข้าง 
เช่น 2x 1 3x 2    สามารถยกกําลังสองได้ เพราะมั่นใจว่าเปน็บวกทัง้ 2 ขา้ง 
แต่อยา่ลืมเพิ่มเงือ่นไขว่า ฝั่งขวามากกว่าหรือเทา่กับ 0 ดว้ย (ใหต้ัดช่วงคาํตอบทีข่ัดแย้งกับเงื่อนไขนี้ทิง้ไป) 
 
(บทที่ 6) เม่ือในโจทย์มีฟังก์ชันตรีโกณมิตทิี่ไม่ใช่ sin กับ cos 
เช่น 2 sin x sec x  มีฟังก์ชัน sec จึงตอ้งระวงั คําตอบที่ทาํให ้cos x = 0 จะใช้ไม่ได้ 
cosec x cot x 5/3 >  มีฟังก์ชัน cosec และ cot จึงตอ้งระวงั คาํตอบที่ทาํให ้sin x = 0 จะใช้ไม่ได้ 
 
(บทที่ 6) เม่ือในโจทย์มีฟังก์ชันตรีโกณมิตผิกผัน (หมายถึง arc- ต่าง ๆ ) 
เช่น arcsin (2x 1) arcsin (2x 1) arccos ( 1)      แก้โดยใส่ cos หรอื sin ทัง้สองขา้งของสมการ 
แต่ตอ้งระวังวา่คาํตอบที่ไดอ้าจไม่อยู่ในช่วงโดเมนมาตรฐาน  (เช่นถ้าได้ x=1 จะใช้ไม่ได้ เพราะไม่มี arcsin3) 
และยังต้องตรวจว่าคาํตอบที่ได้ทาํให้สมการเปน็จรงิหรอืไม่ 
 
(บทที่ 7) เม่ือในโจทย์มี log 
เช่น 2 2log (2x 1) log (x 3) 2     ตอ้งระวงัวา่ ภายในฟงัก์ชัน log ตอ้งมากกวา่ศูนย์เสมอ 
และยังต้องตรวจว่าคาํตอบที่ได้ทาํให้สมการเปน็จรงิหรอืไม่ 

9 x2 log x log 9 3   มีตัวแปรทัง้ใน log และที่ฐานของ log จงึตอ้งระวังทั้งสองอย่างคอื 
ภายในฟงัก์ชัน log ต้องมากกว่าศูนย์, ทีฐ่านตอ้งมากกวา่ศูนย์และไม่เท่ากับหนึ่ง 
และยังต้องตรวจว่าคาํตอบที่ได้ทาํให้สมการเปน็จรงิหรอืไม่ 
 
(บทที่ 7) เม่ือในโจทย์มีรากที่ n (หรือยกกําลัง 1/n) เม่ือ n เป็นจาํนวนคู ่
เช่น 2x 1 x 3 2     มีรากทีส่อง จึงใช้วิธียกกําลงัสองเพือ่กาํจดัเครื่องหมายรูท้ 
ต้องระวังคําตอบที่ได้วา่ภายในรู้ทห้ามติดลบ (แตถ้่าเป็นรากทีส่าม ในรูท้ตดิลบได้) 
และยังต้องตรวจว่าคาํตอบที่ได้ทาํให้สมการเปน็จรงิหรอืไม่ 
 
(บทที่ 13) เม่ือในโจทย์มีแฟคทอเรียลของตัวแปร 
เช่น (x 3)! 30(x 1)!    คําตอบที่ได้จะต้องทาํใหห้นา้แฟคทอเรียลเปน็จาํนวนนับหรือศูนย์เทา่นัน้ 

x,2 2x,22 P 50 P   เม่ือกระจายแลว้จะมีแฟคทอเรยีลเช่นกนั อยา่ลืมตรวจคาํตอบด้วยนะ :] 
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(หน้าว่าง) 



 
 

บทที ่๘ 
เมทริกซ์ 

 
 

เมทริกซ์ (Matrix) เป็นกลุ่มของจํานวนที่เรียงกัน
เป็นรูปสี่เหลี่ยม ภายในเครื่องหมายวงเล็บ ( ) หรือ 
[ ]  โดยเรียกจํานวนแต่ละจํานวนที่อยู่ในเมทริกซ์ว่า 
สมาชิก (Entry) ในเบ้ืองต้นเราศกึษาเรื่องเมทริกซ์เพ่ือ
ใช้ช่วยในการแก้ระบบสมการเชิงเสน้หลายตัวแปร ซึ่ง
จะได้อธิบายไว้ในหัวข้อสุดท้ายของบทน้ี 

 

และในข้ันสูงยังพบว่า ความรู้เร่ืองเมทริกซ์ถูกนําไปใช้ในทางวศิวกรรมหลาย
สาขา รวมถึงด้านคอมพิวเตอร์ และเศรษฐศาสตร์ เน่ืองจากการแปลง
ปัญหาให้อยู่ในรูปเมทริกซ์น้ันมีความเป็นระเบียบ เป็นข้ันตอนชัดเจน และ
สามารถป้อนเข้าสู่เครื่องคํานวณเพ่ือให้ช่วยแก้ได้อย่างรวดเร็วด้วย 

 
 

ตัวอย่างเมทริกซ์ เช่น 
7 5
6 0
5 2

 
 
   

, 1 0 2   , 
3 4
2 2
 
  

 

ขนาดของเมทริกซ์ เรียกว่า มิติ (Dimension) (คิดจากจํานวน แถว; row คูณด้วย 
หลัก; column) ในตัวอย่างเป็นเมทริกซ์ที่มีมิติ 3 2, 1 3, 2 2    ตามลําดับ 

เมทริกซ์สองเมทริกซ์ จะเท่ากันได้ก็ต่อเม่ือ “มีมิติเดียวกัน” (แปลว่า ขนาด
เท่ากัน) และสมาชิกในตําแหน่งเดียวกันต้องมีค่าเท่ากันทุกคู ่
 

การเรียกชื่อเมทริกซ์นิยมใช้ตัวพิมพ์ใหญ่ เช่น A, B, C และอาจเขียนมิติ
กํากับเป็นตัวห้อยไว้ เช่น 3 2 1 3 2 2A , B , C    โดยจะเรียกชื่อสมาชิกเป็นตัวพิมพ์เล็ก 
ที่มีตัวห้อยบอกตําแหน่งแถวและหลัก ในรูป ija (แถวที่ i และหลักที่ j) 

เช่น ถ้า 
11 12
21 22 11 12 13
31 32

a a
A a a B b b b

a a

 
      
  

 

จะได้  11 21 13a 7 a 6 b 2     
 
 

ลักษณะของ 
เมทริกซ ์

(บทที่ ๕–๑๖ นํามาจาก R2.2.04 และจะทยอยปรับปรุงเนื้อหาทีละบท จนเป็น R2.9 ฉบับสมบูรณ์ครับ) 

[ m
 t
 r
 x

 ] 
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เพ่ือหลีกเล่ียงการเข้าใจผิด หากจํานวนแถวหรือจํานวนหลักเท่ากับ 10 ขึ้น
ไป จะไม่เขียนตําแหน่งเป็นตัวห้อย แต่จะเขียนค่า i และ j กํากับไว้ด้านหลัง เช่น 

ija , i 2, j 11   
 

ทรานสโพส (เมทริกซ์สลับเปล่ียน; Transpose) ของเมทริกซ์ A 
ใช้สัญลักษณ์ tA  หรือ TA   ได้จากการเปล่ียนแถวเป็นหลัก เปล่ียนหลักเป็นแถว 

เช่น ถ้า 
7 5

A 6 0
5 2

 
 
 
  

 จะได้ t 7 6 5A 5 0 2
    

 

ดังนั้นเมทริกซ์มิติ m n  เม่ือทําการทรานสโพสจะกลายเป็นเมทริกซ์มิติ n m  
 

เมทริกซ์ท่ีควรรู้จัก 
1. เมทริกซ์จัตุรัส (Square Matrix) คือเมทริกซ์ที่มีจํานวนแถวเท่ากับ

จํานวนหลัก หรือเมทริกซ์ที่มี n หลักและ n แถว (n n ) นั่นเอง เรียกสมาชิกที่อยู่
ในแนว 11, 22, 33, ..จนถึง nn ว่า เส้นทแยงมุมหลัก (Main Diagonal) และ
สมาชิกตัวอ่ืนที่เหลือจะเรียงตัวเป็นรูปสามเหล่ียม เรียกว่า สามเหล่ียมบน (Upper 
Triangle) และ สามเหล่ียมล่าง (Lower Triangle)  

1 1
2 2

3 3

6 2 12 05 3 1 21 1 3 0 1




 
             

 

 
2. เมทริกซ์ศูนย์ (Zero Matrix; 0 ) คือเมทริกซ์ที่สมาชิกทุกตัวเป็นเลข 0 (จัตุรัส
หรือไม่ก็ได้) 

0 0 00 0 0 00 0 0 00 0 0 0 0 0 0

 
                   

 

 
3. เมทริกซ์หนึ่งหน่วย (Unit Matrix; I) คือเมทริกซ์จัตุรัส ที่มีสมาชิกในแนวเส้น
ทแยงมุมหลัก เป็น 1 และสมาชิกตัวอ่ืนที่เหลือทั้งหมดเป็น 0 อาจเขียนขนาดกํากับ
เป็นตัวห้อยเพียง 1 ตัว 

1 2 3

1 0 01 0I 1 I I 0 1 00 1 0 0 1

 
               

 

 
 

๘.๑ การบวก ลบ และคูณเมทริกซ ์
 

การบวกกันของเมทริกซ์คู่หนึ่ง ทําได้ก็ต่อเม่ือเมทริกซ์ทั้งสองมีมิติเดียวกัน 
ผลบวกที่ได้จะเป็นเมทริกซ์มิติเดิม และมีสมาชิกในแต่ละตําแหน่งเป็นผลบวกของ
สมาชิกตําแหน่งเดียวกันนั้น (สําหรับการลบก็เช่นกัน สมาชิกของผลลัพธ์เกิดจาก
การนําสมาชิกตําแหน่งเดียวกันนั้นมาลบกัน) ตัวอย่างเช่น 
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1 2 3 0 2 1 1 0 2
4 5 6 3 2 4 1 3 10

                   
 

 

1 4 41 2 3 0 2 1
7 7 24 5 6 3 2 4

                  
 

 
เมทริกซ์ที่เม่ือนําไปบวกกับเมทริกซ์ A ใด ๆ  แล้วได้ผลลัพธ์เป็นเมทริกซ์ A 

เช่นเดิมเสมอ เรียกว่าเอกลักษณ์การบวกของเมทริกซ์ ซ่ึงก็คือเมทริกซ์ 0  นั่นเอง 
 

การคูณเมทริกซ์ด้วยสเกลาร์ ผลที่ได้จะเป็นการคูณสมาชิกทุกตัวในเมท
ริกซ์ ด้วยสเกลาร์นั้น 

เช่น 1 2 3 2 4 62 0 5 7 0 10 14
          

 

 
ส่วนการคูณเมทริกซ์คู่หนึ่ง จะเกิดได้ก็ต่อเม่ือ จํานวนหลักของตัวตั้งเท่ากับ

จํานวนแถวของตัวคูณ โดยผลคูณที่ได้ก็จะเป็นเมทริกซ์ที่มีจํานวนแถวเท่ากับตัวตั้ง 
และจํานวนหลักเท่ากับตัวคูณ หรือเขียนง่าย ๆ  ได้ดังนี้  m n n r m rA B C     

วิธีการหาสมาชิกแต่ละตัวของผลลัพธ์ ขอให้สังเกตจากตัวอย่าง โดยยึดแถว
ของตัวตั้ง และหลักของตัวคูณ 

เม่ือ 2 3 0 1 1 3 2A , B , C1 4 3 2 1 0 2
                   

 

จะได้ 2 0 3 3 2 1 32 9 8AB 10 4 3 11 4 2 12 7
                      

 

 0 1 1( 1) 0 3 10 02 1( 2) 1 0 2BC 3 1 2( 1) 3 3 2 0 32 2( 2) 1 9 2
                                

 

 
เมทริกซ์ที่เม่ือนําไปคูณกับเมทริกซ์ A ใด ๆ  แล้วได้ผลลัพธ์เป็นเมทริกซ์ A 

เช่นเดิมเสมอ เรียกว่าเอกลักษณ์การคูณของเมทริกซ์ ซ่ึงก็คือเมทริกซ์หนึ่งหน่วย I 
หรือนิยมเรียกว่า เมทริกซ์เอกลักษณ์ (Identity Matrix) 
 

สมบัติของการบวกและการคูณเมทริกซ์ 
การบวกเมทริกซ์ 

t t t

A B B A
(A B) C A (B C)
A B (A B)
A 0 0 A A
A ( A) 0

   

     

   

    

   

 

 

 การคูณด้วยสเกลาร์ 
t t

1 2 2 1 1 2

(kA) k A
k (k A) k (k A) (k k ) A
k(A B) kA kB

  

  

   

 

 
 

การคูณด้วยเมทริกซ์ 
           

t t t

AB ไม่จําเป็นต้องเท่ากับ BA
(AB)C A(BC)
A(B C) AB AC
(A B)C AC BC
(AB) B A
AI IA A
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แบบฝึกหัด ๘.๑ 
 
(1) 2 3 1 3 2A , B4 0 8 5 4

           
 ให้หาค่าของ 11 22a b  และ 12 212a 3b  

 

(2) ให้เมทริกซ์ A มีมิติ 3 3  โดยที่ ij

i j , i j
a 1 , i j

i j , j i

  
 
  

 ให้เขียนเมทริกซ์ A นั้น 

 

(3) เม่ือ 
4

0
2 4 cosec 30 log 10A , B2 1 5 4 25

   
         

  ถามว่า A B  หรือไม่ 

 
(4) ถ้า 2x x 1 0    และ 

2 2
2

x 1 1x x xA , B0 x 0 x 1
          

  แล้ว A B  หรือไม่ 

 
(5) ให้หาค่าของ 

(5.1) 1 3 2 2 6 1
0 1 5 4 1 2
         

  (5.3) 
2 1

5 4 3
2 8

 
 
 
  

 

(5.2) 1 56 2
1 38 4

        
 

 
(6) 2 3 0 1A , B1 4 3 2

          
 ให้หา t t tA B, A B , (A B) , A 0     

 
(7) 2 1 4A 3 0 1

    
 ให้หา tA , 2A, A  

 
(8) 11 12 11 12 13

21 22 21 22 23

a a b b bA , Ba a b b b
         

 ให้เขียนเมทริกซ์ผลคูณ AB 

 
(9) ให้หาค่า x, y เม่ือกําหนดให้ 

(9.1) 2 5 5 3 x yA B C      (9.3) x 2 2 5 7 yA B C     
(9.2) 3 5 x y 3 4A B C      (9.4) 2 x y 5 2 5A B C     

 
(10) 3 2 2 4A , B   ให้หามิติของ AB และ BA 
 

(11) 1 2 3 0A , B1 0 1 1
          

 ให้หา AB, BA 
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(12) 1 0 3 4A , B4 2 1 5
          

 ให้หา AB, BA,   2 2 2(A B) , A 2AB B  

 
 
 
 

(13) 2 1 3 2A , B0 3 1 2
          

 ให้หา tA (B A)   

 

(14) ถ้า 
3 0 1 1 0 1 02 1 0 1 1 C4 21 1 2 2 3

                      

 ให้หาค่า 22c  

 

(15) 2 1A 0 2
    

 ให้หา nA  

 

(16) กําหนด 1 ax y 2 2 yA , B , C 0 13 z 2 y
                 

 ถ้า AB C  ให้หาค่า a 

 

(17) 
3 x 5 71 2 0A , B 1 y , C 7 51 0 2 z 1

 
                

 ถ้า AB C  ให้หาค่า x y z   

 

(18) ถ้า a 0X 0 b
    

 และ 2X 2X I 0    ให้หา a, b 

 

(19) a 4A 2 b
    

 ถ้า 2A 4 A 5I 0    ให้หา a, b 

 

(20) 
2

2

2

x 1 x 2 0 4
A y 1 3 , B 0 2 4

4 4 23 x y

               

 ถ้า tA A B   แล้ว ค่าของ x, y เป็นเท่าใด 

 

(21) 3 7A , B x y7 4
        

 

เซตของจุด (x, y)  ซ่ึงสอดคล้องกับสมการ  tBAB 12  มีกราฟเป็นรูปอะไร 
 
 
 
 
 

เนื่องจากโดยส่วนมากผลคณู AB จะไม่เทา่กับ BA ดังนั้น 2 2 2(A B) A 2AB B     
และไมสามารถแยกตัวประกอบสมการกาํลงัสองได้ เชน่ 2 2(A 2B)(3A B) 3A 7AB 2B      
แตเนื่องจาก AI เท่ากับ IA เสมอ ดังนั้น 2(A 2I)(3A I) 3A 7A 2I      

S 
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๘.๒ ดีเทอร์มินันต์ 
 

ดีเทอร์มินันต์ (ตัวกําหนด; Determinant) เป็นคุณสมบัติที่มีอยู่เฉพาะใน 
เมทริกซ์จัตุรัสเท่านั้น และดีเทอร์มินันต์มีค่าเป็นจํานวน โดยเมทริกซ์หนึ่งจะคํานวณ
ดีเทอร์มินันต์ได้ค่าเดียวเสมอ 

สัญลักษณ์แทน “ดีเทอร์มินันต์ของเมทริกซ์ A” คือ A  หรือ det (A) 
 

วิธีหาดีเทอร์มินันต์ 
เมทริกซ์ 1 1  

ถ้า A a     
จะได้ว่า det (A) a  
  
 

เมทริกซ์ 3 3  
ใช้หลัก “คูณเฉียงลงรวมกัน” ลบด้วย “คูณเฉียงขึ้นรวมกัน” 

ถ้า 
a b c

A d e f
g h i

 
   
  

  จะได้ว่า det (A) gec ahf bdi aei gbf hdc        

 
ส่วนเมทริกซ์ n n  ใด ๆ  จะใช้ วิธีโคแฟกเตอร์ (วิธีนี้ใช้ได้กับทุกขนาด 

ตั้งแต่ 2 2  ขึ้นไป) โดยค่าของ det (A) นั้นจะเท่ากับสมาชิก 1 แนว คูณกับ
โคแฟกเตอร์ของแนวนั้น (ตําแหน่งเดียวกันคูณกันแล้วจึงรวม) 

คําว่า “แนว” ในที่นี้ หมายถึงแถวหรือหลักก็ได้ 
 

ไมเนอร์ (Minor) ของเมทริกซ์ A ใช้สัญลักษณ์ว่า ijM (A) 
คือ ค่า det ของสับเมทริกซ์ (เมทริกซ์ย่อย; Submatrix) ที่ตําแหน่งนั้น (ตัดแถว 
ตัดหลัก แล้วหา det) 

โคแฟกเตอร์ (ตัวประกอบร่วมเกี่ยว; Cofactor) ของเมทริกซ์ A ใช้
สัญลักษณ์ว่า ijC (A)  หรือ Cof (A)  
คือค่าไมเนอร์ ijM (A) ที่นํามาใส่เคร่ืองหมาย บวกหรือลบ สลับกันตามรูปแบบ 

i j
ij ijC ( 1) M    (ตําแหน่งแรกสุดใส่บวก แล้วเติมเคร่ืองหมายบวกลบสลับกันไป) 

 

ตัวอย่างเช่น ตอ้งการหาเมทริกซ์โคแฟกเตอร์ของ 
2 1 1

A 2 0 1
5 0 8

 
   
  

 

เร่ิมจากหาค่าตวัเลขไมเนอร์ให้ครบทุกตําแหนง่ 

11 12 33
0 1 2 1 2 1M 0, M 11, ..., M 20 8 5 8 2 0        

 
    

  

0 11 0
M (A) 8 21 5

1 4 2
   และจะได้ 

   
      
     

0 11 0
C (A) 8 21 ( 5)

1 4 ( 2)
 

 

เมทริกซ์ 2 2  
ถ้า a bA c d

    
 

จะได้ว่า det (A) ad bc   
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จากเมทริกซ์โคแฟกเตอร์ที่ได้ ทําให้หาค่า det (A) ได้ดังนี้ 
det (A) 2 0 1 ( 11) ( 1) 0 11            (คิดจากแถวที่ 1) 
det (A) 5 1 0 ( 4) 8 ( 2) 11            (คิดจากแถวที่ 3) 
det (A) 1 ( 11) 0 21 0 ( 4) 11            (คิดจากหลักที่ 2) 

จะเห็นได้ว่า ไม่ว่าจะคิดจากแถวหรือหลักใดก็จะได้ค่า det (A) เท่าเดิม
เสมอ แต่โจทยข์้อนี้คิดจากหลักที่ 2 จะสะดวกที่สุด เพราะพจน์ที่สองกับสามมีค่า
เป็น 0 จึงไม่จําเป็นต้องหาค่าโคแฟกเตอร์ 

12 12 22 22 32 32

12 12 22

det (A) a C a C a C
a M a

  

   0
22 32M a  0

32M
2 11 115 8



    

 

 
สมบัติของดีเทอร์มินันต์ 

  

t

n n

n

det(AB) det (A) det(B)
det(A ) det (A)
det(A ) (det(A)) เมื่อ n I
det(kA) k det(A) เมื่อ n ขนาดของ A

  

 

  

   

    

 
 
 
 
 
 

เมทริกซ์ที่ค่า det เป็นศูนย์ เรียกว่า เมทริกซ์เอกฐาน (Singular Matrix) 
เช่น เมทริกซ์ที่มีแนวใดแนวหนึ่งเป็น 0 ทุกตัว, หรือเมทริกซ์ที่มี 2 แนวซํ้ากัน, หรือ
เป็น k เท่าของกันและกัน, ฯลฯ 
 

เมทริกซ์ที่มีสามเหล่ียมล่างหรือบน เป็น 0 ทุกตัว เรียกว่า เมทริกซ์
สามเหล่ียม (Triangular Matrix) จะมีค่า det เป็น “ผลคูณของสมาชิกในเส้นทแยง
มุมหลัก” 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

det (I) 1
det (0) 0

 

 
 

ถึงแม้สัญลักษณข์อง det จะเหมือนคา่สัมบูรณ ์และสมบัติการกระจายผลคณูผลหารก็เหมือนกนั 
แต่ยังมีจดุที่ตา่งกันอยู่ นัน่คอื 
1. ค่า det สามารถติดลบได้ เชน่ | –2 | = –2 
2. การดึงสัมประสิทธิ์ออกมาต้องยกกําลังมิติดว้ย เช่น | 3A | = 3n | A | 

S 
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แบบฝึกหัด ๘.๒ 
 
(22) A 2 , B 5          ให้หา 1det (A), det (B), det (0 ) 
 

(23) 2 5 2 4A , B4 6 3 6
            

 ให้หา det(A), det (B)  

 

(24) x x1 5 5 0A , B , C1 x2 2 0 4
                

 ให้หาค่า x ที่ทําให้ det (A) det(B) det (C)   

 

(25) 
3 4 0

A 5 4 3
2 2 1

 
    

  

 ให้หา 11 32 11 32det (A), M (A), M (A), C (A), C (A) 

 

(26) ให้หา det(A)  เม่ือ 
6 1 2

A 3 0 5
7 2 1

 
   
  

 โดยใช้วิธีโคแฟกเตอร์ 

 

(27) 
5 3 5

A 4 2 1
1 3 1

 
   
   

 ให้หา det(A)  โดยใช้วิธี 
n n

ij ij ij ij
i 1 j 1

a C , a C ,
 
   คูณทแยง 

 

(28) ให้ 
x y 4

A 3 8 0
x y 1

 
   

   

 โดยที่โคแฟกเตอร์ของ 21a  คือ –6 และโคแฟกเตอร์ของ 23a  คือ 4 

แล้ว ให้หาโคแฟกเตอร์ของ 33a  
 

(29) 
a 1 0

A b 1 1
c 1 1

 
   

  

 ถ้า 12C (A) 1  และ det (A) 5   ให้หาค่า a 

 

(30) 
4 1 1 0
2 0 1 3A 0 0 2 1
1 1 3 2

 
 

  
 
  

 ให้หา 11 21
32 44

C C
C C  

 

(31) ให้หาค่า 
2 0 4 6
0 4 0 0
5 2 0 0
1 3 1 3





 

 และ 
1 a b c
1 b a c
1 c a b





 และ 
n n 1 n 2

n 1 n 2 n 3
n 2 n 3 n 4

 
  
  

 

 

(32) ถ้า 1 1A 3 1
    

 ให้หาค่า 3 t tdet ( 2 A A (A A ))   
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(33) 1 1A 0 1
    

 ให้หา n t tdet ( 2 A A (A A ))   เม่ือ n I  

 

(34) กําหนด 1 42 0 0 5 3 4A , B , C , D 3 20 1 1 0 2 1
                       

 

ถ้า AXB CD  ให้หา X  
 

(35) ให้หา det (X) เม่ือกําหนดให้ 
2 0 0 12 4 10
4 3 0 X 0 5 8
2 1 5 0 0 1

   
       
      

 

 

(36) ให้ A, B เป็น non-singular matrix โดย 2 21A , B x y4
      

 และ AB 4A 2I   

จะได้ค่า x y  เท่ากับเท่าใด 
 
(37) กําหนดให้ A, B, C, I เป็นเมทริกซ์มิติ 2 2  
ถ้า 3det ( A ) det (2 2 I)  , 1det (C ) 4   และ t 6 1AB C 4 2

    
 

แล้ว det (B) มีค่าเท่าใด 
 

(38) sin x 2 cos xA cos x 2 sin x
    

 ให้หาค่า x ที่ทําให้ A เป็นเมทริกซ์เอกฐาน 

 

(39) ให้หาจํานวนจริง x ทั้งหมดที่ทําให้ 
21 0 x

2 1 0
x 3 5

 
 
 
  

 เป็นเมทริกซ์เอกฐาน 

 

(40) ให้หาค่า x ที่ทําให้ 
1 2 1
2 x 2
1 2 1

 
   

  

 เป็นเมทริกซ์เอกฐาน 

 

(41) 
x

x 1
log2 2xA log2 x

 
  

  
 ให้หาค่า x ที่ทําให้ A ไม่เป็นเมทริกซ์เอกฐาน  

 
(42) ข้อใดถูกหรือผิดบ้าง เม่ือ A เป็นเมทริกซ์จัตุรัส มิติ 2 2  
 ก. ถ้า tA A   แล้ว สมาชิกในแนวทแยงมุมบนซ้ายถึงล่างขวาของ A เป็น 0 หมด 
 ข. ถ้า 2A B  และ B เป็นนอนซิงกูลาร์เมทริกซ์แล้ว A เป็นนอนซิงกูลาร์ด้วย 
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๘.๓ อินเวอร์สการคณู 
 

การคํานวณเกี่ยวกับเมทริกซ์นั้นไม่มีการหาร มีแต่การคูณด้วย อินเวอร์ส 
(เมทริกซ์ผกผัน; Inverse Matrix) และ อินเวอร์สการคูณของเมทริกซ์ A ใช้
สัญลักษณ์ 1A  (มีอินเวอร์สเฉพาะเมทริกซ์จัตุรัสเท่านั้น) 
โดยนิยามให้ 1 1A A A A I       (เปรียบเสมือน  1 IA A

  ) 

 
วิธีหาอินเวอร์สการคูณ 

เมทริกซ์ 1 1  
ถ้า A a     
จะได้ว่า 1A 1/a      
 
 
 

ส่วนเมทริกซ์ n n  ใด ๆ  ตั้งแต่ 2 2  ขึ้นไป จะใช ้ วิธีโคแฟกเตอร์ 
เช่นเดิม 

t
1 (C(A))A det(A)
   

เรียก t(C(A))  ว่า เมทริกซ์ผูกพัน (Adjoint Matrix) ของ A 
ใช้สัญลักษณ์เป็น adj A  หรือ Adj(A) ก็ได้ 
 
 
สมบัติของอินเวอร์สการคูณ 

1 1 1

1 1

11

(AB) B A
1(kA) Ak

1A A A

  

 



 

  

  

          
1 n n 1 n

1 1
(A ) (A ) A
(A ) A

  

 

  

 
 

 
เมทริกซ์ที่จะหาอินเวอร์สการคูณได้ ต้องเป็น เมทริกซ์ไม่เอกฐาน (Non-

Singular Matrix) คือค่า det 0  เท่านั้น 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

เมทริกซ์ 2 2  
ถ้า a bA c d

    
 

จะได้ว่า 1 d b1A c adet (A)
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แบบฝึกหัด ๘.๓ 
 
(43) 3 2 2 3A , B4 2 4 6

            
 ให้หา 11 1 1

22A , B , 0 , I    

 

(44) 4 3 2 3A , B2 2 4 5
          

 ให้หา 1 1 1(AB) , B A    

 
(45) ให้หาอินเวอร์สการคูณของ 
 (45.1) 1 2

2 3
 
  

    (45.3) 2 4
1 2
 
  

 

 (45.2) cos sin
sin cos

  
    

  

 

(46) 1 11 2A , B 2 13 4
          

 ให้หา 1 t2A B  

 

(47) 1 31A 2 3 1
 

  
   

 และ B  เป็นเมทริกซ์ที่สอดคล้องกับสมการ 1 tBA A   ให้หา B 

 

(48) 2 5 1 2 3 0X1 2 2 4 1 2
                

 ให้หาเมทริกซ์ X 

การแก้สมการเมทริกซ์ มขี้อควรระวังดังนี้ 
1. เม่ือทาํการย้ายข้างตัวคูณ ไปเป็นอนิเวอรส์อยูอ่กีฝั่ง ต้องคํานึงถึงลําดับด้วย เพราะการคณูไม่มี
สมบัติการสลับที.่. เช่น AB C  กลายเปน็ 1B A C  ได้.. แต่เปน็ 1B CA  ไม่ได ้
 
2. ตรวจสอบเสมอว่า สมการยังเป็นเมทริกซท์ั้งสองขา้งหรอืไม่ (หากย้ายขา้งเมทรกิซ์ ไปเป็นอิน
เวอรส์จนหมด อย่าลืมเหลือเมทรกิซ์ I ไวด้้วย..) เช่น จาก AB 2C  หากย้ายขา้งเป็น 

1ABC 2   แบบนี้ผิด เพราะฝั่งขวากลายเปน็ตัวเลข.. ที่ถูกตอ้งเปน็ 1ABC 2I   
 
3. สมการเมทริกซ์สามารถคณูเข้าทั้งสองข้างได้เสมอ แต่การตัดออกทั้งสองขา้งบางครัง้ใช้ไม่ได้ .. 
เช่น 1 1 6 2 1 8A , B , C2 2 0 9 5 3

                 
 พบวา่ AB AC  แต่ B C  

 
4. ใส่เครื่องหมาย det ทั้งสองขา้งได้เสมอ แต่การตัดออกทัง้สองขา้งก็มักจะใช้ไม่ได้ 
เช่น 1 2 2 3A , B3 4 4 5

          
 พบวา่ det (A) det (B)  แต่ A B  

 
5. ถ้า AB 0  แล้ว ไม่จําเปน็ที่ A หรอื B ตอ้งเป็น 0  
เช่น 2 3 3 6A , B2 3 2 4

          
 ก็พบวา่ AB 0  ได้เช่นกนั 

S 
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(49) ถ้า 4 6 1 2A8 12 3 4
         

 ให้หา A 

 

(50) ถ้า 4 16 4 0A 36 64 0 4
         

 ให้หา 1A  

 

(51) 
3 0 1

AB I, B 4 2 0
3 1 1

 
  
 

  

 ให้หา 1
1

A 1
1


 
 
 
  

 

 

(52) กําหนด 3 4 1 2 a bA , B , X2 3 1 3 c d
                 

 และ AX B A   

ให้หาค่าของ b c  
 

(53) 0 1 2 1 1 0A , B , C1 2 1 3 1 2
                   

 ถ้า X (B C)A   ให้หา 1X  

 

(54) ถ้า 
1 2 1 0 2 3

B 3 0 1 , C 3 1 2
2 1 0 0 2 1

    
     
   
      

 และ 1AB AC I 02    ให้หา 1A  

 

* (55) กําหนด 
2 1 2

A 3 0 0
4 6 1

 
 
 

  

 ให้หา 1adj A, A (adj A), (adj A)A, det (A), A  

 

(56) ให้หาอินเวอร์สการคูณของเมทริกซ์ A เม่ือ 
2 3 2

A 6 3 0
0 3 1

 
 
 

  

 

 

(57) 3 4A 1 2
    

, 30 18C 12 8
    

, B เป็นเมทริกซ์ที่ทําให้ AB C  ข้อใดถูก 

          ก. 1det (B ) 12     ค. tdet (2B ) 24  
          ข. 1 1det (B A ) 24      ง. 2det (A B) 48  
 

(58) 1
2 5 1

A 3 0 0
4 2 7


 
 
 

  

 ให้หา t 1det (A )  

 
(59) 12A B   และ det (A) det (B) 16   ให้หามิติของเมทริกซ์ B 
 

(60) A  มีมิติ 3 3  และ det(A) 4 , ถ้า 2A 3A I 0    และ  11 3B A I2 2
   

ให้หา det(B) 
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(61) 1 11 11 2A , B , C 2AB B2 1x 3
            

 ให้หาค่า x เม่ือ det (C) 1  

 

(62) c 1A 1 c
    

 และ 2 2 3 1 tdet (2A ) (1 c ) det (A ) 45    ให้หา c 

 

(63) 
1 a 0

A 1 a a 1
1 0 1

 
   
 
  

 ให้หาค่า a ที่ทําให้ 1 t 1a det (A ) det(2A) 4 04a
     

 
(64) ข้อใดถูก 

 ก. ถ้าเมทริกซ์ 
5 1

U 1 1 4 , X 0 1 2 , V 0 , Y 1
1 2

   
                   
      

  

           แล้ว เมทริกซ์ 3UV 2XY 3      

 ข. ถ้า 2
2 1
a a
 
 
 

 เป็นซิงกูลาร์เมทริกซ์แล้ว a 2  

 ค. ถ้า A, B เป็นเมทริกซ์จัตุรัสที่มีมิติเดียวกัน และ det(AB) 0  
           แล้ว det (A) 0  หรือ det (B) 0  
 ง. ถ้า A เป็นนอนซิงกูลาร์เมทริกซ์มิติ 2 2  แล้ว 1 1det ((2A) ) det(2A )   
 

(65) x x2 1A , M 3/7 x 31 3
         

 

ให้หาเซตของจํานวนจริง x ที่ทําให้ t 1det (M) det((2A A )A )   
 

(66) กําหนด A, B เป็น non-singular matrix โดย 1 1det (A ) 2
    และ 1 2B x y

     
 

ให้หา x y  ถ้า AB 3A 2I   
 

* (67) ให้ 
1 2 1

A 2 1 1
1 1 0

 
 
 
  

 ถ้า AB BA I   ให้หาค่า 1det (adj B )  

 

* (68) ถ้า 
1 1 1

A 2 1 3
1 0 1

 
 
 
  

 และ AB BA I   ให้หาเมทริกซ์ผูกพันของ B 

ก. 1 A3   ข. 3A     ค. t1 A3     ง. t3A  

 
* (69) ให้ A, B เป็นเมทริกซ์จัตุรัสมีมิติ 4 4  โดย A(adj A) BA I   
ถ้า det (B) 0  แล้ว det (A)  มีค่าเท่าใด 
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หมายเหตุ 
จากข้อ (55), (67), (68), (69) ซ่ึงเป็นการคํานวณเกี่ยวกับ adj A  นั้น 
เราสามารถพิสูจน์ความสัมพันธ์จากสมการ  1 adj AA det(A)

   ก่อน เพ่ือความสะดวกในการคํานวณ 

เช่น 1 A (adj A) A(adj A)A A Idet(A) det (A)
     det (A) I A(adj A)   

ส่วนความสัมพันธ์อื่น ก็หาได้จาก 1 adj AA det(A)
   เหมือนกัน 

เช่น 1 Aadj A det (A)
  , n 1det (adj A) (det (A))    ฯลฯ 

 
 

๘.๔ การดําเนินการตามแถว 
 

การดําเนินการตามแถว (Row Operation) ใช้หาอินเวอร์สการคูณ 1(A )  
ได้ ซ่ึงการดําเนินการตามแถวนั้น สามารถกระทําได้ 3 ลักษณะ คือ 

ก. นําค่าคงที่ k (ที่ไม่ใช่ 0) ไปคูณไว้แถวใดแถวหนึ่ง 
ข. นําค่าคงที่ k ไปคูณแถวใดแถวหนึ่ง แล้วเอาไปบวกไว้ที่แถวอ่ืน 
ค. สลับแถวกัน 1 คร้ัง 

 
การหาอินเวอร์สการคูณ (A–1) โดยดําเนินการตามแถว 

มีหลักอยู่ว่า พยายามหาขั้นตอนทํา A ให้กลายเป็น I 
แล้ววิธีเดียวกันนั้นจะทํา I ใหก้ลายเป็น 1A  ได้ 
เขียนเป็นสัญลักษณ์ได้ว่า 1A I ~ I A       

ตัวอย่างเช่น ตอ้งการหา 1A  เม่ือ 4 2A 8 3
    

 

เราจะเร่ิมจาก เขียน A กับ I ไว้ในแถวเดียวกัน เรียกว่า เมทริกซ์แต่งเติม 
(Augmented Matrix) จากนัน้พยายามแปลง A ทางซ้ายมือ ให้เป็น I โดยอาศัย
การกระทําดังข้อ ก., ข., ค. ทีก่ล่าวข้างต้น 
 
         4 2 1 0A I 8 3 0 1

        
 

              
2 1R 2R

4 2 1 0
0 7 2 1~



 
 
 

 

              
2

1 R7

4 2 1 0
0 1 2/7 1/7~  
 
 

 

 
เม่ือแปลง A ทางซ้ายมือ ให้เป็น I เรียบร้อยแล้ว, I ทางขวามือจะ

กลายเป็น 1A  โดยอัตโนมัติ ดังนั้นในตัวอย่างนี้ 1 3/28 1/14A 2/7 1/7
     

 

 

  
1 2R 2R

4 0 3/7 2/7
0 1 2/7 1/7~



 
 
 

 

   
1

1R4

1 0 3/28 1/14
0 1 2/7 1/7~  
 
 

 

        
1I A  
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ข้อควรทราบ 
1. เราใช้เคร่ืองหมาย ~  แทนการดําเนินการแต่ละข้ันตอน และเขียนวิธีกํากับไว้ 
2. นิยมเขียนแถวที่ถูกดําเนินการไว้ด้านหน้า เช่น 2 1R 2R  แสดงว่า 2R  จะ
เปล่ียนไป 
3. เทคนิคการทําให้เป็น I โดยเร็วที่สุดคือ ทําสมาชิกเป็น 0 ให้ครบทีละสามเหล่ียม 
(ล่างหรือบน) 
4. หากต้องการสลับที่ระหว่างแถว 1 2R , R  ก็จะใช้สัญลักษณ์กํากับว่า 12R  
 

การดําเนินการตามแถวทั้งสามลักษณะ ส่งผลต่อค่า det ดังนี ้
ก. นําค่าคงที่ k (ที่ไม่ใช่ 0) ไปคูณไว้แถวใดแถวหนึ่ง               เก่าใหม่det k det   
ข. นําค่าคงที่ k ไปคูณแถวใดแถวหนึ่งแล้วไปบวกไว้ที่แถวอ่ืน            เก่าใหม่det det  
(การดําเนินการในลักษณะนี้ค่า det ไม่เปล่ียน จึงใช้ช่วยในการหาค่า det ได้ โดย
พยายามปรับให้สมาชิกในเมทริกซ์เป็น 0 มาก ๆ  แล้วค่อยคํานวณ det) 
ค. สลับแถวกัน 1 คร้ัง              เก่าใหม่det det   

ทั้งนี้ การดําเนินการตามหลักก็ให้ผลเช่นเดียวกัน 
เนื่องจากสมบัติ tdet (A ) det (A)  

 
 

แบบฝึกหัด ๘.๔ 
 

(70) ถ้า 
a b c

A d e f
g h i

 
 
 
  

 และ 
d f e

B 2a 2c 2b
g i h

 
 
 
  

 

แล้ว B  มีค่าเป็นกี่เท่าของ A  
 

(71) ถ้า 
a b c 4x 4y 4z p a x x

A p q r , det (A) 3, B 2a 2b 2c , C q b y y
x y z p q r r c z z

      
          
     

              

 

ให้หา 1det (3B )  และ 1det (2C )  
 
(72) ให้ A เป็นเมทริกซ์จัตุรัส 4 4  และ 23M (A) 5  ให้หา t

32M (2A)  
 
(73) [จากข้อ 43,55,56] ให้หาอินเวอร์สการคูณของเมทริกซ์ A, B, C, D โดยใช้วิธีดําเนินการ 

ตามแถว เม่ือ 
2 1 2 2 3 23 2 2 3A , B , C 3 0 0 , D 6 3 04 2 4 6 4 6 1 0 3 1
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๘.๕ การใช้เมทริกซ์แก้ระบบสมการเชิงเส้น 
 

ระบบสมการเชิงเส้นที่มีจํานวนตัวแปรเท่ากับจํานวนสมการ เราจะเขียนให้
อยู่ในรูปสมการเมทริกซ์ได้ในรูป AX B  โดยที่ A เป็นเมทริกซ์จัตุรัส (เรียก A 
ว่า เมทริกซ์สัมประสิทธิ์, X เป็นเมทริกซ์ตัวแปร และ B เป็นเมทริกซ์ค่าคงที่) ส่ิงที่
เราต้องการหาก็คือเมทริกซ์ X 

เช่น ระบบสมการ 
  

  
    

4x 2y z 0
x y 3
5x 3y 2z 1 0

 มี 3 สมการ 3 ตัวแปร 

สามารถแปลงเป็นสมการเมทริกซ์ AX B  ได้ว่า 
4 2 1 x 0
1 1 0 y 3
5 3 2 z 1

     
      
     

           

 

 
วิธีแก้สมการเมทริกซ์นี้ มี 3 แบบ 

1. วิธีอินเวอร์ส  1AX B X A B       เป็นวิธีทําแบบตรง ๆ  

นั่นคือ 
1x 4 2 1 0

y 1 1 0 3
z 5 3 2 1


     

      
     

           

    (ตอ้งหาอินเวอร์สก่อนแล้วคูณกันเป็นคําตอบ) 

 
2. กฎของคราเมอร์ (Cramer’s Rule)       i

i
det (A)x det (A)  

เม่ือ iA  ได้จากการนําเมทริกซ์ B มาแทนลงในหลักที่ i ของเมทริกซ์ A 

เช่น จากตัวอยา่ง จะได้  
0 2 1
3 1 0
1 3 2

4 2 1
1 1 0
5 3 2

x



 





 ,  
4 0 1
1 3 0
5 1 2
4 2 1
1 1 0
5 3 2

y








 ,   
4 2 0
1 1 3
5 3 1
4 2 1
1 1 0
5 3 2

z

 





  

 
3. การดําเนินการตามแถว (Row Operation)        A B ~ I X        
มีหลักอยู่ว่า พยายามหาขั้นตอนทํา A ให้กลายเป็น I 
แล้ววิธีเดียวกันนั้นจะทํา B ใหก้ลายเป็น X ได้ 

จากตัวอย่างกต็อ้งเร่ิมจาก 
4 2 1 0
1 1 0 3
5 3 2 1

 
  

   

 แล้วทําให้เป็น  
1 0 0 x
0 1 0 y
0 0 1 z

 
 
 
  

 

 
 

แบบฝึกหัด ๘.๕ 
 
(74) ให้หาคําตอบของระบบสมการต่อไปนี้ โดยใช้วิธีอินเวอร์ส 
 (74.1) x 2y 5

3x 2y 1
 

  
   (74.2) 2x 5y 1

3x 7y 2
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(75) ให้หาคําตอบของระบบสมการ 
4x 3y 2z 5
3x y z 6
x 2y z 1

  

  

   

 โดยใช้วิธีอินเวอร์ส 

 
(76) ให้หาคําตอบของระบบสมการ 3x 2y 6

4x y 14
 

  
 โดยใช้กฎของคราเมอร์ 

 
(77) ให้หาคําตอบระบบสมการนี้โดยใช้กฎของคราเมอร์ 

(77.1) 
2x 3y z 3
x 2y z 1
x 4y 2

  

  

   

   (77.3) 
x 2y 3z 1
2x y 4z 9
x y 2z 2

   

  

   

 

 

(77.2) 
2x y z 1
x 2y 3z 1
3x 2y 4z 5

  

  

  

 

 

(78) กําหนดระบบสมการเชิงเส้น 
2x 4y z 1
x 2y 2
x 3y 2z 3

  

  

   

 ให้หาค่า x 

 
(79) ให้หาคําตอบระบบสมการต่อไปนี้ โดยการดําเนินการตามแถว 

(79.1) 
x y z 10
3x z 13
y 2x z 9 0

  

 

   

  (79.2) 
2x y z 5
3x 2y 2z 3
x 3y 3z 2

  

   

   

 

 
(80) ให้หาคําตอบของระบบสมการ 

(80.1) 
x 2y z 1
4x 3y 2z 5
2x 4y 2z 4

  

   

    

  (80.2) 
x 2y z 1
4x 3y 2z 5
2x 4y 2z 2

  

   

    

 

 
(81) ให้หาคําตอบของระบบสมการ 

(81.1) 
2 1x z
4 2x y
3 1y z

0
4
2

 

 

 

   (81.2) 
2x
1x
1x

3 y z 3
2 y z 1
4 y 2

  

  

   

 

 

(82) ให้ 
1 0 2

A 2 1 1
5 1 2

 
  
 
  

 และ 
1

B 2
0

 
 
 
  

 ให้หาค่า y ทีไ่ด้จากสมการ 1
x

A y B
z


 
  
 
  

 

 
(83) ให้หาค่า x และ y จากระบบสมการต่อไปนี้ ถ้า s เป็นค่าคงที ่
  s(x y) s x 2y   ___(1)

s(x y) y 0    _______(2)
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(84) ให้ 
1 2 3

A 0 1 0
2 1 0

 
  
 
  

 และ 
p

X q
r

 
 
 
  

 ถ้า 2
1

A (adj A)X 6
0

 
 
 
  

 ให้หาค่า p 

 

(85) ให้ 
 

  
 

  

1 1 2
A 1 a 1

1 1 a
 และ 

1
B 0

1

 
 
 
  

 ให้หาค่าของ a ที่ทําให้ AX B  หาคําตอบได้ 

 

(86) ให้ 
1 2 a x

A 2 3 b , X y
1 0 c z

   
    
   
      

 และ 
1

B 1
0

 
 
 
  

 

ถ้า AX B  และ 2 1

1 2 3
A 0 1 1 R 2R

1 0 2
~  

   
 
  

 แล้ว x มีค่าเท่าใด 

 
(87) (โจทย์ทบทวน) ประโยคต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
     x   (1) A B B A    
   _____ (2) t t tA B (A B)    
   _____ (3) t t tA B (AB)  
   _____ (4) 1 1 1A B (AB)    
   _____ (5) A 0 A   
   _____ (6) A 1 A   
   _____ (7) A I A   
   _____ (8) AB BA  
   _____ (9) k(A B) kA kB    
   _____ (10) (A B)C AC BC    
   _____ (11) A(B C) AC AB    
   _____ (12) (AB)C C(BA)  
   _____ (13) 2I I  
   _____ (14) AI IA  
   _____ (15) AB A B   
   _____ (16) nnA A  

   _____ (17) 11A A    

   _____ (18) ttA A  

   _____ (19) kA k A  
   _____ (20) I 0  
   _____ (21) 0 0  
   _____ (22) 2 I 2  
   _____ (23) 2A 5A 6I (A 2I)(A 3I)      
   _____ (24) 2 2A 5AB 6B (A 2B)(A 3B)      
 

_____ (25) 1 n n 1(A ) (A )   
_____ (26) 1 1(A ) A    
_____ (27) 1 1(3A) 3 A   

_____ (28) 
t(C(A))adj A det (A)   

_____ (29) 1A A adj A   
_____ (30) A (adj A) A   
_____ (31) nadj A A  เม่ือ A มีมิติ n n  
_____ (32) t 12A A 8   เม่ือ A มีมิติ 3 3  
_____ (33) 1 t tA A BA 3   เม่ือ 3AB I  

_____ (34) 1 tancos 1tan 1
      

 

_____ (35) 
a b c
b c a 0
c a b

  

_____ (36) ถ้า AB 0  แล้ว 
A 0  หรือ B 0  

_____ (37) ถ้า AB 0  แล้ว 
A 0  หรือ B 0  
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เฉลยแบบฝึกหัด (คาํตอบ) 
 
(1) 6 และ –9 

(2) 
1 1 2
3 1 1
4 5 1
  
 
 
 

 

(3) เท่ากัน 
(4) เทา่กนั 
(5.1) 3 9 3

4 2 7
 
  

 

(5.2) 5 3
9 1
 
  

 

(5.3) 
10 5
20 15
10 40

 
 
  

 

(6) 2 4 2 2, ,2 6 4 6
   
      

 

   2 2 2 3,4 6 1 4
   
      

 

(7) 
2 3 4 2 81 0 , 6 0 24 1
          

, 

   2 1 4
3 0 1

  
   

 

(8)  
 
 

(9.1) 2 และ 3 
(9.2) 5 และ 4 
(9.3) 7 และ 5 
(9.4) x y  และ 
   เป็นจํานวนนบั 
(10) 3 4(AB) , BA  ไม่มี 

(11) 5 2 3 6,3 0 0 2
   
      

 

(12) 3 4
10 6
 
  

, 13 8
19 10

  
  

 

  4 44
33 37
 
  

, 20 40
24 21
 
  

 

(13) 12 18
12 30
 
  

 

(14) 2 

(15) n n

n

n2 220 2

 
 

 
 

 

(16) 3
4  

(17) 3 2 2 3    
(18) –1 และ 1 
(19) –1, –3 หรือ –3, –1 
(20) –1 และ 1 
(21) กราฟไฮเพอร์โบลา 
   2 23x 4y 12   
(22) 2, –5, 0 
(23) 8, 0 
(24) x ( 5, 4) (3, 4)     
(25) –2, –2, –9, –2, 9 
(26) –34 
(27) 60 
(28) 14 
(29) 2 
(30) 7 0 2851 4

   

 
 
(31) –360, 0, 0 
(32) –768 
(33) 12 
(34) –5 
(35) 2 
(36) 4 
(37) 16 
(38) ไม่มี 

(39) 5 3 51, 2
  

(40) 4 
(41) x 0, 2/3  
(42) ก.ถูก, ข.ถูก 
(43) 1 1

2 3/2
 
   

, 

   ไม่มี, ไม่มี, 1 0
0 1
 
  

 

(44) 4 27/4
3 5

 
  

 

(45.1) 3 2
2 1

 
  

 

(45.2) cos sin
sin cos

   
   

 

(45.3) ไม่มี 
(46) 2 10

2 7
 
  

 

(47) 1 0
0 1
 
  

 

(48) 9 6
4 2

  
   

 

(49) ไม่มี 
(50) 1 4

9 16
 
  

 

(51) 
2
6
3
 
 
 
 

 

(52) 6 5 11   
(53) 2 1

1 1
  
  

 

(54) 
2 0 4
0 2 2
4 2 2

 
 
    

 

(55) 
0 11 0
3 6 6
18 8 3
 
 
   

, 

   –33I, –33I, –33, 

   
0 11 01 3 6 633 18 8 3

 
 
    

 

(56) 
1/4 1/4 1/2
1/2 1/6 1
3/2 1/2 2

 
  
   

 

(57) ง. 
(58) –111 
(59) 4 4  
(60) 1

2  

(61) 3 
(62) 2 หรอื –2

(63) 1
2

  

(64) ค. 
(65) {11/7, 5}  
(66) –4 
(67) 36 
(68) ก. 
(69) 1 
(70) 2 
(71) –9/8, 8/3 
(72) 40 
(73) ดูที่ขอ้ 43, 55, 56 
(74.1) 1, –2 
(74.2) 3, 1 
(75) 5/4, 9/2, –27/4 
(76) –2, 6 
(77.1) 2, 0, –1 
(77.2) 1, –3, 2 
(77.3) 13/9, 7/9, –4/3 
(78) –20 
(79.1) 25/7, 29/7, 
   16/7 
(79.2) 1, 2, –1 
(80.1) ไม่มีคําตอบ 
(80.2) มีคําตอบหลายชุด 
(81.1) 2, 1, –1 
(81.2) 1/2, 0, –1 
(82) 0 

(83) 
2s(s 1) s,2s 1 2s 1




 
 

(84) 1/2 
(85) a 1, 2  
(86) –2/3 
(87) ขอ้ที่ถูก ได้แก ่
   (3), (4), (6), (7), 
   (10), (11), (13), 
   (14), (15), (16), 
   (17), (21), (23), 
   (25), (26), (29), 
   (32), (34), (36)

 

11 11 12 21 11 12 12 22 11 13 12 23
21 11 22 21 21 12 22 22 21 13 22 23

a b a b a b a b a b a b
a b a b a b a b a b a b
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เฉลยแบบฝึกหัด (วธิีคิด) 
 
(1) 11 22a b 2 4 6 ,     

12 212a 3b 2(3) 3(5) 9      

 
 

(2) 
i j
i j
j i
 

   
    

 








 

จะได้ 
1 1 2 1 3 1 1 2

2 1 1 2 3 3 1 1
4 5 13 1 3 2 1

      
      

       
 

 
 
(3) เท่ากนั เพราะ 2 cosec 30  , 

44 log 10  ,  02 1 4   และ 5 25  

 
 
(4) เท่ากนั 
(จากการยา้ยขา้งสมการ 2x x 1 0    จะไดว้่า 

2 2 2x x 1 , x x 1 , x x 1)       

 
 
(5.1) 3 9 3

4 2 7
 
  

       (5.2) 5 3
9 1
 

  
  

(5.3) 
10 5
20 15
10 40

 
 
  

 

 
 
(6) 2 4A B 2 6

     
 

t t t2 2A B (A B)4 6
      

 

และ 2 3A 0 A1 4     
 

 
 

(7) t 2 3 4 2 8A 1 0 , 2A ,6 0 24 1
           

 

และ 2 1 4A 3 0 1
       

 

 
 
 

(8) 11 11 12 21 11 12 12 22 11 13 12 23
21 11 22 21 21 12 22 22 21 13 22 23

a b a b a b a b a b a b
a b a b a b a b a b a bAB   

  
    

 

 
 
(9.1) x 2, y 3   
(9.2) x 5, y 4   
(9.3) x 7, y 5   
(9.4) x y  และเปน็จํานวนนับเทา่นัน้ 

 
 
(10) 3 4AB ,  ส่วน BA  ไม่มี 

 
 
(11) 1 3 2 1 1 0 2 1AB 1 3 0 1 1 0 0 1

                
 

5 2
3 0

    
 

3 1 0 ( 1) 3 2 0 0 3 6BA 1 1 1 ( 1) 1 2 1 0 0 2
                      

 

 
 
(12) 3 4 13 8AB , BA10 6 19 10

            
 

2 4 4 4 4 4 44(A B) 3 7 3 7 33 37
                   

 

2 2 1 0 1 0 6 8A 2AB B 4 2 4 2 20 12
                   

 

             20 403 4 3 4
1 5 1 5 24 21

                  
 

สังเกต โดยปกต ิAB มักจะไม่เทา่กับ BA 
จึงทาํให ้ 2(A B)  ไม่เท่ากับ 2 2A 2AB B   ดว้ย 
เพราะ 2(A B) (A B)(A B)     

2 2A AB BA B     ... ซึง่ AB BA 2AB   

 
 
(13) t 2 0 3 2 2 1A (BA) 1 3 1 2 0 3

                   
 

2 0 6 9 12 18
1 3 2 7 12 30
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(14) 
3 0 1 1 0 1 02 1 0 1 1 4 21 1 2 2 3
                  

 

                   

   
 
    22

1 01 2 c 24 2  

(เม่ือคุ้นเคยแลว้จะไม่จําเป็นต้องหาผลคณูใหค้รบทุก
ตําแหนง่ก็ได)้ 

 
 
(15) จาก 2 1A 0 2

    
 จะได้ 

                 
2 2 1 2 1 4 4A 0 2 0 2 0 4  

                 
3 4 4 2 1 8 12A 0 4 0 2 0 8  

                 
4 8 12 2 1 16 32A 0 8 0 2 0 16  ...ฯลฯ ... 

ดังนัน้ รปูทัว่ไป 
n nn

n

n2 2A 20 2
  
 
 

 

 
 
(16) ตําแหนง่ 11; 2(x y) 4 1    .....(1) 
ตําแหนง่ 12; (x y)(y) 2y a    .....(2) 
ตําแหนง่ 21; 6 2z 0 z 3     .....(3) 
ตําแหนง่ 22; 3y zy 1   .....(4) 
แทน (3) ใน (4) ได ้ y 1 / 6 ,  
จาก (1) ได ้(x y) 5 / 2   
ดังนัน้ จากสมการ (2) จะได ้ 

   (5 / 2)(1 / 6) 2(1 / 6) a a 3 / 4  

 
 
(17) ตําแหนง่ 21;    3 2z 7 z 2  
ตําแหนง่ 22;    x 2 5 x 3  
ตําแหนง่ 12; x 2y 7   
แทน x 3  ได้ y 2     x y z 3     

 
 
(18) 2 2X 2X I 0 (X I) 0       
(ทําได้เพราะ XI IX ) 

           

2a 1 0 0 0
0 b 1 0 0  (นําเมทริกซ์คณูกัน) 

               

2
2

(a 1) 0 0 0 a 1, b 10 00 ( b 1)  

 

(19) 2A 4A 5I 0    
                         

2
2

a 8 4a 4b 4a 16 5 0 0 0
8 4b 0 5 0 02a 2b 8 b  

แสดงว่า 2a 4a 3 0    .....(1) 
4a 4b 16 0    .....(2) 

  2a 2b 8 0  .....(3) 
และ 2b 4b 3 0    .....(4) 
  แก้ระบบสมการ ได้เปน็ a 1, b 3     
หรือ a 3, b 1     ก็ได ้
หมายเหตุ  2A 4A 5I (A 5I)(A I) 0       
ใช้ได้ เพราะ AI IA  
แต่จะสรุปว่า A 5 I, I   ไม่ได้ 
เพราะ 0   ไม่ได้แปลว่า   หรอื 0   

 
 

(20) 
2 2

t 2 2
2 2

x y 3 x 1 x
A A 1 1 x y 1 3

x 3 y 3 x y

   
         
      

 

2 2
2 2
2 2

2x y 1 x 3 2 0 4
y 1 2 x 3 B 0 2 4

4 4 2x 3 x 3 2y

                   

พิจารณาจากตาํแหน่ง 11 กับ 33 
ก็จะพบวา่ x 1, y 1    
ซึ่งตรวจสอบแล้วใช้ได้กับตําแหน่งอื่น ๆ  ที่เหลอืด้วย 

 
 
(21)   x3 7x y [12]y7 4          

 

         
x3x 7y 7x 4y [12]y  

 23x 7xy  7xy  24y 12   ไฮเพอร์โบลา 

 
 
(22) det(A) 2 , det(B) 5 , det([0]) 0     
[สังเกต det(B)  ใช้สญัลกัษณว์่า |B| | 5| 5     
ไม่ต้องตัดเครื่องหมายลบทิ้งไปแบบค่าสัมบูรณน์ะ!] 

 
 
(23) 2 5det(A) (2)( 6) ( 5)(4) 84 6

       
det(B) 12 ( 12) 0      
[แสดงว่า B เป็นเมทริกซ์เอกฐาน] 
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(24)      2|A| |B| |C| 12 x x 20  
   2x x 12 0  และ 2x x 20 0    
   (x 4)(x 3) 0  และ (x 5)(x 4) 0    
เขียนเส้นจํานวน เอาช่วงคําตอบมาอนิเตอร์เซคกนั 
ได้เป็น ( 5, 4) (3, 4)    

 
 

(25) 
3 4 0

det(A) 5 4 3
2 2 1


  


 

0 18 20 12 0 24 2        
 

     คณูขึน้         คณูลง 
11

4 3M (A) 22 1
    

32
3 0M (A) 95 3     

11 32C (A) 2 , C (A) 9    

 
 
(26) เลือกหลกัที่ 2 
   12 12 22 22 32 32det(A) a C a C a C  

6 23 5 6 2(1) (0) (2)7 1 7 1 3 5
      

38 72 34     

 
 
(27) วิธี n

ij iji 1
a C


  (ตามหลัก) เลือกหลักที่ 1 (j 1)  

11 11 21 21 31 31det(A) a C a C a C    
2 1 3 5 3 55 4 ( 1)3 1 3 1 2 1

       
(5)(5) (4)( 12) (13) 60      

วิธี n
ij ijj 1

a C

  (ตามแถว) เลือกแถวที ่2 (i 2)  

21 21 22 22 23 23det(A) a C a C a C    
3 5 5 5 5 34 2 11 13 1 1 3

        
( 4)( 12) (2)(0) ( 12) 60        

วิธีคณูทแยง 
det(A) 10 12 15 10 3 60 60        

 

             คณูขึน้       คูณลง 

 
 
(28) 21

y 4C (A) 6 y 1        
   6 3y y 2  

     23
x yC (A) 4 4 2xyx y  

แทน y 2  ได้ x 1  

33
x y 1 2C (A) 8 6 143 8 3 8        

 
 
(29) 11 12 13det(A) 5 (a)C ( 1)C (0)C       
แทนค่า 11 12

1 1C 2, C 11 1     (โจทย์กําหนด) 

จะได้ a 2  

 
 

(30) 11
0 1 3

C 0 2 1
1 3 2





 

          6 0 0 0 1 0 7          

21
1 1 0

C 0 2 1
1 3 2

 


 (0 0 3 4 0 1) 0         

44
4 1 1

C 2 0 1
0 0 2


  0 0 4 0 0 0 4         

11 21
32 44 32

7 0C C 28C C C 4
    

 
 

(31) 
2 0 4 6 2 4 60 4 0 0 ( 4) 5 0 05 2 0 0 1 1 31 3 1 3

      
 

4 6( 4) (5) ( 4)( 5)( 18) 3601 3
            

 

ส่วนอีกสองเมทรกิซ์นัน้ det มีคา่เป็น 0 
จะคิดโดยวธิีปกต ิ(คูณทแยง) ก็ได้ แต่ในทีน่ี้จะ
แสดงโดยใช้สมบัติที่วา่ 
(1) นําหลกับวกกัน ค่า det  ไม่เปลีย่น 
(2) ถ้ามี 2  หลัก เป็น k  เทา่ของกนั det 0  
... จากเมทริกซ์แรก นาํหลัก 2 ไปบวกหลัก 3 

1 a a b c
1 b a b c 0
1 c a b c

 
   

 
 

(เพราะหลกัที ่3 เป็น a+b+c เทา่ของหลักที่ 1) 
... จากเมทริกซท์ีส่อง นาํหลัก 1 ไปบวกหลัก 3 

n n 1 2n 2
n 1 n 2 2n 4 0
n 2 n 3 2n 6

 
    

  
 

(เพราะหลกัที ่3 เป็น 2 เทา่ของหลักที่ 2) 
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(32) 3 t tdet( 2A A (A A ))   
32 t( 2) A A A A       
41 1 2 44 3 1 4 2

      
44 ( 2) ( 12) 768        

 
 
(33) n t tdet( 2A A (A A ))   

n2 t( 2) A A A A       
n 11 1 2 14 0 1 1 2


     n 14 (1) (3) 12      

 
 
(34) A X B C D     

  
    



C D ( 5)( 10)X 5(2)( 5)A B
 

 
 

(35) 
2 0 0 12 4 10
4 3 0 X 0 5 8
2 1 5 0 0 1


    

     ( 30) X ( 60) X 2  
สังเกต ข้อนี้เป็นเมทริกซส์ามเหลีย่ม จะหา det งา่ย 

 
 
(36)     AB 4A 2I A(B 4I) 2I  
   A B 4I 2I  

       
21 2 2 (2)x y 44  

      
1 (2y 8 2x) 4 x y 44  

 
 
(37) จาก     

33 2 2A 2 2I ( 1) A (2 2)  

   
3A 8 A 2  

จาก      1 1 1C 4 4 C 4C
 

จาก t 6 1AB C 4 2
    

 

    
6 1A B C 84 2  

  
8B 16(2)(1 / 4)  

 

(38) 2 2det(A) 2 sin x 2 cos x 2    เสมอ 
(จากเอกลกัษณข์องตรีโกณมิติ) ดังนัน้ det ไม่มีทาง
เป็น 0       ขอ้นี้ ไม่มีคําตอบ 

 
 

(39) 
2

3 21 0 x
2 1 0 x 6x 5 0
x 3 5


     


      2 5 3 5(x 1)(x 5x 5) 0 x 1, 2  

 
 

(40) 
1 2 1
2 x 2 x 4 4 x 4 4
1 2 1


       


 

    2x 8 0 x 4  
[สังเกต หลกัที ่2 จะเปน็ 2  เทา่ของหลักที่ 3] 

 
 
(41) 

x
x 1

log 2 2x 0log 2 x
   

  x x 1x log2 2x log2 0  
   2 2x log2 (2x 2x)log2 0  

    2 23x 2x 0 x 0, 3  

 
 
(42)             

a b a c
c d b d  

แสดงว่า a  กับ d  เป็น 0   (ก. ถูก) 
2A B  และ  B 0   แสดงว่า A 0  ดว้ย  

 
2(A B)   ข. ก็ถูก 

 
 

(43) 1
1 11 2 2 3A ,4 3 22 2


              

    

      
1 1 6 3B 4 20  หาไม่ได้ เพราะ B 0  

      

1
2

1 0 00 0 00  หาไม่ได้ เพราะ 0 0  

1
2 2

1 1 0 1 0I I0 1 0 11
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(44) 
1

1 20 27(AB) 12 16


     
 

1 16 27 4 27/4
12 20 3 54

             
 

1 1 1 15 3 2 3B A 4 2 2 42 2
               

 
1 16 27 4 27/4

12 20 3 54
             

 

หมายเหต ุ 1 1 1(AB) B A     เสมอ 
 

 

(45.1) 
1 11 2 3 2 3 2

2 3 2 1 2 11
                    

 

(45.2) 
1cos sin

sin cos
  

    
  

2 2
1 cos sin cos sin

sin cos sin coscos sin
                    

(45.3) 2 4 01 2   ดังนั้นไม่มีคําตอบ 

 
 
(46) 1 t 1 4 2 1 22A B 2 1 13 12

            
 

2 10 2 10
2 7 2 7
             

 

 
 
(47)     1 t tBA A B A A  

1 11 3 1 3
3 1 3 12 2

              
 

1 4 0 1 0
0 4 0 14
          

 

 
 
(48) 2 5 3 0 1 2 2 2X1 2 1 2 2 4 1 2

                          
 


              

12 5 2 2X 1 2 1 2  

1 2 5 2 2 9 6
1 2 1 2 4 21

                       
   

 
 

(49) 


           

14 6 1 2A 8 12 3 4  หาไม่ได ้

เพราะ 4 6 08 12       ดังนั้นขอ้นี้ไม่มีคําตอบ 

 

(50) จาก 1 4A 4 4I9 16    
 

       
1 11 4 A I A9 16     ตอบ  1 4

9 16 
  

 

 
 
(51) AB I  แสดงว่า 1A B   


       
          
              

1 1 3 0 1 1 2
A 1 4 2 0 1 6

1 3 1 1 1 3
 

 
 
(52)     AX B A AX A B   

   1X A (A B) 
1 3 4 2 2 6 6X 5 42 3 3 01

                   
 

    b c 6 5 11 
 

 

(53) 1 1 1X A (B C)       
 

          

1 10 1 1 1
1 2 0 1  

               

1 12 1 1 1
1 0 0 11 1   2 1

1 1
     

 

 
 

(54)      11A(B C) I 2(B C) A2  


   
        
           

1 1 0 2 2 0 4
A 2 0 1 1 0 2 2

2 1 1 4 2 2
 

 
 
(55) ใช้ขั้นตอน detA ,M   tC adj  

จาก 
    
     
       

2 1 2 0 3 18
A 3 0 0 M(A) 11 6 8

4 6 1 0 6 3
 

   
         
         

0 3 18 0 11 0
C(A) 11 6 8 adj(A) 3 6 6

0 6 3 18 8 3
 

โจทย์ถาม A adj(A)  กับ adj(A) A  

ได้เป็น 
33 0 0
0 33 0
0 0 33
 

 
  

 ทั้งสองอย่าง 

1
0 11 01det(A) 33 , A 3 6 633 18 8 3


 

     
   

 

[หมายเหตุ A adj(A) adj(A) A A I      เสมอ 
ดังแสดงที่มาไว้ในเฉลยขอ้ 69] 
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(56) จาก 
3 6 18

M(A) 3 2 6
6 12 24

 
  
   

 

  
   
  

3 6 18
C(A) 3 2 6

6 12 24
 

 det(A)  (แถว2) 6( 3) 3(2) 12     

และ 
3 3 6

adj(A) 6 2 12
18 6 24

  
  
  

 ดังนั้น 

1
3 3 6 1/4 1/4 1/21A 6 2 12 1/2 1/6 112 18 6 24 3/2 1/2 2


     

        
        

 

 
 
(57)       A 2 , C 24 B C A 12  
ก. 1 1 1B B 12

     ข้อนี้ผดิ 

ข. 111 1 1 1B A AB C C 24
        ขอ้นี้ผดิ 

ค. t 22B 2 B 48     ขอ้นี้ผดิ 
ง. 22A B A B 48     ถูก  

 
 
(58) 1 1t 1 t 1(A ) A A A       
(เลือกแถว 2 ในการหา det) 
ตอบ  5 13 3(37) 1112 7      

 
 

(59)    
n

1 22A B B
A

 

   n2 16 n  มิติของ A และ B 4  
ตอบ  4 4  

 
 
(60) จาก       2 2A 3A I 0 I 3A A  

และ     11 3B A I 2BA I 3A2 2  

(ได้จากการนาํ 2A  คูณ) จากนั้น สมการทั้งสอง
เท่ากัน จะได ้ 22BA A   

3 3 22 B 4 ( 1) (4) B 1 / 2        

 
 
 
 

(61)  
   1 2A IC (2A I)(B ) C

B
 

     


21 8x3 4 1 11 x 32x 7 2 1 3  

 
 
(62)   2A 1 c   จากสมการในโจทย์จะได ้

2 12 2 32 A (1 c ) A 45      
       2 2 2 2 2 24(1 c ) (1 c ) 45 (1 c ) 9  
  21 c 3  หรอื 3  
นั่นคอื 2c 2   (ใช้ไม่ได้) หรือ   4 c 2  

 
 
(63)   2A a a  จากสมการในโจทย์จะได้ 

1 31a A (2) A 4 04a
       

    

1 2(a 1) 4 0a 1  

     21 2(a 1) 4(a 1) 0  

     2 12a 1 0 a
2
 

 
 

(64) ก.    
5 1

3 1 1 4 0 2 0 1 2 1
1 2
   

      
      

 

     3 1 2 3 3      ขอ้นี้ผดิ 
ข.    2

2
2 1 2a a 0a a  

a 0  หรอื 2  ขอ้นี้ผดิ 
ค.    AB A B 0  
A 0  หรอื B 0   ขอ้นี้ถูก   
ง. 1 1 12A 2A 4 A

    

แต่   1 42A
A

  ขอ้นี้ผดิ 

 
 

(65) 23 24M x(x 3) x( ) x x7 7      

และ t 1 556 1 2 1(2A A )(A ) 1 9 1 3 7
       

ดังนัน้      2 224 55x x 7x 24x 55 07 7  

 
       

 
11(7x 11)(x 5) 0 x , 57  
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(66)      1A(B 3I) 2I B 3I 2A  
   2 1B 3I 2 A  

       
12 2 4x y 3 2  

        2y 6 2x 2 x y 4  
(ข้อ 67 ถึง 69 ควรศึกษาขั้นตอนการพิสจูน ์เพือ่
นําไปปรับใช้กับโจทย์นอกเหนือจากนี้) 

 
 
(67) เนื่องจาก AB BA I   แสดงว่า 

  1B A   โจทย์ถาม det(adj A)  
พิสจูน ์จาก  1 adj(A)A A

   
   1A A adj(A)  ใส่ det  ทั้งสองขา้ง 
  1A A adj(A)  

ดังนัน้ n 1 n 1adj(A) A A A     
โจทย์ขอ้นี ้ 3 1A 6 adj(A) ( 6) 36       

 
 
(68) โจทย์ใหห้า adj(B) ก็คอื 1adj(A )  
พิสูจน์ จาก  1 adj(A)A A

   
  1A A adj(A) 

เปลี่ยน A  เป็น     1 1 1A A A adj(A ) 
ดังนัน้ 1 Aadj(A ) A

   

โจทย์ขอ้นี ้ A 3  ดังนัน้ ตอบ ก. 

 
 
(69) พิสูจน์ จาก 1 adj(A)A A

   
   1A A adj(A)  นํา A  คูณทั้งสองข้าง 

   A I A adj(A) 
ดังนัน้ โจทย์จะกลายเป็น A I BA I   

         
4A 1 I BA A 1 B A  

ซึ่ง det(B)=0 จงึได้    A 1 0 A 1  

 
 
 
 
 
 

(70) จาก 
a b c

A d e f
g h i

  

สลับ R12 ได้เป็น 
d e f
a b c A
g h i

   

สลับ C23 ได้เปน็  
d f e
a c b A A
g i h

     

นํา 2 คณู R2 ได้เป็น 
d f e
2a 2c 2b 2 A B
g i h

   

ดังนัน้ตอบ 2  เทา่ 
 

 

(71) ก.   
a b c

A p q r 3x y z  สลับ 12R  แล้ว

สลับ 13R  อีกครั้ง  
x y za b c 3
p q r

 (สลับ 2 ครัง้ 

det เทา่เดิม) จากนั้นนํา 4, 2, 1  คูณแตล่ะแถว 

      
  

4x 4y 4z2a 2b 2c 3 (4)(2)( 1) 24 B
p q r

 

   


3
1 3 93B 24 8  

ข. จาก   
a b c

A p q r 3x y z  สลับ 12R  

  
p q ra b c 3
x y z

 ทรานสโพส (det ไม่เปลี่ยน) 

และนาํ –1 คณูหลักที ่2 


      


p a xq b y 3 ( 1) 3r c z  

หลักที่ 3 บวกหลักที ่2 จะได ้
p a x x
q b y y 3 C
r c z z
 
   
 

  
3

1 2 82C C 3
    

 
 
(72)  23M (A) 5  หาค่า t

32M (2A)  
3 t 3 3

32 232 M (A) 2 M (A) 2 5 40        
หมายเหต ุ
1. t

32 23M (A) M (A)  เพราะทรานสโพสแล้วค่า det 
เท่าเดิม 
2. คา่ M  คือ det  ดังนั้นจงึดงึ 2  ออกมาได้, แต่
ต้องกลายเป็น 32  เพราะ M  คือ det 3 3  
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(73) แต่ละเมทริกซ์ มีวิธดีําเนินการไดห้ลายแบบ
หลายลาํดับ สัน้ยาวต่างกันไปแลว้แต่คนมอง ใน
เฉลยนี้เปน็เพยีงแบบหนึ่งเท่านั้น 
A;

1 2R R
1 13 2 1 0 1 0
0 14 2 0 1 4 2~



    
     

 

2 1 2
1R 4R R2

1 1 1 11 0 1 0
4 3 2 3/20 2 0 1~ ~



   
         

 

B; แถว 1 กับแถว 2 เป็น 2  เทา่ของกัน แสดงวา่ 
B 0  จึงไม่สมารถหา 1B  ได ้  ไม่มีคําตอบ  
(Row Operation จะเกดิแถว 0 0 และทําต่อไม่ได้) 

C;  
12R

2 1 2 1 0 0 3 0 0 0 1 0
3 0 0 0 1 0 2 1 2 1 0 0
4 6 1 0 0 1 4 6 1 0 0 1

~   
   
       

 

1
2 3
(1/ 3)R
R 2R

1 0 0 0 1/3 0
6 11 0 1 0 2
4 6 1 0 0 1

~


  


 
 
  

 

2 1
3 1

R 6R
R 4R

1 0 0 0 1/3 0
0 11 0 1 2 2
0 6 1 0 4/3 1

~



 
 

 
 
  

 

2
3

( 1/ 11)R
R

1 0 0 0 1/3 0
0 1 0 1/11 2/11 2/11
0 6 1 0 4/3 1

~



 
 

 
 
  

 

3 2R 6R

1 0 0 0 1/3 0
0 1 0 1/11 2/11 2/11
0 0 1 6/11 8/33 1/11

~


 


 
 
  

 

D;  
1 2
3 2

R R
R R

2 3 2 1 0 0 8 0 2 1 1 0
6 3 0 0 1 0 6 3 0 0 1 0
0 3 1 0 0 1 6 0 1 0 1 1

~



   
   
      

 

1 3R 2R

4 0 0 1 1 2
6 3 0 0 1 0
6 0 1 0 1 1

~


   
 
  

 

1
2

(1/ 4)R
(1/ 3)R

1 0 0 1/4 1/4 1/2
2 1 0 0 1/3 0
6 0 1 0 1 1

~


 
 
  

 

2 1
3 1

R 2R
R 6R

1 0 0 1/4 1/4 1/2
0 1 0 1/2 1/6 1
0 0 1 3/2 1/2 2

~




 
 

 
 
  

 

 
 

(74.1) 1 2 x 5
y 13 2

              
 


                                

1 1x 1 2 5 2 2 5
y 3 2 1 3 1 18  

    
1
2    x 1, y 2     

(74.2) 
1 1x 2 5

y 23 7
              

 

                       

1x 7 5 1 3
y 3 2 2 11  

x 3, y 1    
 

(75) 
14 3 2 5x

y 3 1 1 6
z 11 2 1


    

       
         

 

หาอินเวอร์ส (ด้วยสูตร adj A / det A ) 

ได้เป็น 
1 1 1 5x 1y 2 6 10 68z 15 11 13

    
     

          
 

5/4 5 9 279/2 x , y , z4 2 427/4
 

      
  

 

 
 
(76) x3 2 6

y4 1 14             
 


     

226 2 3 2x 214 1 4 1 11  

แทนลงสมการในโจทย์  ได้ y 6  

 
 

(77.1) 
3 3 1 2 3 1 10x 1 2 1 1 2 1 252 4 0 1 4 0


   

 
 

แทนในสมการสดุทา้ย ได้ y 0  
จากนั้นแทน x  และ y  ในสมการใดสมการหนึง่ที่
เหลอื ได้ z 1   

(77.2) 
1 1 1 2 1 1 9x 1 2 3 1 2 3 195 2 4 3 2 4


       


 

       


2 1 1 27y 1 1 3 ( 9) 393 5 4
 

แทน x  และ y  ลงในสมการใดก็ได้ จะได้ z 2  

(77.3) 
1 2 3 1 2 3 39 13x 9 1 4 2 1 4 27 92 1 2 1 1 2
 

     
  

 

 
      



1 1 3 21 7y 2 9 4 ( 27) 27 91 2 2
 

แทน x, y  ลงในสมการใดก็ได้ จะได้ z 4 / 3   

 
 
(78) ต้องการหาคา่เฉพาะ x  ควรใช้กฎคราเมอร ์

      
  

1 4 1 2 4 1 20x 2 2 0 1 2 0 2013 3 2 1 3 2
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(79.1)    A | B ~ I | X  

3 1
2 1

R R
R R

1 1 1 10 1 1 1 10
3 0 1 13 2 1 0 3
2 1 1 9 3 2 0 19

~



   
   
      

 

3 2 3R 2R (1/ 7)R

1 1 1 10 1 1 1 10
2 1 0 3 2 1 0 3
7 0 0 25 1 0 0 25/7

~ ~


   
    
   
   

 

13 2 1
3 1

R R 2R
R R

1 0 0 25/7 1 0 0 25/7
2 1 0 3 0 1 0 29/7
1 1 1 10 0 1 1 45/7

~ ~



   
     
   
   

 

3 2
2

R R
R

1 0 0 25/7 x 25/7
0 1 0 29/7 y 29/7
0 0 1 16/7 z 16/7

~




  
   
   

 

(79.2) 
2 1
3 1

R 2R
R 3R

2 1 1 5 2 1 1 5
3 2 2 3 7 0 0 7

171 3 3 2 5 6 0
~



    
    
         

 

1
  

 ั. ... (1/ 7)Rสลับแถว

7 0 0 1 0 07 1
5 6 0 17 5 6 0 17

5 52 1 1 2 1 1
~ ~   

        
       

 

2 1 2
3 1 3

R 5R ( 1/6)R
R 2R R

1 0 0 1 1 0 0 1
0 6 0 12 0 1 0 2
0 1 1 3 0 1 1 3

~ ~
 
 

   
    
        

 

3 2R R

1 0 0 1 x 1
0 1 0 2 y 2

1 z 10 0 1
~


  
   
    

 

 
 
(80) เนื่องจาก สมการที ่(1) กบั (3) มี
สัมประสิทธิ์เปน็ 2  เทา่ของกนั ..ดังนั้น A 0  
ทําให้หาคาํตอบทีแ่น่นอนชุดหนึ่งไม่ได้ 
(80.1) สมการ (1) กับ (3) ขดัแย้งกนั ไม่มี
คําตอบ 
(80.2) สมการ (1) กับ (3) เปน็สมการเดียวกัน 
(จึงเหลือแค่ 2 สมการ) ... มีคําตอบหลายชุด 

 
 

(81.1) 
2 0 1 1/x 0
4 2 0 1/y 4
0 3 1 1/z 2
     

     
          

 

    
0 0 1 2 0 11 8 14 2 0 4 2 0x 16 22 3 1 0 3 1

 

x 2      แทนลงในโจทย์ ได้ y 1, z 1    
 

(81.2) 
1/x2 3 1 3

1 2 1 y 1
z1 4 0 2

    
     
         

 


    

 

3 3 1 2 3 11 101 2 1 1 2 1 2x 52 4 0 1 4 0
 

x 1/2      แทนลงในโจทย์ ได้ y 0, z 1    
 

(82) ย้ายขา้ง.. 
1 0 2 1x

y 2 1 1 2 0
z 5 1 2 0

      
        
            




 

y 0   

 
 
(83) (s 1) x (s 2) y s    .....(1) 
sx (s 1) y 0    .....(2) 
                  
s 1 s 2 x s
s s 1 y 0  ใช้กฎคราเมอรช่์วย 

s s 2 s 1 s 2x s s 10 s 1
      
s(s 1) s(s 1)

(s 1)(s 1) s(s 2) 2s 1
 

  
    

 

และ s 1 s s 1 s 2y s 0 s s 1
      

2 2s s
(s 1)(s 1) s(s 2) 2s 1


 

    
 

 
 

(84) 2 1
A (adj A)X A AX 6

0
 

    
  

 

หาค่า A  ได้ 6  ดังนัน้ 
    
      
        

1 2 3 1/6p0 1 0 q 1r2 1 0 0
 กฎคราเมอร ์

1/6 2 3 1 2 3 3 1p 1 1 0 0 1 0 6 20 1 0 2 1 0
       

 
 
(85) หาคาํตอบได้เสมอเม่ือ A 0  
       2a 3a 2 0 (a 1)(a 2) 0  
 a 1,2  

 
 

(86) 
2 1R 2R

1 2 a 1 2 3
2 3 b 0 1 1
1 0 c 1 0 2

~


  
   
      

 

แสดงว่า a 3, b 2a 1 b 5, c 2        

ดังนัน้ จะไดส้มการ 
1 2 3 1x
2 3 5 y 1

z1 0 2 0
    
    
         

 

และ 
1 2 3 1 2 3 2x 1 3 5 2 3 5 2 / 330 0 2 1 0 2

    


 

 



A 

Y 

X 

u  
B 

 
45  

A 

B 

C 

D 

 
 

บทที ่๙ 
เวกเตอร์ 

 
 

ปริมาณในโลกมีสองชนิด คือ ปริมาณสเกลาร์ 
(Scalar Quantity) และปริมาณเวกเตอร์ (Vector 
Quantity) โดยที่ปริมาณสเกลาร์น้ันระบุเฉพาะขนาด 
เช่น ระยะเวลา มวล ราคาสิ่งของ แต่ปริมาณเวกเตอร์
น้ันจะระบุทั้งขนาดและทิศทาง เช่น แรง ความเร็ว 
ความเร่ง โมเมนตัม 

 

บทเรียนเร่ืองเวกเตอร์น้ีเป็นพ้ืนฐานท่ีสําคัญของวิชากลศาสตร์ ไฟฟ้า รวมไป
ถึงงานด้านอ่ืน ๆ  ที่มีเรือ่งทิศทาง (2 หรือ 3 มิติ) เข้ามาเก่ียวข้อง แม้แต่
งานทางดา้นออกแบบกราฟิก หรือมัลติมีเดยี ก็ตาม 

 
 

การเขียนปริมาณเวกเตอร์จะใช้รูปลูกศร โดยให้ความยาวลูกศรแทนขนาด 
และหัวลูกศรชี้บอกทิศทาง เชน่ จากภาพ 
เวกเตอร์มี “ขนาด” 4 หน่วย และมี “ทิศทาง” 
ทํามุม 45  กับแกน X ในทิศทวนเข็มนาฬิกา 

 
 
 
 
เขียนชื่อเวกเตอร์ ตามจุดเร่ิมและจุดส้ินสุดของลูกศร เช่น ABV  หรือใช้

ตัวพิมพ์เล็ก (ที่เติมขีดด้านบน) ก็ได้ เช่น u, v, w  
ขนาดของเวกเตอร์ u  เขียนเป็นสัญลักษณ์ว่า u  

เวกเตอร์สองอันจะเท่ากัน ก็ต่อเม่ือ มีขนาด 
เท่ากัน และมีทิศทางเดียวกัน (ไม่จําเป็นต้อง 
มีจุดเร่ิมต้นและจุดส้ินสุดเดียวกัน เช่น 

AB CDV V  ก็ได้ ถ้ามีขนาดเท่ากัน และทิศ 
เดียวกัน ดังภาพ) 

 
 

ลักษณะของ 
เวกเตอร ์

(บทที่ ๕–๑๖ นํามาจาก R2.2.04 และจะทยอยปรับปรุงเนื้อหาทีละบท จนเป็น R2.9 ฉบับสมบูรณ์ครับ) 

v–   c
 TVR
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๙.๑ การบวกและลบเวกเตอร์ 
 

การบวกกันของเวกเตอร์สามารถหาผลลัพธ์ได้สองวิธี ดังนี้ 
1. หัวต่อหาง ให้นําเวกเตอร์มาเขียนต่อกัน โดยเอาหางลูกศรใหม่มาวางต่อ

ที่หัวลูกศรเดิม เวกเตอร์ลัพธ์ที่ได้ คือเวกเตอร์ที่ลากจากหางแรกสุด ไปถึงหัวลูกศร
ปลายสุด 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. หางต่อหาง ให้นําหางเวกเตอร์ชนกัน แล้วต่อเติมรูปให้กลายเป็น
ส่ีเหล่ียมด้านขนาน เวกเตอร์ลัพธ์ที่ได้ คือเวกเตอร์ที่ลากจากหางที่ชนกัน ไปสุดแนว
ทแยงมุมส่ีเหล่ียมด้านขนาน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

การบวกเวกเตอร์ มีสมบัติเหมือนการบวกจํานวนจริงทุกประการ ได้แก่ 
สมบัติปิด, สมบัติการสลับที่, สมบัติการเปล่ียนกลุ่ม, การมีเอกลักษณ์ และการมีอิน
เวอร์ส 

u v v u     (u v) w u (v w)      
 

เอกลักษณ์การบวกของเวกเตอร์ หรือเวกเตอร์ที่นําไปบวกกับ u  ใด ๆ  แล้ว
ได้ผลลัพธ์เป็น u  เสมอ คือเวกเตอร์ศูนย์ (0 ) ซ่ึงเป็นเวกเตอร์ที่มีขนาด 0 หน่วย 

u 0 u     u ( u) 0    
“นิเสธของ u ” หรืออินเวอร์สการบวก เขียนสัญลักษณ์ว่า u  หมายถึง 

เวกเตอร์ขนาดเท่ากันแต่ทิศตรงข้ามกับ u  หรือกล่าวว่า  AB BAV V  นั่นเอง 
 
 

การลบเวกเตอร์ เป็นการบวกด้วยนิเสธ u v u ( v)     
ดังนั้นสามารถหาเวกเตอร์ลัพธ์ได้จากวิธีการบวก ทั้งสองวิธี คือหัวต่อหาง และหาง
ต่อหาง 

u  v  u  

v  

u v  

w  
u  

v  

u v w   

w  

u  v  u  
v  

u v  
w  

w  
u v  

u v w   

 AB BC ACV V V  ในสี่เหลี่ยมดา้นขนาน ABCD 

สมบัติของ 
การบวกลบ 

วิธีการบวก 
เวกเตอร ์

วิธีการลบ 
เวกเตอร ์

 AB AD ACV V V  ในสี่เหลี่ยมดา้นขนาน ABCD 
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u  v  u  

v  

u v  

v  
u  

 
 
 
 
 
 
หรือหาได้จากวิธีหางต่อหางแบบใหม่ ให้เขียนเวกเตอร์ตัวตั้งและตัวลบแบบหางชนกัน 
เวกเตอร์ลัพธ์ที่ได้ จะลากจากปลายลูกศรของตัวลบ มายังปลายลูกศรของตัวตั้ง 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ขนาดของเวกเตอร์ลัพธ์ หาได้จากกฎของโคไซน์ในเร่ืองตรีโกณมิติ ดังรูป 
 
 
 
 
 
 
ซ่ึงสรุปได้ดังนี้ 

2 2

2 2

u v u v 2 u v cos
u v u v 2 u v cos
    

    
  เม่ือ   คือ มุมระหว่าง u  กับ v  

และเรายังสามารถนําขนาดที่ได้นี้ไปคํานวณหาทิศทางของเวกเตอร์ลัพธ์ โดยอาศัยกฎ
ของไซน์ในรูปสามเหลี่ยม 
 
 
 
 

แบบฝึกหัด ๙.๑ 
 
(1) กําหนดเวกเตอร์ u  และ v  ดังภาพ 
ให้วาดรูปหา u v  และ u v  โดยวิธีหัวต่อหาง 
และหางต่อหาง (ส่ีเหล่ียมด้านขนาน) 
 
(2) ให้เขียนเวกเตอร์แสดงการเคล่ือนที่ด้วยความเร็ว 40 กม.ต่อ ชม. ไปทางทิศตะวันออก 
และ 60 กม.ต่อ ชม. ไปทางทศิตะวันตกเฉียงใต้ 

u  v  
u  

v  

u v  u  

v  

u v  

 AB AD DBV V V  ในสี่เหลี่ยมดา้นขนาน ABCD 

ขนาดของ 
เวกเตอรล์ัพธ ์

มุม   ระหวา่ง u  กบั v  จะตองวัดขณะนําหางตอหางเสมอ และมีขนาดไม่เกนิ 180 องศา 
S 

a  

b  

2 2a b 2 a b cos    a  

b  

2 2a b 2 a b cos    
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(3) ให้เขียนเวกเตอร์ขนาด 10 หน่วย ทิศ 030°, เวกเตอร์ 12 หน่วย ทิศ 135° 
และเวกเตอร์ 5 หน่วย ทิศ 330° 
หมายเหตุ การบอกมุมในระบบ 3 หลัก (Three Figure System) จะให้ทิศเหนือเป็น 000 องศา 
และเพ่ิมขึ้นในทิศตามเข็มนาฬิกา (เช่น 090 องศา แทนทิศตะวันออก, 180 องศา แทนทิศใต้) 
 
(4) ถ้า u  แทนระยะทาง 50 กม. ในทิศ 170° จะได้ว่า u  คืออะไร 
 
(5) นาย ก ออกเดินทางไปในทิศ 030° เป็นระยะทาง 1,000 กม. แล้วเดินทางต่อในทิศ 150° 
เป็นระยะทาง 500 กม. ให้หาว่าเขาอยู่ทางทิศใดของจุดเร่ิมต้น และอยู่ห่างเท่าใด 
 
(6) เคร่ืองบินออกแรงบินไปทางทิศเหนือด้วยความเร็ว 240 กม.ต่อ ชม. ในบริเวณที่มีพายุพัดไป 
ในทิศตะวันออกด้วยความเร็ว 180 กม.ต่อ ชม. ถามว่า ความเร็วของเคร่ืองบินจะเป็นเท่าใด 
 
(7) เคร่ืองบินออกแรงบินด้วยความเร็ว 200 กม.ต่อ ชม. ไปในทิศ 030° ถ้ากระแสลมพัดด้วย
ความเร็ว 50 กม.ต่อ ชม. ไปในทิศ 330° ให้หาอัตราเร็วของเคร่ืองบินที่แท้จริง 
 
(8) ชายคนหนึง่พายเรือในน้ํานิ่งได้อัตราเร็ว 4 กม.ต่อ ชม. ถ้าเขาต้องการเดินทางไปทางทศิเหนือ 
ขณะที่กระแสน้ําไหลไปทางทิศตะวันตกด้วยอัตราเร็ว 3 กม.ต่อ ชม. แล้ว เขาต้องออกแรงพายเรือไป
ในทิศใด ด้วยอัตราเร็วเท่าใด จึงได้อัตราเร็วเท่ากับการพายปกติในน้ํานิ่ง 
 
(9) เวกเตอร์ ABV  มีขนาด 6 หน่วย ขนานแกน X โดยมีทิศทางไปในแนว +X และเวกเตอร์ ACV  
ทํามุม 60° กับเวกเตอร์ ABV  โดยมีขนาดเท่ากัน ให้หาขนาดและทิศทางที่เป็นไปได้ของเวกเตอร์ 

 u AB ACV V  และ  v AB ACV V  
 
(10) ให้หา u v  เม่ือ u  กับ v  ทํามุมกัน 0°, 90°, 180° 
 
(11) ให้หา u v  เม่ือ u  กับ v  ทํามุมกัน 0°, 90°, 180° 
 
(12) ถ้า u v w 0    และ u 2 , v 4 , w 2  ให้หา u v  และ u v  
 
(13) กําหนดให้ u 1 , v 2 , w 3 , w  ตั้งฉากกับ v  และมีทิศเดียวกับ u  
ให้หาค่า u v w   
 
(14) กําหนด u  และ v  เป็นเวกเตอร์ในระนาบ 
ถ้า u 4 , v 3 , u v 25 12 3    ให้หามุมระหว่าง u  กับ v  
 
(15) ถ้า u 10 , v 5 , u v 12   ให้หา u v  
 
(16) ถ้า u 4 , v 3 , u v 6   ให้หา u v  
 
(17) ถ้า u 4 , v 5  และ u  ตั้งฉากกบั v  ให้หา 2 u v 3 u v    
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(18) ถ้า u v  ให้หามุมระหว่าง u  กับ v  ที่ทําให้ u v 2 u v    
 
(19) เวกเตอร์ u , v , w  มีสมบัติว่า u w  และ u v v w    
ถ้ามุมระหว่าง u  กับ v  เป็น 5

  แล้ว มุมระหว่าง v  กับ w  เป็นเท่าใด 

 
(20) กําหนด ABCDEF เป็นรูปหกเหล่ียมด้านเท่ามุมเท่า มี O เป็นจุดกึ่งกลาง 
และ AB 2V  ซม. เวกเตอร์ใดต่อไปนี้ยาวกว่า 4 ซม. 
 ก. AD FDV V        ข. AB EDV V        ค. FO DOV V        ง. OD OBV V  
 
 

๙.๒ การคูณเวกเตอร์ด้วยสเกลาร ์
 

ผลที่ได้จากการคูณเวกเตอร์ u  ด้วยสเกลาร์ a เป็นดังนี้ 
1. ถ้า a 0  จะได้ au 0  
2. ถ้า a 0  จะได้ au  เป็นเวกเตอร์ที่มีทิศเดียวกันกบั u  แต่มีขนาด a u  
3. ถ้า a 0  จะได้ au  เป็นเวกเตอร์ที่มีทิศตรงขามกบั u  และมีขนาด a u  

การคูณเวกเตอร์ด้วยสเกลาร์ มีสมบัติการเปล่ียนกลุ่มและการแจกแจง 
เช่นเดียวกับจํานวนจริง นั่นคือ a(bu) (ab)u ,  (a b)u au bu     และ 
a(u v) au av    
 

ความสัมพันธ์ของ “การคูณด้วยสเกลาร์” และ “การขนานกันของเวกเตอร์” 
เม่ือ u 0  และ v 0  จะได้ทฤษฎีว่า 
1. u  จะขนานกับ v  ก็ต่อเม่ือ มีค่า a 0  ที่ทําให้ u av  
2. ถ้า u  ไม่ขนานกับ v , หาก au bv 0   แสดงว่า a 0  และ b 0  

 
 

แบบฝึกหัด ๙.๒ 
 
(21) กําหนดให้ u 4v 3v 2w    และ 3v 4w 2w 5u    
ถ้า w 12  ให้หาค่า u v w   
 
(22) u 2v w   โดยที่ v w 1   และมุมระหว่าง v  กับ w  เป็น 120° 
ให้หามุม   ระหว่าง u  กับ v  
 
(23) กําหนดให้ u 0 , v 0  และ u  ขนานกับ v  
ให้หาค่า x ที่ทาํให้ 2 2(x 6x 2)u v (x 2x )u x v       
 
(24) กําหนดให้ u 0 , v 0  และ 2(x 5)u v (1 x)u 3 v      
แล้ว u  จะขนานกับ v  เม่ือ x มีค่าเท่าใด 
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A B 

D N C 

M 

(25) กําหนดให้ u 0 , v 0  และ 2(x 5)u v (1 x)u 3 v      
แล้ว u  กับ v  จะมีทิศทางเดียวกัน เม่ือ x มีค่าเท่าใด 
 
(26) u  กับ v  มีทิศทางเดียวกัน ถ้า 22 2u (6 3x )v 100 u v5 3     ให้หาค่า x 

 
(27) กําหนดให้ u 0 , v 0  และ u  ไม่ขนานกับ v  
ให้หาค่า x และ y ที่สอดคล้องกับสมการ xu (x 8)v (2 2y)u yv      
 
(28) u 0 , v 0  และ u  กับ v  ไม่ขนานกัน 
ถ้า 3u 8v a(3u v) b(u 2v)      ให้หาค่า a และ b 
 
(29) ถ้า u  ไม่ขนานกับ v  
และ w (a 4b)u (2a b 1) v     , s (b 2a 2)u (2a 3b 1) v       
ให้หาค่า a กบั b ที่ทําให้ 3w 2s  
 
 

๙.๓ เวกเตอร์กับเรขาคณิต 
 

เราสามารถใช้ความรู้เกี่ยวกับเวกเตอร์ พิสูจน์ส่วนประกอบของรูปเรขาคณิต
หลายเหล่ียมได้ รวมทั้งแก้โจทย์ปัญหาประเภท “ให้เขียนเวกเตอร์ที่กําหนด ในรูป
ผลรวมเชิงเส้นของเวกเตอร์อื่น” ได้ 

ขั้นตอนในการแก้โจทย์ปัญหาแบบนี้ได้แก่ 
1. เขียนเวกเตอร์ที่กําหนด ในรูปผลรวมของเวกเตอร์อื่น แบบใดก็ได้ก่อน 
2. พยายามเปล่ียนเวกเตอร์ที่ไม่ต้องการ เป็นผลรวมของเวกเตอร์ที่ต้องการ ทีละข้ัน 
3. เม่ือเหลือเพียงเวกเตอร์ที่ต้องการแลว้ ก็จัดเป็นรูปอย่างง่ายแล้วจึงตอบ 
 

บางคร้ังเราต้องอาศัยสมการของเวกเตอร์อื่น เพ่ือช่วยแปลงให้เป็นเวกเตอร์
ที่ต้องการ (ให้ดูตัวอย่างต่อไปนี้ประกอบ) 

 
 
 

ตัวอย่าง 9.1  สี่เหลี่ยมจตัุรสั ABCD มีจดุ M และ N อยูท่ี่กึ่งกลางด้าน BC และ CD ตามลาํดับ 
ให้หา ABV  ในเทอมของ AMV  กับ ANV  

 
วิธีคิด วาดภาพตามโจทย์ได้ดังรูป 
 

เริ่มต้น เขียน ABV  ในเทอมของเวกเตอร์ใด ๆ  ก่อน 
เช่น      AB AM MBV V V     ____________________ (1) 
จากนั้นพยายามเปลี่ยน MBV  ให้เปน็ AMV  หรอื ANV  ให้ได ้
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จากรูป เราเช่ือมโยง MBV  กับ ANV  ไดด้ังนี ้
         AB AN NC CB  V V V V  
     1AN AB 2MB2  V V V  
หรือจัดรูปสมการได้วา่  1 1MB AB AN4 2 V V V  _________________ (2) 
เม่ือแทนคา่จากสมการ (2) ลงใน (1) ก็จะได้คาํตอบ  1 1AB AM ( AB AN)4 2  V V V V  
                     4 2AM AN3 3 V V  

 

 
 

แบบฝึกหัด ๙.๓ 
 
(30) ส่ีเหล่ียมด้านขนาน ABCD มีจุด P เป็นจุดที่เส้นทแยงมุมตัดกัน 
จุด Q อยู่บนด้าน AB โดย AQ:QB 3:5  
ถ้า AB uV  และ AD vV  ให้หา PQV  ในรูปของ u  กับ v  
 
(31) จากภาพ EF : FB 2:1| | | | V V  ให้หา AFV  ในรูปผลรวมของ a  กับ b  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(32) จากภาพจุด B แบ่งคร่ึงด้าน AC , จุด M แบ่งคร่ึงด้าน AD  
และจุด N กับ O แบ่งด้าน DC  ออกเป็นสามส่วนเท่า ๆ  กัน 
ถ้า AB aV  และ BD a b V  ให้หา MNV  ในรูปของ a  กับ b  
 
(33) สามเหล่ียม ABC เป็นรูปสามเหลี่ยมใด ๆ  ให้ AB aV  และ AC bV  
ถ้า ADV , BEV , CFV  คือมัธยฐานของสามเหล่ียม ตัดกันที่จุด O ให้เขียน DOV  ในรูปของ a  กับ b  
 
(34) ส่ีเหล่ียม ABCD เป็นส่ีเหล่ียมด้านขนาน จุด E อยู่บน CB  โดย 1CE CB3V V , 

จุด F เป็นจุดตัดของ ACV  กับ DEV , หาก EF aEDV V  และ CF b CAV V  ให้หาค่า a กับ b 
 
(35) ให้ D เป็นจุดแบ่งด้าน AC ของสามเหล่ียม ABC โดยที่ AD : DC m:n| | | | V V  
ให้หา BDV  ในเทอมของ BAV  กับ BCV  
 
 
 

E  D  

A  C    B  

  F  
a  2a  

4a  

 b  

ข้อ (31) 

D  

A    B  
 C  

 M  

N  
O  

ข้อ (32) 
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O 

u  
  P (3,4) 

3u 4  
  

 

Q (–1,–6) 

  R (2,–2) 
3v 4  
  

 v  A (x1,y1) 

B (x2,y2) 

2 1

2 1

x xx
y y yAB 

 
 

  
  

   
V  

(36) สามเหล่ียม ABC มีจุด D กับ E เป็นจดุกึ่งกลางด้าน AB  กับ AC  ตามลําดับ 
ให้พิสูจน์ว่า 

(36.1) DEV  ขนานกับ BCV   (36.2) 1DE BC2V V  
 
(37) ในส่ีเหล่ียมคางหมูรูปหนึ่ง ให้พิสูจน์ว่า ส่วนของเส้นตรงที่ลากเชื่อมจุดกึ่งกลางของด้านที่ไม่
ขนานกันนั้น จะขนานกับฐาน และยาวเป็นคร่ึงหนึ่งของผลบวกด้านคู่ขนาน 
 
 

๙.๔ เวกเตอร์ในพิกัดฉาก และเวกเตอร์หน่ึงหน่วย 
 

เวกเตอร์ที่กล่าวถึงที่ผ่านมาทั้งหมด เป็นการมองในพิกัดเชิงขั้ว (Polar 
Coordinate หรือ r ) คืออ้างถึงเวกเตอร์ใด ๆ  ด้วยค่า ขนาด (ความยาว) และ
ทิศทาง (มุมที่วัดทวนเข็มนาฬิกาจากแกน +X) แต่นอกจากนั้นเรายังสามารถอ้างถึง
เวกเตอร์เหล่านี้ในพิกัดฉาก (Cartesian Coordinate หรือ x y ) ได้ ด้วย
ส่วนประกอบในแนวนอน ( x)  และแนวตั้ง ( y)  ดังภาพ 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
      ความสัมพันธ์ระหว่างพิกัดเชิงขั้ว กับพิกัดฉาก 

             x r cos
y r sin

  

  
   

2 2r ( x) ( y)
tan ( y/ x) ความชัน  
   

    
 

 
เวกเตอร์สองอันจะเท่ากัน ก็ต่อเม่ือ x  เท่ากัน และ y  เท่ากัน 
เช่น ในภาพด้านบนจะได้ว่า u v  
เวกเตอร์สองอันจะขนานกัน ( u v ) ก็ต่อเม่ือความชันเท่ากัน 
(การขนานกันนั้น มีทั้งแบบทิศเดียวกันและทิศตรงข้ามกัน) 
และเวกเตอร์สองอันจะตั้งฉากกนั ( u v ) ก็ต่อเม่ือความชันคูณกันได้ –1 
 
 
 

ควรระวังอยาเผลอเอา y อยูบน x อยูลาง แบบนี้ 2 1
2 1

y y
x x

 
  

 เพราะเคยชินกับสูตรหาความชัน 
S 

เวกเตอร ์
ในพิกัดฉาก 
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การบวกลบเวกเตอร์ และการคูณด้วยสเกลาร์ 
จะได้ผลเช่นเดียวกับเมทริกซ์ นั่นคือ 
             a c a c

b d b d
                

  a kak b kb
         

 

หมายเหตุ 

บางตําราใช้ a , b    แทน 
a
b
 
  

 

 
 

เวกเตอร์หนึ่งหน่วย (Unit Vector) คือเวกเตอร์ใด ๆ  ที่มีขนาดเท่ากับ 1 
เวกเตอร์หนึ่งหน่วยที่สําคัญในระบบพิกัดฉาก มีอยู่ 2 ตัว ได้แก่ i  กับ j  

โดย i  แทนเวกเตอร์หนึ่งหน่วยในทิศทาง +X และ j  แทนเวกเตอร์หนึ่งหน่วยใน
ทิศทาง +Y 

นั่นคือ 1i 0
    

 และ 0j 1
    

 

 
เราสามารถเขียนเวกเตอร์ a

b
 
  

 ใด ๆ  ในรูป “ผลรวมเชิงเส้นของ i  กับ 

j ” ได้เสมอ หรือ a a i b jb
     

 นั่นเอง ซ่ึงการเขียนในรูปแบบ a i b j  นั้น

เป็นที่นิยมกว่า a
b
 
  

 

 
ส่วนเวกเตอร์หนึ่งหน่วยในทิศทางของ ABV  ใด ๆ  (ที่ไม่ใช่ 0 ) สามารถ

สร้างได้จากการนําขนาดของ ABV  มาหาร เพ่ือทําให้ขนาดเหลือเพียง 1 หน่วย 

เขียนเป็นสัญลักษณ์ได้ว่า AB
AB| |
V
V

 

 
 

แบบฝึกหัด ๙.๔ 
 
(38) ให้เขียน PQV  ให้อยู่ในระบบแกนฉาก เม่ือกําหนดจุดดังนี้ 
 (38.1) P(2, 4), Q(3, 7)    (38.2) P( 2, 3), Q(4, 5)   
 
(39) ถ้า 3PQ 2

   
 

V  ให้หา 

 (39.1) จุดเร่ิมต้น เม่ือส้ินสุดที่ Q( 2, 5)   
 (39.2) จุดส้ินสุด เม่ือเร่ิมต้นที่ P(4, 6)  
 
(40) คู่อันดับ A(3, 4), B(6, 3), C(7, 1)   ให้หาเวกเตอร์ AB, AC, BCV V V  พร้อมขนาด 
 
 

เวกเตอร ์
หนึ่งหนว่ย 
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(41) 3 2 3u , v , w4 2 4
                  

 ให้หา 2u 3v w   และ 2u 3v w   

 
(42) เวกเตอร์ในแต่ละข้อ ขนานกันหรือไม่ ถ้าขนานให้บอกว่ามีทิศเดียวกันหรือตรงข้ามกัน 
 (42.1) 0

4
 
  

 กับ 0
2

 
  

   (42.2) 4
0
 
  

 กับ 2
0
 
  

 

 (42.3) 0
3
 
  

 กับ 3
0
 
  

   (42.4) 7
14

 
  

 กับ 1
2

 
  

 

 
(43) 13 2u , v , w 24 1

                 
 ให้เขียน w  ในรูปของ au bv  

 
(44) ให้เขียนเวกเตอร์ 6w 9

    
 ในรูปผลรวมเชิงเส้นของ 4 1u , v1 4

          
 

 
(45) ส่ีเหล่ียมด้านขนาน ABCD มี 2 3AB , AD3 4

   
       

V V  

ให้หาผลบวกของกําลังสองของความยาวเส้นทแยงมุมทั้งสองเส้น 
 
(46) กําหนดให้ 4 53u , v , w1 32

                 
 

ให้เขียนเวกเตอร์ต่อไปนี้ในรูป i  กับ j  
 (46.1) u   (46.2) v   (46.3) w  
 (46.4) u v   (46.5) 2u w  
 
(47) กําหนดคูอ่ันดับ A ( 1, 2), B ( 4, 2), C ( 3, 4), D (2, 16/3)      ให้หา 
 (47.1) 2 AB 3 CDV V  ในรูป i  กับ j    (47.2) 2 AB 3CD| |V V  
 
(48) กําหนดให้ 3 2u , v4 8

          
 ให้หา 

 (48.1) เวกเตอร์หนึ่งหน่วย ที่มีทิศทางเดียวกับ u  
 (48.2) เวกเตอร์หนึ่งหน่วย ที่มีทิศทางตรงข้ามกับ v  
 (48.3) เวกเตอร์ขนาด 3 หน่วย ที่มีทิศทางเดียวกับ u v  
 (48.4) เวกเตอร์ขนาดเท่ากับ u v  และมีทิศทางเดียวกับ u v  
 
(49) ถ้า u 3 i 4 j   ขนานกับ PQV  ซ่ึงมีขนาด 15 หน่วย, จดุ P คือ (2, 4)  ให้หาจุด Q 
 
(50) กําหนดจุด P(c, d) และ Q(c a, d b)   ให้หาเวกเตอร์หนึ่งหน่วยทิศตรงข้ามกับ PQV  
 
(51) ให้หาเวกเตอร์ที่มีความยาวเท่ากับ 3 2  หน่วย ทํามุม 45   กับเวกเตอร์ j  
และตั้งฉากกับเวกเตอร์ 1 1i j2 2   
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๙.๕ ผลคูณเชิงสเกลาร ์
 

การคูณเวกเตอร์คู่หนึ่ง จะเกิดผลลัพธ์ที่ต่างกันได้ 2 ลักษณะ คือ 
1. การคูณแบบดอท (Dot Product)  u v  

ให้ผลลัพธ์เป็นสเกลาร์ (ตัวเลข) หรือเรียกว่าผลคูณเชิงสเกลาร์ (Scalar Product)  
2. การคูณแบบครอส (Cross Product) u v  

ยังคงให้ผลลัพธ์เป็นเวกเตอร์ หรือเรียกว่าผลคูณเชิงเวกเตอร์ (Vector Product) 
 

นิยามของการคูณแบบดอท 
เม่ือมองในพิกัดฉาก จะได้ a c (a i b j) (c i d j) ac bdb d

               
 

เม่ือมองในพิกัดเชิงข้ัว จะได้ u v u v cos    
เราสามารถใช้สมการทั้งสองร่วมกัน เพ่ือคํานวณเกี่ยวกับมุม   ระหว่าง 

u  กับ v  ได้ 
 
ข้อสังเกต 
การหาขนาดผลรวมเวกเตอร์ด้วยกฎของโคไซน์ อาจเขียนใหม่ในรูปผลคูณได้เป็น 

2 2

2 2

u v u v 2(u v)
u v u v 2(u v)
    

    
     เม่ือ   คือ มุมระหว่าง u  กับ v  

 
 
สมบัติของการคูณเวกเตอร์แบบดอท 

u v v u
u (v w) u v u w
a(u v) a u v

   

      

   

  

2u u u
0 u 0
u v 0 u v

  

  

    

  

 
สูตรในการหาพ้ืนที่สามเหล่ียม 
เม่ือมีด้านประชิดเป็นเวกเตอร์ u  กับ v  
และมุมระหว่างเวกเตอร์เป็น   คือ   1 u v sin2   

พ้ืนที่ส่ีเหล่ียมด้านขนาน คือ u v sin   
 
 

แบบฝึกหัด ๙.๕ 
 
(52) ให้หา u v  เม่ือ 
 (52.1) 3 2u , v4 3

           
  (52.2) 4 2u , v10 2

         
 

 (52.3) u 3 i 5 j  , v 4 i 2 j    (52.4) 3 4u i j4 5  , v 2 i 5 j   

 

   
u  

v  
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(53) กําหนดคู่อันดับ A (3, 2), B ( 3,5), C (2, 4)   ให้หา 
 (53.1) AB BCV V     (53.2) AB (BC AC) V V V  
 
(54) ให้หามุมระหว่าง u  กับ v  เม่ือกําหนด 
 (54.1)  u 2 i 2 3 j ,  v 3 i j  
 (54.2)  u 2 3 i 2 j ,   v 3 3 i 3 j  
 (54.3) u 2 i 3 j  , v 3 i 2 j    
 
(55) ให้แสดงว่าสามเหล่ียม ABC เป็นรูปสามเหล่ียมมุมฉาก โดยอาศัยการคูณเวกเตอร์ 
เม่ือกําหนดคู่อันดับดังนี้  A (2, 2), B (6, 4), C (10, 14)  และให้บอกว่ามุมใดเป็นมุมฉาก 
 
(56) u i j    และ v 2 i x j   ถ้ามุมระหว่าง u  กับ v  เป็น 135   ให้หาค่าของ x 
 
(57) ถ้า u  กับ v  ทํามุมกัน 60   และ u 2 , v 3  ให้หามุมระหว่าง v u  กับ u  
 
(58) กําหนด u 3 i 4 j   และ u (u v) 24   
ให้หา v cos   เม่ือ   คอื มุมระหว่าง u  กับ v  
 
(59) OP 3 i 4 j V , OQ 12 i 5 j V  ลากเวกเตอร์ QRV  ตั้งฉาก OPV  ที่จุด R ใหห้า ORV  
 
(60) กําหนดให้ A (1, 1), B ( 1, 2), C (7, 3), D (6,5)   เป็นจุดยอดของส่ีเหล่ียม ABCD 
ให้หาขนาดของมุมแหลมที่เกิดจากเส้นทแยงมุมตัดกัน 
 
(61) ให้หาพ้ืนที่สามเหล่ียมตามที่กําหนด 

(61.1) สามเหล่ียม OAB เม่ือ OA 3 i 5 j V , OB 8 i 2 j V  
(61.2) สามเหล่ียมมุมฉาก ABC เม่ือ AB 2 i 2 j V , AC 3 i 3 j  V  
(61.3) สามเหล่ียมที่มี u v  กับ u v  เป็นด้านสองด้าน เม่ือ u 2 i j  , v i j   

 
(62) ABCD เป็นส่ีเหล่ียมด้านขนาน มีพ้ืนที่ 24  ตารางหน่วย และ AB AD 3 V V  
ให้หาค่า ˆtan(DAB)  เม่ือ Â  เป็นมุมแหลม 
 
(63) 12u , v 25

          
 ถ้า u w 11    และ v w 8   ให้หา w v  

 
(64) กําหนดให้ ABC เป็นรูปสามเหล่ียม ที่มี AB uV , BC vV , CA wV  
โดย u 7 , w 15  และ u v 28   ให้หาค่า w(v 2u)  
 
(65) ให้นิยาม u v (ac bd) i (bc ad) j      เม่ือ u a i b j  , v c i d j   
ถ้า a 3 i 4 j  , b 2 i 3 j  , c 3 i 2 j   ให้หา a (b c)   
 
(66) ถ้า u v w 0   , u 2 , v 3 , w 4  ให้หา u v  
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O 

 3  
  P 

  Q 
  1  

    60  
R 

(67) กําหนดเวกเตอร์ a x i y j  , b 4 i 3 j   และ c 5 i 5 j    
ถ้า a b , a 3  และ a c 0   ให้หาค่า x y  
 
(68) u 3 i 4 j  , v 2 i 3 j   ถ้า a  เป็น unit vector ที่ตั้งฉากกบั u  ให้หาค่า v a  
 
(69) เวกเตอร์ใดประกอบกันเป็นรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก 
 ก. 3 i 2 j , i 5 j , 2 i 3 j      ข. 3 i 2 j , i 5 j , 2 i 3 j    
 ค. 3 i 2 j , i 5 j , 2 i 3 j      ง. 3 i 2 j , 2 i 3 j , 3 i 2 j     
 
(70) ข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด 
 ก. ถ้า 2cos 1   โดย   เป็นมุมระหว่าง u  กับ v  แล้ว u v  
 ข. 2 i j  ตั้งฉากกบั 6 12i j5 5   

ค. (u v) (u v) u u 2 u v v v          
ง. ถ้า u 3 i 4 j , v 2 i j     แล้วมุมระหว่าง u  กับ v  เป็น arccos(2/5 5) 

 
 
(71) จากภาพ ให้หา PQ RQV V  
 
 
 
 
 

๙.๖ เวกเตอร์ในพิกัดฉากสามมิติ 
 

ในเนื้อหาเรขาคณิตวิเคราะห์ได้กล่าวไปแล้วว่า ใน ระนาบ (Plane : 2R ) 
หนึ่ง ๆ  เราจะอ้างถึงตําแหน่งหรือจุดใด ๆ  ได้ด้วยค่า พิกัด (Coordinate) โดยระบบท่ี
นิยมใช้มากที่สุดคือระบบ พิกัดฉาก (Cartesian Coordinate) ประกอบด้วยแกน
อ้างอิง 2 แกนที่ตั้งฉากกัน ณ จุดกําเนิด (จุด O) เรียกชื่อแกนนอนและแกนตั้ง ว่า
แกน X และ Y ตามลําดับ 

แกนทั้งสองแบ่งพ้ืนที่ในระนาบ XY ออกเป็น 4 ส่วน เรียกแต่ละส่วนว่า 
จตุภาค (Quadrant) และการอ้างถึงพิกัดในระบบพิกัดฉากนิยมเขียนในรูป คู่อันดับ 
(Ordered Pair) ที่สมาชิกตัวแรกแทนระยะทางในแนว +X และตัวหลังแทนระยะทาง
ในแนว +Y เช่น คู่อันดับ (2, 4)  
 

แต่ในความเป็นจริงจุดใด ๆ  ไม่ได้อยู่ในระนาบเดียวกันเสมอไป แต่อยู่ใน 
ปริภูมิสามมิติ (3-Dimensional Space : 3R ) ดังนั้นเราจําเป็นต้องใช้พิกัดฉาก 3 
มิติ … ซ่ึงประกอบด้วยแกน X, Y และ Z ตั้งฉากกันทีจุ่ดกําเนิด ... ระนาบ XY, 
YZ, XZ แบ่งปริภูมิออกเป็น 8 ส่วน เรียกแต่ละส่วนว่า อัฐภาค (Octant) โดยอัฐ
ภาคที่ 1–4 และ 5–8 จะมีลําดับเหมือนจตุภาคที่ 1–4 ดังรูป 
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O 

u  
  P (3,4,–3) 

u
3
4
3


 
 
  

 

  R (2,–2,0) 

v
3
4
3


 
 
  

 v  
 Q (–1,–6,3) 

A (x1,y1,z1) 

B (x2,y2,z2) 

2 1

2 1

2 1

x xx
AB y y y

z z z
 

   
  

   
      

V  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

หลักในการตั้งลําดับแกนตามมาตรฐานคือ กฎมือขวา (Right Hand Rule) 
... เม่ือแบมือขวาข้ึนตรง ๆ  และแยกนิ้วโป้งให้ตั้งฉากกับนิ้วชี ้ จะได้ว่าปลายน้ิวทั้งส่ีชี้
ไปในทิศ +X, ฝ่ามือหันไปในทิศ +Y และน้ิวโป้งชี้ไปในทิศ +Z 

ระบุตําแหน่งส่ิงต่าง ๆ  ด้วย สามสิ่งอันดับ (Ordered Triple) ที่สมาชิกแต่
ละตัวแทนระยะทางในแนว +X, แนว +Y และแนว +Z ตามลําดับ เช่น สามส่ิง
อันดับ (2, 4, 1)  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
เวกเตอร์ในพิกัดฉากสามมิติ จะอ้างถึงด้วย x , y  และ z  ดังรูป 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

หมายเหตุ บางตําราใช้ a , b , c    แทน 
a
b
c

 
 
 
  

 

 
การคํานวณเก่ียวกับเวกเตอร์สามมิติ 
1. เวกเตอร์สองอันจะเท่ากัน กต็่อเม่ือ x  เท่ากัน, y  เท่ากัน และ z  เท่ากัน 
 
 

Z 

Y 

X

O 

Z 

Y 

X 

1 

2 3 

4 

5 

6 

8 

ระนาบ YZ  (x = 0) 
ระนาบ XZ  (y = 0) 
ระนาบ XY  (z = 0) 

Z 

Y 

X 

Z 

Y 

X 
2 

4 
1 P(2,4,1) Q(2,0,1) 

R(2,4,0) 
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Z 

Y 

X 

O 

u  

    
  

2. เม่ือกําหนดเวกเตอร์หนึ่งหน่วยบนแต่ละแกนดังนี้ 
1

i 0
0

 
   
  

, 
0

j 1
0

 
   
  

 และ 
0

k 0
1

 
   
  

 จะเขียนเวกเตอร์ 
a
b
c

 
 
 
  

 ได้เป็น a i b j ck   

 
3. ขนาดของเวกเตอร์  2 2 2r ( x) ( y) ( z)       
ใช้เป็นสูตรระยะทางระหว่างจุดสองจุดได้ คล้ายทฤษฎีบทปีทาโกรัสใน 2 มิติ 
 
4. การบวกลบเวกเตอร์ และการคูณด้วยสเกลาร์ 

a d a d
b e b e
c f c f

    
                    

  
a ka

k b kb
c kc

  
   
  

   

 

 

5. การคูณแบบดอท   
a d
b e (a i b j ck) (d i e j f k) ad be cf
c f

  
              
    

  

และ  u v u v cos    
ใช้สมการทั้งสองร่วมกัน ในการคํานวณเกี่ยวกับมุม   ระหว่าง u  กับ v  
 
 

จะสังเกตได้ว่าการคํานวณเกี่ยวกับเวกเตอร์ในสามมิตินั้น คล้ายคลึงกับ
เวกเตอร์ในสองมิติ และสมบัติของเวกเตอร์ก็เป็นเช่นเดียวกันทั้งหมด แต่ก็มีส่ิงหนึ่งที่
ต่างออกไป นั่นคือการบอกทิศทางในสามมิติ จะไม่กล่าวถึงความชัน แต่จะวัดจากมุม
ที่เวกเตอร์กระทํากับแกนทั้งสาม เรียกว่า มุมกําหนดทิศทาง (Direction Angle) 
ได้แก่ มุม   (alpha),   (beta) และ   (gamma) 

มุม   คือมุมที่เวกเตอร์ทํากับแกน +X 
มุม   คือมุมที่เวกเตอร์ทํากับแกน +Y 
มุม   คือมุมที่เวกเตอร์ทํากับแกน +Z 

 
 
 
เม่ือนําเวกเตอร์ u a i b j ck    ดอทกับ i , j , k  ทีละอัน 
จะทราบว่า acos u  , bcos u   และ ccos u   

ค่าเหล่านี้เรียกว่า โคไซน์แสดงทิศทาง (Direction Cosine) มักถูกกล่าวถึงแทนมุม 
 
ข้อควรทราบ  2 2 2cos cos cos 1       เสมอ 
 

เวกเตอร์สองอันจะขนานกัน ( u v ) ก็ต่อเม่ือ โคไซน์แสดงทิศทางของ u  
กับ v  ทั้งชุดมีค่าตรงกัน (แสดงว่า u  กับ v  มีทิศทางเดียวกัน) หรือเป็นค่าติดลบ
ของกัน (แสดงว่า u  กับ v  มีทิศทางตรงข้ามกัน) 

และเวกเตอร์สองอันจะตั้งฉากกนั ( u v ) ก็ต่อเม่ือ u v 0   
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u  

v  

u v  

v u  H 

แบบฝึกหัด ๙.๖ 
 
(72) กําหนดพิกัดจุด P(1, 2, 3) และ Q( 1, 3, 5)  ให้หา 
 (72.1) เวกเตอร์ PQV  

(72.2) เวกเตอร์หนึ่งหน่วยในทิศเดียวกับ PQV  
(72.3) เวกเตอร์ขนาด 7  หน่วย ในทิศเดียวกับ QPV  

 
(73) กําหนด u i 3 j   และ v 2 i 2 j 6k     ให้หา 
 (73.1) u v     (73.3) เวกเตอร์หนึ่งหน่วยในทิศ v  
 (73.2) u v    (73.4) ขนาดมุมระหว่าง u v  กับ v  
 
(74) ให้หา u v  และมุมระหว่าง u  กับ v  ในแต่ละข้อ 
 (74.1) u i k    และ v 3 i j   
 (74.2) u 2 i j k    และ v i j 2k    
 
(75) กําหนด u i 2 j 3k   , v 3 i 4 j 2k    และ w 2i 4 j 2k    
ให้พิจารณาว่าเวกเตอร์คู่ใดบ้างที่ตั้งฉากกัน 
 
(76) รูปสามเหลี่ยมที่มีจุด A(2, 1, 1) , B(7, 0, 2)  และ C(3, 2, 1)  เป็นจุดยอด 
เป็นรูปสามเหล่ียมมุมฉากหรือไม่ และถ้าเป็นให้ตอบด้วยว่ามุมใดเป็นมุมฉาก 
 
(77) ให้หาโคไซน์แสดงทิศทางของ u 2 i j 3k    และ v 4 i 2 j 6k     
และพิจารณาว่าเวกเตอร์ดังกล่าวขนานกันหรือไม่ 
 
 

๙.๗ ผลคูณเชิงเวกเตอร์ 
 

การคูณเวกเตอร์แบบครอส เช่น u v  จะยังคงใหผ้ลลัพธ์เป็นเวกเตอร์ มี
นิยามดังนี้ 

a d bf ce i j k
b e cd af a b c
c f ae bd d e f

    
        
           

 

มักจะอาศัย det  ของเมทริกซ์ช่วยจํารูปแบบการครอส และหาผลลัพธ์โดยวิธีโคแฟก
เตอร์ ตัดแถวตัดหลัก 
 

เวกเตอร์ลัพธ์ที่ได้ จะมีทิศตั้งฉากกับระนาบ uv 
หาทิศทางได้ด้วยกฎมือขวา โดยส่ีนิ้วพุ่งไปทาง u  
กํามือเข้าหา v  ผลลัพธ์มีทิศทางตามนิ้วโป้งที่ชูขึ้น 
(ดังนั้น i j k  ,  j k i  ,  k i j  ) 
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u  

v  
w  

ขนาดของเวกเตอร์ลัพธ์ที่ได้ คือ  u v u v sin    
สมการนี้ช่วยคํานวณมุม   ระหว่าง u  กับ v  ได้ หากไม่ต้องการใช้การดอท แต่
จะยุ่งยากกว่ามาก เพราะต้องนําเวกเตอร์มาครอสกันก่อน และผลลัพธ์ก็ยังเป็นไปได้
ทั้งมุมป้านและมุมแหลมพร้อมกันอีกด้วย 
 
สมบัติของการคูณเวกเตอร์แบบครอส 

u v (v u)
u (v w) u v u w
a(u v) a u v
u (v w) (u v) w

    

      

   

     

  
u u 0
0 u 0
u v 0 u v

  

  

    
  

 
สูตรในการหาพ้ืนที่สามเหล่ียม เม่ือมีด้านประชิดเป็น 
u  กับ v  และมุมระหว่างเวกเตอร์เป็น   
คือ 1 1u v sin u v2 2    

พ้ืนที่ส่ีเหล่ียมด้านขนาน คือ u v sin u v    
 
 
ปริมาตรของ ทรงสี่เหล่ียมหน้าขนาน (Parallelepiped) 
ที่มีด้านประชิดเป็นเวกเตอร์ u , v , w  
คือผลคูณเชิงสเกลาร์ของสามเวกเตอร์ 
 

มีค่าเท่ากับ 
1 2 3
1 2 3
1 2 3

u u u
u (v w) v v v

w w w
    ลูกบาศก์หน่วย 

(หากสลับลําดับเวกเตอร์ไม่ถูกต้อง ผลที่ได้อาจติดลบ จึงต้องใส่ค่าสัมบูรณ์กํากับไว้) 
 
 

แบบฝึกหัด ๙.๗ 
 
(78) ให้หา u v  และเวกเตอร์หนึ่งหน่วยที่ตั้งฉากกับ u  และ v  ในแต่ละข้อ 
 (78.1) u 2 i 3 j   และ v i 5 j   
 (78.2) u i 2 j   และ v 3 i k   
 (78.3) u i 3 j   และ v 2 i 6 j    
 
(79) [จากข้อ 74.2]  กําหนด u 2 i j k    และ v i j 2k    ให้หา 

(79.1) u v  
(79.2) พ้ืนที่ของรูปส่ีเหล่ียมด้านขนานที่มีด้านประชิดเป็น u  และ v  
(79.3) ค่า sin ของมุมระหว่าง u  และ v  

 
 

   
u  

v  
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(80) ให้หาพ้ืนที่รูปสามเหล่ียมที่มีจุดยอดดังนี้ 
(80.1) P(1, 2, 3) , Q( 1, 3, 5)  และ  R(3, 1, 0)  
(80.2) A(2, 0, 3) , B(1, 4, 5)  และ  C(7, 2, 9)  

 
(81) ให้หาพ้ืนที่รูปส่ีเหล่ียมด้านขนาน ABCD  เม่ือกําหนด 
 (81.1) A(2, 0, 3) , B(1, 4,5)  และ  C(7, 2, 9)  
 (81.2) AB 3 i 2 j V  และ DA i j 2k   V  
 
(82) ให้หาปริมาตรของรูปทรงส่ีเหล่ียมหน้าขนาน ที่มีด้านประชิดเป็นเวกเตอร์ดังนี้ 

(82.1) u i 2 j 3k   , v 3 i 4 j 2k    และ w i 4 j k    
(82.2) u 2 i 6 j k    , v 2 i 4 j k    และ w 4 i 2 j 2k    
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เฉลยแบบฝึกหัด (คาํตอบ) 
 
(1) ถึง (3) ดูเฉลยวธิีคิด 
(4) 50 กม. ทิศ 350  
(5) 500 3  ทิศ 060  
(6) 300 ทิศ 037  
(7) 50 21  กม./ชม. 
(8) 5 กม./ชม., 037  
(9) u  มีขนาด 6 3  
   ทิศ 060  หรือ 120  
   และ v  มีขนาด 6 
   ทิศ 150  หรือ 030  
(10) u v ,  

   2 2u v , u v  

(11) u v ,  

   2 2u v , u v  
(12) 6, 2 
(13) 2 5  
(14) 150   
(15) 106  
(16) 14  
(17) 5 41  
(18) 3

5arccos  
(19) 4 /5  
(20) ก. 
(21) 18 6 12 36    
(22) arcsin( 3/2 7)  
   หรอื arccos(5/2 7)  
(23) x 1, 2, 1/3    
(24) x 3, 2   
(25) 3 x 2    
(26) 4/3 x 4/3    
(27) x 6 , y 2  
(28) a 2 , b 3   
(29) a 2 , b 1   

(30) 1 1u v8 2   

(31) 1a b3  

(32) 1a b6  

(33) 1 (a b)6   

(34) 1a b 4   

(35)     

  

mBC nBAm nV V  
(36–37) ดูในเฉลยวธิีคิด 
(38) 1

3
 
  

, 6
8

 
  

 

(39) P(1, 7) , Q(1, 4)  

(40) 3 587
    

, 

   4 53
    

, 

   1 174
    

 

(41) 13 , 15 6 2  
(42.1) ขนานกนั 
   โดยมีทิศตรงข้ามกนั 
(42.2) ขนานกนั 
   โดยมีทิศเดยีวกัน 
(42.3) ไม่ขนานกัน 
(42.4) ขนานกนั 
   โดยมีทิศเดยีวกัน 
(43) 3 10u v11 11  

(44) w u 2v   
(45) 50 26 76   
(46.1) 3 i 2 j  
(46.2) 4 i j   
(46.3) 5i 3 j  
(46.4) i j   
(46.5) i j  

(47.1) 21i 20 j   
(47.2) 29 
(48.1) 3 4i j5 5  

(48.2) 1 (i 4 j)
17

  

(48.3) 3 (i 4 j)
17

  

(48.4) 13 (i 4 j)
17

  

(49) (11, 16)  หรือ 
   ( 7, 8)   

(50) 
2 2

a i b j
a b

 


 

(51) 3 i 3 j  
(52) 18, –28, –22, 11/2 
(53) –37, 11 
(54) 90 , 120 ,90    
(55) AB AC 0 V V  
   และ A เปน็มุมฉาก 
(56) 0 
(57) 1

2 7arccos   หรือ 

   3 3
2 7180 arcsin  

(58) 1/5 
(59) 16 (3 i 4 j)25   

(60) arccos(2/ 5) 
(61) 17, 6, 3 
(62) 8 
(63) 2  
(64) 6 
(65) 52 
(66) 3/2 
(67) 21/5 
(68) 1/5  
(69) ข. 
(70) ถูกทกุข้อ 

(71) 1/4 
(72.1) 2 i j 2k    

(72.2) 1 ( 2 i j 2k)3     

(72.3) 7 (2 i j 2k)3    

(73.1) 38  
(73.2) 10 44  
(73.3) 1

38 ( 2 i 2 j 6k)    

(73.4) 18arccos( )
418

 

(74.1) –3, 
   3arccos( )

20
  

(74.2) 3 และ 60  
(75) u  ตั้งฉากกบั w  
(76) เปน็สามเหลี่ยมมุม 
   ฉาก, โดยมุม C เป็น 
   มุมฉาก 
(77) 2 1 3( , , )

14 14 14
 , 

   2 1 3( , , )
14 14 14
   

   ขนานกนั (โดยมีทิศ 
   ตรงข้าม) 
(78.1) 7 k  และ k  
(78.2) 2 i j 6k   , 
   1

41 ( 2 i j 6k)     
(78.3) 0  และ ไม่มี 
(79.1) 3 i 3 j 3k    
(79.2) 3 3  ตร.หนว่ย 
(79.3) 3/2  
(80) 29/2 , 9 13  
(81) 18 13 , 53  
(82) 2, 0 (ไม่เกิดทรง 
   สี่เหลี่ยม)
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 v  
u  

40 km/h 

 60 km/h 
5 

12 

10 

u v  

u  

 v  u v  

u  

u  
 v  

 v  
u v  

u v  

500 1,000 

A 

B 

C 30˚ 

30˚ 30˚ 



200 
50 30˚ 30˚ 

4 



3 

พายจริง 

เฉลยแบบฝึกหัด (วธิีคิด) 
 
(1) หัวตอ่หาง            หางต่อหาง 
 
 
 
 
 
หัวต่อหาง               หางตอ่หาง 
 
 
 
 
 

 
 
(2)                      (3) 
 
 
 

 
 
(4) u  คือ ระยะทาง 50  กม. ทิศ 350  

 
 
(5) 
 
 
 
 
 
 

2 21,000 500 2(1,000)(500)(cos 60 )|AC|   V  
       2 2500 2 1 2(2)(1)(1/2)  
     500 3  กม. 
หาทิศด้วยกฎของ sin  
คือ sin sin60 30500 500 3

 
      ทิศ 060  

 
 
 
 
 

(6) 
    2 2240 180 300   กม./ชม. 

 
 
ทิศ 037   (เป็น   มุมฉาก อตัราสว่น 3:4:5) 

 
 
(7)  
 
 
 
 
 

ตอบ  2 250 200 2(50)(200)cos 60    
  2 250 1 4 2(1)(4)(1/2)  
50 21  กม./ชม.  

 
 
(8) 
 
 

ตอบ  5  กม./ชม. 
    ทิศ 037   

 

 
 
(9) กรณีที ่1 
 
 
 
 

2 2u 6 6 2(6)(6)cos 60 6 3      หน่วย 
2 2v 6 6 2(6)(6)cos 60 6      หน่วย 

(   ด้านเทา่) 
ทิศ u  คือ 060 , ทิศ v  คือ 150  
 
กรณทีี่ 2 
 
 
 
 
 

ทิศ u  คือ 120 , ทิศ v  คือ 030  

 

240 
180 

6 

6 
60˚ 

A B 

C 
u  v  

6 

6 
60˚ A 

C 

u  v  

B 
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(10)     0 u v u v  

    
2 290 u v u v  

    180 u v u v   

 
 
(11)     0 u v u v  

    
2 290 u v u v  

    180 u v u v  
[หมายเหต ุขอ้ 10, 11 จะคดิโดยวาดรูป หรือ 
โดยใช้กฎของ cos  ก็ได้] 

 
 
(12) ถ้า u v w 0    แสดงว่าหัวชนหางกนัหมด
พอดี เปน็รูป   แต่จากขนาดที่ใหม้า 2, 4, 2  
ไม่เป็น   แต่เปน็แค่เสน้ตรงดังรูป 
 
 
 

u v 2 4 6 , u v 4 2 2          

 
 
(13)                               
 
 
 

    2 2u v w 2 4 2 5  

 
 
(14) 2 2

uv25 12 3 4 3 2(4)(3)cos      
  uv25 24 cos    
       uv uvcos 3/2 150  

 
 
(15) 2 2

uv12 10 5 2(10)(5) cos     
uv2(10)(5)cos 19    

2 2
uv

2 2
u v 10 5 2(10)(5) cos

10 5 19 106
    

   
 

 
 

(16) 2 26 4 3       11      
2 2u v 4 3  11 14       

 

(17) u v  ดังนั้น 
2 2u v u v 4 5 41       

ตอบ  2 41 3 41 5 41   

 
 
(18) ให้ u v a   จะไดว้่า  

2 2 2 2 2 2a a 2a cos 2 a a 2a cos        
2 22a (1 cos ) 4(2a )(1 cos )      

3 3cos arccos5 5       

 
 
(19) ให้ u w a   จะได ้

2 22 2
uv vwa v 2a v cos v a 2 v a cos        

    uv vwcos cos  

เนื่องจาก uv 5 
  ดังนัน้ vw

4
5 
  

(มองจากวงกลมหนึ่งหน่วยในเรื่องตรีโกณมิต)ิ 

 
 
(20) 

 แสดงว่ายาว 2  ซม. ทุก 
 ส่วนเพราะประกอบจาก 
 สามเหลี่ยมดา้นเท่า 

 
 

ก. AD FDV V  ยาวเกิน 4 ซม. ถูก  
เพราะแค่ ADV  ก็ยาว 4 ซม. แลว้ 
และ FDV  ยังช้ืในทิศต่อออกไปอีก 
ข. AB EDV V  ยาว 4 ซม. พอด ี
ค. FO DOV V  ยาว 2 ซม. 
ง. OD OBV V  ยาว 2 ซม. 

 
 
(21)       u 4v 3v 2w 2w v u  
และ      3v 4w 2w 5u 6w 3v 5u  
ดังนัน้ จาก 2 สมการ จะได ้    3v 3u 3v 5u  
    u 3v w 2v  
 ถ้า     w 12 v 6 u 18  
ตอบ  18 6 12 36    

 
 

v  
u  w  

3 1 

2 v  
w  u  

O 

2 
A 

B C 

D 

E F 



บทที่ ๙  Math E-Book 
Release 2.6.4 

344 

(22) หาขนาดกอ่น 
 
 
 
 
 

2 2 1u 2 1 2(2)(1)( ) 72      

ก. หาคา่   โดยกฎ sin 
sin sin 120 3arcsin( )1 7 2 7

 
     

หรือ ข. หาคา่   โดยกฎ cos เชน่เดิมก็ได ้
  w 2v u  

22w 2 7 2(2)( 7)cos 1      
  

5arccos( )2 7   (มีค่าเทา่กัน) 

 
 
(23) u // v   แสดงว่า สัมประสิทธิ์ 0  
นั่นคอื 2 2x 6x 2 x 2x 0      และ 1 x 0    

23x 5x 2 0 (3x 1)(x 2) 0         
1x , 2, 13     

 
 
(24) 2u // v x 5 1 x 0      

(x 3)(x 2) 0 x 3, 2        

 
 
(25) จาก 2(x 5 1 x)u 2v      
u  มีทิศเดียวกับ v  แสดงว่า 
สัมประสิทธิ์ของ u  จะตอ้งติดลบด้วย 

      2x x 6 0 (x 3)(x 2) 0  
   3 x 2  

 
 
(26) 2 2 2(6 3x ) v (100 ) u3 5     

ทิศเดียวกัน แสดงว่า 
สัมประสิทธิ์ของ v  เป็นบวกด้วย 
      2 2163x 0 9x 16 03  

   4 / 3 x 4 / 3  

 

(27) u  ไม่ขนาน v  แสดงว่าสัมประสิทธิ์ 0  
ทุกตวั    x 2 2y 0  ..... (1) 
และ x 8 y 0    ..... (2)  x 6, y 2    

 
 
(28) 3 3a b 0   .....(1) 
8 a 2b 0    .....(2)     a 2, b 3     

 
 
(29) 3[(a 4b) u (2a b 1) v]     
         2[(b 2a 2) u (2a 3b 1) v]        
 u  ไม่ขนาน v  ดังนัน้ 
3(a 4b) 2(b 2a 2) 0      ..... (1) 
3(2a b 1) 2(2a 3b 1) 0       .....(2) 
แก้ระบบสมการได้  a 2, b 1    

 
 
(30) 
 
 
 
 
 

PQ PB BQ V V V  
     1 5 1 1u v ( u) u v2 8 8 2        

[หมายเหต ุแบบฝึกหดันี้แต่ละข้อทําได้หลายวิธ ี
เช่น ขอ้นี้อาจเริม่จาก PQ PA AQ V V V  

 1 3 1 1u v u u v2 8 8 2       ]  

 
 
(31) จากรูปในโจทย์ 

1AF AB BF (2a) (a b 4a)3     V V V  
              1a b3   

 
 
 
 
 
 
 

v  
w  

u 2v w   

v  
120˚ 

D C 

A u  
v  

B 3  Q  5 

P 
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M 

A B 
C 

O 
N 

D 

a  
a b  

A 
B 

D 

C 

a  

b  
O 

m 

n 
B 

A 

C 

D 

C 
B 

D 

A 

E 

A 
F 

E 
C 

B 

D 

(32) 
 
 
 
 
 

   1 1MN MD DN AD DC2 3V V V V V  

          

AB BD BC BD

1 1 1(a (a b)) (a (a b)) a b2 3 6
V V V V

 

 
 
(33) 
 
 
 
 

      1 1 1 1DO DA ( (a b)) (a b)3 3 2 6V V  

 
 
(34)  
 

    จาก   คล้าย 
    AFD  กับ CFE  
     

 
จะได้วา่   EF : FD CF : FA CE : DA 1 : 3  
ดังนัน้  1EF ED4V V  และ  1CF CA4V V  
ตอบ    1a b 4  

 
 
(35) 

จาก  BD BC CDV V V  
       

nBC CAm nV V  .....(1) 

และ  BD BA ADV V V  
       

mBA CAm nV V  .....(2) 

(1)+(2);     
n m2BD BC BA CAm nV V V V   

แทน   CA BA BCV V V  

    
n m2BD BC BA (BA BC)m nV V V V V  

  
    

  

mBC nBABD m nV VV   ตอบ 

[สังเกต ผลที่ได้เหมือนกับสตูรจดุแบ่งเส้นตรงเป็น
อัตราส่วน m:n ในบทเรียนเรขาคณิตวิเคราะห]์ 

 
 
(36) 
 
 
 
 
 

 DE DA AEV V V  .....(1) 
   BC BA AC 2DA 2 AEV V V V V  .....(2) 

เทียบ (1) กับ (2) พบว่าเป็น 2 เท่าของกันและกัน 
ดังนัน้  1DE BC2V V  และ DE // BCV V  ด้วย 
(การพสิูจน์วา่ขนาน ตอ้งพิสจูน์วา่เป็น a เทา่ของกนั
และกัน) 

 
 
(37)  
 
 
 
 

  BE BC CD DEV V V V  .....(1) 
  AF AB BE EFV V V V  

      BC BE DEV V V  .....(2) 
(1)–(2);    BE AF CD BEV V V V   
ดังนัน้    CD AFBE 2

V VV  

 
 
(38.1)           

3 2 1PQ 7 4 3V  

(38.2)     
6PQ 8V  

 
 
(39.1)                

3 2 x P(x, y) (1, 7)2 5 y  

(39.2)              
3 x 4 Q(x, y) (1, 4)2 y 6  

 
 
 

A B 

D C 
1 

2 
F E 3 
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(40)       
2 23AB , |AB| 3 7 587V V  

    
1BC , |BC| 174V V  

    
4AC , |AC| 53V V  

 
 
(41) 6 6 3 32u 3v w 8 6 4 2

                
 

2 22u 3v w 3 2 13       
แต่  2u 3v w 2(5) 3(2 2) 5      

15 6 2       [อย่าลืม!! u v u v   ] 

 
 
(42.1) ขนานกนั ทิศตรงข้ามกนั 
(42.2) ขนานกนั ทิศเดียวกัน 
(42.3) ไม่ขนานกัน 
(42.4) ขนานกนั (ความชัน 2  ) ทิศเดียวกัน 
(ดูทิศจากเครือ่งหมายบวกลบที ่ x, y ) 

 
 
(43) 1 3 2a b2 4 1

                 
 

แสดงว่า 1 3a 2b    และ 2 4a b   
3 10a , b11 11       ตอบ  3 10w u v11 11   

 
 
(44) เหมือนขอ้ที่แล้ว คอื 
6 4a b   และ 9 a 4b    a 1, b 2    
ตอบ  w u 2v   

 
 
(45)  
 
 
 
 
 
เส้นทแยงมุมคือ ACV  กับ BDV  
หา ACV  ได้จาก      

5AB AD 1V V  

หา BDV  ได้จาก      
1AD AB 7V V  

และได้ |AC| 26V , |BD| 50V  
ตอบ  26 50 76   

 
 
(46.1) u 3 i 2 j   
(46.2) v 4 i j    
(46.3) w 5i 3 j   
(46.4) u v i j     
(46.5) 2u w i j    

 
 
(47.1)       282AB 3CD 2( 3 i 4 j) 3(5 i j)3V V  
                     21 i 20 j  
(47.2)    2 22AB 3CD 21 20 29| |V V  

 
 
(48.1)  

u 3 4i j5 5u  

(48.2) ใส่ลบเพราะตอ้งการทิศตรงขา้ม 
v 2 8 1 4i j i jv 17 1768 68      

(48.3)    u v i 4 j  ต้องการ 3 หน่วย 
คือ 3 (i 4 j)17   

(48.4) 2 2u v 5 12 13     หนว่ย 

 ตอบ  13 (i 4 j)17   

 
 
(49)      3 4PQ 15( i j) (9 i 12 j)5 5V  
[บวกลบ เพราะ “ขนานกนั” อาจเป็นทิศตรงขา้มก็
ได้] 
ถ้า  PQ 9i 12jV  ได้ Q(11, 16) 
ถ้า   PQ 9 i 12 jV  ได้ Q( 7, 8)   

 
 
(50)   PQ a i b jV  ตอบ  2 2

a i b j
a b

 


 

 
 
 

A D 

B C 
2
3 

  
 

3
4 
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 v u  

u  

v  
2 

3 
60˚ 45˚ 

1/ 2
1/ 2
 
  

 
j  3 2  

O 
P 

R 

Q 



(51) 
 
 
 
 
เวกเตอรท์ี่ตอ้งการจะอยู่ใน 1Q  
แยกเวกเตอร์ขนาด 3 2  ลงบนแกน X และ Y 
จะได้ดา้นละ 3 หน่วย ดังนัน้ตอบ 3 i 3 j  

 
 
(52.1) u v (3)(2) ( 4)( 3) 18       
(52.2) 8 20 28     
(52.3) 12 10 22     
(52.4) 3 1142 2   

 
 
(53.1) 56 3717

          
 

(53.2)   AB BC AB ACV V V V  
       1637 37 48 117 6

                
 

 
 
(54.1) u v u v cos    
         u v 2 3 2 3 0 90  
(54.2) u v (2 3)( 3 3) (2)(3) 12       
        12 (4)(6)cos 120  
(54.3)       u v 0 90  

 
 
(55)                   

4 8 4AB , AC , BC2 16 18V V V  

พบว่า  AB AC 0V V        มุม A 90   

 
 
(56) u v u v cos    
     22 x ( 2)( 4 x )cos 135  
     2x 2 4 x  
      2 2x 4x 4 4 x x 0  

 
 
 

(57) 
   คิดได ้2 แบบ 

 
 
 
 

แบบแรก ใช้กฎของไซน์ในสามเหลี่ยม 
จาก      2 2v u 3 2 2(3)(2)cos 60 7  

จะได้  
   

sin sin60 3 3arcsin( )3 7 2 7
 

3 3180 arcsin( )2 7      

 
แบบที่สอง ใช้การคูณเวกเตอร ์

    (v u) u v u u cos  
     

2v u u v u u cos  
    2(3)(2)(cos60 ) (2) ( 7)(2)cos  

1arccos( )2 7     

(หมายเหตุ  2 คําตอบนี้มีค่ามุมเท่ากัน) 

 
 
(58)      

2u(u v) 24 u u v 24  
      2(5) (5) v cos 24 v cos 1 / 5  

 
 
(59) 

 
 
หามุม   ก่อน 
จาก OQ OPV V  
          

1636 20 16 (5)(13)cos cos 65  

ดังนัน้      13 16 16|OR| |OQ|cos 565V V  

ORV  เวกเตอร์ 16
5  หน่วยในทิศ OPV  

    16 3 164OR ( i j) (3 i 4 j)5 5 5 25V  
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2 

w  

u  v  

4 
3 



A 
C 

B 

w  

u  v  
u v w    

(60) ลองพลอ็ตจุดลงบนแกน เพือ่หาลาํดับการ
เรียง จะพบวา่ เส้นทแยงมุมเปน็ ACV  กับ BDV  

           
6 7AC , BD2 7V V  

มุมระหวา่งเส้นทแยงมุม คดิจาก AC BDV V  
   42 14 ( 40)( 98)(cos ) 
   1arccos 5  

 
 
(61.1) หามุม   ระหว่าง OAV  กับ OBV  ก่อน 
      OA OB 24 10 34 68 cosV V  
   45   ..พืน้ที่   1OAB |OA||OB|sin2 V V  

    1 134 68 172 2  ตร.หนว่ย 

(61.2)  AB AC 0V V  แสดงว่า มุม A 90   
พื้นที่   1 |AB||AC|2 V V  

1 (2 2)(3 2) 62   ตร.หนว่ย 

(61.3)      u v 3 i , u v i 2 j  

หามุม      
13 (3)( 5)cos cos
5

 

   
2sin
5

 พืน้ที่ 1 2(3)( 5)( )2 5    

3  ตร.หนว่ย 

 
 
(62) 
 
 
 
พื้นที่    AB||AD| sin 24| V V  

   AB AD AB||AD|cos 3|V V V V  
tan 8    

 
 
(63) ให้ aw b    

 จะได ้2a 5b 11    

และ a 2b 8   ดังนั้น a 2, b 3   
             
2 1w w v3 1  

  w v 2  

 

 
 
(64) u 7 , 

 u v 28 , w 15  
  u v 15  
   

227 v 2(28) 15   
 v 120  
 

หา w (v 2u) ( u v)(v 2u)      
2 2u v 2 u v 2u v        

2 2 2u v 2 u v 28 2(7) 120 6         

 
 
(65)  b c (2)(3) ( 3)(2) i     
             ( 3)(3) (2)(2) j 13 j     

a (b c) (3 i 4 j) (13 j) 52         
   a (b c) 52  

 
 
(66) 

 
u v w 0    
แสดงว่าเป็น   ดังรูป 
หามุม   โดย 

2 2 24 2 3 2(2)(3)cos     
   cos 1 / 4  .... arccos( 1 / 4)     
 มุมระหว่าง u  กับ v  จะต้องวัดระหวา่งหางกับ
หางเทา่นัน้ คือ 1180 arccos( )4    

ดังนัน้ 1u v u v cos(180 arccos( ))4      
1 1 3u v ( cos(arccos( )) (2)(3)( )4 4 2      

 
 
(67)       a b a b 0 4x 3y 0 ... (1) 

   2 2a 3 x y 3  ..... (2) 
แก้ระบบสมการได้ x 9 / 5, y 12 / 5   หรอื 
x 9 / 5, y 12 / 5     
โจทย์ให ้ a c 0   ดังนัน้ 9 12a i j5 5   

และ x y 9 / 5 12 / 5 21 / 5     เทา่นัน้ 

 

A D 

B C 
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  P 
  Q 

R 

60˚ 
120˚ 

(68) ให้ a x i y j   จะได ้ 3x 4y 0  .....(1) 
และ 2 2x y 1   .....(2) 
 ได้ 4 3x , y5 5   หรอื 4 3x , y5 5     

8 9 1v a 5 5 5      หรอื 8 9 1
5 5 5    

 
 
(69) เวกเตอร ์3 อันจะประกอบเป็น   ได ้
แสดงว่า a b c 0     พอดี (บวกหรือลบก็ได)้ 
  นี้เปน็มุมฉากดว้ย แสดงว่า 22 2a b c   
หรือมีคู่หนึ่งซึ่ง a bm m 1    
ก. m 2/3, 5, 3/2  ไม่ถูก 
ข. m 2/3, 5, 3/2    ถูก และพบว่า 
(3 i 2 j) (i 5 j) (2 i 3 j) 0       ด้วย ตอบ ข. 
ค. m 2/3, 5, 3/2   ถูก แต่ไม่สามารถบวกลบ
กันให้เป็น 0  ได้เลย ขอ้ ค. จึงยังไม่ใช่.. 
ง. m 2/3, 3/2, 2/3    ไม่เป็น   
เพราะมีคูห่นึ่งที่ขนานกัน      

 
 
(70) ก.        cos 1 0 , 180  ถูก 
ข. ดอทกันได้  0 ตั้งฉาก ถูก 
ค. ถูก เพราะ u v v u    
ง. ถูก  จาก u v 6 4 (5)( 5) cos      

arccos(2/5 5)    

 
 
(71)    PQ RQ PQ (RP PQ)V V V V V  
       2PQ RP |PQ|V V V    ซึง่  2 2|PQ| 1 1V  
ดังนัน้    PQ RQ PQ RP 1V V V V  
หามุมระหวา่ง PQV  กับ RPV  
ได้เป็น 120  ดังภาพ 
และ    3|RP| 3 sin60 2V  
 ตอบ    3 1(1)( )(cos 120 ) 1 42  

 
 
(72.1)       PQ ( 1 1)i (3 2)j (5 3)kV  
            2 i j 2k     
 

(72.2) เนื่องจาก   2 2 2|PQ| 2 1 2V  
     9 3    ดงันัน้ตอบ 2 1 2i j k3 3 3    

(72.3)     QP PQ 2 i j 2kV V  
ดังนัน้ตอบ    7 (2 i j 2k)3  

 
 
(73.1) u v i j 6k      

2 2 21 1 6 38     
(73.2) 2 2 2 2 2u v 1 3 2 2 6       

10 44   
(73.3) เนื่องจาก v 44  
ดังนัน้ตอบ  1 ( 2 i 2 j 6k)

44
     

(73.4) u v i j 6k ,      
v 2 i 2 j 6k      นาํมาดอทกนั 
จะได้ (u v) v 2 2 36      

u v v cos 38 44 cos         
36 18cos 38 44 418   


 

  
18arccos( )
418

 

 
 
(74.1) u v 3 0 0 3        

3u 2 v 10 arccos 20


      

(74.2) u v 2 1 2 3      
      

3u 6 v 6 arccos 606  

 
 
(75) u v 3 8 6 1      
v w 6 16 4 26      
w u 2 8 6 0          u w   

 
 
(76)   AB 5 i j 3kV  

  AC i 3 j 2kV        BC 4 i 2 j kV  
พบว่า  AC BC 0V V  
ดังนัน้ ABC  เป็น  มุมฉาก, มุม C 90   
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(77) สําหรับ u  .... u 14  
2 1cos , cos14 14


      และ 

3cos 14   

สําหรับ v  .... v 2 14  
4 2 1cos , cos2 14 14 14
 

        

และ 3cos 14


   

ดังนัน้ u  กับ v  ขนานกนั (โดยมีทิศตรงขา้มกนั)  

 
 

(78.1) เนื่องจาก 
i j k

u v 2 3 0
1 5 0

  


 

0 i 0 j 7k 7k      
เวกเตอรห์นึง่หนว่ยทีต่ั้งฉากกับ u  และ v  ก็คอื
เวกเตอรท์ี่ขนานกับ u v  นัน่เอง 
 ตอบ k  (นําขนาดคือ 7 ไปหาร) 

(78.2) 
i j k

u v 1 2 0 2 i j 6k
3 0 1

        

และเวกเตอร์หนึง่หนว่ย 1 ( 2 i j 6k)41      

(78.3) 
i j k

u v 1 3 0
2 6 0

 
 

 

0 i 0 j 0k 0     (เนื่องจาก u // v  นัน่เอง) 
และเวกเตอร์หนึง่หนว่ย ไม่มี 

 
 

(79.1) 
i j k

u v 2 1 1 3 i 3 j 3k
1 1 2

        

(79.2) พื้นที่ u v sin u v    
2 2 23 3 3 3 3     ตร.หนว่ย 

(79.3) จาก u v u v sin    จะได้ 

      
33 3 6 6 sin sin 2  

 
 
 
 
 
 

(80.1)    PQ 2 i j 2kV  
  PR 2 i 3 j 3kV  

พื้นที่    1 1|PQ||PR|sinP |PQ PR|2 2V V V V  

จาก      
 

i j kPQ PR 2 1 2 3 i 2 j 4k
2 3 3

V V  

 พืน้ที่ 2 2 21 293 2 42 2      ตร.หน่วย 

[ใช้ QP QRV V หรอื RP RQV V  ก็ได้เช่นกัน] 
 
(80.2)    AB i 4 j 8kV  

  AC 5 i 2 j 12kV  

     
i j kAB AC 1 4 8 32 i 52 j 22k
5 2 12

V V  

พื้นที่ 2 2 21 32 52 22 9 132      ตร.หน่วย 

 
 
(81.1)   BA i 4 j 8kV  

  BC 6 i 2 j 4kV  

       


i j kBA BC 1 4 8 32 i 52 j 22k
6 2 4

V V  

พื้นที่ 2 2 232 52 22 18 13    ตร.หน่วย 
 

(81.2)     AB 3 i 2 j , AD i j 2kV V  

       


i j kAB AD 3 2 0 4 i 6 j k
1 1 2

V V  

พื้นที่ 2 2 24 6 1 53    ตร.หน่วย 

 
 

(82.1) 
1 2 3

u (v w) 3 4 2
1 4 1


  


 

(1)( 12) ( 2)( 5) (3)(8) 2        ลบ.หน่วย 
(หากคดิไดต้ิดลบ ให้ตอบเฉพาะขนาดนะ!) 

(82.2) 
2 6 1

u (v w) 2 4 1
4 2 2
 

   


 

0  ลบ.หน่วย  (แสดงว่าไม่เกิดทรงสีเ่หลี่ยม 
เพราะเวกเตอร์ทัง้สามอยู่ในระนาบเดียวกนั) 

 
 



เร่ืองแถม 
สิ่งที่ไม่ต้องรู้ก็ได้ : ลําดับการคิดค้นเน้ือหาคณิตศาสตร์.. 
 

เรื่อง ผู้คิดค้น (ประเทศ) ปี ค.ศ. 
ระบบจํานวน 60 และ 360 (เช่น มุม, เวลา) ชาวบาบิโลนและอียิปต์โบราณ –3000 แนวคิดเร่ืองอัตราส่วน  
ทฤษฎีบทปีทาโกรัสในสามเหลี่ยมมมุฉาก Phythagoras of Samos (กรีก) –500 
ข้ันตอนวิธีในการหา ห.ร.ม. Euclid (กรีก) –300 
แนวคิดเร่ืองตรีโกณมิติ Hipparchus (กรีก) –140 
ค่าอัตราส่วนตรีโกณมิติของมุม 30° 45° 60° Ptolemy (กรีก) 200 
แนวคิดเร่ืองสมการกําลังสอง Abu Ja'far Muhammad ibn  

Musa al-Khwarizmi (แบกแดด) 830 
ลอการิทึมธรรมชาติ (ฐาน e) หรือลอการิทึมเนเปียร์ John Napier (สก๊อตแลนด์) 1618 
ช่ือฟังก์ชันไซน์ และสัญลักษณ์ sin Edmund Gunter (อังกฤษ) 1624 
หลักการแยกตัวประกอบและแก้สมการพหุนาม Thomas Harriot (อังกฤษ) 1631 
การเขียนกราฟ, คู่อันดับ และผลคูณคาร์ทีเซียน René Descartes (ฝรั่งเศส) 1637 
ทฤษฎีบททวินาม Blaise Pascal (ฝรั่งเศส) 1654 
ใช้สัญลักษณ์ ∞ แทนจํานวนที่มีค่ามากจนไม่ส้ินสุด John Wallis (อังกฤษ) 1655 
แคลคูลัส (อนุพันธ์และการอินทิเกรต) Isaac Newton (อังกฤษ) 

และ Gottfried Leibniz (เยอรมัน) 1666 
กฎของโลปีตาลในการคํานวณลิมิต Guillaume de L'Hôpital (ฝร่ังเศส) 1696 
ใช้สัญลักษณ์  แทนอัตราส่วนเส้นรอบวงกลม William Jones (อังกฤษ) 1706 
สัญลักษณ์ e, i (จํานวนจินตภาพ) และ f(x) Leonhard Euler (สวิส) 1727 
การกระจายแบบปกติ โค้งรูประฆัง Abraham de Miovre (ฝร่ังเศส) 1733 
แก้ปัญหาสะพานเคอนิกส์แบร์ก Leonhard Euler (สวิส) 1736 
กฎของคราเมอร์ (แก้ระบบสมการเชิงเส้นด้วย det) Gabriel Cramer (สวิส) 1750 
หลักการมีตัวประกอบจํานวนเฉพาะชุดเดียว Karl Friedrich Gauss (เยอรมัน) 1801 
ตรรกศาสตร์แบบสัญลักษณ์ George Boole (อังกฤษ) 1847 
แผนภาพของเซต John Venn (อังกฤษ) และ 

Leonhard Euler (สวิส) 1860 
ทฤษฎีกราฟ Dénes König (ฮังการี) 1936 
แผนภาพลําต้น-ใบ และแผนภาพกล่อง John Wilder Tukey (อเมริกา) 1977 
จํานวนเฉพาะ ที่มีค่าสูงที่สุดที่ค้นพบ 
คือ 274207281 – 1 (มีอยู่ 22,338,618 หลัก) Curtis Cooper 2016 

ค่าของ e จนถึงทศนิยมละเอียดที่สุดที่คํานวณได้ 
ความยาว 5 ล้านล้านตําแหน่ง Ron Watkins 2016 

ค่าของ  จนถึงทศนิยมละเอียดที่สุดที่คํานวณได้ 
ความยาว 22.4 ล้านล้านตําแหน่ง Peter Trueb 2016 

 
หมายเหตุ  นอกจากที่เราเห็นช่ือผู้คดิค้นอย่างชัดเจน เช่น ทฤษฎีบทปีทาโกรัส, กฎของโลปีตาล, กฎของคราเมอร์, 
วิธีหา ห.ร.ม. ของยุคลิด, แผนภาพเวนน์-ออยเลอร์, สามเหลี่ยมปาสคาล ฯลฯ ยังมีอีกหลายช่ือที่น่าสนใจครับ.. 
(1) คําว่า algebra (พีชคณิต) และ algorithm (กระบวนการคิด) มาจากช่ือของ al-Khwarizmi 
(2) คําว่า cartesian มาจากช่ือของ Descartes 
(3) สัญลักษณ์ e มาจากช่ือย่อในลายเซ็นของ Euler ซึ่งเป็นผู้ประมาณค่าของ e และพิสูจน์ว่าเป็นจํานวนอตรรกยะ 
ส่วน Jones เลือกใช้อักษรกรีก  (pi) แทนอัตราส่วน 3.14.. เพราะมีเสียงข้ึนต้นเหมือน perimeter (เส้นรอบรูป) 
และ Wallis เลือกใช้สัญลักษณ์ ∞ แทนค่ามากจนไม่ส้ินสุด เพราะ ∞ เป็นตัวเลขในภาษากรีก แปลว่าหนึ่งพัน 
(4) ตรรกศาสตร์แบบสัญลักษณ์ บางครั้งเรียกตัวแปรค่าความจริงว่า boolean มาจากช่ือของ Boole 
(5) โคง้ปกติรูประฆัง บางคร้ังเรียกว่า Gaussian distribution มาจากช่ือของ Gauss 
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(หน้าว่าง) 



 
 

บทที ่๑๐ 
จํานวนเชิงซ้อน 

 
 

ระบบจํานวนที่ศึกษาและใช้งานกันโดยทั่วไป คือ
ระบบจํานวนจริง (Real Number; R) ซึ่งเราอาจ
พบว่าสมการบางสมการ ไม่มีคําตอบที่เป็นจํานวนจริง 
(เพราะภายในรากที่สองมีค่าติดลบ) เช่น 2x 4 0   
หรือ 2x x 2 0    ฯลฯ   จึงไดม้ีการสมมติจํานวนแบบ 

ใหม่ข้ึนมาใช้เพ่ิมเติม เพ่ือให้ทุกสมการมีคําตอบเสมอ และจํานวนแบบใหม่
น้ีเรียกว่า จาํนวนจินตภาพ (Imaginary Number; mI ) 
 

จํานวนจินตภาพ กับจํานวนจริง ประกอบกันเป็นระบบจํานวนที่ใหญ่ที่สดุ 
เรียกว่าระบบจํานวนเชิงซ้อน (Complex Number; C) ซึ่งจํานวนประเภท
น้ีมีประโยชน์อย่างมากในการคํานวณทางวิศวกรรม เช่น วงจรไฟฟ้ากระแส 
สลับ ดังที่จะได้แสดงตัวอย่างไว้ในหน้าสุดท้ายของบทน้ี 

 
 

จํานวนจนิตภาพ คือจํานวนทีอ่ยู่ในรูป bi 
โดย b เป็นจํานวนจริง และ i 1   
เช่น สมการ 2x 4 0   จะได้คําตอบเป็น x 4    นั่นคือ x 2 i, 2 i   

สมการ 2x x 2 0    ใช้สูตรหาคําตอบจะได้   
   

1 7 1 7x i2 2 2  

ระบบจํานวนที่ใหญ่ที่สุด ซ่ึงประกอบด้วยส่วนจริงและส่วนจินตภาพ ในรูป 
a bi  (โดย a, b  R ) เรียกว่า จํานวนเชิงซ้อน (Complex Number; C ) มี a 
เป็นส่วนจริง (Real Part) และ b เป็นส่วนจินตภาพ (Imaginary Part) และมักแทน
ตัวแปรที่เป็นจํานวนเชิงซ้อนด้วย z 
 
หมายเหตุ 
1. จาก z a bi   บางทีเขียนว่า a Re(z)  และ b Im(z)  ก็ได้ 
เช่น ถ้า 1z 3 2 i   จะได้ 1Re(z ) 3  และ 1Im(z ) 2   
2. บางตําราใช้ j 1   แทน i เพ่ือป้องกันการสับสนกับตัวแปรอ่ืน 
เช่น กระแสไฟฟ้า 

ลักษณะของ 
จํานวนเชิงซ้อน 

(บทที่ ๕–๑๖ นํามาจาก R2.2.04 และจะทยอยปรับปรุงเนื้อหาทีละบท จนเป็น R2.9 ฉบับสมบูรณ์ครับ) 

C
 m

p
x 
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Im 

Re 0       3 

(3,–2)  –2 

ข้อสังเกต 
กําลังของ i มีคา่เพียง 4 แบบหมุนเปล่ียนกัน 
เร่ิมจาก  2i 1   3i i   4i 1  
 5i i  6i 1   7i i   8i 1  
 9i i  10i 1   11i i   12i 1  
 
 

แผนภาพของจํานวนเชิงซ้อน เปล่ียนจากเส้นจํานวนในแกนนอน 1 มิติ 
กลายเป็นระนาบ 2 มิติ (คือมีแกนจริง; Real Axis กับ แกนจินตภาพ; Imaginary 
Axis ตั้งฉากกนั) เรียกว่า ระนาบเชิงซ้อน (Complex Plane) 

และใช้คู่อันดับ (a, b)  หรือ 
เวกเตอร์ที่ชี้จาก (0, 0) มายัง (a, b) 
แทนจํานวนเชิงซ้อน z a bi   ได้ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

๑๐.๑ การคํานวณเบ้ืองต้น 
 

ในการคํานวณบวกลบคูณและหาร ให้ปฏิบัติเสมือนว่า i เป็นตัวแปรหน่ึง
เท่านั้น ซ่ึงเม่ือใดที่มีค่า 2i  จะต้องได้ค่าเป็น –1 นอกนั้นวิธีการคํานวณเหมือนกับ
ระบบจํานวนจริงทุกประการ 

1. การเท่ากัน a bi c di    ก็ต่อเม่ือ a c  และ b d  
หรือเม่ือเขียนเป็นคู่อันดับ จะได้ (a, b) (c, d)  ก็ต่อเม่ือ a c  และ b d  

2. การบวก  (a bi) (c di) (a c) (b d)i        
หรือเม่ือเขียนเป็นคู่อันดับ จะได้ (a, b) (c, d) (a c, b d)     

3. การคูณ  (a bi) (c di) (ac bd) (ad bc)i        
หรือเม่ือเขียนเป็นคู่อันดับ จะได้ (a, b) (c, d) (ac bd, ad bc)     
 

สมบัติของจํานวนเชิงซ้อนเหมือนกับสมบัติของจํานวนจริงทุกประการ (และ
จํานวนจริงก็คือจํานวนเชิงซ้อนประเภทหน่ึง) นั่นคือ สมบัติปิด, สมบัติการสลับที่การ
บวกและคูณ, สมบัติการเปล่ียนกลุ่มการบวกและคูณ, สมบัติการแจกแจง และสมบัติ
การมีเอกลักษณ์กับอินเวอร์ส จึงสรุปได้ว่า ทุกกฎที่เคยใช้กับจํานวนจริงจะใช้ได้กับ
จํานวนเชิงซ้อนด้วย 

ระวังอย่าสับสนกับการเขียนเวกเตอร์ ..ในเรือ่งเวกเตอรน์ั้นแกนนอนใช้ i แกนตั้งใช้ j 
แต่สาํหรับจํานวนเชิงซอ้น แกนนอนไม่มีสญัลักษณ์อะไรเลย และแกนตัง้มี i S 
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เอกลักษณ์การบวกก็คือ 0 หรือ 0 0 i  หรือ (0, 0) นั่นเอง และ
เอกลักษณ์การคูณคือ 1 หรือ 1 0 i  หรือ (1, 0)  นั่นเอง 

ดังนั้นอินเวอร์สการบวกของ z a bi   ก็คือ z a bi     
และอินเวอร์สการคูณของ z a bi   คือ 1 1 1z z a bi

  


 

ซ่ึงสามารถทําให้อยู่ในรูปปกติได้โดยนํา a bi  คูณทั้งเศษและส่วน จะได้ 

2 2 2 22 2
a b1 a bi ia b a ba bi a b

   
           

 

และมีทฤษฎีบทเกี่ยวกับอินเวอร์สการคูณว่า 1 1 1
1 2 1 2(z z ) z z    และ 

n 1 1 n n(z ) (z ) z     
 
หมายเหตุ 
1. ในระบบจํานวนเชิงซ้อนจะไม่มีการเปรียบเทียบมากกว่า, น้อยกว่า 
2. สมการ a b ab   จะไม่เป็นจริง หากว่า a, b ติดลบท้ังสองจํานวน 
 

 
 

ตัวอย่าง 10.1  ใหห้าผลบวก ลบ คูณ และหาร ของจํานวนเชิงซอ้น 1z 3 2 i   ดว้ย 2z 1 i   
 

ตอบ 1 2z z (3 2 i) (1 i)       4 – i 

1 2z z (3 2 i) (1 i)       2 – 3i 
2

1 2z z (3 2 i) (1 i) 3 3 i 2 i 2 i 3 3 i 2 i 2              5 + i 
2

1
2

2

z 3 2 i 3 2 i 1 i 3 3 i 2 i 2 i 1 5 i
z 1 i 1 i 1 i 21 i i i

       
             

 0.5 – 2.5i 

 

 
 
 

ตัวอย่าง 10.2  ใหห้าค่า 
12

10
(1 i)
(1 i)



 

 

วิธีคิด1 เนื่องจาก  2 2(1 i) 1 2 i i 2 i      และ 2 2(1 i) 1 2 i i 2 i       

ดังนัน้  
12 66

10 5 5
(1 i) (2 i) 64 i

( 2 i)(1 i) 32 i


  
 

 –2i 

 

วิธีคิด2 เนื่องจาก  1 i 1 i 1 i 2 i i1 i 1 i 1 i 2
       

                    
 

ดังนัน้  
1012

11 32 10
10

(1 i) 1 i (1 i) (i) (2 i) 2 i 2i1 i(1 i)
  

      
  

 –2i 
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แบบฝึกหัด ๑๐.๑ 
 
(1) 1z (2, 3)  , 2z ( 4, 1)   , 3z ( 2, 1)   ให้หาค่าของ 

(1.1) 1 2z z     (1.4) 1 2z z  
(1.2) 1 3z z     (1.5) 1 3z z  
(1.3) 1 22 z 3 z     (1.6) 1 2 3z (z z )  

 
(2) ให้หาอินเวอร์สการบวก และอินเวอร์สการคูณของ 
 (2.1) 1z (2, 3)     (2.3) 3z ( 2, 1)   
 (2.2) 2z ( 4, 1)      (2.4) 4z (1, 0)  
 
(3) ให้หาค่าของ 
 (3.1) (6, 4) (3,5)    (3.4) (3, 2) (5, 4)   
 (3.2) ( 3, 2) ( 4, 2)       (3.5) (7, 2) (0, 3)  
 (3.3) ( 4, 3) (5, 6)      (3.6) (6, 3) (3, 0)  
 
(4) ให้หาค่าจํานวนจริง x และ y เม่ือกําหนดให้ 
 (4.1) (x, y) ( 2, 4) ( 4, 1)      
 (4.2) (x, y) (2, 3) ( 5, 3)      
 (4.3) (3, 1) (x, y) (1, 2)    
 (4.4) 1 i 2 ix 2y i i i

 
        (ข้อสังเกต 1 ii   ) 

 
(5) 2 2x y 2xy i 1 i 0      ให้หาค่า x และ y 
 
(6) ถ้า 1z (2, 3)   ให้หาค่า 2

12 z  
 
(7) ให้หาค่าของ 
 (7.1) 2 3 i

4 2 i



    (7.3) 14 23 i 16 12 i
3 4 i 4 i

  



 

 (7.2) 3 4 i2 i
2 i 1 2 i




 
 

 

(8) ให้หาค่าของ 
33 4 i 3 4 i

3 4 i 3 4 i
     

 

 
(9) ให้หาค่าตอ่ไปนี้ 
 (9.1) 29i     (9.3) 451i  
 (9.2) 42i     (9.4) 4,040i  
 
(10) ให้หาค่าของ 135 136 137 138i i i i    และ 135 136 137 138i i i i  
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(11) ถ้ากําหนดให้ 9 10 126z i i ... i     เม่ือ 2i 1   แล้ว ให้หาค่า 12 z  
 
(12) ให้หาอินเวอร์สของ 

4(1 i)
1 i



 

 
(13) ให้หาค่าของ 
 (13.1) 12(1 i)     (13.3) 

16
10

(1 i)
(1 i)




 

 (13.2) 
2(1 i) (1 i) 1
1 i

   


 

 
(14) ให้หาค่า m  I  ที่น้อยที่สุด ที่ทําให้ 

5m m1 i 1 i
1 i 1 i
       
    

 

 
 

๑๐.๒ สังยุค และค่าสัมบูรณ์ 
 

ในเศษส่วนหนึ่ง ๆ  เม่ือมีจํานวนเชิงซ้อน a bi  เป็นตัวส่วน จะนํา สังยุค 
(conjugate) ของ a bi  คือ a bi  มาคูณทั้งเศษและส่วน เพ่ือให้ตัวส่วน
กลายเป็นเลขจํานวนจริง ( 2 2a b ) 
สัญลักษณ์ที่ใช้แทนสังยุคของ z a bi   คือ z a bi   
 

ค่าสัมบูรณ์ (absolute value) ของจํานวนจริงและจํานวนเชิงซ้อนใด ๆ  คือ
ระยะห่างจากจดุนั้นไปถึงจุดกําเนิด (0, 0) ดังนั้น 2 2z a bi a b    
 
สมบัติของสังยุคและค่าสัมบูรณ์ 

1. z z  ก็ต่อเม่ือ z  เป็นจํานวนจริงเท่านั้น    และ z z  เสมอ 
2. 1 1(z ) (z)   และ 11 zz    
3. n n(z ) (z)  และ nn zz           n  I  
4. 1 2 1 2z z z z    
5. 1 2 1 2z z z z  และ 1 2 1 2z z z z    
6. 1 2 1 2z z z z  และ 1 2 1 2z z z z    
7. z  มีค่ามากกว่าหรือเท่ากับ 0  เสมอ และ 2zz z   
8. z z z   
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ตัวอย่าง 10.3  ถ้า 1z 1 2 i   และ 1 2 2z z z i   ใหห้าค่า 1
2z  

 

วิธีคิด จาก 1 2 2 2 1 2
1

iz z z i z (z 1) i z
z 1

      


 

จากนั้นใส่สงัยุคทัง้สองขา้งของสมการ เพือ่ใหท้างซา้ยไม่ตดิสังยุค จะได้ 2
1

iz z 1





 

และหาอนิเวอรส์ได้เป็น  1 1
2

z 1 2 iz i i
 

  
 

 –2 
 

 
 
 

ตัวอย่าง 10.4  ใหห้าค่าของ z  เม่ือ 
3

2
(2 2 3 i)(3 4 i)z

(2 i) (1 i)
 


 

 

 

ตอบ 
1/2 31/2 3 1/2 3

2 2 2
2 2 3 i 3 4 i(2 2 3 i) (3 4 i) (4) (5) 25 2

(2 i) (1 i) ( 5) ( 2)2 i 1 i
  

  
   

 

 

 
 

แบบฝึกหัด ๑๐.๒ 
 
(15) ถ้า 1z 2 3 i  , 2z 3 4 i   ให้หาค่าของ 

 (15.1) 1 2z z     (15.4) 1
2

z
z

 
 
 

 

 (15.2) 1 2z z     (15.5) 2
1(z ) 

 (15.3) 1 2z z  
 
(16) ถ้า 1z 3 4 i   และ 1 2 2z z z 4 0    ให้หาค่า 1

2z  
 
(17) ให้หาค่า z ที่สอดคล้องกับสมการ z i 3 2 z 1 2 i      
 
(18) ให้หาค่าของ 
 (18.1) 3 4 i     (18.4) 4 0 i   
 (18.2) 5 12 i     (18.5) (0, 5)  
 (18.3) 7 i  
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(19) ให้หาค่าของ z  เม่ือกําหนดให้ z คือ 

(19.1) 
2 4

2
(1 3 i) ( 3 i)

(1 3 i)
 


   (19.3) 

4
16

(3 4 i)
(1 i)



 

(19.2) 
5

6
2 i(1 3 i)
(1 2 i)

 


   (19.4) 1 4((1, 1) )  

 

(20) ให้หาค่าของ 
3(2 i)(3 2 i)(4 3 i)(5 4 i)

(1 2 i)(2 3 i)( 4 5 i)
   
   

 

 
(21) ถ้า z (1 3 i)( 3 i)(1 i)     ให้หาค่า 1z  
 
(22) ถ้า 1 2z z 0   และ 1 2z z 1   ให้หาค่า 

1 2

1 1
z z  

 
(23) ให้แก้ระบบสมการต่อไปนี้ เพ่ือหาค่า z (โดยสมมติ z a b i  ) 
 (23.1) z 1 1z 3 2 i




 
 และ z 149  

 (23.2) z 1 1z (3 2 i)



 

 และ z z 29  

(23.3) z 4 1z 8





 และ z 12 5
z 8 i 3





 

 
(24) ถ้า z 12 z 32   ให้หาค่าของ z  
 
(25) เม่ือ z 1  ให้หาค่า 1 zRe 1 z

 
 

 
 

 
(26) ถ้า z เป็นจํานวนเชิงซ้อนซ่ึง (i 1)(z 1) 1     
แล้ว ให้หาส่วนจริงของจํานวนเชิงซ้อน 15z(z z)  
 
(27) ข้อใดไม่ใช่กราฟวงกลม 
 ก. z z 1     ค. 2zz z   
 ข. zz z      ง. 3z i z 3 i   
 
(28) ให้เขียนกราฟของสมการต่อไปนี้ 

(28.1) z (2 3 i) 1    
 (28.2) z 2 z 2 4 i3    
 (28.3) z 2 i z 2 i 10    
หมายเหตุ 
โจทย์ข้อนี้อาจเปล่ียนเป็น “ให้หาค่า z ที่สอดคล้องกับสมการต่อไปนี้” ก็ได้ 
และคําตอบจะมีได้มากมาย (ทุก ๆ  จุดในกราฟ) เพราะตัวแปร z นั้น สมการเดียวไม่เพียงพอ 
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O 

  z (a,b) 

Re 

r 


Im 

a 

b 

๑๐.๓ รูปเชิงขั้ว 
 

การอ้างถึงพิกัด (a, b)  ของจํานวนเชิงซ้อน อาจจะกล่าวได้อีกแบบเป็น 
(r, )  โดยที่ r แทน “ระยะห่างจากจุดกําเนิด” (modulus) และ   แทน “ทิศทาง” 
(argument) คือมุมวัดทวนเข็มนาฬิกาจากแกน +X เราเรียกรูปแบบน้ีว่า รูปเชิงขั้ว 
(Polar Form) 
 
 
 
 
 
 
ซ่ึงความสัมพันธ์ระหว่างสองระบบนี้เป็นดังนี้ 

a r cos    2 2r a b z    
b r sin    batan    

เราอาจเขียนรูปทั่วไปของ z a bi   เป็น z (r cos ) (r sin ) i     
หรือ z r (cos i sin )     
 
หมายเหตุ 
1. จาก z r (cos i sin )     บางทีเขียนว่า r Abs(z)  และ Arg(z)   
2. บางตําราใช้สัญลักษณ์  z r   A  หรือ z r cis   เพ่ือความสะดวกในการเขียน
และคํานวณ 
 

รูปเชิงข้ัวสามารถนํามาใช้ประโยชน์ในการคูณ หาร ยกกําลัง และถอดราก
ของจํานวนเชิงซ้อนได้สะดวก โดยมีทฤษฎีอยู่ดังนี้ 

ถ้า 1 1 1 1z r (cos i sin )     และ 2 2 2 2z r (cos i sin )     แล้ว 
1. 1 2 1 2 1 2 1 2z z r r (cos( ) i sin( ))       
2. 1 1

2 2 1 2 1 2
z r
z r (cos( ) i sin( ))       

3.    n nz r (cos(n ) i sin(n ))  เรียกว่า ทฤษฎีบทของเดอมัวฟ์ (De Moivre’s 
Theorem) 
 

สําหรับรากที่ n ของ z นั้น จะมีอยู่ n แบบเสมอ 
เพราะมาจากสมการดีกรี n คือ n(คาํตอบ) z  
ซ่ึงคําตอบแรกของสมการก็คือ n

n nr (cos( ) i sin( ))   
ส่วนคําตอบที่เหลือจะมีขนาดเท่ากันกับคําตอบแรก แต่อยู่ที่ค่ามุมต่าง ๆ  กัน 

หาได้จากการแบ่งวงกลม 360  ออกเป็น n ส่วนเท่า ๆ  กัน โดยมีมุม n  นี้เป็นจุด
จุดหนึ่งในบรรดาคําตอบด้วย หรือเขียนเป็นสูตรว่า 

n n
n nz r (cos( ) i sin( ))    360° 360°

n nk k  
โดยที่ k 0, 1, 2, ..., (n 1)   
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สูตรสําเร็จในการหารากที่สองของ a b i  ได้แก่ 

 r a r a2 2 i    เม่ือ b 0>  ... และ  r a r a2 2 i    เม่ือ b 0  
 
 
 

ตัวอย่าง 10.5  ถ้า 1z 2 2 3 i   และ 2z 3 i    ใหอ้าศัยรปูเชิงขัว้เพือ่หาคา่ของ 
 

ก. 1 2z z  และ 1
2
z
z  

วิธีคิด แปลง 1z  และ 2z  ใหอ้ยู่ในรปูเชิงขัว้ไดด้ังนี ้
2 2

1z 2 (2 3) 4    และมีมุมเทา่กับ 60° (หามุมวิธีเดียวกับเวกเตอร์และตรีโกณฯ) 
2 2

2z ( 3) 1 2    และมีมุมเทา่กับ 150° 
ดังนัน้ 1z 4(cos60 i sin60 )     หรอืเขียนย่อ ๆ  ว่า 1z 4  60 A  
และ 2z 2(cos 150 i sin 150 )     หรอืเขียนย่อ ๆ  วา่ 2z 2  150 A  
 

จะได้ 1 2z z (4 2)  60 150 8  210      A A  หรือ 8(cos210 i sin210 ) 4 3 4i       
และจะได ้ 1

2
 

z 4  60 150 2 90z 2      A A  หรอื –2i    (เพราะมุม 90   คอื i ) 
 

ข. 4
2z  

วิธีคิด จาก 2z 2  150 A  ใช้ทฤษฎีบทของเดอมัวฟ์ ได้เป็น 
 

44
2z 2  150 4 16  600 16  240      A A A  
หรือตอบว่า 16(cos 240 i sin240 ) 8 8 3i       

 

 
 
 

ตัวอย่าง 10.6  ถ้า z 64 i  ให้หารากที่สามของ z 
 

วิธีคิด แปลงเปน็เชิงขั้ว ได้ z 64  90 A  
ดังนัน้รากทีส่าม (คําตอบแรก) คอื  

3  90 /364 4  30  A A  หรอื 2 3 2i  
อีกสองคําตอบหาได้โดยบวกมุมเข้าไป เพือ่ใหต้ัดแบ่งวงกลม (ขนาด 4 หนว่ย) ออกเปน็ 3 ส่วน
เท่า ๆ  กัน ... นั่นคือ ส่วนละ 120 องศา 
คําตอบทีส่อง คอื 4  30 120 4  150    A A  หรอื 2 3 2i   
คําตอบทีส่าม คอื 4  150 120 4  270    A A  หรอื –4i 

 

 
 

แบบฝึกหัด ๑๐.๓ 
 
(29) ให้เขียนจํานวนเชิงซ้อนต่อไปนี้ในรูปเชิงข้ัว 
 (29.1) 1 3 i      (29.4) 5  
 (29.2) (4, 4)     (29.5) 4i  
 (29.3) (10, 0)    (29.6) 3i  
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(30) ถ้า 1z 4(cos 30 i sin 30 )     และ 2z 3(cos 180 i sin 180 )     
ให้หาค่าของ 1 2z z  ในรูป a bi  
 
(31) ถ้า 1z 2(cos 18 i sin 18 )    , 2z 3(cos 72 i sin 72 )      
และ 3z 4(cos 30 i sin 30 )      ให้หาค่าของ 1 2 3z z z  และ 1 2

3
z z
z  ในรูป a bi  

 
(32) ถ้า 1z 2(cos 15 i sin 15 )    , 2 3 3z 2 (cos i sin )    
ให้หาค่าของ 6

1z  และ 8
2z  ในรูป a bi  

 
(33) ให้หาค่า 8( 3 i)  โดยวิธียกกําลังโดยตรง และวิธีแปลงเป็นเชิงขั้วก่อน 
 
(34) ถ้า z 2 2 3 i    เม่ือ 2i 1   แล้ว 17z  อยู่ในควอดรันต์ใด 
 
(35) ให้หาค่า 0z  และ 10z  เม่ือ z 1 3 i    
 
(36) ให้หาค่าของ 
 (36.1)  503 i2 2  
 (36.2)        

8 81 3 1 3
2 2

 
        

 (36.3)   

  

30
10

(1 i)
( 2 2 i)




 
 
(37) ถ้า 32z 1 3 i   และ 

  

18
27

z
i z a bi


   เม่ือ a  และ b  เป็นจํานวนจริง 
ให้หาค่าของ a b  
 
(38) กําหนดให้ 1z  และ 2z  เป็นจํานวนเชิงซ้อนที่ 1 2 22z z 1 z   
และ 6

1 18 18z (cos i sin )    ให้หาอินเวอร์สการคูณของ 2z  
 
(39) ให้หา 
 (39.1) รากที่ส่ีของ 8 8 3 i   
 (39.2) รากที่สามของ 8i  ในรูป a bi  
 (39.3) รากที่สามของ 8i  
 (39.4) รากที่สองของ 4 4 3 i   
 (39.5) รากที่สองของ 2 3 2i   
 (39.6) รากที่สองของ 15 8i   
 
(40) ให้หารากที่สองของ 3 4i  โดยวิธีสมมติคําตอบ 2(x y i) 3 4i    แล้วแจกแจง 
 
(41) ถ้าสมการ 2x 2 2 3 i    มีคําตอบเป็น 1z  และ 2z  แล้ว ให้หา 2 2

1 2z z  
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๑๐.๔ สมการพหุนาม 
 

เม่ือศึกษาเร่ืองจํานวนเชิงซ้อนแล้ว จะทราบว่าสมการพหุนามดีกรี n ใน
รูปแบบ n n 1 n 2

n n 1 n 2 0a x a x a x ... a 0 
        มีรากหรือคําตอบ n จํานวนเสมอ 

ซ่ึงใน n คําตอบนี้ อาจเป็นจํานวนจริงและจํานวนเชิงซ้อนปนกันอยู่ ในการคํานวณ
เราจะแยกตัวประกอบที่เป็นจํานวนจริงออก จนเหลือเพียงดีกรีสอง แล้วอาศัยสูตร

สําเร็จ 
2b b 4acx 2a

  
  ช่วยในการหาคําตอบทีเ่ป็นจํานวนเชิงซ้อน 

จากการสังเกตสูตร 
2b b 4acx 2a

  
  จะพบว่า ในสมการที่สัมประสิทธิ์

ทั้งหมดเป็นจํานวนจริง ถ้า A B i  เป็นคําตอบหนึ่งของสมการแล้ว จะมีสังยุค 
A B i  เป็นอีกคําตอบด้วยเสมอ 

ทฤษฎีบทเศษเหลือ และทฤษฎีบทตัวประกอบ (หารลงตัว) ของพหุนาม ที่
เคยได้ศึกษาในหัวข้อจํานวนจริง ยังคงใช้ได้กับจํานวนเชิงซ้อน และนอกจากนี้การ
หารสังเคราะห์ก็ยังใช้ได้เช่นกัน 
 
หมายเหตุ 
หากไม่ต้องการใช้สูตร อาจใช้วิธีจัดกําลังสองสมบูรณ์ก็ได้ 
เช่น 22 2x 4x 7 0 (x 4x 4) 3 0 (x 2) 3 0             
ดังนั้น   x 2 3 i   
 

 
 

ตัวอย่าง 10.7  ใหห้าเซตคําตอบ (ทุกคาํตอบ) ของสมการ 3 2x 3x 9x 13 0     
 
วิธีคิด ใช้วิธีแยกตัวประกอบ (จากบทเรยีนเรือ่งพหนุาม) เช่นการหารสงัเคราะห ์

จะได้ผลเป็น  2(x 1)(x 4x 13) 0     
ซึ่งวงเล็บหลังมีดกีรีสอง แตห่าตัวเลขเพื่อแยกตวัประกอบไม่ได ้

จึงใช้สตูรไดว้่า 
24 ( 4) 4(1)(13) 4 6 i4 36x 2 3 i2(1) 2 2

    
      

ดังนัน้ เซตคําตอบของสมการนี้คอื {1, 2+3i, 2–3i} 
 

 
 
 

ตัวอย่าง 10.8  ใหห้าเซตคําตอบของสมการ 4 3 2x 3x 6x 6x 4 0      
เม่ือทราบวา่มี 1 i  เป็นคาํตอบหนึ่ง 
 

วิธีคิด การมี 1 i  เปน็คาํตอบหน่ึง แสดงว่าต้องมี 1 i  เป็นอีกคาํตอบด้วย 
หรือกลา่ววา่ มี (x (1 i))(x (1 i))     เป็นตัวประกอบของพหนุาม 
และ เนื่องจาก 2(x (1 i))(x (1 i)) (x 1 i)(x 1 i) x 2x 2             
เราจงึนาํ 2x 2x 2   ไปหารพหุนามในโจทย ์(ตั้งหารยาว) เพื่อแยกตวัประกอบ 
ได้เป็น 2 2(x 2x 2)(x x 2) 0      
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ดังนัน้ หาสองคาํตอบที่เหลือไดจ้ากสูตร 
21 ( 1) 4(1)(2) 1 7x 2(1) 2

    
   

เซตคาํตอบของสมการนี้คือ { 1 i, 1 i, (1/2) ( 7 /2) i, (1/2) ( 7 /2) i }     
 

 
 

แบบฝึกหัด ๑๐.๔ 
 
(42) ให้หาคําตอบของสมการต่อไปนี้ 
 (42.1) 2x 16 0   
 (42.2) 22x 3x 4 0    
 (42.3) 32x x 1 0    
 
(43) ให้หาค่าสัมบูรณ์ของรากของสมการ 2 2z (1 z ) 16   
 
* (44) ให้หาคาํตอบของสมการ 
 (44.1) 22x (1 2 i)x 1 8 i     
 (44.2) 22 i x 3x 3 i 0    
 (44.3) 2x 2(i 1)x 1 2 i 0      
 (44.4) 2x (2 3 i)x 1 3 i 0      
        (แนะนาํ สูตรของสมการกําลังสองสามารถจัดรูปใหม่ได้ว่า 2 2(2ax b) b 4ac   ) 
 
(45) ให้แสดงว่า 2 3 i  เป็นคําตอบหน่ึงของ 3 2x 3x 9x 13 0     
โดยการแทนค่า และโดยการแยกตัวประกอบ 
 
(46) ให้หาค่าสัมบูรณ์ของผลบวกของรากสมการ 3 2x 17x 83x 67 0     
 
(47) ให้หาผลบวก และผลคูณ ของรากทั้งหมดของสมการ 3 2z 2z 9z 18 0     
     (แนะนํา n n 1

n n 1 0a x a x ... a 0
     มีผลบวกรากเป็น n 1

n

a
a
  และผลคูณ n 0

n

a
a( 1) ) 

 
(48) ถ้าสมการกําลังสอง 2Ax Bx C 0    มีรากหนึ่งเป็น 4 3 i  
แล้ว ค่า A B C   เม่ือ A 1  เป็นเท่าใด 
 
(49) 2 และ 1 i  เป็นคําตอบของสมการดีกรี 3 สมการใด 
 
(50) ให้หาสมการพหุนามกําลังส่ี ซ่ึงมีสัมประสิทธิ์เป็นจํานวนจริง 
และมี 1z 2 2 3 i   กับ 2z 4 i   เป็นคําตอบของสมการ 
 
(51) ถ้า 2 2 i  เป็นคําตอบของสมการ 4 3 2x 4x x 28x 56 0      
แล้ว ให้หาคําตอบที่เหลือของสมการนี้ 
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(52) ให้แก้สมการ 4 3x 2x 4x 4    โดยทราบว่ามี 1 i   เป็นคําตอบหนึ่ง 
 
(53) ถ้า 1 3 i   เป็นรากหนึ่งของสมการ 5 3 2x 9x 8x 72 0     
ให้หารากทั้งหมดของสมการนี้ 
 
(54) ให้หารากของสมการ 

(54.1) 5 4 3 2x x x x x 1 0       
       (แนะนาํ n n 1 n 2(x 1) (x 1)(x x ... x 1)        ) 
(54.2) 5 4 3 2x 3x 2x 8x 24x 16 0       

 
(55) ให้หาผลบวกของรากสมการ 6 5 4 2x x x x x 1 0       
 
(56) ให้หาผลบวกของค่าสัมบูรณ์ของรากสมการ 
 (56.1) 4 2z z 2 0    

(56.2) 4 3 2x 2x 12x 8x 32 0      
 * (56.3) 5 4x 3 i x 4x 12 i 0     
 
* (57) 3 2x (5 2 i)x (7 10 i) x k      หาร x 2 i  ลงตัว ให้หาค่า k 
 
(58) ถ้า x 2 3 i    ให้หาค่า 4 3 22x 5x 7x x 4     
 (แนะนํา จากทฤษฎีเศษเหลือ จะได้ว่า f ( 2 3 i)   คือเศษของ 2

f (x)
x 4x 7 

) 

 
(59) ให้ P(x)  เป็นฟังก์ชันพหุนามกําลังสาม ซ่ึงมีสัมประสิทธิ์เป็นจํานวนจริง และสัมประสิทธิ์ของ 

3x  เป็น 1 ถ้า x 2  หาร P(x)  เหลือเศษ 5 และ 1 3 i  เป็นรากหนึ่งของ P(x)  แล้ว รากที่
เป็นจํานวนจริงของ P(x)  มีค่าเท่าใด 
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เฉลยแบบฝึกหัด (คาํตอบ) 
 
(1.1) ( 2, 4)   
(1.2) (4, 4)  
(1.3) ( 8, 9)   
(1.4) ( 11, 10)  
(1.5) ( 1,8)  
(1.6) ( 12, 18)  
(2.1) 32( 2, 3),( , )13 13  
(2.2) 4 1(4, 1),( , )17 17  
(2.3) 2 1(2, 1),( , )5 5    
(2.4) ( 1, 0),(1, 0)  
(3.1) (3, 1)  
(3.2) (1, 4)  
(3.3) ( 9,9)  
(3.4) 7 22( , )41 41  
(3.5) 2 7( , )3 3  
(3.6) (2, 1) 
(4.1) ( 2, 5)   
(4.2) 1 21( , )13 13   
(4.3) 1 7( , )5 5  
(4.4) 2, 32  
(5) 1 1,2 2  
   หรอื 1 1,2 2   
(6) 10 24( , )169 169  
(7.1) 1 4 i510   
(7.2) 14 2 i5 5  
(7.3) 5 i  
(8)  3i4825  
(9.1) i 
(9.2) –1 
(9.3) –i 
(9.4) 1 
(10) 0, –1 
(11) –1–i 
(12) 1 1 i4 4   
(13.1) –64 
(13.2) 5 1 i2 2  

(13.3) 8 i  
(14) 2 
(15.1) 5 i  
(15.2) 1 7 i   
(15.3) 18 i  
(15.4) 6 17 i25 25   
(15.5) 5 12 i   
(16) 1 i  
(17) 12 i3  
(18.1) 5 
(18.2) 13 
(18.3) 7 
(18.4) 4 
(18.5) 5 
(19.1) 16 
(19.2) 6427  
(19.3) 625526  
(19.4) 14  
(20) 125 
(21) 1

4 2  
(22) 0 
(23.1) 7 10 i  
   หรอื 10 7 i   
(23.2) 2 5 i  
   หรอื 5 2 i   
(23.3) 6 17 i  
   หรอื 6 8 i  
(24) 6 
(25)   

  

2
2

1 |z|
|1 z|



 
(26) 12  
(27) ข. 
(28.1) กราฟวงกลมรัศมี 
   1 หน่วย มีจดุศูนย ์
   กลางที ่(2, 3) 
(28.2) กราฟวงกลมรัศมี 
   4.5  หน่วย จดุ 

   ศูนย์กลาง (2.5, 4.5)  
(28.3) กราฟวงรีตาม 
   แกน Y มีศูนย์กลางที ่
   จุดกาํเนิด แกนเอก 
   ยาว 10 หนว่ย แกน 
   โทยาว 2 21  หน่วย 
(29.1) 2(cos 240  
   i sin240 )   
   หรอืย่อว่า 2  240A  
(29.2) 4 2  315A  
(29.3) 10  0A  
(29.4) 5  180A  
(29.5) 4  90A  
(29.6) 3  270A  
(30) 6 3 6i   
(31) 12 12 3 i   และ 
   3 33 i4 4  
(32) 64 i  และ 
   8 8 3 i   
(33) 128 128 3 i   
(34) 3240 Q   
(35) 1  0A  
   และ 102  240 A  
(36.1) 31 i2 2  
(36.2) –1 
(36.3) 32 
(37) 1 1( ) 02 2    
(38) 3 i  
(39.1) 2  30A ,  
   2  120A , 2  210A , 
   2  300A  
(39.2) 2 i , i 3  
(39.3) 2  90A , 
   2  210A , 2  330A  
(39.4) 2 2  60A , 
   2 2  240A  

(39.5) 2  105A , 
   2  285A  
(39.6) (1 4 i)   
(40) (2 i)   
(41) 8 
(42.1) 4 i  
(42.2) 233 i4 4  
(42.3) 1 11, i2 2   
(43) 2 
(44.1) 1 2 i , 3 i2   
(44.2) 15 3 i4 4   
(44.3) 2–i, –i 
(44.4) 1 2 i, 1 i   
(45) ดูในเฉลยวธิีคิด 
(46) 17 
(47) –2, –18 
(48) 18 
(49) 3 2x 4x 6x   
   4 0   
(50) 4 3 2x 4x 32x   
   64x 256 0    
(51) 2 2 i, 7   
(52) 1 i  , 2  
(53) 1 3 i, 2, 3 i    
(54.1) 31

2 21, i    
(54.2) 1, 2, 1 3 i     
(55) 1 
(56.1) 44 2  
(56.2) 4 4 2  
(56.3) 3 4 2  
(57) 14 i  
(58) –31 
(59) 34
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เฉลยแบบฝึกหัด (วธิีคิด) 
 
(1) 1 2z z ( 2, 4)    , 1 3z z (4, 4)   , 

1 22 z 3 z (4, 6) ( 12, 3) ( 8, 9)         , 
1 2z z (2 3 i)( 4 i)     

    8 2 i 12 i 3 ( 11, 10)       , 
1 3z z (2 3 i)( 2 i)     

    4 2 i 6 i 3 ( 1, 8)        
1 2 3 1 2 1 3z (z z ) z z z z ( 12, 18)      

 
 
(2.1) อินเวอรส์การบวก คอื 1z ( 2, 3)    
อินเวอรส์การคณู คือ 1

1
1z 2 3 i

 


 

2 2
2 3 i 2 3( , )13 132 3


 


 
(2.2) 2z (4, 1)   

1
2 2 2

4 i1 4 1z ( , )4 i 17 17( 4) 1
  

   
   

 

(2.3) 3z (2, 1)    
1

3 2 2
2 i1 2 1z ( , )2 i 5 5( 2) 1

  
    

   
 

(2.4) 4z ( 1, 0)   ,    1
4

1z (1, 0)1
    

 
 
(3.1) (3, 1)       (3.2) (1, 4)  
(3.3) ( 9, 9)  
(3.4) 2 2

3 2 i (3 2 i)(5 4 i)
5 4 i 5 4
  


 

 

15 10 i 12 i 8 7 22( , )41 41 41
  

    

(3.5) 7 2 i 7 2 i 7 i 2 2 7( )( i) ( , )3 i 3 3 3 3
   

      

[ข้อสังเกต 1 ii   ] 

(3.6) 6 3 i (2, 1)3


  

 
 
 
 
 
 
 

(4.1) (x, y) ( 4, 1) ( 2, 4) ( 2, 5)         
(4.2) 5 3 i ( 5 3 i)(2 3 i)(x, y) 2 3 i 13

    
 


 

( 10 9) ( 6 15) i 1 21( , )13 13 13
    

     

(4.3) 3 i (3 i)(1 2 i)(x, y) 1 2 i 5
  

 


 

(3 2) (1 6) i 1 7( , )5 5 5
  

   

(4.4) 1 2x 2yi 1 1i i      
i 1 2 i 1 2 3 i        

x 2, y 3 / 2    

 
 
(5) 2 2(x y ) (2xy) i 1 i     
เทียบสัมประสทิธิ ์
ส่วนจริง 2 2x y 1   .....(1) 
และส่วนจนิตภาพ 2xy 1  .....(2) 
แก้ระบบสมการได้ 1 1x , y2 2   

หรือ 1 1x , y2 2     

 
 
(6) 2

1 2 2
1

2 22z z (2 3 i)
  


 

2( 5 12 i)2 2
(4 9) 12 i 5 12 i 169

 
  

   
 

10 24( , )169 169   

 
 
(7.1) (2 3 i)(4 2 i) 2 16 i 1 4 i20 20 10 5

  
    

(7.2) 
2(2 i) (3 4 i)(1 2 i)

5 5
  

  
(4 1) 4 i (3 8) (4 6)i 14 2 i5 5 5

     
    

(7.3) ( 14 23 i)(3 4 i) 4( 3)25 i
  

   
50 125 i ( 4 i 3) 5 i25
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(8) 
32 2(3 4 i) (3 4 i)

25 25
  

 
 

 
3(9 16 24 i) (9 16 24 i)

25
       

 
 

3 348 i 48 i25 25
        
   

 

 
 
(9) 29 1 42 2i i i , i i 1 ,      
451 3 4,040 4i i i , i i 1      

 
 
(10) 135 136 137 138i i i i    (สี่ตัวเรียงกัน)  
เท่ากับ  ( i) (1) (i) ( 1) 0       
135 136 137 138i i i i ( i)(1)(i)( 1) 1         

 
 
(11) 

9 10 11 12z i i i i ...
00

      

               121 122 123 124 125 126i i i i i i
0

       

125 126i i i 1     
ดังนัน้ 1 2 2( i 1)2z 1 ii 1 2

  
    


 

 
 

(12) จาก   224(1 i) 1 i
1 i 1 i
 


 

 

   2 21 2 i 1 2 i 4 4
1 i 1 i 1 i 1 i

  
   

    
 

 อินเวอร์ส คอื 1 i
4

      

ข้อสังเกต  21 i 2 i            

 
 

2
2

1 i 2 i
1 i 2 i
1 i i1 i1 i i1 i

 
  
   

  
    

  

 

 
 
(13.1) 12 6 2(1 i) (2 i) 64 i 64      

(13.2) 1(1 i) (1) 1 i
     
  

 
(1 i) 5 1(1 i) (1) i2 2 2


       

(13.3) 
10

6 10 3 131 i (1 i) i (2 i) 8 i 8 i1 i
      

  
 

 
 

(14)        
       

        

5m m 6m1 i 1 i 1 i 11 i 1 i 1 i  

   6mi 1 m 2  

 
 
(15) 1 2z z 5 i 5 i           

1 2z z 1 7 i 1 7 i        
1 2z z (2 3 i)(3 4 i) 18 i      

1 2
2 3 i (2 3 i)(3 4 i)(z / z ) 3 4 i 25
  

 


 

6 17 i25 25    
2 2
1(z ) (2 3 i) 5 12 i      

 
 
(16) จาก     


1 2 2 2

1

4z z z 4 0 z
z 1

 

 
   

   
2

11

4 4z z 1z 1
 

1 1
2

4 4 iz 1z 1 i4 4
 

       

 
 
(17) ให้ z a bi   จะไดว้่า 
(a bi) i 3 2(a bi) 1 2 i        
นั่นคอื a 3 2a 1 , b 1 2b 2       

      
1 1a 2, b z 2 i3 3  

 
 
(18.1) 2 23 4 5   
(18.2) 13 
(18.3) 7 
(18.4) 4 
(18.5) 5 
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(19.1) 
2 4

2
2 2 162


  

(19.2) 
5
6

(2)(2) 64
27( 3)  

(19.3) 
4
16

5 625
2562

  

(19.4)   41 12 4


  

 
 

(20) 
33 2 i 5 4 i2 i 4 3 i1 2 i 2 3 i 4 5 i

  
         

 
3(1 1 5 1) 125      

 
 
(21) z (2)(2)( 2) 4 2   

   1 1 1z (4 2)
4 2

 

 
 
(22) 2 1

1 2 1 2

1 1 z z 0z z z z


      

หมายเหต ุโจทย์บอก 1z  กับ 2z  เพื่อป้องกนั
ไม่ให้ส่วนเปน็ 0 เทา่นัน้ 

 
 
(23) การหาค่า z  จากสมการคา่สัมบูรณ ์
ต้องทราบ 2 สมการ จึงแก้หา a, b  ได้ 
 

(23.1) a bi 1 1a bi 3 2 i
 


  

 

 
 

  

2 2

2 2
(a 1) b 1

(a 3) (b 2)
 

      2 2 2 2(a 1) b (a 3) (b 2)  
        4a 4b 12 0 a b 3  .....(1) 
และ    2 2z 149 a b 149  .....(2) 
แก้ระบบสมการได้    b 10 a 7  หรือ 

    b 7 a 10  
 ตอบ  z 7 10 i   หรอื 10 7 i   
 
 
 
 

(23.2) สมการแรกเหมือนข้อ (23.1) คือ 
a b 3    .....(1) 
และสมการที่สอง คือ 2 2a b 29   .....(2) 
แก้ระบบสมการได้   b 5 a 2  หรอื 

    b 2 a 5  
 ตอบ  z 2 5 i   หรอื 5 2 i   
 
(23.3) 2 2 2 2(a 4) b (a 8) b      
       8a 16 16a 64 a 6  

และ      2 2 2 25(a 12) b a (b 8)3  

แทนค่า a 6  ได้ b 17  หรือ 8  
ตอบ  z 6 17 i   หรือ 6 8 i  

 
 
(24)      2 2 2 2(a 12) b 2 (a 3) b  

2 2 2 2a 24a 144 b 4a 24a 36 4b        
     2 2 2 2108 3a 3b 36 a b  
 z 6  

 
 
(25) 1 z 1 a bi

1 z 1 a bi
  


  

 
   

2 2
(1 a) bi (1 a) bi

(1 a) b
   


 

 
2 2
2

1 2bi b a
1 z

  



 

22 2
2 2

1 (a b ) 1 z1 zRe 1 z 1 z 1 z
      

    
 

 
 
(26)   

       

1 1 i(i 1)(z 1) 1 z 1 i 1 2  

1 i 3 1z 1 i2 2 2
 

       

ดังนัน้ 3 1z i2 2    

หาค่า 15 153 1z(z z) i ( i)2 2
 

     
 

 

3 1 1 3i (i) i2 2 2 2
 

     
 

 

 ส่วนจริง คือ  1 / 2  
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(27) ก. 2 2a b 1   เป็นกราฟวงกลม 
ข.     2 2 2 2 22a a b 4a a b  
      2 23a b 0 3a b, 3a b  
เป็นกราฟเสน้ตรงสองเสน้ (ตอบ ข.) 
ค.       2 2 2 22a a b 1 a 2a 1 b  
   2 21 (a 1) b  เป็นกราฟวงกลม 
ง. 2 2 2 2(3a) (3b 1) a (b 3)      
     2 2 2 28a 8b 8 a b 1  
เป็นกราฟวงกลม 

 
 
(28.1) 2 2(a 2) (b 3) 1     
    2 2(a 2) (b 3) 1  เป็นกราฟวงกลม 
รัศมี 1  หน่วย และมีจุดศูนยก์ลางที่ (2, 3)  
 
(28.2) 2 2 2 2(a 2) b 3 (a 2) (b 4)       
     2 2a 5a b 9b 22  

2 2(a 2.5) (b 4.5) 22 6.25 20.25 4.5         
เป็นกราฟวงกลม รัศมี 4.5  หนว่ย และมีจุด
ศูนย์กลางอยู่ที ่(2.5, 4.5)  
 
(28.3) 2 2 2 2a (b 2) a (b 2) 10       
    2 225 2b 5 a (b 2)  
  2 225a 21b 525  

   
2 2a b 121 25  เป็นกราฟวงรีตามแกน Y มี

ศูนย์กลางที่จดุกาํเนดิ แกนเอกยาว 10  หน่วย และ
แกนโทยาว 2 21  หนว่ย 

 
 
(29.1) คิดจาก 1 3 i 2    
และคิดมุมจากอตัราส่วน 1 : 3   คอื 240  
ดังนัน้ 1 3 i 2(cos 240 i sin 240 )       
หรือเขียนย่อว่า 2  240A  ก็ได ้
(29.2) 4 2  315A  
(29.3) 10  0A  
(29.4) 5  180A  
(29.5) 4  90A  
(29.6) 3  270A  
หมายเหตุ ในหลกัสูตร ควรเขยีนตอบแบบเต็ม
เท่านั้น คอื r (cos i sin )    ส่วนสญัลักษณ์แบบ
ย่อใช้เพือ่ความสะดวกขณะคาํนวณ 

 

(30) 1 2 1 2 1 2 z z r r 12  210     AA  
12(cos 210 i sin 210 ) 6 3 6 i        

 
 
(31) 1 2 3 1 2 3 1 2 3

 z z z r r r     A  
24 120 24(cos 120 i sin 120 )        
12 12 3 i    

1 2 1 2
3 3 1 2 3

z z r r 3  60z r 2       AA  

3 3 3 i4 4   

 
 
(32) 6 6

11 1
 6z r 64  90 64i   AA  

และสังเกต 2z 2 (cos i sin )3 3    
ตรงกลางเปน็เครือ่งหมาย ลบ ต้องทําเป็นบวกก่อน 

2z 2 (cos( ) i sin( ))3 3       
จึงคาํนวณต่อได ้

  
8 8
2 2 2

  4 /38 /3z r 16 168    A AA  
8 8 3 i    

 
 
(33) วิธียกกําลงัโดยตรง 

     
48 2 4( 3 i) ( 3 i) (2 2 3 i)  

22 2(2 2 3 i) ( 8 8 3 i)        
128 128 3 i    

 
วิธีเชิงขั้ว 8 8( 3 i) (2  30 ) 256  240    A A  

128 128 3 i    

 
 
(34)   2 /3z 2 2 3 i 4    A  

  
17 17 17 34 /3  4 /3z 4 4    A A อยู่ใน Q3  
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(35)  z 1 3 i 2  2 /3    A  
  

0 0  (2 /3)z 2 0 1  0 1   A A  
[ข้อสังเกต 0z 1  เสมอ] 

  
10 10 1020 /3z 2 2  4 /3     A A  

102 (cos 240 i sin 240 )     

 
 
(36.1)    

50 50 50(1  /6) 1  50 /6 1  2 /6   A A A  
311  60 i2 2   A  

(36.2)    8 83 31 1i i2 2 2 2
 

      

  
8 8(1  2 /3 ) (1  4 /3)   A A  

      1 16 /3 1 32 /3 1  2 /3 1  4 /3        A A A A

 
   3 31 1i i 12 2 2 2         

(36.3) 
  

30 15

10 10
( 2  45 ) 2  1350
(2 45 ) 2 450


 

   

A A

A A
 

  

  

5 5 10 2 62  1800 2  0 32 1 3
    


A A  

 
 

(37) 3 1 3 iz 1  602


  A  
18 3 6 6

27 3 9 9
z (z ) 1  360

i z i (z ) i 1  540


  
   

A

A
 

1 1 1 1 ii ( 1) 1 i 2 2   
  

 
a b 1 / 2 1 / 2 0      

 
 
(38)   

6
1

31  3z (1 /18 ) 1 / i2 2     A A   

จาก  1 2 2 2
1

12z z 1 z z 2z 1   


 

  
 

2
1 1z

(1 3 i) 1 3 i
 

    


1
2 2

1z z 3 i
3 i

 

 
 
 
 

(39.1) 8 8 3 i 16  120   A  

รากที่สีจ่ะเริ่มจาก  

1
4  16 120 /4A  คือ 2  30A  

และอีกสามคําตอบที่เหลอืจะบวกไปทีละ 
360 904     
ได้แก่ 2  120 , 2  210 , 2  300  A A A  
 ตอบ  2  30 , 2  120 , 2  210 , 2  300   A A A A  
 
(39.2) 8 i 8 90    

รากที่สามเร่ิมจาก  

1
3  8 90 /3A  คือ 2  30A  

จากนั้นบวกไปทลีะ 360 1203     
ได้แก่ 2  150 ,2  270 A A  
ตอบ (ในรปู a bi ) 3 i , 3 i , 2 i     
 
(39.3) 8 i 8  270  A  
คําตอบแรกคือ 2  90A  
 ตอบ  2  90 , 2  210 , 2  330  A A A  
 

(39.4) 4 4 3 i 8  120   A  
คําตอบแรกคือ 2 2  60A  
 ตอบ  2 2  60 ,2 2  240 A A  
 

(39.5) 2 3 2 i 4  210   A  
คําตอบแรกคือ 2  105A  
 ตอบ  2  105 , 2  285 A A  
 
(39.6) ใช้เชิงขัว้คิดจะยาก เพราะไม่ทราบมุม    
จึงใช้วธิีสมมตคิําตอบเป็น x yi  ดังนั้น 

       2 2 2(x yi) 15 8 i x y 15  .....(1) 
และ 2xy 8   .....(2) 
แก้ระบบสมการได้    x 1 y 4  
หรือ    x 1 y 4  
 ตอบ  1 4 i  และ 1 4 i   

 
 
(40) 2 2x y 3   และ  2xy 4  
จะได้   x 2 y 1  
หรือ      x 2 y 1  
 ตอบ  2 i  และ 2 i   
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(41) 1z  กับ 2z  เป็นรากทีส่องของ 2 2 3 i   
2 2

1 2z z 2 2 3 i 2 2 3 i         
4 4 8    

 
 
(42.1) 2x 16 x 16 4 i         

(42.2) 3 9 32x 4
 

  

3 23 3 23 i4 4 4 4


     

(42.3) 32x x 1 0     
2(x 1)(2x 2x 1) 0      

เฉพาะกาํลังสอง ได้   
 

2 4 8 1 ix 4 2  


  
1 ix 1, 2  

 
 
(43) 4 2z z 16 0    

 
   2 1 1 64 1 3 7z i2 2 2  

  
       

   

22
2 1 3 7z 42 2     z 2   

 
 

(44.1) 
2(1 2 i) (1 2 i) 4(2)(1 8 i)x 4

     
  

(1 2 i) 11 60 i
4

    
  

ถอดรากด้วยวธิีขอ้ 39.6, 40 
(1 2 i) (5 6 i) 1 2 i, 3 / 2 i4
   

       

(44.2) 3 9 4(2 i)( 3 i)x 4 i
  

  

3 15 i3 9 24 3 15i4 i 4 i 4 4
 

      

(44.3)  22(i 1) 2(i 1) 4(1)( 1 2 i)x 2
      

  
2 i 2 22(i 1) 4 2 i, i2 2

    
      

(44.4) 
2(2 3 i) (2 3 i) 4(1)( 1 3 i)x 2

     
  

(2 3 i) 1 2 3i i 1 2 i, 1 i2 2
    

      

 

(45) วิธีแทนคา่ 
3 2(2 3 i) 3(2 3 i) 9(2 3 i) 13       

( 46 9 i) (15 36 i) (18 27 i) 13 0          
วิธีแยกตัวประกอบ 3 2x 3x 9x 13    

2(x 1)(x 4x 13) 0      
4 16 52x 2 3 i2
 

     

 
 
(46) 3 2x 17x 83x 67    

2(x 1)(x 16 67) 0      
เฉพาะกาํลังสอง ได ้

16 256 268x 8 3 i2
 

    

 ตอบ  (1) (8 3 i) (8 3 i) 17       

 
 
(47) 3 2 2z 2z 9z 18 (z 2)(z 9) 0        
   z 2, 3 i   
ตอบ  ผลบวก 2   ผลคณู 18   

 
 
(48) แสดงว่าอกีรากคือ 4 3 i  

2Ax Bx C (x 4 3 i)(x 4 3 i)         
2x 8x 25 A B C 18         

 
 
(49) (x 2)(x 1 i)(x 1 i) 0       

2(x 2)(x 2x 2) 0     
    3 2x 4x 6x 4 0  

 
 
(50) (x 2 2 3 i)(x 2 2 3 i)     
           (x 4 i)(x 4 i) 0    
    2 2(x 4x 16)(x 16) 0  
     4 3 2x 4x 32x 64x 256 0  

 
 
(51) 2(x 2 2 i)(x 2 2 i) x 4x 8        
จากโจทย์แยกได ้ 2 2(x 4x 8)(x 7) 0     
คําตอบที่เหลือคอื 2 2 i, 7   
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เพ่ิมเติม จากเนื้อหาเรื่องลําดับและอนุกรม 

ถ้าศึกษาเรื่องอนุกรมเรขาคณิตในบทท่ี 11 แล้ว จะ
สามารถจัดรูปสมการ 5 4 3 2x x x x 1 0      

ให้เป็น 
6x 1 0x 1





 ได้อย่างงา่ยดายครับ! 

(52) 2(x 1 i)(x 1 i) x 2x 2        
จากโจทย์แยกได ้ 2 2(x 2x 2)(x 2) 0     
คําตอบคอื 1 i, 2    

 
 
(53) 2(x 1 3 i)(x 1 3 i) x 2x 4        
จากโจทย์แยกได ้

2 3 2(x 2x 4)(x 2x 9x 18) 0       
     2 2(x 2x 4)(x 2)(x 9) 0  
 คําตอบคอื 1 3 i, 2, 3 i    

 
 
(54.1) เนื่องจากสมการ 6x 1 0   แยกตวั
ประกอบได ้ 5 4 3 2(x 1)(x x x x 1) 0       
แสดงว่าคําตอบของพหนุามดีกร ี5 ในโจทย์ ก็คือ
คําตอบของสมการ 6x 1 0   ยกเว้น x=1 นั่นเอง 

   6 6x 1 0 x 1  ดังนั้น x เป็นรากที่ 6 ของ 
1 (ซึ่งเราจะหาคําตอบทั้ง 6 ได ้โดยอาศัยรูปเชิงขัว้) 
ตอบ  1 31 , i2 2    

 
 
 
 
 
 
 
 
(54.2) แยกตัวประกอบได ้

2(x 1)(x 2)(x 2)(x 2x 4) 0       
 ตอบ  1, 2, 1 3 i     

 
 
(55) แยกตัวประกอบได้ 4 2(x 1)(x x 1) 0     
      2 2(x 1)(x 1)(x 1)(x x 1) 0  

    
1 3x 1, i, i2 2     ตอบ ผลบวก 1   

 
 
 
 
 
 
 

(56.1)   
   2 1 1 8 1 7z i2 2 2  

  
       

   

22
2 1 7z 22 2  

  4z 2  ผลบวก 4 คําตอบ 44 2  
 
(56.2) แบ่ง 212x  ออกเปน็ 2 28x 4x  เพือ่จับ
กลุ่มดึงตัวร่วม (กลุ่ม 3 ตัวหนา้ และ 3 ตัวหลัง) 

2 2(x 4)(x 2x 8) 0      
   x 2 i, 1 7 i  
ตอบ 2 i 2 i 1 7 i 1 7 i 4 4 2          
 
(56.3) 4(x 4)(x 3 i) 0    
 x 3 i  หรอื 4x 4   
ผลบวกคา่สัมบูรณ์ 4 4 4 43 i 4 4 4 4      

3 4 2   

 
 
(57) แสดงว่า p( 2 i) 0   [ทฤษฎีตวัประกอบ] 

3 2( 2 i) (5 2 i)( 2 i) (7 10 i)( 2 i) k 0          
 k 14 i  

 
 
(58) ถ้าแทนค่า x ลงไปในพหุนามจะคาํนวณยาก 
จึงใช้ทฤษฎีเศษเหลือ ตามคาํใบ้ในโจทย์ (ซึ่งต้องตั้ง
หารยาว เพราะหารสงัเคราะห์กาํลงัสองไม่ได้, หาร
สังเคราะห์กาํลังหนึ่งก็ยาก เพราะติด i)   
ได้คําตอบ (คอืเศษ) 31    

 
 
(59) 3 2P(x) x Bx Cx D     
จาก 1 3 i  เป็นรากของ P(x)  
       2(x 1 3 i)(x 1 3 i) x 2x 4  
แสดงว่า 2P(x) (x 2x 4)(x c)     
P(2) 5  จะได ้ c 3 / 4  
 รากที่เปน็จาํนวนจริงของ P(x)  คือ c 3 / 4  

 
 
 



10 V 
3     4  

4      3  

เร่ืองแถม 
ใช้จํานวนเชิงซ้อนช่วยคํานวณเก่ียวกับวงจรไฟฟ้ากระแสสลับ.. 
 

การคาํนวณวงจรไฟฟา้กระแสสลบั ในวิชาฟสิิกสร์ะดับ ม.ปลาย ไม่ได้กลา่วถึงจํานวนเชิงซ้อนเลย 
แต่ให้ใช้เวกเตอรใ์นการหาขนาดและมุม หรือที่เรียกกันวา่ใช้ เฟสเซอร์ (Phaser) แต่อนัทีจ่ริงแล้ววงจรไฟฟา้
กระแสสลับนัน้เกี่ยวขอ้งกับจาํนวนเชิงซอ้นโดยตรง สว่นเฟสเซอร์เป็นเพียงการนําผลที่ไดจ้ากจาํนวนเชิงซ้อน 
(ในรูปเชิงขัว้) ไปเขียนเป็นรูปภาพเทา่นัน้เอง.. 

หากมีความรู้ในเรื่องจํานวนเชิงซอ้นจะทาํใหค้ํานวณวงจรไฟฟา้กระแสสลับได้โดยงา่ย เพราะเป็น
การคาํนวณขนาดและมุมไปในตัวพร้อม ๆ  กัน ไม่ต้องยุ่งยากกับเฟสเซอร์เลยครับ (โดยเฉพาะในข้อสอบ
พื้นฐานวิศวะนั้นจําเปน็มากทีจ่ะตอ้งใช้จาํนวนเชงิซอ้นคดิ เนือ่งจากวงจรค่อนขา้งซับซ้อน) 
 
 สิ่งทีต่อ้งทราบเพือ่ใช้ในการคาํนวณ (ด้วยจาํนวนเชิงซ้อน) มีดังนี ้
(1) นิยมใช้ j แทน i เพือ่ไม่ใหส้บัสนกับตวัแปร i ที่ใช้แทนกระแสไฟฟา้ 
(2) นิยมให้แหลง่จ่ายแรงดันกระแสสลับ (สญัญาณรูปไซน์) มีมุมเป็นศูนย ์(คือ แรงดัน = V  0A ) 
(3) ค่าอิมพีแดนซ์ (Z) หนว่ยเป็นโอห์ม ของแตล่ะอุปกรณเ์ป็นดงันี ้
ตัวตา้นทาน RZ R  (มีแต่สว่นจริง ไม่มีส่วนจินตภาพ) 
ตัวเหนี่ยวนาํ  LZ j L  (ช้ีขึ้น ขนาดเทา่กบั L  หรอืเขยีนในรูป L  90 A ) 
ตัวเก็บประจุ      C

11Z j Cj C  (ช้ีลง ขนาดเท่ากับ 
1C  หรือเขียนในรปู    

1 90C A ) 

(4) เราคาํนวณในวงจรเสมือนว่าเป็นวงจรไฟฟา้กระแสตรงตามทีคุ่น้เคย เพยีงแคค่ดิเลขเป็นจํานวนเชิงซ้อน 
(กฎทุกกฎใช้ไดห้มด ไม่ว่าจะเปน็ V I Z , การรวมคา่โอห์มแบบอนุกรมและแบบขนาน, กฎการแบ่ง
กระแส, การแบ่งแรงดนั, กฎของเคอร์ชอฟฟ์ ฯลฯ) 
 
ตัวอย่าง ถ้าแหลง่กําเนิดแรงดนัรปูไซน์มีขนาด 10 โวลต์(rms) และอุปกรณ์แต่ละช้ินมีค่าอิมพีแดนซต์ามที่
ระบุในรูป (คาํนวณเปน็โอห์มให้แล้ว) ใหห้าอิมพแีดนซร์วม และกระแสรวมในวงจรนี้ (แบบ rms) 
 

    วิธีคิด ถ้าเป็นวงจรไฟฟ้ากระแสตรง เราจะใช้วิธีรวม R อนุกรมใน 
แต่ละเส้น แลว้นาํทั้งสองเส้นมารวมกันแบบขนาน จะไดค้่า R รวม 
ของวงจร แลว้ก็ใช้สูตร V IR  ก็จะไดค้า่กระแสรวมของวงจร 
 

ถึงแม้วงจรนี้เปน็ไฟฟา้กระแสสลบั เราก็ยงัยึดวิธคีิดแบบเดิมได ้
เส้นขวา มี 4 โอห์ม กับ j3 โอหม์ ต่อแบบอนุกรม 
จึงได ้  ขวาZ 4 j3  โอห์ม 
เส้นกลาง มี 3 โอห์ม กับ –j4 โอห์ม ต่อแบบอนุกรม 
จึงได ้  กลางZ 3 j4  โอห์ม (อย่าลืมว่า C ตอ้งช้ีลงในทิศ –j) 

จากนั้นรวมสองเส้น แบบขนาน   รวมZ (4 j3) // (3 j4) 
        

         

           

(4 j3)(3 j4) 24 j7 3.5 j0.5(4 j3) (3 j4) 7 j 1  โอห์ม ... คดิเปน็ขนาด  2 23.5 0.5 3.54  โอห์ม 

ดังนัน้        รวมรวม
10VI 2.8 j0.4Z 3.5 j0.5  แอมแปร ์..คิดเป็นขนาด  2 22.8 0.4 2.83  แอมแปร ์

(ถ้าไม่ต้องการทราบมุม ตอ้งการเพียงขนาด ก็คดิตามนี้ก็ไดค้รับ   
รวมรวม

|V| 10 2.83I 3.54|Z | ) 

หมายเหตุ  ค่า  รวมZ 3.5 j0.5  และ  รวมI 2.8 j0.4  นีน้ําไปวาดเฟสเซอร์รว่มกบัค่า V ได้เลย ตาม
สัดส่วนค่าจริง, จนิตภาพ ที่ไดอ้อกมา เหมือนกับวา่คาํนวณทีเดียวได้ทั้งขนาดและมุมพร้อมกัน... 
และถ้าต้องการหากระแสในแต่ละเส้น หรอืความตา่งศักย์แต่ละจุดกค็งจะดัดแปลงวธิกีารต่อไปได้แลว้นะครับ 



 
 

บทที ่๑๑ 
ลําดับและอนุกรม 

 
 

ลําดับ (Sequence) คือฟังก์ชันที่มีโดเมนเป็นเซต
จํานวนนับ 1,2,3, ... เช่น สมมติเรามีฟังก์ชนั 
f(n)=n2+1 เมื่อ n=1,2,3,... เราจะได้ f(1)=2, f(2)=5, 
f(3)=10, f(4)=17, ... ค่าฟังก์ชันเหล่าน้ีที่เขียนต่อกัน 
เป็น 2, 5, 10, 17, ... จะเรียกว่าลาํดบั 

 
 

นิยมเขียนฟังก์ชันในรูป na  คือใช ้ 1 2 3 na , a , a , ..., a  แทน 
f (1), f (2), f (3), ..., f (n)  เพ่ือให้ทราบว่าเป็นลําดับ (มีโดเมนเป็นจํานวนนับเท่านั้น) 
เรียก 1a  ว่า “พจน์ (term) ที่ 1” ของลําดับ, เรียก 2a  ว่าพจน์ที่ 2 ของลําดับ, ไป
เร่ือย ๆ  จนถึงพจน์ที่ n ใด ๆ  เขียนแทนด้วย na  จะเรียกว่า พจน์ทั่วไป (general 
term) ของลําดับ 

เช่น ลําดับ 2,5, 10, 17, ...  มีพจน์ทั่วไปเป็น 2
na n 1   หรืออื่น ๆ  

1, 2, 3, 4, ... มีพจน์ทั่วไปเป็น na n  หรืออื่น ๆ  
3,6, 9, 12, ...  มีพจน์ทั่วไปเป็น na 3 n  หรืออื่น ๆ  
1, 3, 5, 7, ...  มีพจน์ทั่วไปเป็น na 2 n 1   หรืออื่น ๆ  
1, 4, 9, 16, ...  มีพจน์ทั่วไปเป็น 2

na n  หรืออื่น ๆ  
3 5 71, , , , ...4 9 16  มีพจน์ทั่วไปเป็น 2n

2 n 1
na 

  หรืออื่น ๆ  

1, 1, 1, 1, ...   มีพจน์ทั่วไปเป็น n
na ( 1)   หรืออื่น ๆ  

1, 2, 3, 4, ...   มีพจน์ทั่วไปเป็น n 1
na ( 1) n   หรืออื่น ๆ  

3, 17, 47, 99, 179, ...  มีพจน์ทั่วไปเป็น 2
na n(n 1) 1    หรืออื่น ๆ  

 
คําว่า “หรืออื่น ๆ ” ในที่นี้เนื่องจากลําดับหนึ่ง ๆ  ที่ให้มา จะหาพจน์ทั่วไปได้

มากกว่า 1 แบบเสมอ เช่น ลําดับ 2, 4, 8, ... อาจมีพจน์ทั่วไปเป็น n
na 2  ซ่ึงทํา

ให้ 4a 16  หรือมีพจน์ทั่วไปเป็น 2
na (n 1)(n n 6)/6     ซ่ึงทําให้ 4a 15  

ลําดับ 1, 2, 3, 4, ...  อาจมีพจน์ทั่วไปเป็น na n  ซ่ึงทําให้พจน์ที่ 5 มีค่า
เท่ากับ 5  หรือ 4 3 2

na (n 1)(n 2)(n 3)(n 4) n n 10n 35n 49n 24            ก็ได้ 
ซ่ึงทําให้ 5a 29  (กลายเป็นลําดับที่ต่างกัน) 
 

ลักษณะ 
ของลําดับ 

(บทที่ ๕–๑๖ นํามาจาก R2.2.04 และจะทยอยปรับปรุงเนื้อหาทีละบท จนเป็น R2.9 ฉบับสมบูรณ์ครับ) 

s +
 e +

 r +
 i +

…
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เม่ือพิจารณาในลักษณะเดียวกันกับประเภทของเซต จะแบ่งได้ว่า ลําดับที่มี
จํานวนพจน์ที่แน่นอน เช่น 8 พจน์, 15 พจน์, หรือ n พจน์ก็ได้ ถือเป็น ลําดับจํากัด 
(finite sequence) ส่วนลําดับที่มีจํานวนพจน์มากจนนับไม่ได้ ก็จะเป็น ลําดับอนันต์ 
(infinite sequence) 

 
 

๑๑.๑ ลําดับเลขคณิตและเรขาคณิต 
 

ลําดับที่พบได้บ่อยมีอยู่ 2 ประเภท ได้แก่ ลําดับเลขคณิต (Arithmetic 
Sequence) และ ลําดับเรขาคณิต (Geometric Sequence) 

 
ลําดับเลขคณิต คือลําดับที่ “ผลต่างของพจน์ตดิกันเป็นค่าคงตัว” เรียกค่านี้

ว่า ผลต่างร่วม (Common Difference) ใช้สัญลักษณ์ d นั่นคือ n 1 na a d    
เสมอ 

พจน์ทั่วไปของลําดับเลขคณิต เป็น n 1a a (n 1)d    
 

ลําดับเรขาคณิต คือลําดับที่ “ผลหารของพจน์ติดกันเป็นค่าคงตัว” เรียกค่า
นี้ว่า อัตราส่วนร่วม (Common Ratio) ใช้สัญลักษณ์ r นั่นคือ n 1 na a r    
เสมอ 

พจน์ทั่วไปของลําดับเรขาคณิต เป็น (n 1)
n 1a a r    

 
ข้อสังเกต 
ลําดับเลขคณิต จะมีพจน์ทั่วไปเป็นแบบ สมการเส้นตรง ที่มีความชัน = d 
ส่วนลําดับเรขาคณิต จะมีพจน์ทั่วไปเป็นแบบ สมการเอกซ์โพเนนเชียล ที่มีฐาน = r 
 
 
 
 

นอกจากลําดับเลขคณิตและลําดับเรขาคณิตที่เราจะได้ศึกษาแล้ว ยังมีลําดับ
ที่มีชื่อเรียกเฉพาะอีกหลายอย่าง เช่น 
ลําดับสลับ (Alternating Sequence) มีเคร่ืองหมายบวกลบสลับกันไปในแต่ละพจน์ 
ลําดับฮาร์โมนิก (Harmonic Sequence) ส่วนกลับของแต่ละพจน์เป็นลําดับเลขคณิต 
ลําดับฟีโบนักชี (Fibonacci Sequence) พจน์ที่สามขึ้นไปหาได้จากผลบวกของ 2 
พจน์ที่อยู่ก่อนหน้า 
ลําดับโคชี (Cauchy Sequence) ผลต่างของพจน์ติดกันมีค่าเข้าใกล้หรือเป็น 0 เม่ือ
ค่า n ยิ่งเพ่ิมขึ้น 

 
 
 

โจทย์ในบทนี้ควรอ่านให้รอบคอบวา่เป็น “ลาํดับเลขคณติ” หรอื “ลําดับเรขาคณิต” 
มิฉะนั้นอาจใช้สมการที่ผิด และทําให้ได้คาํตอบทีผ่ิดไปได ้S 
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แบบฝึกหัด ๑๑.๑ 
 
(1) ให้หา 4 พจน์แรก ของลําดับต่อไปนี้ 
 (1.1) n

na 2     (1.3) 
n

n
1a 2

   
 

 

 (1.2) na 4 n 2     (1.4) n
n 2

na ( 1) (n 1) 


 

 
(2) ให้หาพจน์ทั่วไปของลําดับต่อไปนี้ ข้อละ 1 แบบ 
 (2.1) 1 1 11, , , , ...2 4 8    (2.4) 3, 0.3, 0.03, 0.003, ...   

 (2.2) 1 1 11, , , , ...4 9 16    (2.5) 2,6, 12, 20, ...  

 (2.3) 1, 5, 13, 29, ...  
 
(3) ให้บอกว่าลําดับต่อไปนี้เป็นลําดับเลขคณิตหรือเรขาคณิต และหาพจน์ทั่วไปของลําดับด้วย 
 (3.1) 15, 12, 9,6, ...    (3.5) 510, 5, , ...2  

 (3.2) 2, 4, 8, 16, ...    (3.6) 4, 8, 12, ...  
 (3.3) x, x 2, x 4, ...     (3.7) 3, 3, 3, ... 
 (3.4) log2, log 4, log 8, log 16, ...  
 
(4) ให้หาพจนท์ี่ 4, 5, 6 และ 20 ของลําดับเลขคณิตต่อไปนี้ 3, 3.5, 4, ...  
 
(5) ให้หาพจน์ที่ 4, 5, 6 และ 20 ของลําดับเรขาคณิตต่อไปนี้ 1 1, , 1, ...4 2  

 
(6) พจน์ทั่วไปของลําดับเลขคณิต ที่มีพจน์ที่ 4 เป็น 20 และพจน์ที่ 16 เป็น 56 คืออะไร 
 
(7) ลําดับเลขคณิตมีผลบวกพจน์ที่ 2 กับพจน์ที่ 13 เป็น 0 
และผลบวกพจน์ที่ 4 กับพจนท์ี่ 8 เป็น 12 ให้หาส่ีพจน์แรกของลําดับนี้ 
 
(8) ถ้าพจน์ที่ 7 ของลําดับเรขาคณิตที่มีอัตราส่วนร่วมเท่ากับ 2 คือ 128 ให้หาสองพจน์แรก 
 
(9) หาส่ีพจน์แรกของลําดับเรขาคณิตที่มีอัตราส่วนร่วมเป็นบวก และ 1 2a a 8  , 3 4a a 72   
 
(10) ให้ x, y, z, w เป็นพจน์ 4 พจน์เรียงกันในลําดับเรขาคณิต 
ถ้า y z 6   และ z w 12    ให้หาค่าสัมบูรณ์ของพจน์ที่ 5 ของลําดับนี้ 
 
(11) ลําดับเลขคณิต 20, 16, 12, ...  มีเลข –96 อยู่หรือไม่ ถ้ามีให้บอกว่าเป็นพจน์ที่เท่าใด 
 
(12) พจน์ที่เท่าใดของลําดับเลขคณิต 3, 7, 11, ...  มีค่า 75 
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(13) พจน์แรกที่เป็นจํานวนเต็มลบของลําดับเลขคณิต 200, 182, 164, 146, ... 
มีค่าต่างจากพจน์ที่ 10 อยู่เท่าใด 
 
(14) ให้หาค่า m ซ่ึงเป็นจํานวนเต็มที่น้อยที่สุด ที่ทําให้พจน์ที่ m ของลําดับเลขคณิต 2,5, 8, ...  
มีค่ามากกว่า 1,000 
 
(15) ให้หาลําดับเรขาคณิต ที่มีผลบวกของสามพจน์แรกเป็น –3 และผลคูณเป็น 8 
 
(16) ถ้า p, 5p, 6p+9 เป็นลําดับเลขคณิต ให้เขียน 3 พจน์ถัดไป 
 
(17) ต้องนําจํานวนเท่าใดมาบวกทุกพจน์ของลําดับ 3, 20, 105 จึงทําให้กลายเป็นลําดับเรขาคณิต 
 
(18) กําหนดให้ a, b, c เป็น 3 พจน์เรียงกันในลําดับเรขาคณิต และมีผลคูณเป็น 27 
ถ้า a, b+3, c+2 เป็น 3 พจน์เรียงติดกันในลําดับเลขคณิตแล้ว a b c   มีค่าเท่าใด 
 
(19) ให้หาตัวกลางเลขคณิต ตามเงื่อนไขที่กําหนดให้ 

(19.1) พจน์สองพจน์ระหว่าง 7 กับ 16 ที่ทําให้ 4 พจน์นี้อยู่ในลําดับเลขคณิต 
(19.2) ส่ีพจน์กลางระหว่าง 130 กับ 55 เม่ือลําดับนี้เป็นลําดับเลขคณิต 

 
(20) ให้หาตัวกลางเรขาคณิต ตามเงื่อนไขที่กําหนดให้ 

(20.1) พจน์กลางส่ีพจน์ของลําดับเรขาคณิตที่อยู่ระหว่าง 3 กับ 96 
(20.2) พจน์สามพจน์ระหว่าง 4

3  กับ 27
64  ที่ทําให้ 5 พจน์นี้อยู่ในลําดับเรขาคณิต 

 
(21) ลําดับหนึ่งมีรูปทั่วไปเป็น n 1 n2 a a 3    และมีพจน์ที่ 5 เป็น 5 ให้หาค่า 3 6a a  
 
(22) เศรษฐี 3 คนแย่งกันประมูลสินค้า โดยจะเสนอราคาสูงขึ้นเป็น 2 เท่าเสมอ และผลัดกันเสนอ
ราคาทีละคนโดยไม่แซงคิวกัน หากเศรษฐีคนที่ 1 เร่ิมประมูลโดยเสนอราคา 1 ล้านบาท ถามว่าใคร
จะเสนอราคาเกิน 250 ล้านบาทเป็นคนแรก 
 
 

๑๑.๒ ลิมิตของลําดบัอนันต์ 
 

หากต้องการทราบว่า ในลําดับอนันต์ลําดับหนึ่งนั้น ถ้า n ยิ่งมากข้ึนจนเข้า
ใกล้   (n  ) แล้ว ค่าของ na  จะเข้าใกล้ค่าใด ( na ? ) เราเรียกว่า การ
หาลิมิตของลําดับ นั่นเอง และค่าที่ได้นี้เรียกว่า ลิมิต (limit) 

ลําดับ 
n

n
1a 2

   
 

 หรือ 1 1 1, , , ...2 4 8  พบว่า เม่ือ n มากข้ึนจนเข้าใกล้   

แล้ว ค่าของ na  จะเข้าใกล้ 0 จึงกล่าวว่า “ลิมิตของลําดับนี้เท่ากับ 0” และเขียน
แทนด้วยสัญลักษณ์ nn

lim a 0
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ลําดับที่หาค่าลิมิตได้ เรียกว่า ลําดับลู่เข้า (Convergent Sequence) และ
ลําดับที่ไม่มีลิมิต หรือหาค่าลิมิตไม่ได้ จะเรียกว่า ลําดับลู่ออก (Divergent 
Sequence) 

ตัวอย่างเช่น ลําดับ 1, 2, 3, 4, ...  
ถ้า n   แล้ว na   ด้วย แสดงว่า nn

lim a


 หาคาไมได 
ส่วนลําดับ cos , cos 2 , cos 3 , ...    

พบว่ามีค่าเป็น –1 กับ 1 สลับกันไปตลอด ไม่ได้เข้าใกล้ค่าใดค่าหนึ่งเป็นพิเศษเลย 
แสดงว่า nn

lim a


 ไมมีคา หรือ ลําดับนี้ไมมีลิมติ 
 

การหาค่าลิมิต สามารถใช้สมบัติการกระจาย แจกแจงได้ทุกรูปแบบ ทั้งการ
บวก ลบ คูณ หาร ยกกําลัง หรือถอดราก (แต่ค่าสัมบูรณ์นั้น ใส่ลิมิตเข้าข้างใน
ไม่ได้เสมอไป) 

เช่น ถ้า 
3

n 2 4
5n 2n 1a 7n 8n

 



 

จะได้ 43

2

5 2 13 n nn
n 2 4 7n n n

n

5n 2n 1 0 0 0lim a lim lim 08 0 87n 8n  

                  
 

 
ข้อสังเกต 
1. ลําดับท่ีเป็นผลหารของพหุนาม 

n
P(n)lim Q(n)

  เปน 0 เม่ือดีกรี P น้อยกว่า Q, 

 เป็นสัมประสทิธิต์ัวแรกหารกัน เม่ือดีกรีของ P และ Q เท่ากัน, 
 หาคาไมได เม่ือดีกรี P มากกว่า Q 
2. ลําดับเรขาคณิต 

n
n
lim (r )


 เม่ือ r เป็นค่าคงที่ จะเป็นไปได้ส่ีกรณี คือ 
 ไมมีลิมติ เม่ือ r 1< , 
 เปน 0 เม่ือ | r | 1 , 
 เปน 1 เม่ือ r 1 , 
 หาคาไมได เม่ือ r 1  
3. ลําดับเลขคณิต 
ลิมิตหาคาไมไดเสมอ (ยกเว้นกรณีที่ d 0 ) 

 
 

แบบฝึกหัด ๑๑.๒ 
 
(23) ลําดับต่อไปนี้มีค่า nn

lim a


 เป็นเท่าใด 
 (23.1) na 2 n 1     (23.3) na sin n   
 (23.2) n

1a n     (23.4) na cos n   
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(24) ให้หาลิมิตของลําดับต่อไปนี้ 
(24.1) n

4n 3a 3n 1





   (24.4) 
2

n 5
5n 4a n 8





 

(24.2) 
2

n 2
2n n 3a 5n 1

 



   (24.5) 

2
n

6n 7a 3n 1





 

(24.3) n 2
6n 7a 5n 4





   (24.6) 
7

n
n 4a n 1





 

 
(25) ให้หาค่าลิมิตของ na  เม่ือกําหนด 

 (25.1) 
3

n 3
1 2n 3na (3n 1)
 




   (25.4) n
(2n 1)n!a (n 1)!





 

 (25.2) n
n 1a n 1





   (25.5) 
5

n
n 5a 3 n 1

 
    

 

 (25.3) 2
na n 3   

 
 
 

(26) ให้หาค่าของ 

 (26.1)  n1
2

n
2lim 3

  
 
 

   (26.2) 
22 n

n2n
2n 4n 1 4lim 1 53n

              
 

 (26.3) ลิมิตของลําดับอนันต์ 3, 3 3, 3 3 3, 3 3 3 3 , ...  
 
(27) ถ้า 

2
n 2

n n 1a 3n 1
 




 และ 
n n

n n
2 5b 5 9





 

แล้ว ลิมิตของลําดับที่มีพจน์ที่ n เป็น n n n na b a b   มีค่าเท่าใด 
 
(28) สําหรับจํานวนเต็มบวก n ใด ๆ  ให้ n

1/n nM 1/n n 1
     

 และ n na det (M )  

แล้ว nn
lim a


 มีค่าเท่าใด 
 
 

๑๑.๓ อนุกรมและซิกม่า 
 

อนุกรม (Series) คือผลบวกของแต่ละพจน์ในลําดับ 
อนุกรมที่พบบ่อยคือ อนุกรมเลขคณิต (Arithmetic Series) และ อนุกรม

เรขาคณิต (Geometric Series) เช่น 
ลําดับเลขคณิต 5, 9, 13, 17, ... เป็นอนุกรมเลขคณิต 5 9 13 17 ...     
ลําดับเรขาคณิต 2, 4, 8, 16, ...  เป็นอนุกรมเรขาคณิต 2 4 8 16 ...     

จุดที่ผิดบ่อยคอื ในข้อ (25.1) หากมองด้วยวธิีลัด (มองสัมประสทิธิ์) อาจลืมยกกาํลังทีต่ัวส่วน 
S 
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เพิ่มเติม 
เรื่องซิกม่าและสมบัติของซิกม่านีจ้ะได้ใช้งานอีกคร้ังในบทเรียนสถิติ (บทที ่๑๔) 

ในทํานองเดียวกัน อนุกรมจํากัด (finite series) เกิดจากลําดับจํากัด และ
อนุกรมอนันต์ (infinite series) เกิดจากลําดับอนันต ์
 

ค่าของอนุกรมสามารถเขียนเป็นสัญลักษณ์ซิกม่า (sigma) ในรูป 
n

i
i 1

a

  ได้ 

เช่น ลําดับ n
1a n  หรือ 1 1 11, , , , ...2 3 4  จะเขียนเป็นอนุกรมได้ว่า 

1 1 11 ...2 3 4     และมีค่าเท่ากับ 
i 1

1
i





 
 
 

  

“ผลบวกย่อย (partial sum) n พจน์แรก” ของอนุกรม จะใช้สัญลักษณ์ 
n

n i
i 1

S a


   

ดังนั้น ค่าของอนุกรมอนันต์ก็คือ i nni 1
S a lim S






   

 
      สมบัติของ          สูตรผลบวก 

   

n

i 1
n n

i i
i 1 i 1
n n n

i i i i
i 1 i 1 i 1

k n k

k a k a

(a b) a b



 

  

  

  

   



 

  

        

n

i 1
n 2
i 1

2n 3
i 1

n(n 1)i 2
n(n 1)(2n 1)i 6
n(n 1)i 2








 

 
 

     







 

 
 
 
 
 

 
แบบฝึกหัด ๑๑.๓ 

 
(29) ถ้า f (x) 3x 1   และ 1u 3 , 2u 2 , 3u 1 , 4u 5  
แล้ว ให้หาค่า 

4
i i

i 1
u f (u)


  

 
(30) ให้เขียนอนุกรมต่อไปนี้โดยใช้สัญลักษณ์  
 (30.1) 1 2 2 3 3 4 4 5 ... 50 51           
 (30.2) 1 1 1 1...2 4 6 2n     

 (30.3) 1 3 7 15 ...     พจน์ที่ n 
 (30.4) p p 1 p 2 p qa r a r a r ... a r       
 (30.5) 1 1 1 ...4 5 6    
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(31) ให้หาค่าของอนุกรมต่อไปน้ี 
 (31.1) 1 2 3 4 ... 50      
 (31.2) 2 2 2 2 21 2 3 4 ... 10      
 (31.3) 3 3 3 3 31 2 3 4 ... 7      
 
(32) ให้หาค่าของอนุกรมต่อไปน้ี  

 (32.1) 
4 2
i 1

i (i 3)


     (32.3) 
6

k 2

k 4
k 1

 
   

  

 (32.2) 
3 2

n 1
(n 3)


  

 
(33) ถ้า f (x) x 1   แล้ว 

30 2
n 10

(f f)(n )

   มีค่าเท่าใด 

 
(34) ให้หาค่าผลบวกต่อไปนี้ 
หมายเหตุ  หากรูปทั่วไปของอนุกรมเป็นแบบ เลข เลข  จะคํานวณด้วยสูตรซิกม่า 
 (34.1) ผลบวก 10 พจน์แรก ของอนุกรม 1 2 2 3 3 4 ... n(n 1)         
 (34.2) 10S  ของอนุกรม 1 4 7 2 5 8 3 6 9 ...          

(34.3) 8S  ของอนุกรม 2 2 2 21 2 2 3 3 4 ... n(n 1)         
(34.4) 20S  ของอนุกรม 1 (1 2) (1 2 3) ... (1 2 3 ... n)            

 
(35) สําหรับแต่ละจํานวนเต็ม n 4>  ให้หาค่าลิมิตของ 

4
3 3 3 3

n 1
1 2 3 ... n


   

 

 
(36) ถ้าลําดับเลขคณิต 1 2 3a , a , a , ...  มีพจน์ที่ 10 และพจน์ที่ 15 เป็น –19 และ –34 ตามลําดับ
แล้ว 

20
i

i 1
(a 2 i)


  มีค่าเท่าใด 

 
(37) ให้ a เป็นจํานวนจริง กาํหนดพจน์ที่ n ของอนุกรมคือ 1 (n 2) a

1 a
 


 

ถ้าพจน์ที่ m คอื 1 38 a
1 a



 แล้ว ผลบวก m พจน์แรกของอนุกรมมีค่าเท่าใด 

 
 

๑๑.๔ อนุกรมเลขคณิต เรขาคณิต และอ่ืน ๆ  
 

อนุกรมที่หาค่า S  ได้ เรียกว่า อนุกรมลู่เข้า (Convergent Series) และ
อนุกรมที่หาค่า S  ไม่ได้ เรียกว่า อนุกรมลู่ออก (Divergent Series) 
อนุกรมใด ๆ  จะหาค่า S  ได้ (ลู่เข้า) ก็ต่อเม่ือ nn

lim r 1


  และ nn
lim a 0


  
เท่านั้น 
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1. อนุกรมเลขคณิต (มีรูปทั่วไปเป็นสมการเส้นตรง กําลังหนึ่ง) 

n
n 1

i 1
S a (i 1)d


       1 n

n (a a )2   หรือเขียนเป็น  เพ่ือใช้สูตรคํานวณ 

S  หาค่าไม่ได้เสมอ (ยกเว้นอนุกรม 0 + 0 + 0 + …) 
 
2. อนุกรมเรขาคณิต (มีรูปทั่วไปเป็นสมการเอกซ์โพเนนเชียล) 

n (i 1)
n 1

i 1
S a r 



     
n

1a (1 r )
1 r



 

S  หาค่าได้ก็เม่ือ | r | 1  เท่านั้น และค่าที่ได้คือ S   1a
1 r

 

ถ้ารูปทั่วไปของอนุกรมเป็น 1
เรขา , เรขา เรขา , หรือ 1

เรขา เรขา  เหล่านี้

จะยังคงเป็นอนกุรมเรขาคณิตเช่นกัน สามารถแจกแจงแต่ละพจน์ออกมาเพื่อใช้สูตร
ของเรขาคณิต 

และถ้ารูปทั่วไปของอนุกรมเป็น เรขา + เรขา  ให้แยกคิดทีละส่วนแล้วจึงนํา
ผลลัพธ์ที่ได้มาบวกกัน 
 
3. อนุกรมใด ๆ  ที่ไม่ใช่สองแบบข้างต้น จะมีวิธคีํานวณต่าง ๆ  กนัไป 
ซ่ึงจะแนะนําวิธีคิดและตัวอย่างไว้ที่แบบฝึกหัดข้อ (34), (49), (56), (58) 
และสรุปคร่าว ๆ  ได้ดังน้ี 
 

3.1 ถ้ารูปท่ัวไปเป็นพหุนามดีกรีสองหรือสาม จะอยู่ในรูปผลคูณของเลข
คณิต ( เลข เลข  หรือ  เลข เลข เลข ) ให้ใช้สูตร  กําลังสอง, กําลังสาม 
 
หมายเหตุ 
ถ้าหาผลต่างของผลต่าง (ลบกันสองช้ัน) แล้วเป็นค่าคงที่ แสดงว่าเป็นพหุนามดีกรี
สอง ถ้าหาผลต่างโดยลบกันสามชั้นแล้วเป็นค่าคงที่ แสดงว่าเป็นพหุนามดีกรีสาม 
อนุกรมเหล่าน้ีหารูปท่ัวไปได้โดยเขียนรูปท่ัวไปของพหุนาม แล้วแก้ระบบสมการเพ่ือ
หาสัมประสิทธิ์แต่ละตัว 
 

3.2 ถ้ารูปท่ัวไปของอนุกรมเป็น 1
เลข เลข  จะคํานวณโดยใช้วิธีแยกเป็น

เศษส่วนย่อยลบกัน แต่ถ้ารูปท่ัวไปของอนุกรมเป็น 1
เลข  จะเรียกว่าอนุกรมฮาร์โมนิก 

ซ่ึงไม่ได้ศึกษาในที่น้ี 

1. ลําดับลู่เขา้ กบัอนุกรมลู่เขา้ มีหลักการพจิารณาที่ไม่เหมือนกนั 
เพราะลาํดับลู่เข้าคือหาพจนอนันตได้ แตอ่นกุรมลู่เข้าคอืหาผลบวกถึงพจนอนันตได้.. 
2. อนกุรมทีลู่่เขา้นัน้ ยอ่มเกดิจากลําดับทีลู่่เขา้เสมอ (และลําดับตอ้งลู่เข้าสู่ 0 เท่านั้นด้วย) 
แตลําดับทีลู่่เขา้ (แม้จะลู่เขา้สู ่0 ก็ตาม) เม่ือเขียนเป็นอนกุรมอาจจะไม่ลู่เขา้ก็เปน็ไปได ้

S 
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3.3 ถ้ารูปท่ัวไปเป็น เลข เรขา  หรือ เลขเรขา  เรียกว่าอนุกรมผสม สามารถ

หาค่าได้โดยนําค่า r  ของเรขาคณิตเข้าไปคูณ แล้วตั้งลบออกจากสมการเดิม เพ่ือให้
ส่วนท่ีเป็นเลขคณิตหายไป เหลือแต่อนุกรมเรขาคณิตล้วน ๆ  จึงใช้สูตรต่อไปได้ 

แต่ถ้ารูปท่ัวไปเป็น เรขาเลข  จะไม่ได้ศึกษาในท่ีน้ี 

 
 

แบบฝึกหัด ๑๑.๔ 
 
(38) ให้หาผลบวกย่อย 18 พจน์แรก ของอนุกรม 2 6 10 ...    
 
(39) ให้หาผลบวกย่อย 8 พจน์แรก ของอนุกรม 1 1 2 ...2     

 
(40) ให้หาค่าของ 1 3 5 ... 101     
 
(41) ให้หาผลบวก 10 พจน์แรกของลําดับเลขคณิตซ่ึงมีผลต่างร่วมเป็น 4 และมีพจน์ที่ 13 เป็น 51 
 
(42) อนุกรมเลขคณิตมีพจน์ที่สิบเป็น 20 พจน์ที่ห้าเป็น 10 ให้หาผลบวกย่อย 8a  ถึง 15a  
 
(43) อนุกรมเรขาคณิตมีค่า 3a 80  และ 3S 65  ให้หาพจน์แรก และอัตราส่วนร่วม 
 
(44) อนุกรมเรขาคณิตมีพจน์แรกเป็น 160 และอัตราส่วนร่วมเป็น 3/2 
ถ้าผลบวก n พจน์แรกเป็น 2,110 แล้ว ให้หาค่า n 
 
(45) ให้ 5, x, 20, ... เป็นลําดับเลขคณิตที่มีผลบวกของ 12 พจน์แรกเป็น a 
และ 5, y, 20, ... เป็นลําดับเรขาคณิตที่มีพจน์ที่ 6 เป็น b โดยท่ี y 0  แล้ว ให้หา a b  
 
(46) a+3, a, a–2 เป็นลําดับเรขาคณิตที่มีอัตราส่วนร่วมเป็น r ให้หาค่า n 1

n 1
a r





  

 
(47) กําหนดให้ n เป็นจํานวนเต็มบวกที่ทําให้ผลบวก n พจน์แรกของอนุกรมเลขคณิต 
7 15 23 ...    มีค่าเท่ากับ 217 แล้ว n n 1 2n 8(2 2 ... 2 ) / 2    มีค่าเท่ากับเท่าใด 
 
(48) จํานวนเตม็บวก m ซ่ึงมากที่สุด ที่ทําให้อนุกรม m m 1 m 2 m 3

1 1 1 1 ...2 2 2 2       

มีผลบวกมากกว่า 0.01 คือเท่าใด 
 
(49) ให้หาผลบวก n พจน์แรก ของอนุกรม 4 44 444 4444 ...     
     (แนะนําให้ทําเป็นเลข 9 ทุกตัวก่อน เพ่ือเปล่ียนเป็น n10 1 ) 
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(50) ให้หาค่าของอนุกรมเรขาคณิตต่อไปนี ้
 (50.1) n

1 1 1 3... ...2 6 18 2 3    


 

 (50.2) 
n 1
n

1 1 1 ( 1)... ...2 4 8 2


      

 (50.3) 3 n100 10 1 0.1 ... 10 ...       
 (50.4) 4 83 2 ...3 9     

 (50.5) 3 36 3 ...2 4     

(50.6) 2 3
1 1 11 ...0.9 (0.9) (0.9)     

 
(51) ชายคนหนึ่งเดินลากท่อนไม้ไปตามแนวราบ ก้าวแรกเขาเดินได้ระยะทาง 0.5 เมตร และด้วย
ความล้าทําให้ก้าวถัดไปได้ระยะทางเพียง 80% ของก้าวก่อนหน้าเสมอ ถามว่าเม่ือเขาเดินครบ 10 
ก้าว จะอยู่ห่างจากจุดเร่ิมต้นเท่าใด และถ้าปล่อยให้เดินไปเร่ือย ๆ  จะได้ระยะทางเท่าใด 
 
(52) ให้หาค่า x ที่ทําให้ 21 x x ... 4     
 
(53) ถ้าอนุกรม 

x 2x 3x
x x 2 x 3

2 2 21 ...1 2 (1 2 ) (1 2 )   
  

 มีผลบวกเท่ากับ 9 

แล้ว ให้หาค่าผลบวกของอนุกรม 2 3 4
2 2 2 2log x (log x) (log x) (log x) ...     

 
(54) ถ้า n เป็นจํานวนเต็มบวกซ่ึงทําให้ n3

2
2 221 log 2 log 2 ... log 2 n 21       

แล้ว 2 n1 2 2 ... 2     มีค่าเท่าใด 
 
(55) ถ้า 1 2a , a , ...  เป็นลําดับคอนเวอร์เจนต์ มีลิมิตเป็น 1 
แล้ว อนุกรม 1 n 1 n

n 1
a (a a )






   มีผลบวกเป็นเท่าใด 

 
(56) ให้หาค่าผลบวกต่อไปน้ี 

  

หมายเหตุ  หากรูปทั่วไปของอนุกรมเป็น 1
เลข เลข  จะคํานวณโดยแยกเป็นเศษส่วนย่อย 

เช่น 1 1 1 1( )3 5 3 5 2  


 
  

 (56.1) 1 1 1 1... ...3 5 5 7 7 9 (2n 1)(2n 3)    
    

 

 (56.2) 30S  ของ 1 1 1 1... ...1 3 3 5 5 7 (2n 1)(2n 1)    
    

 

 (56.3) 1 1 1 1... ...1 3 5 3 5 7 5 7 9 (2n 1)(2n 1)(2n 3)    
        

 

 (56.4) 20S  ของ 3 2
1 1 1 1 1... ...6 24 60 120 n 3n 2n     
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(57) ให้หาผลบวก n พจน์แรกของอนุกรม 1 2 3 nlog log log ... log ...2 3 4 n 1    


 

 
(58) อนุกรม nn 1

5 3
2 n(n 1)





 
   

  มีผลบวกเป็นเท่าใด 

 
(59) ให้หาค่าผลบวกต่อไปน้ี 

 

หมายเหตุ  หากรูปทั่วไปของอนุกรมเป็น เลข เรขา หรือ เลขเรขา   (เรียกว่า อนุกรมผสม)  
จะคํานวณโดยนําค่า r ของเรขา คูณตลอดแล้วตั้งสมการลบกัน เพ่ือให้ส่วนที่เป็นเลขคณิตหายไป 
เหลือแต่เรขาคณิต 
ตัวอย่างเช่น หาค่า  5 8 11 14S ...2 4 8 16       

นํา 1
2  คูณ จะได้  1 5 8 11 14S ...2 4 8 16 32       

สองสมการลบกัน 3/41 5 3 3 3 5S ... 42 2 4 8 16 2 1 1/2
               

   ดังนั้น S 8   

 

(59.1) nS  ของ n
2 n 11 3 5 7 ... ...2 4 8 16 2


       

 (59.2) n 1
n 13 52 1 ... ...2 8 2 


       

 (59.3)       
2
n

1 4 9 16 25 n... ...2 4 8 16 32 2  

 
(60) ให้เขียนจํานวนต่อไปน้ีในรูปเศษส่วนอย่างต่ํา 
 (60.1) 0.212121...   (60.3) 7.256256... 
 (60.2) 0.61041041...   (60.4) 2.9999... 
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เฉลยแบบฝึกหัด (คาํตอบ) 
 
(1.1) 2, 4, 8, 16 
(1.2) 2, 6, 10, 14 
(1.3) 1/2, 1/4, 1/8, 1/16 
(1.4) –1/4, 2/9, –3/16, 4/25 
(2.1) n 1(1/2)   
(2.2) 2(1/n)  
(2.3) n 12 3   

(2.4) n 1
3

10 
 

(2.5) n(n 1)  
(3.1) เลขคณิต, 18 3n  
(3.2) เรขาคณติ, n2  
(3.3) เลขคณติ, x 2n 2   
(3.4) เลขคณติ, n log2  

(3.5) เรขาคณติ, 
n1

2
( 20) 

 
  

 
 

(3.6) เลขคณติ, 4n  
(3.7) เปน็ทั้งเลขคณติและ 
   เรขาคณิต, na 3  
(4) 4.5, 5, 5.5, 12.5 
(5) 2, 4, 8, 172  
(6) 3n+8 
(7) 26, 22, 18, 14 
(8) 2, 4 
(9) 2, 6, 18, 54 
(10) 48 
(11) มี, พจน์ที ่30 
(12) พจน์ที ่19 
(13) 54 
(14) 334 

(15) n
8

( 2)
 หรือ 

n( 2)
2
  

(16) 39, 51, 63 
(17) 5/4 
(18) 13 
(19.1) 10, 13 
(19.2) 115, 100, 85, 70 
(20.1) 6, 12, 24, 48 
(20.2) 3 9,

4 16
1,  หรือ 3 9,

4 16
1,   

(21) 15 

(22) คนที่ 3 
(23.1) หาคา่ไม่ได้ 
(23.2) 0 
(23.3) 0 
(23.4) 1 
(24.1) 4/3 
(24.2) 2/5 
(24.3) 0 
(24.4) 0 
(24.5 และ 24.6) หาค่าไม่ได ้
(25.1) –1/9 
(25.2) 1 
(25.3) หาคา่ไม่ได้ 
(25.4) 2 
(25.5) 1/243 
(26.1) 2/3 
(26.2) 4/9 
(26.3) 9 
(27) 1 
(28) 2 
(29) 128 
(30.1) 

50

i 1
i(i 1)



  

(30.2) 
n

i 1

1
2 i

 
  
 

  

(30.3) 
n i
i 1

(2 1)


  

(30.4) 
q 1 p i 1
i 1

a r


 


  

(30.5) 
i 1

1
i 3



 

 
  
 

  

(31.1) 1275 
(31.2) 385 
(31.3) 784 
(32.1) 10 
(32.2) 23 
(32.3) 197/12 
(33) 9128 
(34.1) 440 
(34.2) 7480 
(34.3) 1740 

(34.4) 
20

i 1

i(i 1) 1,5402


  

(35) 4 
(36) 10 

(37) 40 740 a
1 a



 

(38) 648 
(39) 127.5 
(40) 2601 
(41) 210 
(42) 184 
(43) 5, –4 หรอื 45, –4/3 
(44) 5 
(45) 395 
(46) 18 
(47) 127.5 
(48) 6 
(49) n4 10 (10 1) n

9 9
 

 
 
 

 

(50.1) 3/4 
(50.2) 1/3 
(50.3) 1000/9 
(50.4) 9 
(50.5) 4 
(50.6) ลูอ่อก 
(51) 2.23 และ 2.5 
(52) 3/4 
(53) หาไม่ได ้(ไดเวอร์เจนต)์ 
(54) 255 
(55) 1 
(56.1) 1/6 
(56.2) 30/61 
(56.3) 1/12 
(56.4) 115/462 
(57) log(n 1)   
(58) 2 

(59.1) n
2 n 3
2

3 
  

(59.2) 6 
(59.3) 6 
(60.1) 7/33 
(60.2) 3049/4995 
(60.3) 7249/999 
(60.4) 3
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เฉลยแบบฝึกหัด (วธิีคิด) 
 
(1.1) 1 2 3 42 ,2 ,2 ,2 2, 4,8, 16  
(1.2) 4(1) 2, 4(2) 2, 4(3) 2, 4(4) 2     
 2,6, 10, 14  

(1.3) 
1 2 3 41 1 1 1, , ,2 2 2 2

       
       
       

 


1 1 1 1, , ,2 4 8 16  

(1.4) 1 2 3 4
2 2 2 2
1 2 3 4( 1) ,( 1) , ( 1) , ( 1)2 3 4 5     

  
1 2 3 4, , ,4 9 16 25  

 
 

(2.1) 




 
    

 

n 1

n0 1 2 3 n 1
1 1 1 1 1 1, , , a 22 2 2 2 2

 

(2.2)  
    

 

2

n2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1, , , a n1 2 3 4 n

 
 
(2.3) na : 1, 5, 13, 29, ...  
   2 3 4 5

na 3 : 4,8, 16, 32 2 ,2 ,2 ,2  
      n 1 n 1

n na 3 2 a 2 3  

(2.4) 


 n0 1 2 3 n 1
3 3 3 3 3, , , a
10 10 10 10 10

 

(2.5) na : 2, 6, 12, 20, ...  
   2

na n : 1, 4,9, 16, ... n     2
na n n  

หรืออีกวิธหีนึง่ 
na n : 2, 3, 4, 5, ... n 1    

 
 
(3.1) ลําดับเลขคณิต 
      na 15 (n 1)( 3) 18 3n  
(3.2) ลําดับเรขาคณิต   n n 1 na 2(2) 2  
 
(3.3) ลําดับเลขคณิต 
      na x (n 1)(2) x 2n 2  
(3.4) log2,2 log2, 3 log2, 4 log2, ...  
ลําดับเลขคณติ! 

na log 2 (n 1)(log 2) n log 2     
(3.5) ลําดับเรขาคณิต 

n 1 n

n
1 1a 10 202 2


   

         
   

 

(3.6) ลําดับเลขคณิต na 4 (n 1)(4) 4n     
(3.7) มองเป็นลําดับเลขคณติหรือเรขาคณติก็ได ้
ลําดับเลขคณติ     na 3 (n 1)(0) 3  
ลําดับเรขาคณิต   n 1

na 3(1) 3  

 
 
(4) 4 5 6a , a , a 4.5, 5, 5.5  
   20a 3 (19)(0.5) 12.5  

 
 

(5)    (19) 17
4 5 6 20

1a , a , a 2, 4,8 a (2) 24  

 
 
(6)   4 1a a 3d 20  .....(1) 

  16 1a a 15d 56  .....(2) 
แก้ระบบสมการ ได้ 1a 11, d 3   

na 11 (n 1)(3) 3n 8       
 

 
(7) 1 1a d a 12d 0     .....(1) 

1 1a 3d a 7d 12     .....(2) 
แก้ระบบสมการ ได้ 1a 26, d 4    
ตอบ  26, 22, 18, 14  

 
 
(8)   (6)

1 1a (2) 128 a 2    ตอบ  2, 4  

 
 
(9) 1 1a a r 8   .....(1) 

    2 3 2
1 1 1 1a r a r 72 r (a a r) 72  .....(2) 
แก้ระบบสมการ (2) /(1)   ได ้ 1r 3, a 2   
ตอบ 2, 6, 18, 54  

 
 
(10) 2xr xr 6   .....(1)     

2 3 2xr xr r(xr xr ) 12      .....(2) 
แก้ระบบสมการ (2) /(1)   ได ้ r 2, x 3    

4
5a 3( 2) 48     
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(11)       96 20 (n 1)( 4) n 30  
ตอบ มี, พจน์ที ่30 
(ถ้าแก้สมการแลว้ n ไม่เปน็จาํนวนนับ แสดงว่าไม่
อยู่ในลําดับนั้น) 

 
 
(12)     75 3 (n 1)(4) n 19  
ตอบ พจน์ที ่19 

 
 
(13) 10a 200 (9)( 18) 38     
วิธีแรก จะได้ ..., 38, 20, 2, 16, ...  
พบว่า 38 กับ –16 ต่างกันอยู่ 54 ตอบ 
 

วิธีทีส่อง หาพจนแ์รกทีต่ิดลบ โดยสมการ 
200 (n 1)( 18) 0     จะได ้n 12.11  
แสดงว่าเริ่มตดิลบที่พจน์ 13 

    13a 200 (12)( 18) 16  ..ก็จะได้คําตอบ 

 
 
(14)     2 (n 1)(3) 1, 000 n 333.67  
แสดงว่าค่า m ทีต่้องการคือ 334  

 
 
(15) 2

1 1 1a a r a r 3     .....(1) 
2 3 3

1 1 1 1a a ra r a r 8   .....(2) 
แก้ระบบสมการได้ 
         1 1r 2 a 1, r 1/2 a 4  

n
n 1

n
( 2)a 1( 2) 2

 
      หรอื 

   


n 1
n n

1 8a 4( )2 ( 2)  

 
 
(16) ค่า     d 5p p 6p 9 5p  
  p 3    จึงไดล้ําดับเปน็ 3, 15, 27  
ตอบ  39, 51, 63  

 
 
(17) ลําดับคอื 3 x, 20 x, 105 x ...    

หาค่า x โดยคา่  
 

 
105 x 20 xr 20 x 3 x  

     2 2315 108x x 400 40x x  
   x 85/68 5/4  

 

(18) b c
a b  .....(1)     abc 27  .....(2) 

b 3 a c 2 b 3       .....(3) 
แก้ระบบสมการ (1),(2) ได้   b 3, ac 9  
ใส่ค่า b ใน (3) ได้ a c 10   
บังเอิญโจทย์ถาม a b c   จงึได้ 10 3 13   
(ไม่ต้องแก ้ a, c  ต่อ) 
[สมมติถ้าแก้สมการต่อ จะไดผ้ลเป็น a 1, c 9   
หรือ a 9, c 1   ก็ได้] 

 
 
(19.1)   7, _, _, 16 16 7 3d  
  d 3  ตอบ  10, 13  
 

(19.2)   130, _, _, _, _,55 55 130 5d  
   d 15     ตอบ  115, 100, 85, 70  

 
 
(20.1)    53, _, _, _, _,96 96 3 r  
  r 2   ตอบ  6, 12, 24, 48  
 

(20.2)    44 27 27 4, _, _, _, r3 64 64 3  

 
    

 

4
43 3r r4 4  หรอื  

3
4  

ตอบ  3 91, ,4 16  หรือ 3 91, ,4 16   

[อย่าลืมวา่กาํลังเลขคู ่จะต้องมี 2 คําตอบเสมอ!] 
 

 
 
(21) การบอกวา่ n 1 n2a a 3    แบบนี้จะตอ้ง 
หาค่า 3a  กับ 6a  โดยไล่แทนคา่ไปจาก 5a  
คือ    6 5 62a a 3 a 4  
และ    5 4 42a a 3 a 7  
    4 3 32a a 3 a 11  
ตอบ  3 6a a 11 4 15     

 
 
(22) ลําดับเรขาคณิต   n 11 (2) 250  
  n 9  ตอบ คนที่ 3 
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(23.1) nn
lim a


  หาคา่ไม่ได้ 
(ลําดับเลขคณิตที่ d 0  จะหาลิมิตไม่ได้เสมอ) 
(23.2) nn

1lim a 0


 


 

( 1 1 1 1, , , , ... 01 2 3 4  ) 

(23.3) nn
lim a 0


  

(เพราะ sin 0, sin2 0, sin 3 0, ...     ) 
(23.4) nn

lim a 1


  
(เพราะ cos 1 1, cos 2 1 1, ...      ) 

 
 
(24) ในข้อนี้ ลาํดับเป็นฟงัก์ชันพหนุามหารกนั 
P(n)
Q(n)

 
 
 

 แทน n    ไม่ได้ เพราะจะกลายเป็น

รูปแบบไม่กําหนด   
 
  

 

(24.1) ต้องใช ้n หารทัง้เศษและส่วน 



 
     

  
 

 

n

34 4 0 4nlim 1 3 0 33 n
 

(24.2) ใช้ 2n  หารทั้งเศษและส่วน 



 
  

  
 

 
 

2

n
2

1 32 2n nlim 1 55
n

 

(24.3) 2
n

2

6 7
0n nlim 04 55 n



  
  

  
 

 

(24.4) 53
n

5

5 4
0nnlim 08 51 n



  
  

  
 

 

(24.5) 2
n

2

76 6nlim 3 1 0
n n



  
  

  
 

 หาคา่ไม่ได้ 

(24.6) 7
n

76

41 1nlim 1 1 0
nn



  
  

  
 

 หาคา่ไม่ได้ 

 
 
 
 

(25.1) 
3

3n
1 2n 3n 3 1lim 27 927n ...

  
    

  
 

(25.2) 
n

11 1nlim 11 11 n


  
  

  
 

 

(25.3) 2
n
lim n 3


   หาคา่ไม่ได้ 

(25.4) 
n

2n 1lim 2n 1

   
  

 

(25.5) 


             

5 5

n
n 5 1 1lim 3n 1 3 243  

[ลิมิตแจกแจงได้เสมอ ไม่ว่าจะบวกลบคูณหาร, ยก
กําลงั, ถอดราก] 

 
 
(26) ข้อนี้ใช้หลกัที่วา่ n

n
lim r 0


  เม่ือ r 1  

(26.1) 

n

n

12 2 0 22lim 3 3 3

          
 

 

(26.2) 
2 n2

2n n
2n 4n 1 4lim lim 1 53n 

          
    

 
22 4(1 0)3 9

     
 

 

(26.3) หารปูทัว่ไปของลาํดับก่อน 


  
n 1153 7 12 ( )1 82 4 2

n3 , 3 , 3 , 3 , ... a 3  
2 0

nn
lim a 3 9


    

 
 
(27) nn

1lim a 3
  

 n
nn n

n

2 / 5 1 0 1lim b lim 19 1 01 5
 

  
    

  
 

 

n n n nn
1 1lim (a b a b ) ( 1) ( ) 13 3

          

 
 
(28) n n

n 1 1a det(M ) 1 2n n


      

 
   nn n

1lim a lim (2 ) 2n  
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(29) 
4

i i 1 1 2 2 3 3 4 4
i 1

u f(u) u f(u ) u f(u ) u f(u ) u f(u )


     
(3)(10) (2)(7) (1)(4) (5)(16) 128      

 
 

(30.1) 
50

i 1
(i)(i 1)


  

(30.2) 
n

i 1

1
2 i

 
 
 

  

(30.3) na : 1, 3, 7, 15, ...  
   n

na 1 : 2, 4,8, 16, ... 2  
  n

na 2 1  

 ตอบ  
n i
i 1

(2 1)


  

(30.4) 
q (p i)

i 0
ar 


  หรอื 

q 1 (p i 1)
i 1

ar


 


  

(30.5) 
i 4

1
i





 
 
 

  หรอื 
i 1

1
i 3





 
 

 
  

 
 

(31.1) 
50

i 1

50(51)i 1,2752
   

(31.2) 
10 2
i 1

10(11)(21)i 3856
   

(31.3) 
27 3

i 1

7(8)i 7842

    
  

 
 
(32.1) 

4 4 43 2 3 2
i 1 i 1 i 1

(i 3 i ) i 3 i
  

      
24(5) 4(5)(9)3 102 6

          
 

(32.2) 
3 32

n 1 n 1

3(4)(7)n 3 (3)(3) 236 
      

(32.3) เป็นเศษส่วนซึง่หารไม่ได้ จงึตอ้งกระจาย
เพื่อคิดตรง ๆ       

6 7 8 9 10 197
1 2 3 4 5 12  

 
 
(33) 2 2 2 2(fof)(n ) f(n 1) n 1 1 n 2        

  

     
30 30 302 2

n 10 n 10 n 10
(n 2) n 2  

30 9 302 2
n 1 n 1 n 10

n n 2
  

      
30(31)(61) 9(10)(19) (21)(2) 9,1286 6     

 

(34.1) 
10 10 2

10
i 1 i 1

S i (i 1) (i i)
 

      
10(11)(21) 10(11) 4406 2    

 

(34.2) 
10

10
i 1

S i (i 3)(i 6)


    
10 3 2
i 1

(i 9 i 18 i)


    
210(11) (10)(11)(21) 10(11)9 182 6 2

           
 

7,480  
 

(34.3) 
8 3 2

8
i 1

S (i 2 i i)


    
28(9) (8)(9)(17) 8(9)2 1,7402 6 2

      
 

 

(34.4) n
n(n 1)a 1 2 3 ... n 2


       








  




20 2
20 i 1

20
i 1

(i i)i(i 1)S 2 2  

1 20(21)(41) 20(21) 1,5402 6 2
    
 

 

 
 
(35) 

4 4
2 4 3 2n n

n 1 n 1lim lim n 2n nn(n 1)
42

 

 


   
     

 

4
4 3 2n
4n 4lim 4n 2n n

 
  

   
 

 
 
(36) 1a 9d 19    .....(1) 

1a 14d 34    .....(2) 
   1a 8, d 3   

na 8 (n 1)( 3) 11 3n        

โจทย์ใหห้า  
20 20

i
i 1 i 1

(a 2 i) (11 3 i 2 i)
 

      
20

i 1

20(21)(11 i) 20(11) 102
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(37) n
1 (n 2) aa 1 a
 




 

และ m
1 38 aa m 401 a


  


 

วิธีแรก หา 
40

i 1

1 (i 2) a
1 a

  
  

  
40 40

i 1 i 1

1 2 a i a
1 a 1 a 

   
    

    
   

40 80 a 40(41) a
1 a 2 1 a


  
 

 

40 740 a
1 a





 ตอบ    
 

วิธีทีส่อง ใช้สูตร nS  ของอนุกรมเลขคณติก็ได้ จะ
คํานวณง่ายกวา่มาก แต่ตอ้งสังเกตเหน็กอ่นวา่เปน็
อนุกรมเลขคณิตจริง ๆ  

40
40 1 ( a) 1 38 aS 2 1 a 1 a

   
  

  
     

 
 
(38) อนุกรมเลขคณติ คิดได้ 2 วิธ ี
วิธีแรก ใช้สตูร nS  ของเลขคณติ 

  n 1 n
nS (a a )2  

       18
18S 2 2 (17)(4) 6482  

 
วิธีทีส่อง ใช้สูตรซิกม่า 

 

     
18 18

i 1 i 1
(2 (i 1)(4)) (4 i 2)  

4(18)(19) 18(2) 6482    

 
 
(39) อนุกรมเรขาคณติคิดได้วธิีเดียวคอืใช้สตูร nS  


   

 

8n
1

n 8

1 (1 2 )a (1 r ) 2S S1 r 1 2  
255 127.52   

 
 
(40) na 1 (n 1)(2) 2n 1      

ผลบวก 51 พจน ์   51
51S (1 101) 2,6012  

 
 

(41)    1 151 a 12(4) a 3  

    10
10S (3 (3 (9)(4))) 2102  

 
 
(42) 1a 9d 20   .....(1) 

1a 4d 10   .....(2) 
       1 na 2, d 2 a 2 (n 1)(2) 2n  

หา 
15

i 8

(15)(16) (7)(8)(2 i) 2 1842 2

     
  

 
 
(43) คิดดว้ยสตูร nS  จะแกส้มการยาก 
ควรคดิตรง ๆ  คอืสมมติเปน็ a, b, 80  
จะได้ 80 b

b a  .....(1) และ 

a b 80 65    .....(2) 
จะได้ b 20, a 5    หรือ b 60, a 45    
 1a 5, r 4    หรือ 1a 45, r 4 / 3    

 
 

(44)   n160 1 3/2 2,1101 3/2





 

   
       

   

n n3 2,110 3 24312 320 2 32  
n 5   

 
 
(45) ก.     20 5 2d d 7.5  
หาค่า 12

12a S (5 5 (11)(7.5)) 5552      

ข.       2 220 5 r r 4 r 2  
(เพราะ y 0 ) หาคา่ 5

6b a 5( 2) 160      
a b 555 160 395      

 
 
(46) หาคา่ a  โดย a a 2

a 3 a





 

     2 2a a a 6 a 6  
ลําดับคือ 9, 6, 4  
ให้หา n 1

n 1

8ar 6 4 ...3





     

6 181 2/3 


  (สตูรอนุกรมเรขาคณติ) 
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(47) n
nS 217 (7 7 (n 1)(8))2      

   24n 3n 217 0  
   (4n 31)(n 7) 0     n 7   เท่านั้น 

 
 

       

7 8
7 8 9 14

8 8

2 (1 2 )
2 2 2 ... 2 1 2

2 2
 

(จากสูตรอนกุรมเรขาคณติ จํานวนพจน ์n=8) 
7 8

8
2 (2 1) 127.52


   

 
 
(48) 

m
1

m
a 1 / 2 2 0.0111 r 3 21 ( )2

  
  

 

   m
m
1 0.015 2 66.67
2

 

m  มากที่สดุ คือ 6  

 
 
(49) ns 4 44 444 ... 444444..4      

n
9 S 9 99 999 ... 999999..94       

n10 1 100 1 1,000 1 ... 10 1          
n(10 100 1,000 ... 10 ) n       

n
n10(1 10 ) 10n (10 1) n1 10 9


    


 

n
n

4 10S (10 1) n9 9
      

 

 
 
(50) ข้อนี้เป็นอนุกรมเรขาคณติอนนัต ์
(50.1) 1 / 2 3

1 1 / 3 4


 

(50.2) 1 / 2 1
1 ( 1 / 2) 3
 

 

(50.3) 100 1,000
1 0.1 9


 

(50.4) 3 91 2 / 3 


 

(50.5) 6 41 ( 1 / 2) 
 

 

(50.6) หาค่าไม่ได้ (ลู่ออก) 
เพราะ 1r 10.9   [ถ้าใช้สตูรคดิเลยทนัทจีะผิด] 

 
 

(51.1) 
10(1/2)(1 (0.8) ) 2.231 0.8





 เมตร  nS  

(51.2) 1/2 2.51 0.8 


 เมตร  S  

 
 

(52)   

1 34 x1 x 4  

 
 

(53)   
  

  
  

x

xx

x

1 2 89 91 221
1 2

 

   x2 8 x 3  
ดังนัน้ อนกุรมที่โจทย์ถามเปน็อนกุรมเรขาคณิต 
มีค่า   2r log 3  ซึ่งน้อยกวา่ 1 
ตอบ หาค่าไม่ได ้(เป็นอนุกรมไดเวอร์เจนต์) 

 
 
(54) 21 2 3 ... n n 21       


  2n(n 1) n 212  แก้สมการได้ n 7  

ตอบ  
81(1 2 ) 2551 2





 

 
 
(55) 1 n 1 n

n 1
a (a a )






   

1 2 1 3 2 4 3
2

3

a (a a ) (a a ) (a a ) ...
a

a

       


 

a         ตอบ 1 

 
 
(56.1) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ...2 3 5 2 5 7 2 7 9

               
     

 

    1 1 1
2 3 6
   
 

 

(56.2)      1 1 1 1 1 1 1 1 1...2 1 3 2 3 5 2 59 61       

   1 1 3012 61 61
    
 

 

(56.3) 1 1 1 1 1 1
4 1 3 3 5 4 3 5 5 7
              

 

      1 1 1 ...4 5 7 7 9
      

 1 1 1
4 1 3 12
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(56.4) จากโจทย์จะได ้
1 1 1 1... ...1 2 3 2 3 4 3 4 5 (n)(n 1)(n 2)    

       
 

ดังนัน้  
20

1 1 1 1S ...1 2 3 2 3 4 3 4 5 20 21 22    
       

 
1 1 1 1 1 1
2 1 2 2 3 2 2 3 3 4
               

 

   1 1 1... 2 20 21 21 22
      

 

1 1 1 115
2 1 2 21 22 462
    
   

 

 
 
(57) (log 1 log 2) (log 2 log 3) ...     

         (log n log(n 1))    
log 1 log(n 1) log(n 1)       

(เพราะ log1 = 0) 

 
 
(58) nn 1 n 1

5 3
2 n(n 1)

 

 

         
   

     5 5 5 1 1 1 1... 3 ...2 4 8 1 2 2 3         
  

 
5 / 2 3 5 3 21 1 / 2    


 

 
 
(59.1) n n

1 3 5 2n 1S ...2 4 8 2


      

n n n 1
1 1 3 5 2n 3 2n 1S ...2 4 8 16 2 2 

 
       

ลบกัน (โดยนําพจน์ที่มีส่วนเท่ากนัตั้งลบกัน) ได้เป็น 

n n n 1
1 1 2 2 2 2 2n 1S ...2 2 4 8 16 2 2 

         
 

 n 1

n n 1
2/4(1 1/2 )1 1 2n 1S2 2 1 1/2 2





  
   

  
 





  
     

 

n 1

n n 1
1 1 1 2n 1S 12 2 2 2

 

n n n n
4 2n 1 2n 3S 1 2 32 2 2

 
        

 
 
 
 

(59.2) 2 3 4 5S ...1 2 4 8       


     

1 2 3 4 5S ...2 2 4 8 16  

ลบกัน ได้เปน็ 



 
      

 
1 2 1 1 1S ...2 1 2 4 8  

1 / 22 3 S 61 1 / 2 
     


 

 

(59.3) 1 4 9 16 25 36S ...2 4 8 16 32 64         


      

1 1 4 9 16 25S ...2 4 8 16 32 64  

ลบกันได ้ 1 1 3 5 7S ...2 2 4 8 16       


     

1 1 3 5 7S ...4 4 8 16 32  

ลบกันอกีรอบได ้ 1 1 2 2 2S ...4 2 4 8 16
      
 

 

       


 
     

 

1 2 / 4 3 S 62 1 1 / 2 2  

 
 
(60.1) 0.21 0.0021 0.000021 ...    

0.21 21 21 7
1 0.01 100 1 99 33   
 

 
 
(60.2) 0.6 0.0104 0.0000104 ...    

0.0104 104 3,0490.6 0.61 0.001 9,990 4,995
      

 
 

 
(60.3) 7 0.256 0.000256 ...    

0.256 256 7,2497 71 0.001 999 999    


 
 
(60.4) 2 0.9 0.09 0.009 ...     

0.92 2 1 31 0.1    


 

[หมายเหต ุ 0.9999... 1 ] 

 
 
 
 
 



 
 

บทที ่๑๒ 
แคลคูลัส 

 
 

คณิตศาสตรส์าขาแคลคูลัส (Calculus) ถูกใช้
ประโยชน์ในทางวิทยาศาสตร์และเทคโนโลย ีอย่างกว้าง 
ขวาง โดยเฉพาะในดา้นฟิสิกส์ รวมไปถึงสาขาวิชาที่
อาศัยการคํานวณข้ันสูง เช่น วิศวกรรม พาณชิยศาสตร ์
เศรษฐศาสตร์ เป็นต้น 

 

แนวคิดพ้ืนฐานของวิชาแคลคูลัสก็คือเรื่องลิมิตของฟังก์ชัน ซึ่งจะได้ศึกษาใน
ตอนต้นของบทเรียนน้ี จากนั้นจงึขยายความไปสู่การหาอนุพันธ์และการหา
ปริพันธ์ (การดําเนินการกับฟังก์ชันเพ่ือให้ได้ฟังก์ชันใหม่ไปใช้ประโยชน์) ซึ่ง
เป็นหัวใจหลักของแคลคูลัส ในหัวข้อต่อ ๆ  ไป 

 
 

ในบทเรียนเร่ืองลําดับเคยได้ศึกษาถึงลิมิตบ้างแล้วว่า การพิจารณาว่าเม่ือ x 
มีค่าเข้าใกล้จํานวนจริงค่าใดค่าหนึ่งแล้ว ฟังก์ชัน f(x) จะมีค่าเข้าใกล้ค่าใด เรียกว่า
การหาลิมิตของฟังก์ชัน และค่าลิมิตที่ได้จะเขียนเป็นสัญลักษณ์ว่า 

x a
lim f (x)


 
ตัวอย่างเช่น ฟังก์ชัน y f (x) x 3    พบว่า เม่ือ x มีค่าเข้าใกล้ 5 (ไม่

ว่า x จะมากกว่าหรือน้อยกว่า 5) แล้ว y จะมีค่าเข้าใกล้ 8 ดังนั้นจึงเขียนเป็น
สัญลักษณ์ 

x 5
lim f (x) 8


  
 
การหาค่าลิมิตของฟังก์ชันนั้น มีรายละเอียดย่อย 2 แบบ คือ ลิมิตซ้าย 

(Left-handed limit) ซ่ึงหาได้จากกรณีที่ x มีค่าเข้าใกล้ a ทางด้านซ้าย (หรือ 
x a ) และ ลิมิตขวา (Right-handed limit) ซ่ึงหาได้จากกรณีที่ x มีค่าเข้าใกล้ a 
ทางด้านขวา (หรือ x a ) 

สัญลักษณ์ที่ใช้แทนลิมิตซ้ายและลิมิตขวา คือ 
x a
lim f (x)


 กับ 

x a
lim f (x)


 

ตามลําดับ โดยฟังก์ชันใด ๆ  จะมีค่า 
x a
lim f (x) L


  ก็ต่อเม่ือ 

x a x a
lim f (x) lim f (x) L

  
   เท่านั้น แต่ถา้ลิมิตซ้ายกับลิมิตขวาไม่เท่ากันจะกล่าว

ว่า ไม่มีลิมิต 
ทั้งนี้ ถ้าจุดที่จะหาลิมิตเป็นจุดปลายของโดเมนพอดี เราจะพิจารณาลิมิต

เพียงด้านเดียวเท่านั้น และถือว่ามีลิมิต ส่วนด้านที่อยู่นอกโดเมนไม่ต้องพิจารณา 

ลิมิตซ้าย 
ลิมิตขวา 

(บทที่ ๕–๑๖ นํามาจาก R2.2.04 และจะทยอยปรับปรุงเนื้อหาทีละบท จนเป็น R2.9 ฉบับสมบูรณ์ครับ) 

c a
   c u 

 u s
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๑๒.๑ ทฤษฎีบทเกี่ยวกับลิมิต 
        

x a

x a
n n

x a

x a x a

lim c c
lim x a
lim x a
lim c f (x) c lim f (x)







 









        

n n
x a x a

n n
x a x a

x a x a x a

x a x a x a

x a x a x a

lim [f (x)] [ lim f (x)]
lim f (x) lim f (x)
lim [f (x) g(x)] lim f (x) lim g(x)
lim [f (x) g(x)] lim f (x) lim g(x)
lim [f (x) g(x)] lim f (x) lim g(x)

 

 

  

  

  





  

  

  

 

 
 
 

ตัวอย่าง 12.1  ใหห้าคา่ลิมิตในแต่ละขอ้ต่อไปนี ้
 

ก. 2
x 1
lim (x x 1)


   

วิธีคิด แทนค่า x 1   ลงไปได้เลย ได้ลิมิตเทา่กับ 1 
 

* ข. 
3

x 0
x 8lim
x 2

 
 
  

 

วิธีคิด หากแทนค่า x 0  (หรือมากกวา่ 0 เลก็น้อย) จะได้เปน็ ( 8) / ( 2) 4 2    
สรุปวา่ลิมิตขวาเป็น 4 2  

 

เม่ือ x 0  (x น้อยกวา่ 0 เล็กน้อย) จะทําให้ x  ไม่มีค่า (ภายในรูท้ติดลบ) 
แสดงว่าไม่มีลิมิตซ้าย 
 

แต่เนือ่งจากการหาลิมิตจะไม่พจิารณาค่า x นอกโดเมน ข้อนี้จงึตอบว่าลิมิตเทา่กับ 4 2   
 

 
 
 

ตัวอย่าง 12.2  ใหห้าค่าลิมิตในแตล่ะขอ้ตอ่ไปนี ้
 

ก. 
2

x 3
x 9lim
3 x

 
 
  

 

วิธีคิด เม่ือลองแทนค่า x 3  จะได ้0/0  ทําให้ไม่ทราบคาํตอบ 
เราต้องแยกคดิลมิิตซา้ย และลิมิตขวา เพือ่ให้ถอดค่าสัมบูรณ์ออกได้ (ตามนิยามของคา่สัมบูรณ์) 
ลิมิตซา้ย ทดลองแทนเลขที่นอ้ยกว่า 3 เลก็นอ้ยลงไปเพื่อดูเครือ่งหมายและถอดคา่สัมบูรณ ์

2 2

x 3 x 3 x 3

x 9 x 9lim lim lim ( (x 3)) 63 x3 x    

    
              

 

ต่อมาลิมิตขวา ทดลองแทนเลขทีม่ากกวา่ 3 เล็กน้อยลงไปเพื่อถอดค่าสัมบูรณ ์
2 2

x 3 x 3 x 3

x 9 x 9lim lim lim (x 3) 6x 33 x    

    
            

 

พบว่าลิมิตซ้ายกบัขวามีคา่ไม่เทา่กัน ดังนัน้ขอ้นี้ไม่มีลิมิต 
 
 
 
 



คณิต มงคลพิทักษสุข  แคลคูลัส 
kanuay.com 

397 

O 

Y 

X  1 
  –1 

X  1 
–2 

  2 

 –1 

Y 

ข. 
x 4

5 2x 3lim
x 4

  
 
  

 

วิธีคิด เม่ือลองแทนค่า x 4  ก็จะได้ 0/0  เราต้องถอดค่าสัมบูรณอ์อกเช่นเดิม 
แต่ขอ้นี้บริเวณ x 4  (ไม่ว่าจะซา้ยหรอืขวา) นัน้ ถอดค่าสัมบูรณ์ได้แบบเดียวคอื 

x 4 x 4 x 4 x 4
5 2x 3 5 2x 3 2x 8lim lim lim lim (2)x 4 x 4x 4   

                             
 2 

 

 
 
 

ตัวอย่าง 12.3  ใหห้าค่าลิมิตในแตล่ะขอ้ตอ่ไปนี ้
 

ก. 
x 5
lim f (x)


 เม่ือ x / x , x 4.99f (x) x / x , x 4.99

    
 

วิธีคิด ที่ x น้อยกว่า 5 เล็กน้อย เชน่ 4.999999 จะตอ้งใช้เงือ่นไขล่าง 
จะได้ 

x 5 x 5 x 5
lim f (x) lim ( x / x) lim ( 1)

    
      –1 

 

ข. 
x 6
lim f (x)


 เม่ือ x 4 , x 6f (x) x 5 , x 6
     >

 

วิธีคิด ลิมิตซา้ย (x น้อยกว่า 6 เล็กนอ้ย) ใช้เงือ่นไขบน ได้เทา่กับ 2 
ลิมิตขวา (x มากกว่า 6 เล็กนอ้ย) ใช้เงือ่นไขลา่ง ได้เท่ากับ 1 ... ดังนั้นข้อนี้ไม่มีลิมิต 

 

 
 

แบบฝึกหัด ๑๒.๑ 
 
(1) จากกราฟ ให้หาค่า 

x 1
lim f (x)


 และ 
x 1
lim f (x)


 
 (1.1)     (1.2)  
 
 
 
 
 
 
 
 
(2) ให้หาค่าของ 

x 2
lim f (x)


 เม่ือ 
 (2.1) f (x) 1 x     (2.2) 3 2f (x) x 2x x    
 
(3) ให้หาค่าของ 

 (3.1) 
2

x 1
x 1lim x 3

 
   

   (3.3) 
x 1

xlim x 1

 
   

 

 (3.2) 2
x 3
lim x x
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(4) ให้หาค่าของ 
 (4.1) 

x 2
lim f (x)


 เม่ือ x 1 ,   x 2f (x) 2 ,     x 2
  

<  

 (4.2) 
x 3
lim f (x)


 เม่ือ x 2 ,   x 3f (x) x 5 ,   x 3
   

>  

 (4.3) 
x 4
lim f (x)


 เม่ือ x 5 ,   x 4f (x) 2x 5 ,   x 4
    

>  

 (4.4) 
x 3
lim f (x)


 และ 
x 4
lim f (x)


 เม่ือ 
2x ,   x 3f (x) 2x ,   x 3

  
 >

 

 

(5) ให้หาค่าของ 
2 2

h 0
[(x h) 1] (x 1)lim h

    
  
 

 

 

(6) ให้หาค่า 
x 2
lim f (x)


, 

x 2
lim f (x)


 และ 

x 2
lim f (x)


 เม่ือ 
2(x 2)f (x) x 2





 

 

(7) กําหนดให้ 
2x 9f (x) x 3





 ให้หาค่า 
x 3
lim f (x)


 และ 
x 3
lim f (x)


 

 

* (8) 
 
  



2x ,   x 1   
f (x) x 1,  0 x 1

 0 ,   x 0
<

<

   ให้หาค่า 2
x 0 x 1

f (x 1)lim f (x ) lim x 2  

 
   

 

 
 

๑๒.๒ ลิมิตในรูปแบบยังไม่กําหนด 
 

ในการหาค่าของ 
x 3
lim f (x)


 เม่ือ 
2x 9f (x) x 3





 

ในเบื้องต้นจะพบว่าไม่สามารถหาลิมิตด้วยทฤษฎีบทได้ทันที เพราะจะให้ผลเป็น 0/0 
ซ่ึงเรียกว่า รูปแบบยังไม่กําหนด (indeterminate form) คอืยังสรุปไม่ได้ว่าค่าลิมิต
เป็นเท่าใด 

วิธีคํานวณลิมิตเป็นดังนี้ 
2

x 3 x 3 x 3
x 9 (x 3)(x 3)lim lim lim (x 3) 6x 3 x 3  

  
   

 
 

ควรระวังสับสนระหวา่งคาํวา่ ไมมีลิมิต กับ หาคาไมได 
ไมมีลิมิต (หรือลมิิตไม่มีค่า) แปลว่าไม่ได้เข้าใกล้คา่ใดเปน็พเิศษ (เช่น ลิมิตซา้ยกับลิมิตขวาไม่
เท่ากัน) แต ่หาคาไมได แปลวา่ มีลิมิตเป็น   (   เรียกเปน็ภาษาไทยว่า หาคา่ไม่ได้) 

S 
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O 

Y 

X 3 

   6 

เทคนิคการคํานวณที่ใช้ก็คือ พยายามให้ x 3  ในเศษและส่วนมาตัดกัน 
เพ่ือไม่ให้เหลือตัวประกอบในเศษและส่วนเป็นเลข 0 (ในตัวอย่างใช้วิธีแยกตัว
ประกอบ แต่นอกจากนี้ยังมีอีกหลายเทคนิค เช่นการนําพหุนามมาคูณทั้งเศษและ
ส่วนตามความเหมาะสม) 
 

สาเหตุที่เราสามารถกําจัด x 3  ทัง้เศษและส่วนได้ 
เพราะในการหาลิมิตจะพิจารณาที่ค่า x ใกล้เคียง 3 มาก ๆ  
แต่ไม่ได้คํานึงถึงขณะที่ x 3  พอดี 
ซ่ึงจะเห็นว่าในตัวอย่างนี้แม้ f (3) จะหาค่าไม่ได้ 
แต่ 

x 3
lim


 ก็ยังหาคา่ได้ (เท่ากับ 6) 
(ดูกราฟประกอบ) 

 
 
 
 

ตัวอย่าง 12.4  ใหห้าค่าลิมิตในแตล่ะขอ้ตอ่ไปนี ้
 

ก. 
2

x 4
x 9 5lim x 4

   
  

 

วิธีคิด เม่ือลองแทนค่า x 4  จะพบว่าอยู่ในรปูแบบ 0/0 ทําให้ยังไม่ทราบคาํตอบ 
ข้อนี้มีรากทีส่อง เราจงึจดัรูปใหม่โดยใช้ 2x 9 5   คูณทั้งเศษและส่วน (เพือ่ให้รู้ทหายไป) 
ตามกฎที่วา่ 2 2(A B)(A B) A B     

จะได้  
2 2 2

x 4 x 42 2

x 9 5 x 9 5 x 9 25lim limx 4 x 9 5 (x 4)( x 9 5) 

                              

 

2

x 4 x 42 2
x 16 x 4lim lim

(x 4)( x 9 5) x 9 5 

    
    
          

 8/10 

 

ข. 
2

x 0
x 2x 3 9 xlim x

      
 

 

วิธีคิด เม่ือลองแทนค่า x 0  จะพบว่าอยู่ในรปูแบบ 0/0 เชน่กัน ใช้วธิีจดัรูปเหมือนขอ้ ก. 

x 0 x 0 x 0
3 9 x 3 9 xlim x 2 lim (x 2) limx x  

                
   

 

x 0 x 0
3 9 x 3 9 x 9 (9 x)2 lim 2 limx 3 9 x (x)(3 9 x) 

                               
 

x 0 x 0
x 1 12 lim 2 lim 2 6(x)(3 9 x) 3 9 x 

   
         

         
 11/6 
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เพิ่มเติม จากเนือ้หาเรื่องอนพุันธ์ ในหัวข้อ ๑๒.๕ 
การหาลิมิตในรูปแบบยังไม่กําหนด มีวธิีการคาํนวณอีกแบบซึ่งง่ายขึ้น 
เรียกวา่ กฎของโลปีตาล (L’Hôpital’s Rule) 
ซึ่งจะได้อธิบายในตอนท้ายของบทน้ี (ในเรื่องแถม) 

 

ตัวอย่าง 12.5  ใหห้าค่าของ 
3 3

x 2
2 xlim
2 x

  
  

 

 
วิธีคิด โจทย์รูปแบบ 0/0 ข้อนี้มีรากที่สาม ดังนั้นพจน์ทีน่าํมาคูณเพื่อให้รูท้หายไปจะต่างจากเดิม 

ตามกฎที่วา่ 2 2 3 3(A B)(A AB B ) A B      
และข้อนีต้้องคูณถึงสองรอบ เพราะตัวสว่นก็มีรากที่สองดว้ย 

3 3 2/ 3 1/ 3 2/ 3

2/ 3 1/ 3 2/ 3 2/ 3 1/ 3 2/ 3x 2 x 2
2 x 2 (2x) x 2 x 2 x 2 xlim lim 2 x2 (2x) x 2 (2x) x2 x 2 x 

                                          
 

5/6

2/ 3 1/ 3 2/ 3 2/ 3 2/ 3 2/ 3 2/3x 2
2 x 2 2 2 2 2lim 32 (2x) x 2 2 2 3 2

      
      

 

 

 
 
 
 
 
 

 
 

แบบฝึกหัด ๑๒.๒ 
 
(9) ให้หาค่าของลิมิตต่อไปนี้ 

 (9.1) 
2

x 2
x 4lim x 2

 
   

   (9.3) 
2
2x 1
x 2x 3lim x 4x 3

  
    

 

 (9.2) 
2

2x 2
x 4lim x x 6

 
    

   (9.4) 2 2x a
x alim x a

 
   

 

 
 
 

 
(10) ให้หาค่าของลิมิตต่อไปนี้ 

 (10.1) 
x 1

1 xlim 1 x

 
   

   (10.4) 
x 0

2xlim x 9 3

 
    

 

 (10.2) 
x 1

x 1lim 2 x 3

 
    

   (10.5) 
x 0

x 1 1lim x

  
  
 

 

 (10.3) 
x 3

x 2 1lim x 3

  
   

   (10.6) 2x 2
x 2lim x 2x

 
   

 

 
 
 

เราจาํเปน็ตอ้งเขยีนคาํวา่ 
 x

lim
 

 ในแตล่ะบรรทดัเสมอ เม่ือทาํการคาํนวณลิมิต 
เพราะถ้าไม่เขยีนนอกจากจะผิดความหมายแล้ว ยงัอาจลืมแทนค่าตวัเลขด้วย และคาํตอบก็จะผิด S 
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(11) 
2

x 1
x 3 2lim x 1

   
 
 

 มีค่าเท่ากับเท่าใด 

 
(12) ให้หาค่าของ 

 (12.1) 
3
2x 1

x 1lim x 1

 
   

   (12.3) 3x 8
1 x 3lim 2 x

  
   

 

 (12.2) 
3

x 2
x 1 1lim x 2

  
   

   (12.4) 
4

3x 1
x 1lim x 1

 
   

 

 

(13) ให้หาค่า 
x 1 x 1
lim f (x) lim f (x)

  
  เม่ือ 

 
 
  

  

1x ,   x 1
1 xf (x) 1 x ,   x 1

1 x

 

 
 

๑๒.๓ ความต่อเน่ืองของฟังกช์ัน 
 

การพิจารณาความต่อเนื่องของฟังก์ชัน ณ จดุใด ๆ  ก็คือการบอกว่ากราฟ
ของฟังก์ชันขาดตอนที่จุดนั้นหรือไม่ โดยสําหรับฟังก์ชัน f (x) ใด ๆ  จะตอเน่ืองที่ x = 
a ก็ต่อเม่ือ 

x a x a
lim f (x) f (a) lim f (x)

  
   เท่านั้น (หมายความว่าต้องหาค่าได้ทั้ง

สามอย่าง และค่าที่ได้เท่ากันทั้งหมด) 
 

นิยามของ ความต่อเนื่องบนช่วง 
1. ฟังก์ชัน f (x) ต่อเนื่องบนช่วงเปิด (a, b) ก็ต่อเม่ือ f (x) ต่อเนื่องทุก ๆ  

จุดในช่วง (a, b) 
2. ฟังก์ชัน f (x) ต่อเนื่องบนช่วงปิด [a, b] ก็ต่อเม่ือ f (x) ต่อเนื่องบนช่วง 

(a, b) , ต่อเนื่องทางขวาของ a [คือ 
x a

f (a) lim f (x)


 ] และต่อเนื่องทางซ้ายของ b 
[คือ 

x b
f (b) lim f (x)


 ] 

 
 
 

ตัวอย่าง 12.6  กาํหนดให้ f (x) mx 1   เม่ือ m เปน็คา่คงตวั และ 
f (x) , x 1

g(x) f (x 1) , x 1
1 , x 1

   
 

 

ก. ถ้า g(x) มีลิมิตที ่ x 1  แลว้ m  มีค่าเทา่ใด 
วิธีคิด g(x) มีลิมิตที่ x 1  แสดงว่า 

x 1 x 1
lim g(x) lim g(x)

  
  

นั่นคอื f (1) f (1 1)   
f (1) f (2) m 1 2m 1 m 0        
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ข. ถ้า g(x) ต่อเนื่องในช่วง [0, 1]  แลว้ m  มีค่าเท่าใด 
วิธีคิด g(x) ต่อเนือ่งในช่วง [0, 1]  แสดงว่า 

x 1
lim g(x)


 เทา่กบั g(1) 

นั่นคอื f (1) 1 m 1 1 m 2          
 

ค. ถ้า g(x) ต่อเนื่องในช่วง [1,2]  แลว้ m  มีค่าเท่าใด 
วิธีคิด g(x) ต่อเนือ่งในช่วง [1,2]  แสดงว่า 

x 1
lim g(x)


 เทา่กบั g(1) 

นั่นคอื f (2) 1 2m 1 1 m 1          
 

 
 

แบบฝึกหัด ๑๒.๓ 
 
(14) ฟังก์ชันตอ่ไปนี้ มีความต่อเนื่องที่ x 2  หรือไม่ 

(14.1) 
3x 8f (x) x 2





   (14.2) 
2x 4 ,   x 2f (x) x 2
4 ,      x 2

 
 

 

  

 
(15) ฟังก์ชันต่อไปนี้มีความต่อเนื่องที่จุดใดบ้าง 

 (15.1) 
2x x ,   x 0f (x) x

 1 ,       x 0

   
 

  (15.3) 
x ,   x 0h(x) x
2 ,   x 0


  
 

 

 (15.2) 
2x 9 ,   x 3g(x) x 3
2 ,      x 3

 
 

 

 

 
(16) ฟังก์ชัน f (x) x 1   ต่อเนื่องที่ x 1   หรือไม่ 
 

(17) กําหนดให้ 

 
      
  
 

2
3/2 ,      x 1  

2x x 1 ,  1 x 12(x 1)f (x)
1 x ,     x 11 x

<

<
 แล้ว ข้อความใดถูกบ้าง 

 ก. f ต่อเนื่องที่ x 1     ข. f ต่อเนื่องที่ x 1  
 

(18) กําหนดให้ 

     
  
 



1 ,    0 x 13x 1
    1 ,      x 1f (x)
2 5 x ,  x 1  x 1

 แล้ว ข้อความใดถูกบ้าง 

 ก. 
x 1 x 1
lim f (x) lim f (x)

  
    ข. f เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที่ x 1  
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(19) ให้หาค่า a ที่ทําให้ฟังก์ชนั 2
3x a ,   x 2
x 4f (x) ,   x 2x 2

 
    

   มีความต่อเนื่องที่ x 2  

 
(20) ให้หาค่า b ที่ทําให้ฟังก์ชัน 

21 x ,   x ( , 1)f (x) x b ,    x [1, )
       

  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่อง 

 

(21) ให้หาค่า b ที่ทําให้ 
2

  2 ,            x 1
x 5 ,   1 x 2f (x) x 2 b

  x 5 ,        x 2


      
 

<

>

   ตอ่เนื่องที่ x 2  

และถามว่า ค่า b ที่ได้นี้ทําให้ f (x) ต่อเนื่องที่ x 1  หรือไม่ เพราะเหตุใด 
 

(22) ถ้าฟังก์ชัน 
ax ,   x 1
 4 ,    x=1f (x)
x b ,  x 1


 
  

 ต่อเนื่องที่จดุซ่ึง x 1  แล้ว ให้หาค่า a, b 

 
(23) ให้หาค่า h, k ในแต่ละข้อ เม่ือฟังก์ชันที่กําหนดให้นี้มีความต่อเนื่องบนช่วง [1, 3]  

(23.1) 

2
2

(x 2) ,  x 2x 4f (x)  h ,  x 2
 2x k ,  x 2

 


  
  

   (23.2) 2

h ,      x 1
x 1 ,  1 x 3f (x) x 4x

   k ,      x 3


     
 

 

 
(24) กําหนดให้ 

3 2
2

x 2x x 2f (x) x 1
  




 ถ้าต้องการให้ f เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนเซตของจํานวนจริง

แล้ว จะต้องนิยามเพ่ิมเติมให้ f ( 1)  และ f (1) มีค่าเท่าใด 
 
(25) กําหนดให้ f เป็นฟังก์ชันต่อเนื่อง โดยที่ 

3 2
2

x x 4x 4f (x) 4 x
  




 เม่ือ x 2   

และ f (2) a, f ( 2) b    แล้ว a และ b มีค่าเท่าใด 
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๑๒.๔ อัตราการเปลี่ยนแปลง 
 

ในฟังก์ชัน y f (x)  ใด ๆ  เราพิจารณาหา “อัตราการเปล่ียนแปลงของค่า
ฟังก์ชัน” ได้ดังนี้ 

ที่จุด 1x x      จะได้ 1y f (x )  
ที่จุด 2 1x x x h     จะได้ 1y f (x h)   

ดังนั้น อัตราการเปล่ียนแปลงโดยเฉล่ียของ y เทียบกับ x ในช่วง 1x  ถึง 
1x h  ก็คือ 

1 1 1 1
1 1

f (x h) f (x ) f (x h) f (x )y
x (x h) (x ) h

   
 

  
 

หรือ “อัตราการเปล่ียนแปลงโดยเฉล่ียของ y เทียบกับ x (ในช่วง x ถึง 
x+h ใด ๆ )” คือ f (x h) f (x)

h
   หรือ y

x



 

และเม่ือเราบีบช่วง h ให้แคบลงจนใกล้ 0 กจ็ะได้อัตราการเปลี่ยนแปลง ณ จุด x ที่
กําหนด ฉะนั้น  “อัตราการเปล่ียนแปลงของ y (ท่ีจุด x ใด ๆ )” คือ 

h 0
f (x h) f (x)lim h

   หรือ 
x 0

ylim x 




 

(ไม่สามารถแทนค่า h 0  ลงไปตรง ๆ  ได้ เพราะจะเป็น 0/0 จึงต้องใช้ลิมิตช่วยใน
การคํานวณ) 

 
 
 

ตัวอย่าง 12.7  ถ้า 2y f (x) 2x 3x 4     ให้หาอตัราการเปลี่ยนแปลงของ y เทียบกบั x 
 

ก. โดยเฉลี่ยในช่วง x 1  ถึง 4 

วิธีคิด f (4) f (1)y 40 1 13x 4 1 4 1
 

  
  

 

(แปลว่าในช่วงทีก่ําหนดนี้ เม่ือ x เพิ่มขึน้ 1 หน่วยแล้ว y จะเพิ่มขึ้นประมาณ 13 หน่วย) 
 

ข. ทีจุ่ดซึ่ง x 2  

วิธีคิด 
2

x 0 h 0 h 0
f (2 h) f (2) [2(2 h) 3(2 h) 4] 10ylim lim limx (2 h) 2 h   

      
 

  
 

 
2

h 0 h 0
11h 2hlim lim (11 2h) 11h 


     

(คํานวณโดยติดค่า x ใด ๆ  ไว้กอ่น จนได้ผลเปน็ 4x 3  แล้วจึงแทนค่า x 2  ลงไปก็ได้) 
 

 
 
 
 

 
 
 

เช่นเดียวกับหวัขอ้ที่ผา่นมา ถ้าไม่เขียนคําวา่ 
h 0
lim


 กาํกบัในแต่ละบรรทดั 
นอกจากจะผดิความหมายแล้ว อาจลืมแทนคา่ h ด้วย 0 และคําตอบที่ได้กจ็ะผิด S 
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อัตราการเปล่ียนแปลงของ y f (x)  ที่จุด x ใด ๆ  เรียกอีกอย่างได้ว่า 
อนุพันธ์ (Derivative) สัญลักษณ์ที่ใช้แทนอนุพันธ์ของ f (x) ได้แก่ f (x)  หรือ dy

dx  

หรือ d f (x)dx  หรือ y  

ส่วนสัญลักษณ์ที่ใช้เจาะจงตําแหน่ง เช่น อนุพันธ์ที่จุดซ่ึง x 3  จะใช ้
f (3)  หรือ 

x 3

dy
dx 

  

ฉะนั้น อนุพันธ์ของ f (x) ก็คือ 
h 0

f (x h) f (x) dylim h dx

 
  นั่นเอง และ

ยังเรียกว่าเป็นค่า ความชัน (Gradient) ของกราฟ y f (x)  ณ จุดนั้น ๆ  ด้วย 
 
 

แบบฝึกหัด ๑๒.๔ 
 
(26) ให้ 2y x x 1    ให้หาอัตราการเปล่ียนแปลงโดยเฉล่ียของ y เม่ือเทียบกับ x 
ในช่วง x 3  ถึง 5 
 
(27) ให้หาอัตราการเปลี่ยนแปลงของ y 
 (27.1)  2y 2x 3x 4     เม่ือ x มีค่าใด ๆ  
 (27.2)  2y 3x 7x 1    ท่ีจุด x 2  
 
(28) ให้ 2y x  ให้หาอัตราการเปล่ียนแปลง 

(28.1) โดยเฉล่ียของ y เม่ือเทียบกับ x ในช่วง 1x x  ถึง 1x x h   
(28.2) โดยเฉล่ียของ y เม่ือเทียบกับ x ในช่วง x 10  ถึง 13 
(28.3) ของ y ท่ีจุด 1x x  
(28.4) ของ y ที่จุด x 10  

 
(29) ถ้า 1f (x) x  ให้หาอัตราการเปล่ียนแปลงเฉล่ียของ f (x) เทียบกับ x 

 (29.1) ในช่วง x 4  ถึง x 5  
 (29.2) ในช่วง x 4  ถึง x 4.5  
 (29.3) ในช่วง x 4  ถึง x 4.01  
 (29.4) ที่จุดซ่ึง x 4  
 
(30) ให้หาอัตราการเปล่ียนแปลงโดยเฉล่ียของปริมาตรทรงกลม เทียบกับรัศมี 
เม่ือรัศมีเปล่ียนจาก 2 ถึง 3 หน่วย 
 
(31) ให้หาอัตราการเปล่ียนแปลงของ 

(31.1) พ้ืนที่รูปส่ีเหล่ียมจัตุรัสเทียบกับความยาวด้าน ขณะที่ด้านยาว 5 ซม. 
(31.2) พ้ืนที่วงกลมเทียบกับรัศมี ขณะที่รัศมียาว 10 นิ้ว 
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(32) ให้หาอัตราการเปล่ียนแปลงของปริมาตรกรวยกลมตรง 
 (32.1) เทียบกับรัศมีฐาน r เม่ือส่วนสูง H คงตัว 
 (32.2) เทียบกับส่วนสูง H เม่ือรัศมีฐาน r คงตัว 
 
(33) ในการสูบน้ําออกจากสระแห่งหนึ่ง หลังจากสูบได้ t นาท ีจะมีน้ําเหลืออยู่ในสระ 
เป็นปริมาตร Q ลบ.ม. โดยที่ 2tQ (12 )10   ให้หาอัตราการเปล่ียนแปลง 

(33.1) โดยเฉล่ีย ของปริมาตรน้ําในสระ เทียบกับเวลา ในช่วง t 0  ถึง t 10  นาที 
(33.2) ของปริมาตรนํ้าในสระ เทียบกับเวลา ขณะที่ t 10  นาท ี

 
(34) ให้หาอนุพันธ์ของฟังก์ชัน f (x) ที่จุด x ใด ๆ  และที่จุด x 2  
 (34.1) 2f (x) 2x  
 (34.2) 2f (x) x 2x 4    
 (34.3) f (x) 3  
 (34.4) f (x) 2 3t   
 
(35) ถ้า 2y x 2x   เป็นสมการเส้นโค้ง ให้หา 

(35.1) ความชันของเส้นโค้งนี้ที่จุด (2, 6)  
(35.2) สมการเส้นสัมผัสโค้ง ณ จุดเดียวกันนี้ 

 
(36) ให้หาสมการเส้นสัมผัสโค้ง 3y x  ณ จุด ( 1, 1)   
 
 

๑๒.๕ สูตรในการหาอนุพันธ์ 
 

เนื่องจากการใช้ลิมิตคํานวณนั้นไม่สะดวก จึงได้มีการคิดสูตรในการหา
อนุพันธ์ไว้ดังนี้ 
1. สูตรทั่วไป 

n n 1

d x 1dx
d x n xdx



 

 
  

d c 0dx
d dc f (x) c f (x)dx dx

 

 
 

2. การบวกลบคูณหารฟังก์ชัน 
 d f (x) g(x) f (x) g (x)dx      

 d f (x) g(x) f (x)g (x) g(x) f (x)dx      
(หน้า ดิฟหลัง + หลัง ดิฟหน้า) 

 2
f (x) g(x) f (x) f (x)g (x)d
g(x)dx g(x)

  
  

 
 

((ล่าง ดิฟบน – บน ดิฟล่าง) ส่วน ล่างกําลงัสอง) 
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3. ฟังก์ชันประกอบ (กฎลูกโซ่; Chain Rule) 
d dg dfg(f (x))dx df dx    

หรือเขียนอีกแบบว่า  (g f) (x) g (f (x)) f (x)     
 

หมายเหตุ 
กฎลูกโซ่จะเขียนยาวกี่ทอดก็ได้ เช่น dg dg dh df dx

dt dh df dx dt     

 
 
 

ตัวอย่าง 12.8  ใหห้าค่า 
n n

h 0
(x h) xlim h

    
 

 
 

วิธีคิด ในขณะนี้เราไม่สามารถกระจาย n(x h)  จึงไม่มีวิธคีิดหาลมิิตแบบตรง ๆ  ได ้
แต่พบวา่อยู่ในรูปแบบนิยามของอนุพนัธพ์อด ี
ดังนัน้คาํตอบคืออนพุันธ์ของ nx  ..นัน่คือ n 1nx   
 

หมายเหต ุ
หลังจากศึกษาเร่ืองทฤษฎีบททวินามในหัวขอ้ ๑๓.๕ แลว้ จะสามารถกระจาย n(x h)  ได ้
 

 
 
 

ตัวอย่าง 12.9  ตอบคาํถามตอ่ไปนี ้
 

ก. ใหห้าความชนัของเสน้สัมผัสโค้ง 2 3y 2x 3x x    ทีจุ่ด (4,24) 

วิธีคิด 2dy 2 3(2x) (3x )dx     ดังนั้น 
x 4

dy 2 24 48dx 

     26 
 

ข. ถ้า 2f (x) (2x 1)(3x 2)    ให้หาคา่ f(x)  
วิธีคิด ใช้สูตรดิฟผลคณูดังนี ้ 2 2f(x) (2x 1)(6x) (3x 2)(2) 18x 6x 4         
 

ค. ถ้า 3/2f (x) (2x 1)   ให้หาคา่ f (4)  

วิธีคิด 1/23f(x) (2x 1) 3 2x 12    2   ดงันัน้ f (4) 3 2(4) 1     9 

หมายเหต ุ
ใช้การดฟิลูกโซ่ คือมอง 2x+1 เปน็ตัวแปรกอ้นหนึง่ เม่ือดิฟแล้วจะต้องคูณกับดิฟของ 2x+1 ดว้ย 
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ตัวอย่าง 12.10  ถ้า 
2 2

2
(1 3x )f (x)
1 3x





 

ให้หาอตัราการเปลี่ยนแปลงของ f (x) เทียบกับ x ขณะที่ x 1  
 
วิธีคิด อัตราการเปลี่ยนแปลงที่กลา่วถึงกค็ือ f (x)  

ข้อนี้ใช้สูตรดฟิผลหาร ปนกับดิฟลูกโซ่ดงันี ้ 
2 2 2 2

2 2
(1 3x ) 2(1 3x )( 6x) (1 3x ) (6x)f(x)

(1 3x )
      

 


 

จากนั้นแทนค่า x 1  จะได้ f (1) 4.5   
จึงตอบว่าอตัราการเปลี่ยนแปลงของ f (x) ขณะที ่ x 1  เทา่กับ 4.5 

 

 
 

อนุพันธ์อันดับสูง 
สมมติ 3 2f (x) y x 2x x 5      ดังนั้นจะหาอนุพันธ์ได้เป็น 

2dyf (x) 3x 4x 1dx      และหากเราหาอนุพันธ์ของ f (x)  ตอ่ไปอีก จะเรียกว่า

เป็นอนุพันธ์ อันดับสูง (Higher Order) 
เช่น อนุพันธ์อันดับสอง คือ 

2
2

d yf (x) 6x 4dx     

อนุพันธ์อันดับสาม คือ 
3
3

d yf (x) 6dx    

อนุพันธ์อันดับส่ี คือ 
4

(4)
4

d yf (x) 0dx    ... ฯลฯ 

 

การเขียนสัญลักษณ์ อนุพันธ์อันดับที่ n  จะเป็น 
n
n

d y
dx  หรือ (n)f (x)  

แต่อันดับที่หนึ่ง สอง และสาม นิยมใช้เคร่ืองหมายขีด เป็น f (x), f (x), f (x)    
 
ข้อสังเกต 
ตัวอย่างที่ยกมาเป็นพหุนามดีกรี 3 จะเห็นว่าอนุพันธ์อันดับที่ส่ีขึ้นไปล้วนมีค่าเป็น 0 

 
 
 

ตัวอย่าง 12.11  ถ้า 3/2f (x) (2x 1)   ให้หาคา่ f (4)  
 

วิธีคิด จาก 1/2 1/23f(x) (2x 1) 3(2x 1)2    2   (ดิฟลูกโซ่) 

จะได้ 1/21 3f (x) 3( )(2x 1)2 2x 1
   


2   (ดฟิลกูโซ่อีกครั้งหนึง่) 

ดังนัน้ 3f (4)
2(4) 1

  


 1 
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แบบฝึกหัด ๑๒.๕ 
 
(37) ให้หาค่า f (x)  เม่ือกําหนด f (x) ให้ดังนี้ 
 (37.1) f (x) 5     (37.7) 3 2 2f (x) (3x 4x ) (7x 5)     
 (37.2) f (x) x     (37.8) 35f (x) x x    
 (37.3) f (x) 3x     (37.9) f (x) 1/x  
 (37.4) 2f (x) 3x     (37.10) 2f (x) 2/x  
 (37.5) 2f (x) x x     (37.11) f (x) 6 x  
 (37.6) 2f (x) 3x 5x 1      (37.12) f (x) 1 / 3x x  
 
(38) ให้หาค่า f (x)  เม่ือกําหนด f (x) ให้ดังนี้ 
 (38.1) 2 3f (x) (6x 4)(3x 5)    
 (38.2) 4 2f (x) (2x 1)(x x 1)     

 (38.3) 
2

2
4x 7x 1f (x) 3x 8

 



 

 (38.4) 
2x 4x 7f (x) 3x 1
 




 

 
(39) ให้หาค่า f (x)  เม่ือกําหนด f (x) ให้ดังนี้ 
 (39.1) 2f (x) (x 3)   
 (39.2) 32f (x) (x 1)   
 (39.3) 23 2f (x) (x x 2x 1)     
 (39.4) 4/5f (x) (1 4x)   
 
(40) ให้ตรวจสอบคําตอบข้อ (27), (28.3), (28.4), (29.4), (31), (32), (33.2) 
โดยใช้สูตรในการหาอนุพันธ์ 
 
(41) ให้หาค่า f (x)  เม่ือกําหนด f (x) ให้ดังนี้ 
 (41.1) f (x) (2x 3)(3x 4)    

 (41.2) 
5 3

2
4x 10x 6x 8f (x) 2x

  
  

 (41.3) 1 3xf (x) 1 3x





 

 (41.4) 3f (x) (3x 5)   
 
(42) ให้หาค่าของ 
 (42.1) 

x 1

dy
dx 

 เม่ือ 2 3y f (x) (2x 1) (3x 2)     

 (42.2) f (1)  เม่ือ 23
2f (x)

x 2x 3


 
 

 (42.3) ความชันเส้นสัมผัสโค้ง ณ จุดที่ x 1  เม่ือ 42 2f (x) x 8(x 3)    
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 (42.4) อัตราการเปล่ียนแปลงของ f (x) ณ จุดที่ x 1  เม่ือ 2f (x) x 1   
 
(43) ให้หาค่าอนุพันธ์อันดับสูง f (x), f (x)   และ (4)f (x) ของฟังก์ชันต่อไปนี ้
 (43.1) 4 3 2f (x) x 3x 5x 7x 3      
 (43.2) 5 4 3f (x) x 3x 4x x 1      
 
(44) ให้หาค่า f ( 3), f ( 3), f ( 3)     เม่ือ 2f (x) x x 3    
 
(45) ให้หาค่า (f g )(1)   เม่ือ f (x) 2 x   และ 2g(x) (1 3x)   
 
(46) ให้หา (n)f (x) เม่ือ f (x) 1/x  
 
 

๑๒.๖ ฟังก์ชันเพ่ิม ฟังก์ชันลด และค่าสุดขีด 
 

ความหมายของฟังก์ชันเพ่ิมคือ เม่ือ x เพ่ิมขึ้นแล้ว f (x) ก็จะเพิ่มขึ้นด้วย 
หรือกล่าวว่า ความชันเป็นบวก ส่วนฟังก์ชันลดนั้น เม่ือ x เพ่ิมขึ้นแล้ว f (x) กลับ
ลดลง หรือกล่าวว่า ความชันเป็นลบน่ันเอง ดังนั้นเม่ือพิจารณาถึงอนุพันธ์ f (x)  ซ่ึง
เป็นค่าความชันของกราฟ จะได้กฎว่า 

ช่วงที่ f (x) 0   เป็นฟังก์ชันเพ่ิม และช่วงที่ f (x) 0   เป็นฟังก์ชันลด 
 
และเนื่องจากตําแหน่งที่ฟังก์ชันจะเปลี่ยนจากเพ่ิมไปลด หรือจากลดไปเพ่ิม 

จะต้องมีการวกกลับของกราฟ ซ่ึงทําให้เกิดจุดยอด (จุดสุดขีด; Extreme Point) ขึ้น 
สามารถหาโดย f (x) 0   

เราเรียกค่า x ณ ตําแหน่งที่ f (x) 0   ว่า ค่าวิกฤต (Critical Value) 
 
จุดสุดขีดมี 2 แบบคือจุดสูงสุดและจุดต่ําสุด ถ้าความชันเปล่ียนจากลดไป

เพ่ิม จะเกิดจุดต่ําสุด และถ้าความชันเปล่ียนจากเพ่ิมไปลด ก็จะเกิดจุดสูงสุด 
 
หมายเหตุ 
1. f (x) 0   ไม่ได้เป็นจุดสูงสุดหรือต่ําสุดเสมอไป อาจเป็นเพียงจุดเปล่ียนความเว้า
เท่านั้น ซ่ึงเราสามารถพิจารณาโดยละเอียดได้จาก อัตราการเปล่ียนแปลงของความ
ชัน หรือ f (x)  ณ จุดนั้น ๆ  

หาก f (x) 0   แสดงว่าความชันกําลังมีค่ามากข้ึนเร่ือย ๆ  (เปล่ียนจากลบ
เป็นศูนย์และเป็นบวก) จึงเกิดจุดต่ําสุด และหาก f (x) 0   แสดงว่าความชันกําลัง
น้อยลงเร่ือย ๆ  (เปล่ียนจากบวกเป็นศูนย์และเป็นลบ) จึงเกิดจุดสูงสุด 

แต่หาก ณ จดุนั้น f (x) 0   อาจเป็นจุดเปล่ียนความเว้าหรือจุดสูงสุด
หรือจุดต่ําสุดก็ได้ 
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Y 

X 

A 
B 

C 

D 
E 

O a  b    c 
d   e 

2. เราใช้ความรู้เร่ืองค่าสูงสุดต่ําสุด (Maximum & Minimum) ของฟังก์ชัน ในการ
คํานวณโจทย์ปญัหาที่เป็นเหตุการณ์จริง เช่น มีฟังก์ชันกําไร P(x)  แล้วหาค่า x ที่
ทําให้ได้กําไรมากที่สุด ดังจะได้ศึกษาจากตัวอยา่งถัดไป 
 

พิจารณากราฟต่อไปนี้ เพ่ือทําความเข้าใจเร่ือง สัมพัทธ์ (Relative) และ 
สัมบูรณ์ (Absolute) 

 
 
 
 
 
 
 
 
ฟังก์ชันหนึ่ง ๆ  หากมีการวกกลับของกราฟ ณ จุดใด ก็จะเรียกจุดนั้นว่าจุด

สุดขีดสัมพัทธ์ (แปลว่าเทียบกับจุดข้างเคียง จึงมีได้หลายจุด) และหากจุดใดมีค่า
ฟังก์ชันมากที่สุดหรือน้อยที่สุดของกราฟแล้ว จะเรียกจุดนั้นว่าจุดสุดขีดสัมบูรณ์ด้วย 
(สูงสุดกับต่ําสุด มีได้อย่างละ 1 จุด) 

จุดสูงสุดสัมพัทธ์ได้แก่ จุด A, C, E 
จุดสูงสุดสัมบูรณ์ คือจุด C เท่านั้น 
จุดต่ําสุดสัมพัทธ์ได้แก่ จุด B, D 
จุดต่ําสุดสัมบูรณ์ ไม่มี 

 
 
 

ตัวอย่าง 12.12  f (x) เป็นฟังก์ชันพหนุามกําลังสาม ซึ่งหารด้วย x 1  แล้วเหลอืเศษ 6 
สัมผัสกับเส้นตรง 12x y 7 0    ณ จุดตัดแกน Y และมีค่าวิกฤตค่าหนึง่เปน็ 1 

 

ก. ใหห้าฟังก์ชัน f (x) นี ้
วิธีคิด โดยทั่วไปพหุนามกําลงัสาม ต้องมีลักษณะเป็น 3 2Ax Bx Cx D    ซึ่งมีสัมประสทิธิ ์4 ตัว 

เราจงึใช้คาํใบ้ที่โจทย์ให้มา 4 อยา่ง ในการสร้างระบบสมการเพื่อหาสัมประสิทธิ์ 4 ตัวนี ้
 

จากทฤษฎีเศษเหลือ (ในเนือ้หาจาํนวนจริง) จะได้วา่ f ( 1) 6   
หรือ A B C D 6      .....(1) 
ตัดแกน Y ที่จดุเดียวกับ 12x y 7 0    คอืจดุ (0, 7)  จะไดว้่า f (0) 7   
หรือ 3 2A(0) B(0) C(0) D 7 D       .....(2) 
มีความชนัเทา่กับเส้นตรง 12x y 7 0    ที่จดุ (0, 7)  จะได้วา่ f (0) 12    
หรือ 23 A(0) 2B(0) C 12 C      .....(3) 
มีค่าวิกฤตคา่หนึง่เป็น 1 (ค่าวิกฤตคือค่า x ณ จดุที่ความชันเป็นศูนย์) จะไดว้่า f (1) 0   
หรือ 3 A 2B C 0    .....(4) 
 

แก้สี่สมการร่วมกัน ได้ผลเป็น A 2 , B 3  ... ดงันัน้ 3 2f (x) 2x 3x 12x 7     
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ข. ฟงัก์ชันนี้มีคา่สูงสดุสัมพทัธ ์และค่าต่าํสดุสัมพทัธ์เปน็เท่าใด 
วิธีคิด จาก 3 2f (x) 2x 3x 12x 7     จะได้ 2f(x) 6x 6x 12     

หาก f (x) 0   จะได ้ 26x 6x 12 0 x 2, 1       
เนื่องจาก f ( 2) 13   และ f (1) 14   
ดังนัน้คา่สงูสดุสมัพัทธ์เทา่กับ 13 และคา่ต่าํสุดสัมพัทธ์เทา่กับ –14 
 
ค. ฟังก์ชันนี้เป็นฟังก์ชันลดในช่วงใดบ้าง 

วิธีคิด จาก 2f(x) 6x 6x 12     คือความชนั และเราตอ้งการความชันติดลบ 
ก็คือ 26x 6x 12 0 6(x 2)(x 1) 0         ... ไดค้ําตอบเป็นช่วงเปิด ( 2, 1)  

 

 
 
 

ตัวอย่าง 12.13  ตอ้งการสรา้งถังรูปทรงกระบอกเพื่อเก็บน้ํามัน ปริมาตร 16  ลูกบาศก์เมตร 
โดยสิ้นเปลอืงวสัดุก่อสรา้ง (รวมฝาบนและลา่ง) ให้นอ้ยทีส่ดุ ถังใบนี้จะตอ้งมีรัศมีหนา้ตดัเทา่ใด 

 
วิธีคิด ให้พืน้ที่ผวิเปน็ A และให้ความสงู h, รัศมีหน้าตดั r 

จะได้ฟงัก์ชัน A ในรูปของ h, r ดงันี้ ... 2A 2 rh 2( r )    
ในข้อนี้เราต้องการหาค่าต่าํสดุของ A (หาคา่ h, r ที่ทาํใหค้่า A ต่ําที่สดุ) 
 
เนื่องจากโจทย์กาํหนดปริมาตรคงที่ 2 216 r h h 16/r     
จึงไดฟ้ังก์ชัน 2 2 2 2A 2 r (16/r ) 2( r ) 32 /r 2 r 2 (16/r r )           
จากนั้น 2 2dA 2 ( 16/r 2r) 0 2r 16/rdr        

r 2   แสดงว่า A ทีต่่าํทีสุ่ดเกิดเม่ือ r   2 เมตร 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

แบบฝึกหัด ๑๒.๖ 
 
(47) จากกราฟในหน้าที่แล้ว ให้หาช่วงที่เป็นฟังก์ชันเพ่ิม และช่วงที่เป็นฟังก์ชันลด 
 
(48) ให้หาค่าสูงสุดและต่ําสุด ของฟังก์ชันต่อไปนี้ 
 (48.1) 2f (x) x x    
 (48.2) 2f (x) x x 1    
 (48.3) f (x) 3x 2   
 
 

ในการหาค่าสูงสดุหรอืต่าํสุดของโจทย์ปญัหาที่เปน็สถานการณ ์
1. ต้องการหาค่าใดตํ่าสดุหรอืสูงสดุ ให้เขียนค่านัน้ในรูปฟงัก์ชันของค่าอื่น ๆ  (คือให้เป็น y) และ
ต้องมีตัวแปรตน้เพียงอย่างเดียว เช่นถ้า x เป็นตัวแปรตน้ กต็้องทาํตัวแปรอืน่ ๆ  ใหอ้ยู่ในรูป x 
2. หากมีคา่วิกฤตหลายค่า ให้เปรียบเทียบวา่คา่ใดทีท่ําให้เกดิจดุต่าํสดุหรือสูงสุดดังที่ตอ้งการ 

S 
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(49) ให้หาค่าสุดขีดทั้งหมด และระบุช่วงที่เป็นฟังก์ชันเพ่ิม ฟังก์ชันลด สําหรับฟังก์ชันต่อไปนี้ 
 (49.1) 2f (x) x 4x 5    
 (49.2) 3f (x) x 3x   
 (49.3) 3 2f (x) 2x 3x 12x 7     
 (49.4) 4 3 2f (x) x 3x 3x x     
 (49.5) 3f (x) x  
 (49.6) 2f (x) x 2x 1 ;  x [ 1, 2]      
 
(50) ให้หาค่าสูงสุดสัมพัทธ์ และต่ําสุดสัมพัทธ์ทั้งหมดของฟังก์ชันต่อไปนี้ โดยไม่ต้องวาดกราฟ 
 (50.1) 2f (x) 3 x   
 (50.2) 2f (x) x 3x 4    
 (50.3) 3f (x) x 3x 3    
 (50.4) 4 2f (x) x 2x 3    
 (50.5) 3 2f (x) x x 8x 1     
 
(51) ให้เขียนกราฟและบอกค่าสุดขีดสัมพัทธ์ของ 5 3y 2x 30x   
 
(52) วัตถุเคล่ือนที่ได้ระยะทาง   2S 3t 2t 1 เมตร ในเวลา t วินาที ให้หา 
 (52.1) ความเร็ว v ของวัตถุ ขณะเร่ิมต้น และขณะ t 2  วินาที 
 (52.2) ระยะทางที่ไกลที่สุดจากจุดเร่ิมต้นที่วัตถุเคล่ือนที่ไปถึง (ก่อนจะวกกลับ) 
 
(53) ให้หาจํานวนเต็มบวกสองจํานวนซ่ึงรวมกันได้ 8 โดยท่ีผลบวกของกําลังสามมีค่าน้อยที่สุด 
 
(54) ชาวสวนปลูกมะม่วง 22 ต้นต่อไร่ จะได้ต้นละ 500 ผล และเขาพบว่าหากปลูกมะม่วงเพ่ิมขึ้น
จากเดิมไร่ละ 1 ต้น จะทําให้ผลลดลงจากเดิมต้นละ 10 ผลเสมอ ดังนั้นแล้วเขาควรจะปลูกไร่ละกี่ต้น
จึงจะได้ผลมากที่สุด 
 
(55) จากภาพ บริษัทก่อสร้างต้องการวางท่อจากจุด P ไปยัง Q ตามแนว 
PR และ RQ (โดยจุด R อยู่ทีใ่ดก็ได้บนเส้น TS) ให้หาว่า R อยู่ที่ค่า x 
เป็นเท่าใด จึงส้ินเปลืองค่าวางท่อน้อยที่สุด กําหนดให้ค่าก่อสร้าง (หน่วย 
เป็นล้านบาท) ระหว่าง P ถึง R เป็นสองเท่าของกําลังสองของระยะทาง 
และระหว่าง R ถึง Q เป็นสามเท่าของกําลังสองของระยะทาง 
 
(56) สามเหล่ียมมุมฉากยาวด้านละ 90, 120, 150 หน่วย ให้หาว่าจะ 
บรรจุส่ีเหล่ียมมุมฉากลงไปภายในสามเหล่ียมนี้ (ให้มีมุมฉากร่วมกัน 
ดังภาพ) ได้พ้ืนที่มากที่สุดเท่าใด 
 
 
 
 
 

P 

R 
  Q S 

T 3 km 4 km 

x 5 
km
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a 

b 

V B F 

d 

a 

a 

x 
 x 

(57) ให้คํานวณค่าต่าง ๆ  เม่ือต้องการทําให้เกิดค่ามากที่สุด ในแต่ละรูปต่อไปน้ี 
 
(57.1) พ้ืนที่ส่ีเหล่ียมมุมฉากมากที่สุด 
บรรจุในสามเหล่ียมมุมฉาก ใช้มุมฉากร่วมกัน 
กว้างยาว = ________ 
พ้ืนที่ = ___________ 
 

 
 
 

(57.2) พ้ืนที่ส่ีเหล่ียมมุมฉากมากที่สุด 
บรรจุในวงกลมขนาดเส้นผ่านศูนย์กลาง d 
กว้างยาว = _______ 
พ้ืนที่ = __________ 
 
 
 
 
หากเป็นคร่ึงวงกลม จะได้พ้ืนที่ = _________ 
 
(57.3) พ้ืนที่ส่ีเหล่ียมมุมฉากมากที่สุด 
บรรจุในพาราโบลา โดยวางด้านหนึ่งบนโฟกัส 
BF  = _______ 
 
 
 
 
 
 
 

โจทย์ทบทวนเรื่องอนุพันธ์ 
 
(58) กําหนดให้ 3x 1f (x) 2x 1





 และ 2g(x) 3x 1   

อนุพันธ์ของ [f (x) g(x)]  ที่ x 1  เท่ากับเท่าใด 
 
(59) สมการเส้นสัมผัสโค้ง 23y x 2   ที่จุดซ่ึง x 5  เป็นสมการใด 
 
(60) กําหนดให้ 2x af (x) x b





 โดยที่ a และ b เป็นจํานวนจริงซ่ึงไม่ใช่ศูนย์ 

ถ้า f (0) 4   และ f (0) 8    แล้ว ค่าของ f (0) เป็นเท่าใด 
 

(57.4) ปริมาตรกล่องมากที่สุดที่พับได้ 
เม่ือตัดมุมกระดาษรูปส่ีเหล่ียมจัตุรัสออก 
x  = _________ 
 
 
 
 
 
(57.5) ปริมาตรกรวยกลม มากที่สุด 
บรรจุในทรงกลมรัศมี r 
ความสูงกรวย = ________ 
 
 
 
 
 
 
(57.6) ปริมาตรทรงกระบอกมากที่สุด 
บรรจุในกรวยกลมตรง สูง H 
ความสูงทรงกระบอก = _________ 
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(61) กําหนดให้ 3 2f (x) x bx cx    เม่ือ b, c เป็นจํานวนจริง 
ถ้า x 2   เป็นค่าวิกฤตของฟังก์ชัน f และ f ( 1) 6    แล้ว ข้อใดถูก 
 ก. f เป็นฟังก์ชันเพ่ิม   ข. f เป็นฟังก์ชันลด 
 ค. x 2   ให้ค่าสูงสุดสัมพัทธ์  ง. x 1   ให้ค่าต่ําสุดสัมพัทธ์ 
 
(62) กําหนดให้ 3 2f (x) ax bx cx d     มี x 1  เป็นตัวประกอบหนึ่ง 
และ f (0) 0 , f (0) 2  , f (0) f (0) 1    ดังนั้น f (2) มีค่าเท่ากับเท่าใด 
 
(63) ให้ f (x) 3x 10   และ 2h(x) (f g)(x) ax bx c     ถ้า h(0) 1  
และ h มีค่าสูงสุดสัมพัทธ์ที่ x 2   คือ 5  แล้วค่า g(1) เป็นเท่าใด 
 
(64) กําหนดให้ 

32(x 1)f (x) g(x)


  โดยที่ g(2) f (2) 3   แล้ว ให้หา g (2)  

 
(65) กําหนดให้ 2f (x) (3x 5x)g(x)   ถ้า g เป็นฟังก์ชันพหุนาม 
ที่มีค่าสูงสุดสัมพัทธ์เท่ากับ 5 ที่จุดซ่ึง x 1  แล้ว f (1)  มีค่าเท่าใด 
 
(66) กําหนดให้ g(x) เป็นพนุนามที่มีสัมประสิทธิ์เป็นจํานวนจริง และ 2f (x) (x 1) g(x)   
ถ้า x 2  หาร f (x) เหลือเศษ 3 และ x 2  หาร f (x)  เหลือเศษ 4 
แล้ว ค่าของ g (2)  เป็นเท่าใด 
 
(67) ให้ f (x) x x   แล้ว ให้หาเซตของจํานวนจริง x ซ่ึงทําให้ f (x) 3 >  
 
(68) กําหนดให้ 2/3 2f (x) x (x 16)   ให้หาเซต  x | f (x) 0A   R  
 
(69) ถ้า f (x) x 1  , g(x) x  และ F(x) (f g)(x)   เม่ือ x 1>  
แล้ว 1(F ) (2)   มีค่าเท่ากับเท่าใด 
 
(70) สามเหล่ียมมุมฉากรูปหนึ่งมีด้านทั้งสามยาว 3, 4, 5 นิ้ว ตามลําดับ 
ส่ีเหล่ียมผืนผ้าที่มีพ้ืนที่มากที่สุดที่สามารถบรรจุลงในสามเหล่ียมนี้ได้ จะมีพ้ืนที่กี่ตารางน้ิว 
 
(71) สินค้าชนิดหนึ่งขายราคาชิ้นละ 24 บาท ต้นทุนในการผลิต x ชิ้นเท่ากับ 3/216 6x 0.2x   
บาท ถ้า N เป็นจํานวนชิ้นของสินค้าที่ผลิตเพ่ือให้ได้กําไรสูงสุดแล้ว ข้อใดเป็นจริง 
  ก. 1 N 2000<    ข. 2000 N 4000<  

ค. 4000 N 6000<    ง. 6000 N 8000<  
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๑๒.๗ สูตรในการอนิทิเกรต 
 

การกระทําที่ตรงข้ามกับกระบวนการหาอนุพันธ์ เราเรียกว่า การอินทิเกรต 
(Integration) 

นั่นคือ ถ้า d F(x) f (x)dx   แล้ว (การหาอนุพันธ์) 

จะได้ว่า f (x)dx F(x)   (การอินทิเกรต) 
สัญลักษณ์  เรียกว่าเคร่ืองหมายอินทิกรัล และเรียก f (x) ว่า ตัวถูกอินทิเกรต 
(Integrand) 
 

ทุกส่ิงที่หาอนุพันธ์ได้ตรงตามค่าที่ต้องการ จะเรียกได้ว่า ปฏิยานุพันธ ์
(Antiderivative) เช่น 2

1F(x) x , 2
2F (x) x 1  , 2

3F (x) x 5  , 2
4F (x) x 7   

ต่างก็เป็นปฏิยานุพันธ์ของ f (x) 2x  เนื่องจากล้วนทําให้ d F(x) f (x)dx   

เห็นได้ว่า รูปทั่วไปของปฏิยานพัุนธ์ของ f (x) 2x  คือ 2x c  เม่ือ c เป็น
ค่าคงที่ใด ๆ  ซ่ึงเราจะเรียก “รูปทั่วไปของปฏิยานุพันธ์” นี้ว่า อินทิกรัลไม่จํากัดเขต 
(Indefinite Integral) ของ f (x) และเขียนสัญลักษณ์เป็น f (x)dx  

ดังนั้นอินทิกรัลไม่จํากัดเขต 2f (x)dx x c   นั่นเอง 
 
ข้อสังเกต 
ปฏิยานุพันธ์มีได้หลากหลาย แต่อินทิกรัลไม่จํากัดเขตมีแบบเดียวเสมอ 
บางตําราใช้คําว่า ปริพันธ์ แทนคําว่าอินทิกรัล 
 
สูตรในการหาอินทิกรัล 
1. สูตรทั่วไป 

n 1
n xx dx cn 1



  
   k dx kx c

k f (x)dx k f (x)dx
  

 

 

 

2. การบวกลบฟังก์ชัน 
 f (x) g(x) dx f (x)dx g(x)dx      

 การคูณและหาร ไม่มีสูตร 
3. ฟังก์ชันประกอบ อาศัยเทคนิคการอินทิเกรตโดยเปลี่ยนตัวแปร 
เทคนิคการอินทิเกรตเป็นเรือ่งที่เกนิหลักสตูร จึงไดย้กไปอธิบายไว้ในเรื่องแถมทา้ยบทนี ้
 
หมายเหตุ 
สูตร 

n 1
n xx dx cn 1



 
  ใช้ได้เม่ือ n 1   เท่านั้น 

ส่วน 1(x ) dx  จะไม่มีในหลักสูตร ม.ปลาย (ผลลัพธ์ที่ได้เป็น ln x C ) 
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ตัวอย่าง 12.14  ให้หาคา่ของปริพนัธ์ไม่จาํกดัเขตตอ่ไปนี ้
 

4 3 1
3 2 x 2x 3x(x 2x 3) dx C4 3 1       

4 3 2 1
3 2 4 3 24t 3t 2t 1t(4t 3t 2t 1) dt C t t t t C4 3 2 1              

 
3 2 2 1 1

2 2
2

2x 3x 4 2x 3x 4x 4( ) dx (2x 3 4x ) dx C x 3x C2 1 1 xx


 
          

   
2 3 26(x 2)(x 1) dx (6x 6x 12) dx 2x 3x 12x C           

 

 
 
 

ตัวอย่าง 12.15  ถ้า 3
2 xF(x)
x

 
   และ F( 1) 1   จะได้ฟังก์ชัน F(x) เปน็อยา่งไร 

 

วิธีคิด เขียนโจทย์ในรูป 3 2F(x) 2x x      

จะอนิทิเกรตได้เป็น 
2 1

2
2x x 1 1F(x) C C2 1 xx

 
     

 
 

แต่โจทย์กําหนด F( 1) 1   จึงสามารถหาคา่ C ไดด้ังนี้ 2
1 1 C 1 C 1( 1)( 1)

    


 

..แสดงว่า 2
1 1F(x) 1xx

    
 

 
 

แบบฝึกหัด ๑๒.๗ 
 
(72) ให้หาค่า F(x) ที่ทําให้ F (x) f (x)   เม่ือกําหนดให้ 
 (72.1) f (x) x     (72.5) 3f (x) x  
 (72.2) f (x) 2x    (72.6) f (x) x x  
 (72.3) f (x) 7     (72.7) 5f (x) 1 / x  
 (72.4) 2f (x) 3x  
 
(73) ให้หาค่า f (x)dx  เม่ือกําหนดให้ 

 (73.1) 4 2f (x) 5x 3x 2      (73.4) 3
3
3f (x) x 4x    

 (73.2) 2
1f (x) 2x x     (73.5) 3

x 2f (x) x


  

 (73.3) 2f (x) x (x 3)     (73.6) 2f (x) (4x 1)(x 1)    
 
(74) 2f (x) 3x 3   และ F เป็นปฏิยานุพันธข์อง f หาก F(0) 4  แล้ว ให้หาค่า F(1) 
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(75) ถ้า 4 2dy 5x 3x 4xdx     และ y (1) y ( 1)    แล้ว ให้หาค่าของ y(0) 

 
(76) โค้ง C มีความชันที่จุดใด ๆ  เป็น 2x 2x 3   ให้หาสมการของโค้งนั้น ถ้าโค้งผ่านจดุ (0, 1)  
 
(77) ถ้าเส้นโค้ง y f (x)  ผ่านจุด (0, 1)  และ (4, c) เม่ือ c เป็นจํานวนจริง 
และความชันของเส้นโค้งนี้ที่จุด (x, y)  ใด ๆ  มีค่าเท่ากับ x 1 แล้ว c มีค่าเท่าใด 
 
(78) ถ้าเส้นโค้ง y f (x)  มีอัตราการเปล่ียนแปลงของความชันที่จุด (x, y)  ใด ๆ  บนโค้ง 
เป็น 2x 1  และเส้นสัมผัสเส้นโค้งที่จุด (1, 2) ตั้งฉากกับเส้นตรง x 2y 1 0    
แล้ว ความชันของโค้งนี้ที่จุดซ่ึง x 0  เท่ากับเท่าใด 
 
(79) จุดตัดระหว่างวงกลมที่มีจุดศูนย์กลางอยู่ที่ (0, 1)  รัศมี 2  หน่วย 
กับเส้นโค้งที่ผ่านจุด (3, 10) และมีความชันที่จุด (x, y)  ใด ๆ  เป็น 2x จะอยู่ในจตุภาคใด 
 
(80) กําหนดให้ f เป็นฟังก์ชันซ่ึง f (2) 1  , f (1) 3    และ f (x) 3   ทุก ๆ  ค่า x 
แล้ว f (0) มีค่าเท่าใด 
 
(81) ในเวลา t วินาที รถไฟว่ิงด้วยความเร่ง a ฟุตต่อวินาที2 โดย 2a 12t 6t 10    
หากเม่ือเวลาเร่ิมต้นพบว่าระยะทางเป็น 10 ฟุต และความเร็วเป็นศูนย์ 
ให้หาระยะทางเม่ือเวลาผ่านไป 5 วินาที 
 
(82) ถ้าวัตถุชิ้นหนึ่งเคล่ือนที่ด้วยความเร่งขณะเวลา t ใด ๆ  เป็น 224t  เมตร/วินาที2 
และขณะเวลาเป็น t 1  วินาที มีความเร็ว 16 เมตร/วินาที และเคล่ือนที่ได้ระยะทาง 8 เมตร 
แล้ว เม่ือเวลา t 2  วินาที วัตถุจะเคล่ือนที่ได้ระยะทางเท่าไร 
 
(83) ถ้ากําลังคนของบริษัทแห่งหนึ่งที่มีในปัจจุบันทําให้ได้ผลผลิต 3,000 ชิ้นต่อวัน 
และเม่ือคนเพ่ิม x คน จะมีอัตราการเปล่ียนแปลงผลผลิต 80 6 x  ชิ้นต่อวัน 
ถามว่าเม่ือเพ่ิมคน 25 คน บริษัทแห่งนี้จะได้ผลผลิตกี่ชิ้นต่อวัน 
 
 

๑๒.๘ อินทิกรัลจํากดัเขต และพ้ืนที่ใต้โค้ง 
 

อินทิกรัลจํากัดเขต (Definite Integral) จะมีการระบุช่วงของ x ที่
เคร่ืองหมายอินทิกรัล ดังสัญลักษณ์ 

b
a f (x)dx  โดยมีค่าเป็น 

  
b b

a a
f (x)dx F(x) F(b) F(a)  
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ตัวอย่าง 12.16  กําหนดให ้ 2f (x) x 1   จะได้ 3
0 f (x)dx  มีคา่เทา่กบัเท่าใด 

 

วิธีคิด 
33

0

3

0
xf (x)dx x C (6 C) (C)3
 

       
   6 

ข้อสังเกต 
การอินทิเกรตแบบจํากดัเขตไม่ต้องเขียน +C ก็ได้ เพราะเกดิการหกัลบกันหมดเสมอ 

 

 
 
 

ตัวอย่าง 12.17  กาํหนดฟังกชั์น 2f (x) x 4x   ให้หาคา่ a  ที่ทาํให ้ a
a f (x)dx 18


  

 

วิธีคิด จาก 
3 3 3 3

2 2 2
a

a
a x a

x 2af (x)dx 2x 2a 2a3 3 3 3
a a




     
          

     
  

ดังนัน้ 
3

32a 18 a 27 a3       3 
 

 
 

ค่าของอินทิกรัลจํากัดเขตท่ีคํานวณได้ ก็คือพื้นที่ระหว่างโค้ง f (x) กับแกน 
X ตั้งแต่  x a  จนถึง b โดยหากสวนใดของโคงน้ันอยูใตแกนกจ็ะไดผลเปนคาติด
ลบ หากเราต้องการหาพ้ืนที่ระหว่างโค้ง f (x) กับแกน X ที่แท้จริง จะต้องตรวจสอบ
ว่ามีช่วงใดของโค้งที่อยู่ใต้แกน X ก่อน เพ่ือแยกชิ้นส่วนในการคํานวณ ไม่ให้พ้ืนที่
บริเวณใดมีค่าติดลบ 

เช่นในตัวอย่างที่แล้ว 2f (x) x 4x   พบว่า 



3

3 f (x)dx 18  แต่
เนื่องจากจุดตัดแกน X คือ 0 กับ 4, ซ่ึง 0 อยู่ภายในช่วง ( 3, 3)  แสดงว่าพ้ืนที่ไม่
น่าจะเป็น 18 ตารางหน่วย 
 
 

จากกราฟที่สมมติขึ้นในรูปนี้ 
จะคํานวณได้ค่า 

3
1 f (x)dx 5  

และ  
4

3 f (x)dx 2  
และหากคํานวณพร้อมกันจะได้ 

4
1 f (x)dx 3  

ซ่ึงถ้าต้องการหาพ้ืนที่ที่แรเงาท่ีแท้จริงจะต้องคดิ 
จาก 5 2 7   ตารางหน่วย (คืออินทิเกรตทีละชิ้นส่วน ซ่ึงจะมี 
บางส่วนที่ได้ค่าติดลบ แต่ให้คิดขนาดพื้นที่เป็นค่าบวกเสมอ) 

 
 
 
 
 
 
 

f(x) 

x O    1     3 
 4 

5 ตร.หน่วย 

2 ตร.หน่วย 
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ตัวอย่าง 12.18  จากตัวอย่างที่แล้ว 2f (x) x 1   
พื้นที่ทีป่ิดล้อมด้วยเส้นโคง้ y f (x)  และแกน X ในช่วง x 0  ถึง x 3  มีขนาดเท่าใด 
 

วิธีคิด ถึงแม้ 3
0 f (x)dx 6  

แต่พืน้ทีป่ิดล้อมในช่วง x 0  ถึง x 3  อาจไม่เท่ากับ 6 
เราต้องตรวจสอบว่ามีจดุตดัแกน X อยู่ภายในช่วง (0, 3)  หรอืไม่ 
หาจุดตัดแกน X จาก 2f (x) x 1 0 x 1, 1        (มีสองจดุ แต่เราสนใจที ่ x 1 ) 
จึงทราบวา่ในช่วง (0, 1) กับช่วง (1, 3) นั้น กราฟช่วงหนึ่งอยูเ่หนอืแกน อีกช่วงอยู่ใต้แกน 
(ต้องการทราบวา่ช่วงใดเหนือแกน ช่วงใดใต้แกน ทาํได้โดยลองหาคา่ f (x) บริเวณนั้น) 
 

ฉะนั้น ตอ้งอินทิเกรตแยกช้ินดังนี ้
1

0 f (x)dx ... 2/3    (ค่าที่ได้ตดิลบ บ่งบอกว่ากราฟอยู่ใต้แกน) 
และ 3

1 f (x)dx ... 20/3   (กราฟสว่นนีต้้องอยู่เหนอืแกน) 
แสดงว่า พืน้ที่ใตก้ราฟทีต่้องการทราบ เท่ากับ 2/3 20/3   22/3 ตารางหน่วย 
 

หมายเหต ุ
1. ถ้ากราฟไม่มีจดุตดัแกน X ภายในช่วง (0, 3)  จะตอบ 6 ตารางหน่วยได้ทนัท ี
2. เนื่องจาก 1 3

0 1f (x)dx f (x)dx   จะต้องมีค่าเทา่กับ 3
0 f (x)dx  พอดี.. 

ดังนัน้ถ้าบังเอญิเราคาํนวณ 3
0 f (x)dx 6  ไว้แล้ว และคาํนวณ 1

0 f (x)dx 2/3   
เรากจ็ะทราบวา่ 3

1 f (x)dx 20/3  โดยไม่ตอ้งแทนค่าอินทิเกรตอกีครั้ง 
 

 
 
 

ตัวอย่าง 12.19  กาํหนด x 3 , x 2f (x) 1 , x 2
    

>    ให้หา 6
0 f (x)dx  

 

วิธีคิด1 อินทิเกรตทลีะช่วงโดยตรง 
2 2 2

0 0 0f (x)dx ( 1)dx [ x] ( 2) (0) 2           

และ 6 6 62
22 2f (x)dx (x 3)dx [x /2 3x] (0) ( 4) 4          

ดังนัน้ 6 2 6
0 0 2f (x)dx f (x)dx f (x)dx 2 4         2 

 
วิธีคิด2 คิดจากพื้นที่ในกราฟ (เนือ่งจากเห็นวา่เปน็สมการเส้นตรง) 

กราฟตดัแกน X ที่ x 3  และมลีักษณะดังรูป 
พื้นที่ช้ินล่าง (สี่เหลี่ยมคางหมู) 2.5 ตารางหน่วย 
พื้นที่ช้ินบน (สามเหล่ียม) 4.5 ตารางหนว่ย 
(คํานวณจากสตูรพื้นทีต่ามปกต)ิ 
ดังนัน้ 6

0 f (x)dx 2.5 4.5     2 
 

หมายเหต ุ
โจทย์ไม่ได้ถามพืน้ที่ แต่ถามค่าอนิทิเกรต ดังนั้นช้ินส่วนที่อยู่ใต้แกนจะต้องติดลบ 
แต่ถ้าโจทย์ถามพืน้ที่ คําตอบจะกลายเป็น 2.5 4.5 7   ตารางหน่วย 

 

 
 
 

Y 

X 6 
2 3 

4.5 ตร.หน่วย 

2.5 ตร.หน่วย 
–1 

O 

3 
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Y 

X 

(2,7)     (8,7) 

แบบฝึกหัด ๑๒.๘ 
 
(84) ให้หาค่าของ 
 (84.1) 

4
0 (3 x)dx    (84.2) 




2
2 (2x 1)dx  

(84.3) พ้ืนที่ปิดล้อมด้วยเส้นตรง y 3 x   กับแกน X ในช่วง x 0  ถึง 4 
 (84.4) พ้ืนที่ปดิล้อมด้วยเส้นตรง y 2x 1   กับแกน X ในช่วง x 2   ถึง 2 
 
(85) ให้หาค่าของ 
 (85.1) 




2 2
1 (3x 2x)dx    (85.3) 


 

4 2
1 (6 x x )dx   

(85.2) 



3 3

1 (x 4x)dx  
(85.4) พ้ืนที่ปิดล้อมด้วยโค้ง 2y 3x 2x   กับแกน X ในช่วง x 1   ถึง 2 

 (85.5) พ้ืนที่ปิดล้อมด้วยโค้ง 3y x 4x   กับแกน X ในช่วง x 1   ถึง 3 
 (85.6) พ้ืนที่ปิดล้อมด้วยโค้ง 2y 6 x x    กับแกน X ในช่วง x 1   ถึง 4 
 
(86) ให้หาพ้ืนที่ที่ล้อมด้วยโค้ง 2f (x) x 1   กับแกน X ในช่วงที่กําหนดให้ต่อไปนี้ 
 (86.1) ในช่วง x 1  ถึง 2 
 (86.2) ในช่วง x 1   ถึง 1 
 (86.3) ในช่วง x 2   ถึง 0 
 

(87) ค่าของ  
   

 
 

42 1 2
21 0

x 1 dx (4 x) dxx  เท่ากับเท่าใด 

 
(88) พ้ืนที่ปิดล้อมด้วยโค้ง 2y x 3x 2    จาก x 0  ถึง x 2  
เฉพาะส่วนที่อยู่เหนือแกน X เท่ากับเท่าใด 
 
(89) ให้ 2f (x) x c   โดย c เป็นค่าคงตัวซ่ึง c 4>  
ถ้าพ้ืนที่ที่ปิดล้อมด้วยเส้นโค้ง y f (x)  จาก x 2   ถึง x 1  เท่ากับ 24 ตารางหน่วย 
แล้ว c มีค่าเท่าใด 
 
(90) กําหนดให้ f (x) มีกราฟเป็นคร่ึงวงกลมดังภาพ 
ให้หาค่า 

8
5 f (x)dx  

 
 
 
(91) กําหนดฟังก์ชัน y f (x)  มีกราฟเป็นเส้นตรง 
ตัดแกน X ที่จุด ( 1, 0)  และผ่านจุด (3,6) แล้ว ค่าของ 

 
3

1 f (x)dx  เท่ากับเท่าใด 
 
(92) เม่ือ f (x) เป็นกราฟเส้นตรงที่ผ่านจุด (3,5)  และ ( 2, 2)  ให้หาค่า 

 
3

2 f (x)dx  
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(93) ถ้า  R  และ 1
sin (4x 3)dx 0


   แล้ว ค่าของ cos 2  เป็นเท่าใด 

 
(94) ถ้า 

 
sin 2

1
2x dx 3  แล้ว ค่าของ 1 sin cos    เท่ากับเท่าใด 

 
(95) ถ้า 2(f g)(x)dx x 5x c     โดยที่ c เป็นค่าคงตัว และ f (x) 4x 3   
แล้ว ค่าของ 

1
0 g(x)dx  เป็นเท่าใด 

 
(96) ให้ b, c เป็นจํานวนจริง ถ้าเส้นโค้ง 2y x bx c    มีจุด ( 1, 4)   เป็นจุดต่ําสุดสัมพัทธ์ 
แล้ว ให้หาพ้ืนที่ที่ถูกปิดล้อมด้วยเส้นโค้งนี้และแกน X จาก x 1   ถึง x 1   
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เฉลยแบบฝึกหัด (คาํตอบ) 
 
(1.1) –1, ไม่มี 
(1.2) 0, ไม่มี 
(2.1) 3 
(2.2) 18 
(3.1) –1 
(3.2) 12  
(3.3) หาคา่ไม่ได้ 
(4.1) ไม่มี 
(4.2) ไม่มี 
(4.3) 3 
(4.4) ไม่มี, 8 
(5) 2x  
(6) –1, 1, ไม่มี 
(7) 0, ไม่มี  
(8) –4/3 
(9.1) 4 
(9.2) 4/5 
(9.3) –2 
(9.4) 1/2a  
(10.1) 1/2 
(10.2) –4 
(10.3) 1/2 
(10.4) 12 
(10.5) 1/2 
(10.6) 1/4 2  
(11) 1/2 
(12.1) 3/2 
(12.2) 1/3 
(12.3) –2 
(12.4) 3/4 
(13) 0 ( 2) 2     
(14.1) ไม่ต่อเนือ่งเพราะไม่มี f (2) 
(14.2) ต่อเนื่อง 
(15.1) ทุกจดุยกเว้นที่ x 0  
(15.2) ทุกจดุยกเว้นที่ x 3  
(15.3) ทุกจุดยกเว้นที่ x 0  
(16) ตอ่เนือ่ง 
(17) ก.ถูก และ ข.ถูก 
(18) ก.ถูก และ ข.ผิด 
(19) –2 
(20) –1 
(21) 3, ไม่ต่อเนือ่งที ่ x 1  
   เพราะลิมิตซา้ยไม่เท่ากับขวา 

(22) 4, 3 
(23.1) 0, –4 
(23.2) –2/3, –4/3 
(24) –3, –1 
(25) –1, 3 
(26) 7 
(27.1) 4x+3 
(27.2) 19 
(28.1) 12x h  
(28.2) 23 
(28.3) 12x  
(28.4) 20 
(29.1) –1/20 
(29.2) –1/18 
(29.3) 1

16.04  

(29.4) –1/16 
(30) 76

3
  ลบ.หนว่ย ต่อหน่วย 

(31.1) 10 ตร.ซม. ต่อ ซม. 
(31.2) 20  ตร.นิ้ว ต่อนิ้ว 
(32.1) 2 rH3   

(32.2) 21 r3   

(33.1) –2.3 ลบ.ม. ต่อนาที 
(33.2) –2.2 ลบ.ม. ต่อนาท ี
(34.1) 4x, 8 
(34.2) 2x–2, 2 
(34.3) 0, 0 
(34.4) 0, 0 
(35.1) –7 
(35.2) y 7x 8    
(36) y 3x 2   
(37.1) 0 
(37.2) 1 
(37.3) –3 
(37.4) –6x 
(37.5) 2x+1 
(37.6) 6x 5  
(37.7) 29x 6x  
(37.8) 4 45x 3x  

(37.9) 21 / x  
(37.10) 34 / x  
(37.11) 3 / x  
(37.12) 21 / 2x x  
(38.1) 4 290x 36x 60x   
(38.2) 5 4 312x 10x 8x 2x 1     

(38.3) 
2

2 2
21x 58x 56
(3x 8)

  


 

(38.4) 
2

2
3x 2x 25
(3x 1)
 


 

(39.1) 2x 6  
(39.2) 226x(x 1)  
(39.3) 3 2 22(x x 2x 1)(3x 2x 2)      

(39.4) 
5
16

5 1 4x



 

(40) ดูเฉลยที่ขอ้ดังกลา่ว 
(41.1) 12x 1  

(41.2) 2
2 3
3 86x 5
x x

    

(41.3) 26 / (1 3x)  
(41.4) 29(3x 5)  
(42.1) 93 
(42.2) 0 
(42.3) –186.67 
(42.4) หาคา่ไม่ได้ 
(43.1) 212x 18x 10  , 
   24x 18 , 24 
(43.2) 3 220x 36x 24x  , 
   260x 72x 24  , 120x 72  
(44) 3, –5, 2 
(45) 17.75 

(46) 
n

n 1
( 1) n!

x 

   

(47) เพิ่ม ( , a] [b, c] [d, e]    
   และลด [a, b] [c, d] [e, )    
(48.1) สูงสุด 1/4 
   ต่ําสุดหาคา่ไม่ได้ 
(48.2) สูงสุดหาค่าไม่ได ้
   ต่ําสุด –5/4 
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(48.3) สูงสุดและตํ่าสุดหาค่าไม่ได้ 
(49.1) ต่ําสุดสัมพัทธ์และสัมบูรณ ์
   1 สูงสุดสัมพทัธ์ไม่มี สัมบูรณ ์
   หาค่าไม่ได้ ฟงัก์ชันลดในช่วง 
   ( ,2]  เพิ่มในช่วง [2, )  
(49.2) ต่ําสุดสมัพัทธ์ –2 
   สัมบูรณห์าค่าไม่ได้ สูงสุด 
   สัมพทัธ์ 2 สมับูรณ์หาคา่ไม่ได้ 
   ฟังก์ชันลดในช่วง [ 1, 1]  
   เพิ่มในช่วง ( , 1] [1, )     
(49.3) ต่าํสดุสมัพัทธ์ –14 
   สัมบูรณห์าค่าไม่ได้ สูงสุด 
   สัมพทัธ์ 13 สัมบูรณห์าค่าไม่ได้ 
   ฟังก์ชันลดในช่วง [ 2, 1]  
   เพิ่มในช่วง ( , 2] [1, )     
(49.4) ต่าํสดุสมัพัทธ์และสัมบูรณ ์
   –27/256 สูงสุดสัมพทัธ์ไม่มี 
   สัมบูรณห์าค่าไม่ได้ 
   ฟังก์ชันลดในช่วง ( , 1/4]  
   เพิ่มในช่วง [1/4, )  
(49.5) ต่ําสุดและสูงสุดสัมพัทธ ์
   ไม่มี, สัมบูรณ์หาคา่ไม่ได ้
   ฟังก์ชันเพิ่มในR  
(49.6) ต่าํสดุสมัพัทธ์และสัมบูรณ ์
   0 สงูสดุสัมพทัธ์ไม่มี สูงสุด 
   สัมบูรณ ์4 ฟงัก์ชันลดในช่วง 
   [ 1, 1]  เพิ่มในช่วง [1,2]  
(50.1) สูงสดุ 3 เม่ือ x 0  
(50.2) ต่ําสุด 7

4  เม่ือ 3x 2   

(50.3) ต่าํสดุ 1 เม่ือ x 1  
   และสงูสดุ 5 เม่ือ x 1   
(50.4) ต่าํสดุ 2 เม่ือ x 1, 1   
   และสงูสดุ 3 เม่ือ x 0  
(50.5) ต่ําสุด –203/27 
   เม่ือ x 4/3  
   และสงูสดุ 11 เม่ือ x 2   
(51) ต่ําสุด –324 เม่ือ x 3  
   และสงูสดุ 324 เม่ือ x 3    
   โดยมีจุดเปลีย่นเวา้ที ่(0, 0)  
(52.1) –2 เมตร/วินาท ี
   และ 10 เมตร/วินาท ี
(52.2) 23  เมตร 

(53) 4, 4 
(54) 36 ต้น 
(55) 3 กม. 
(56) 2,700 ตร.หน่วย 
(57.1) a b,2 2  และ ab

4  

(57.2) d d,
2 2

 

    และ 2d /2  และ 2d /4  

(57.3) 2 VF3  

(57.4) a/6 
(57.5) 4r/3 
(57.6) H/3 
(58) –7/2 
(59) 10x 27y 31 0    
(60) –2 
(61) ก. 
(62) 1 
(63) 2 
(64) 11 
(65) 55 
(66) –2 
(67) 1(0, ]16  

(68) ( 2, 0) (2, )    
(69) 2 
(70) 3 
(71) ข. 
(72.1) 2x / 2 c  
(72.2) 2x c  
(72.3) 7x c  
(72.4) 3x c  
(72.5) 4x / 4 c  
(72.6) 5/22 x / 5 c  
(72.7) 41 / 4x c   
(73.1) 5 3x x 2x c    
(73.2) 2x 1/ x c   

(73.3) 
4

3x x c4    

(73.4) 
4

2
x 3 4x c4 2x

    

(73.5) 2
1 1 cx x

    

(73.6) 
3 2

4 4x xx x c3 2     

(74) 2 
(75) 2 

(76) 
3

2xy x 3x 13     

(77) 7/3 
(78) 2 
(79) จตภุาคที ่1 และ 2 
(80) 5 
(81) 885 ฟตุ 
(82) 46 เมตร 
(83) 4,500 
(84.1) 4 
(84.2) –4 
(84.3) 4.5+0.5=5 ตร.หนว่ย 
(84.4) 6.25+2.25=8.5 
   ตร.หน่วย 
(85.1) 6 
(85.2) 4 
(85.3) 95/6 
(85.4) 4 4 82 4 627 27 27    

   ตร.หน่วย 
(85.5) 1.75 4 6.25 12    
   ตร.หน่วย 
(85.6) 112 17 21.56 6   

   ตร.หน่วย 
(86) 4/3, 4/3, 2 ตร.หน่วย 
(87) 14 
(88) 5/6 
(89) 9 
(90) 921 13.934 

  

(91) พท. ได้ 12 
(92) พท.  ได้ 17.5 
(93) –1 หรือ 1/2 
(94) 0 
(95) 2.25 
(96) 16/3 ตร.หน่วย
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เฉลยแบบฝึกหัด (วธิีคิด) 
 

(1.1) พิจารณาจากกราฟ ที ่ x 1   
กราฟผ่านจุด ( 1, 1)   ทัง้ทางซา้ยและขวา 
ดังนัน้ 

x 1
lim f(x) 1


   
แต่ที ่ x 1  กราฟแยกกัน 

x 1
lim f(x) 1


   และ 

x 1
lim f(x) 0


  

ดังนัน้ 
x 1
lim f(x)


 ไม่มีค่า (ไม่มีลิมิต) 
(1.2) 

x 1
lim f(x) 0


  แต่ 
x 1
lim f(x)


 ไม่มีค่า 
(เนื่องจาก 

x 1
lim f(x) 2


  และ 

x 1
lim f(x) 2


  ) 

 
 
(2) และ (3) สามารถแทนค่าได้เลย ไม่มีปัญหา
เพราะฟงัก์ชันเป็นฟังก์ชันเดียว (ไม่แยกเงื่อนไข และ
ไม่ติดคา่สัมบูรณ)์ 
(2.1) 

x 2
lim f(x) 1 2 3


    
(2.2) 

x 2
lim f(x) 8 8 2 18


     

 
 
(3.1) 1 1 11 3


 


 

(3.2) 9 3 12   
(3.3) 1

0  คือ หาค่าไม่ได้    

 
 
(4) ในข้อนี้มีการแยกกรณี จึงตอ้งพจิารณาซา้ยและ
ขวาแยกกัน 
(4.1) 

x 2
lim f(x) 2 1 3


    

แต่ 
x 2
lim f(x) 2


   ดงันัน้ ไม่มีลิมิต 

(4.2) 
x 3
lim f(x) 3 5 2


     

แต่ 
x 3
lim f(x) 3 2 5


     ดงันัน้ ไม่มีลิมิต 

(4.3) 
x 4
lim f(x) 8 5 3


    

และ 
x 4
lim f(x) 4 5 3


    

จึงตอบว่า 
x 4
lim f(x) 3


  
(4.4) 2

x 3
lim f(x) 3 9


   

แต่ 
x 3
lim f(x) 2(3) 6


   ดังนั้น 

x 3
lim f(x)


 ไม่มี 

ส่วน 
x 4
lim f(x)


 มี เทา่กับ 2(4) 8  

(พิจารณาที ่x ใกล้ ๆ  4 จงึมองเพียงกรณลี่าง คอื 
x 3>  เทา่นัน้) 

 
 
(5) แทนคา่ยังไม่ได้เพราะเปน็ 0

0  

จึงควรกระจายกอ่น  
2 2 2

h 0
x 2xh h 1 x 1lim h

     
 
 

 
2

h 0 h 0
2xh hlim lim(2x h) 2xh 

 
    

 
 

 
 

(6) 
2(x 2) x 2f(x) x 2 x 2

 
 

 
 

หา 
x 2
lim f(x)


 โดยมองที่ x 2  เล็กนอ้ย 

จึงถอดคา่สัมบูรณ์ออกได ้แตต่้องติดลบ 
(เพราะ x 2 0  ) 

  

 
    

x 2 x 2

(x 2)lim lim ( 1) 1x 2  

และหา 
x 2
lim f(x)


 โดยมองที่ x 2  เลก็นอ้ย 

จึงถอดคา่สัมบูรณ์ได้เลยทนัท ี
(เพราะ x 2 0  ) 
ดังนัน้ 

x 2 x 2
lim f(x) 1 , lim f(x) 1 ,

  
    

และ 
x 2
lim f(x)


 ไม่มีค่า 

 
 
(7) 

x 3
lim f(x)


 แทนค่า x 3   ได้ทนัทีไม่มี
ปัญหา 
ได้เป็น 0 06 


 

แต่ 
x 3
lim f(x)


 แทนเลยไม่ได้เพราะเปน็ 00  

จึงตอ้งถอดคา่สัมบูรณ์ เพื่อแยกตวัประกอบมาตัดกัน 
2

x 3 x 3 x 3
(x 9)lim f(x) lim lim (x 3) 6x 3    

 
     


 

แต่ 
2

x 3 x 3 x 3
(x 9)lim f(x) lim lim (x 3) 6x 3    


   


 

ดังนัน้ 
x 3
lim f(x)


 ไม่มีค่า 
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(8) 2
x 0
lim f(x )


 พิจารณาวา่ x 0  ทางซา้ย 

ดังนัน้ 2x 0  ทางขวา  จึงต้องเลอืกใช้กรณีกลาง 
มาคิด (0 x 1) <  ได้เป็น 

2 2
x 0 x 0
lim f(x ) lim (x 1) 1

  
     

และเช่นกนั 
x 1

f(x 1)lim x 2

 
 
  

 ถ้า x 1  ทางขวา 

จะได้วา่ x 1 0   ทางขวา จงึใช้กรณีกลาง
เช่นเดิม ได้เปน็ 

x 1 x 1
f(x 1) x 1 1 1lim limx 2 x 2 3  

          
     

 

ดังนัน้ตอบ  1 41 3 3     

 
 
(9.1) 

x 2 x 2
(x 2)(x 2)lim lim(x 2) 4x 2 

 
  


 

(9.2) 
x 2 x 2

(x 2)(x 2) x 2 4lim lim(x 2)(x 3) x 3 5 

     
   

 

(9.3) 
x 1

(x 1)(x 3) 4lim 2(x 1)(x 3) 2

  
  

 
 

(9.4) 
x a

x a 1lim (x a)(x a) 2a




 
 

 
 
(10.1) 

x 1
1 x 1 1lim (1 x)(1 x) 1 1 2


 

  
 

หรืออีกวิธหีนึง่ 
x 1

1 x 1 xlim 1 x 1 x

    
   
    

 

x 1
1 x 1lim (1 x)(1 x) 2


 

 
 

(10.2) 
x 1

x 1 2 x 3lim (2 x 3) 2 x 3

   
 

    
 

x 1
(x 1)(2 x 3)lim 1 x

  



 

x 1
lim (2 x 3) 4


       

(10.3) 
x 3

x 2 1 x 2 1lim x 3 x 2 1

      
   

    
  

x 3
(x 3) 1lim 2(x 3)( x 2 1)


 

  
 

(10.4) 
x 0

2x x 9 3lim x 9 3 x 9 3

   
        

 

x 0
(2x)( x 9 3)lim x

 
  

x 0
lim 2( x 9 3) 12


     

(10.5) 
x 0

x 1 1 x 1 1lim x x 1 1

      
   
    

 

x 0
x 1lim 2(x)( x 1 1)

 
 

 
 

(10.6) 2x 2
x 2 x 2lim x 2x x 2

    
   
    

 

x 2
(x 2) 1lim (x)(x 2)( x 2) (2)(2 2)


 

 
 

1
4 2  

 
 

(11) 
2 2

2x 1
x 3 2 x 3 2lim x 1 x 3 2

               
 

2

2x 1
(x 1)lim

(x 1)( x 3 2)




  
 

2x 1
(x 1) 2 1lim 4 2( x 3 2)


  

 
  

 
 
(12.1) 

2

x 1
(x 1)(x x 1) 1 1 1lim (x 1)(x 1) 1 1

    


  
3
2  

(12.2) 
2/ 3 1/ 33
2/ 3 1/ 3x 2

(x 1) (x 1) 1x 1 1lim x 2 (x 1) (x 1) 1

       
           

 

2/ 3 1/ 3x 2
(x 2)lim (x 2)((x 1) (x 1) 1)




    
 

1 1
1 1 1 3 
 

 
(12.3)

2/ 33

2/ 33 3x 8

1 x 3 1 x 3 4 2 x xlim 2 x 1 x 3 4 2 x x 

     

    

    
    

    
 

2/33

x 8
( x 8)(4 2 x x )lim (8 x)( 1 x 3)

   


  
  

2/ 33

x 8
4 2 x xlim 1 x 3

  
   

  
 

4 4 4 23 3
 

   


 
(12.4)

2/ 3 1/ 34 4

2/ 3 1/ 33 4x 1

x 1 x 1 x 1 x x 1lim x 1 x 1 x 1 x x 1

    

    

    
     

     
 

2/ 3 1/ 3

4x 1
(x 1)(x x 1)lim (x 1)( x 1)( x 1)

  


  
 

1 1 1 3
(1 1)(1 1) 4
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(13) 
x 1 x 1 x 1

x 1 x 1lim f(x) lim lim1 x 1 x    

 
 

 
 

x 1 x 1
(1 x)lim lim 1 x 01 x  

 
    


 

และ 
x 1 x 1 x 1

1 x (1 x)lim f(x) lim lim1 x 1 x    

  
 

 
 

x 1 x 1
(1 x)(1 x)lim lim (1 x)1 x  

  
   


 

2             ดังนัน้ตอบ  0 2 2    
 

 
(14.1) แม้ว่าจะหา 

x 2
lim f(x)


 ได้โดยการแยกตัว
ประกอบ (ได้เปน็ 12) แตท่ี่จริงแล้ว f(2) ไม่นิยาม 
ดังนัน้ ไม่ต่อเนื่อง ที ่ x 2  
(14.2) f(2) 4  (กรณลี่าง) 
หา 

x 2
lim f(x)


 โดยกรณีบน ได้เป็น 

x 2
lim(x 2) 4


        ดังนั้น ตอ่เนื่อง ที ่ x 2  

 
 
(15) ฟังก์ชันทัว่ไปจะไม่ต่อเนือ่งแค่เพียงบางจุด 
การหาว่าต่อเนือ่งที่จดุใดบ้าง ควรหาในแง่กลับกันวา่ 
“จุดใดไม่ต่อเนื่องบ้าง” แล้วตอบวา่ “ต่อเนื่องทกุจดุ
ยกเว้นที่ ......” และจุดที่มีปญัหามักเป็นจุดที่แยก
กรณพีอดี เชน่ขอ้ (15.1) ควรพิจารณาเฉพาะท่ีจุด 
x 0  
(15.1) f(0) 1  
และ 

x 0 x 0
x(x 1)lim f(x) lim 0 1 1x 


       

ดังนัน้ตอบว่า ตอ่เนื่องทุกจุด ยกเว้นทีจุ่ดซึ่ง x 0     
(15.2) g(3) 2  
และ 

x 3 x 3
(x 3)(x 3)lim g(x) lim 6(x 3) 

 
 


 

ต่อเนื่องทุกจุดยกเว้นจดุซึง่ x 3    

(15.3) 
1, x 0

h(x) 1, x 0
2, x 0

  


 

แสดงว่าลิมิตซ้าย, ขวา และค่าฟังก์ชัน ไม่เท่ากันเลย 
จึงตอบว่า ตอ่เนือ่งทกุจดุยกเว้นทีจุ่ดซึง่ x 0     

 
 
(16) f( 1) 0 0    
x 1 x 1
lim f(x) lim (x 1) 0 0

    
       

และ 
x 1 x 1
lim f(x) lim (x 1) 0

    
    

ดังนัน้ ต่อเนื่อง ที่ x 1   
 

(17) ก. พจิารณาที่ x 1   คอืกรณีบนกับกลาง 
(กรณีบน บอกลมิิตซา้ยและค่า f, ส่วนกรณีกลาง
บอกลิมิตขวา) 

x 1
3lim f(x) f( 1) 2 

     

และ 
2

x 1 x 1
2x x 1lim f(x) lim 2(x 1)    

 



 

x 1
(x 1)(2x 1) 3lim 2(x 1) 2 

 
  


 ดังนั้น ก. ถูก   

ข. พจิารณาที่ x 1  คือ กรณีกลางกบัล่าง จะได้
ว่า 

2

x 1
2(1) 1 1 1lim f(x) f(1) 2(1 1) 2

 
  


 

และ 
x 1 x 1

1 xlim f(x) lim 1 x  

 
  

  
 

x 1
1 x 1lim (1 x)(1 x) 2




 
     ดังนัน้ ข. ถูก 

 

 
 
(18) ก. ลิมิตซา้ยคอืกรณีบน 

x 1
1 1lim f(x) 3(1) 1 4

 


 

ลิมิตขวาคือกรณลี่าง 

x 1 x 1
2 5 x 2 5 xlim f(x) lim x 1 2 5 x  

      
    

     
 

x 1
(x 1) 1lim 4(x 1)(2 5 x)


 

  
  ดงันัน้ ก. ถูก 

ข. ผิด เพราะ f(1) 1  ไม่เท่ากับลิมิตในขอ้ ก. 
(จึงไม่ต่อเนื่องที ่ x 1 ) 

 
 
(19) 

x 2
lim f(x) f(2)


  



  
    

  x 2
(x 2)(x 2)lim 4 3(2) ax 2  

  a 2  

 
 
(20) 


    2

x 1
lim f(x) f(1) 1 1 1 b  

  b 1  
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(21) ต่อเนื่องที ่ x 2  แสดงว่า 




   

 
2

x 2

2 5lim f(x) f(2) 2 5
2 2 b

 

    

3 1 b 3b  

และพจิารณาที ่ x 1  บ้าง ... f(1) 2  และ 

x 1
1 5 4lim f(x) 21 2 3 1 3


   

  
 

แสดงว่า คา่ b 3  ทาํให้ f(x) ไม่ต่อเนื่อง ที่ 
x 1  เพราะ 

x 1
f(1) lim f(x)


  

(หรือตอบวา่ เพราะไม่มีลิมิต ก็ได้, เนือ่งจากลิมิต
ซ้ายเป็น 2 ลิมิตขวาเป็น –2) 

 
 
(22) 


    

x 1
lim f(x) f(1) a(1) 4 a 4  


     

x 1
lim f(x) f(1) 1 b 4 b 3  

 
 
(23.1) ต่อเนื่องบนช่วง [1,3] แสดงว่า 
ต่อเนื่องทีจุ่ด x 2  ด้วย 
x 2
lim f(x) f(2)


  

x 2
(x 2)(x 2) 0lim 0 h(x 2)(x 2) 4

       
 

 h 0  
และ 

x 2
lim f(x) f(2) 2(2) k 0


     

  k 4  
(23.2) ต่อเนื่องบนช่วง [1,3] แสดงว่า 
ต่อเนื่องทางขวาของ 1 และทางซา้ยของ 3 ด้วย 
ดังนัน้ 




    

x 1

1 1 2f(1) lim f(x) h 1 4 3  

และ 



    

x 3

3 1 4f(3) lim f(x) k 9 12 3  

 
 
(24) พิจารณา 

2
2

(x 1)(x 2)f(x) x 2(x 1)
 

  


 

เม่ือ x 1, 1   
ต้องการให้ตอ่เนือ่ง จึงต้องนิยามให ้

x 1
f( 1) lim f(x) 1 2 3


        

และให้ 
x 1

f(1) lim f(x) 1 2 1


      

 
 

(25) พิจารณา 
2

2
(x 4)(x 1)f(x) 1 x(4 x )

 
  


 

เม่ือ x 2, 2   
ถ้าตอ้งการใหต้อ่เนื่องจึงต้องนิยามให้ 

x 2
f(2) a lim f(x) 1 2 1


       

และให้ 
x 2

f( 2) b lim f(x) 1 ( 2) 3


        

 
 
(26) y f(5) f(3) 21 7 7x 5 3 2

  
  

 
 

 
 
(27.1) 

x 0 h 0
y f(x h) f(x)lim limx h  

  



 

2 2

h 0
2(x h) 3(x h) 4 2x 3x 4lim h

             
2

h 0 h 0
4xh 2h 3hlim lim(4x 2h 3)h 

 
     

4x 3   
(27.2) 

x 0 h 0
y f(2 h) f(2)lim limx h  

  



 

2 2

h 0
3(2 h) 7(2 h) 1 3(2) 7(2) 1lim h

              
2

h 0 h 0
12h 3h 7hlim lim(19 3h) 19h 

 
     

[หรอืคิดเป็น x ก่อน แลว้แทนคา่ x ดว้ย 2 ก็ได]้ 

 
 
(28.1) 1 1y f(x h) f(x )

x h
  




 
2 2

1 1
1

(x h) (x ) 2x hh
 

    

(28.2) แทน 
   

1
yx 10, h 3 23x  

(28.3) 1 1x 0 h 0
ylim lim(2x h) 2xx  


  


 

(28.4) แทน 
 


  

1 x 0
yx 10 lim 20x  
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(29.1) 
1 1

15 4
5 4 20


 


 

(29.2) 
1 1

14.5 4
4.5 4 18


 


 

(29.3) 
1 1

14.01 4
4.01 4 16.04


 


 

(29.4) ดูแนวโน้มจากขอ้ 4.1 ถึง 4.3 จะได้ 1
16  

หรือคํานวณจาก 
h 0

1 1
4 h 4lim h

   
 

 ก็ได ้

 
 
(30)  

  
 

 34 V V(3) V(2)V r3 r 3 2  

3 34 4 763 23 3 3      ลบ.หน่วย/หน่วย 

 
 

(31.1) 
  

  
  



2 2
2

x 0 h 0
A (5 h) 5A x lim limx h  

2

h 0
10h hlim 10h


   ตร.ซม./ซม. 
(31.2) 2A r   

  

 
 



 2 2

r 0 h 0
(10 h) (10)Alim limr h  

2

h 0
(20h h )lim 20h


 

   ตร.นิ้ว/นิ้ว 

 
 
(32.1) 21V r H3   

  

 
 



 2 2

r 0 h 0

1 1
3 3

(r h) H r HVlim limr h  

2

h 0

1 (2rh h )H 23lim rHh 3


 


  

(32.2) 
2 2

H 0 h 0

1 1r (H h) r HV 3 3lim limH h  

 




 
 

21 r3   

 
 
 

(33.1) Q Q(t h) Q(t)
t h

  



 

2 2t h t12 1210 10
h

        
   

12 t h
5 50 100     

 ที่ t 0  ถึง 10 นาท ีจะได ้


      

Q 12 0 10 2.3t 5 50 100  ลบ.ม./นาท ี

(33.2) 
t 0 h 0

Q 12 t hlim limt 5 50 100  

      
  

 
12 t
5 50    

 ที่ t 10  นาท ีจะได ้

 


     

t 0
Q 12 10lim 2.2t 5 50  ลบ.ม./นาท ี

 
 

(34.1) 
2 2

h 0
dy 2(x h) 2xlimdx h

 
  

 


   

2

h 0 x 2

4xh 2h dylim 4x 8h dx  
(34.2) 

   2 2

h 0

(x h) 2(x h) 4 x 2x 4dy limdx h

      
  

2

h 0
2xh h 2hlim 2x 2h

 
    

และ 
x 2

dy 2dx 
  

(34.3) 
h 0 h 0

dy 3 3lim lim 0 0dx h 


    

และเพราะไม่มี x ใน f(x) เลยดังนั้น 
x 2

dy 0dx 
  

(34.4) 
h 0 h 0

2 3t 2 3t
h

dy lim lim 0 0dx  

  
    

และเพราะไม่มี x ใน f(x) เลยดังนั้น 
x 2

dy 0dx 
  

 
 

(35.1) 
2 2

h 0
(x h) 2(x h) x 2xdy limdx h

            



 
  

2

h 0
h 4xh 2hlim 1 4xh  

เป็นความชนั ณ x ใด ๆ  
ดังนัน้ ความชนัที่จดุ (2,–6) เทา่กับ 

x 2

dy 7dx 
   

(35.2) 1 1y y m(x x )    
y 6 7(x 2) y 7x 8          

 



บทที่ ๑๒  Math E-Book 
Release 2.6.4 

430 

(36) 
3 3

h 0
dy (x h) xlimdx h

 
  

2 2 3
2

h 0
3x h 3xh hlim 3xh

 
   

ความชนัหาจาก 
x 1

dy 3dx  
  

สมการเสน้สัมผสัคือ 
     y 1 3(x 1) y 3x 2  

 
 
(37.1) f (x) 0   
(37.2) 0f(x) 1x 1    
(37.3) 0f(x) 3x 3      
(37.4) f (x) 6x    
(37.5) f (x) 2x 1    
(37.6) f (x) 6x 5    
(37.7) 2 2f(x) 9x 8x 14x 9x 6x       
(37.8) 4 4f(x) 5x 3x    

(37.9)       1 2
2
1f(x) x f(x) x
x

 

(37.10)       2 3
3
4f(x) 2x f(x) 4x
x

 

(37.11) 
   

1 1
2 2 3f(x) 6x f(x) 3x

x
 

(37.12)  
   

3 5
2 21 1f(x) x f(x) x3 2  

2
1

2x x   

 
 
(38.1) 2 2 3f (x) (6x 4)(9x ) (3x 5)(12x)      

4 290x 36x 60x    
(38.2) 4 2 3f(x) (2x 1)(2x 1) (x x 1)(8x )        

5 4 312x 10x 8x 2x 1      
(38.3) 

2 2

2 2
(3x 8)(8x 7) (4x 7x 1)(6x)f (x) (3x 8)

    
 


 

2
2 2

21x 58x 56
(3x 8)

  



 

(38.4) 
2
2

(3x 1)(2x 4) (x 4x 7)(3)f(x) (3x 1)
    

 


 
2

2
3x 2x 25

(3x 1)
 




 

 
 
 

(39.1) f (x) 2(x 3)(1) 2x 6      
(39.2) 2 2 2 2f(x) 3(x 1) (2x) 6x(x 1)      
(39.3) 3 2 2f(x) 2(x x 2x 1)(3x 2x 2)        

(39.4) 
1
5

5
4 16f(x) (1 4x) ( 4)5 5 1 4x

     


 

 
 
(40) ..(27.1) dy 4x 3dx    

      (27.2) x 2x 2

dy (6x 7) 19dx 


    

      (28.3) 
1

1
1x xx x

dy (2x) 2xdx 


   

      (28.4) x 10x 10

dy (2x) 20dx 


   

      (29.4) 2x 4 x 4

dy 1 1
dx 16x 

     
 

 
      (31.1) 

2

x 5x 5 x 5

dA d(x ) (2x) 10dx dx 
 
    

      (31.2) 
2

r 10
r 10 r 10

dA d( r ) (2 r) 20dr dr 
 


      

      (32.1) 2dV d 1 2r H rHdr dr 3 3
   
 

   

      (32.2) 2 2dV d 1 1r H rdH dH 3 3
   
 

   
      (33.2) 

t 10 t 10

dQ t 12 12dt 10 10 

             
 

  12(12 1) 2.210
      
 

 

 
 
(41.1) f (x) (2x 3)(3) (3x 4)(2) 12x 1        
(41.2) 3 1 2f(x) 2x 5x 3x 4x      

    2
2 3
3 8f(x) 6x 5
x x

 

(41.3) 2 2
(1 3x)(3) (1 3x)( 3) 6f(x) (1 3x) (1 3x)
     

 
 

(41.4) 2 2f(x) 3(3x 5) (3) 9(3x 5)      
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(42) คําถามทั้งสี่ขอ้ก็คอือยา่งเดยีวกัน 

x 1

dy
dx 

       f (1)  

 ความชนัโค้ง ณ x 1  
 อัตราการเปลี่ยนแปลงของ f(x) ณ x 1  
(42.1) 2 2f(x) (2x 1) (3)(3x 2) (3)     
              3(3x 2) (2)(2x 1)(2)    

f(1) (9)(3)(1)(3) (1)(2)(3)(2) 93     
(42.2) 1/ 32f(x) 2(x 2x 3)    

     4/322f(x) (x 2x 3) (2x 2)3  

   4/32f(1) (2) (0) 03  

(42.3) 2 2 3f(x) ( x 8)(4)(x 3) (2x)     
   1/22 4 21(x 3) ( )(x 8) (2x)2

    
f(1) (3)(4)( 8)(2) (16)(1/2)(1/3)(2)     
192 16/3 186.67      

(42.4) 1/221f(x) (x 1) (2x)2
    

   1/21 1f(1) (0) (2)2 0  หาคา่ไม่ได้    

 
 
(43.1) 3 2f (x) 4x 9x 10x 7      

   2f (x) 12x 18x 10  
(4)f (x) 24x 18 f (x) 24      

(43.2) 4 3 2f(x) 5x 12x 12x 1      
   3 2f (x) 20x 36x 24x  
   2f (x) 60x 72x 24  

  (4)f (x) 120x 72  

 
 
(44) 2f( 3) ( 3) ( 3) 3 3        

x 3f ( 3) (2x 1) 2( 3) 1 5
 

          
x 3f ( 3) (2) 2
 

     

 
 
 
 
 
 
 

(45) (f g )(1) f (1) g (1)       
จาก 1/2f(x) (2 x)   

       1/2 1/21 1f(x) (2 x) ( 1) (2 x)2 2  


       

3
21 1f (x) (2 x) ( 1) f (1)4 4  

จาก 2g(x) (1 3x)   
      g(x) 2(1 3x)( 3) 6 18x  

ดังนัน้    g (x) 18 g (1) 18  
ตอบ    

1 18 17.754  

 
 

(46)     2
1 1f(x) f(x)x x

 

     3 4
2 6f (x) f (x)
x x

 

 (4)
5

24f (x) ...
x

จะได้วา่ 
n

(n)
n 1

( 1) n!f (x) x 

 
  

 
 
(47) เป็นฟงัก์ชันเพิ่มในช่วง   ( , a] [b, c] [d, e]  
และลดในช่วง   [a, b] [c, d] [e, )  

 
 
(48.1) f (x) 2x 1 0 x 1/2         
แสดงว่า มีการวกกลับที ่  x 1/2  หนึ่งครั้ง 
แทนค่า f( 1/2)  ได้ 1/4  และลองแทน x คา่อืน่ 
เช่น x 0  เพือ่ดวู่าเปน็กราฟ 
หงายหรือคว่ํา จะวาดได้ดงัภาพ (คว่ํา) 
ดังนัน้คา่สงูสดุของฟงัก์ชัน=1/4 
และค่าต่าํสดุ หาค่าไม่ได ้
[หรอืจัดรูปสมการแบบภาคตัดกรวยก็ได้
(พาราโบลา)] 
(48.2)      f (x) 2x 1 0 x 1/2  
  f(1/2) 5/4  วาดกราฟ 
[แทน x 0  ได้ y 1   
แสดงว่าเป็นพาราโบลาหงาย] 
ตอบ  คา่สูงสุด หาค่าไม่ได้, ค่าต่าํสดุ –5/4 
(48.3)   f (x) 3  เป็นกราฟเส้นตรง ความชัน 
3 ไม่มีการวกกลบั 
 ค่าสูงสุดและต่าํสุด 
หาค่าไม่ได ้
 

 

(–1/2,1/4) 

(1/2,–5/4) 

m=3 
2 
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(0,0) 

  ลด  1/4  เพ่ิม   1    1  เพ่ิม 
     –        +       –      +  f (x)  

      เพ่ิม   0    0  เพ่ิม 
         +       –      +  f (x)  

(49.1)      f (x) 2x 4 0 x 2  
f(2) 1  และทดลองคิด f(0) 5  
วาดกราฟได้ดังรปู 
ตอบ สูงสุดสัมพทัธ์ไม่มี 
สูงสดุ (สัมบูรณ์) หาคา่ไม่ได ้
ต่ําสุดสัมพทัธแ์ละสัมบูรณ ์ 1  
ฟังก์ชันเพิ่มในช่วง [2, ) ลดในช่วง ( ,2]  
(49.2)       2f(x) 3x 3 0 x 1, 1 
f( 1) 2 , f(1) 2     
ตอบ สูงสุดสัมบูรณ์และ 
ต่ําสุดสัมบูรณ ์หาคา่ไม่ได้   
สูงสดุสัมพทัธ ์ 2  
ต่ําสุดสัมพทัธ ์ 2   
ฟังก์ชันเพิ่มในช่วง    ( , 1] [1, )  
ลดในช่วง [ 1, 1]  
(49.3)        2f(x) 6x 6x 12 0 x 1, 2  
f(1) 14   และ f( 2) 13   
ตอบ  สูงสุดสัมบูรณ์และ 
ต่ําสุดสัมบูรณ ์หาคา่ไม่ได ้
สูงสดุสัมพทัธ ์ 13  
ต่ําสุดสัมพทัธ ์ 14   
ฟังก์ชันเพิ่มในช่วง    ( , 2] [1, ) 
ลดในช่วง [ 2, 1]  
(49.4) 3 2f(x) 4x 9x 6x 1 0       

2(4x 1)(x 1) 0    ดังนั้น  x 1/4, 1, 1  
ซึ่ง 1 27f( )4 256   และ f(1) 0  

มีการวกกลับที่ x 1  สองครั้ง ดังนั้นที ่ x 1  เปน็
เพียงจุดเปลี่ยนความเวา้ ไม่ใช่จดุสูงสดุต่าํสุด (ดูจาก
เครื่องหมายบนเส้นจํานวน) 
 
 
ตอบ สูงสุดสัมพทัธ์ไม่มี 
สูงสดุสัมบูรณ์ หาคา่ไม่ได ้
ต่ําสุดสัมพทัธแ์ละสัมบูรณ ์

27 / 256   
ฟังก์ชันเพิ่มในช่วง 

1[ , )4  

ลดในช่วง 
1( , ]4  

(49.5)     2f(x) 3x 0 x 0, 0  
(เปลี่ยนความเว้า) 
 
 
ตอบ สูงสุดและต่ําสุดสัมพทัธ ์ไม่มี, 
สัมบูรณ์ หาคา่ไม่ได้ 
และเป็นฟังก์ชันเพิ่มใน R  (x ทุกคา่)  

(49.6)      f (x) 2x 2 0 x 1 
ซึ่ง f(1) 0 , f( 1) 4   
และ f(2) 1  
ตอบ สูงสุดสัมพทัธ์ไม่มี 
สูงสดุสัมบูรณ์ 4 
ต่ําสุดสัมพทัธแ์ละสัมบูรณ ์0  
เป็นฟังก์ชันเพิ่มในช่วง [1,2]  ลดในช่วง [ 1, 1]  

 
 
(50.1)      f (x) 2x 0 x 0  

 f(0) 3  และเนื่องจาก f(1) 2  
แสดงว่าเป็นพาราโบลาคว่ํา 
ดังนัน้สงูสดุสัมพทัธ ์ 3  , ต่ําสุดสัมพัทธ์ ไม่มี   
(50.2)       f (x) 2x 3 0 x 3/2  
  f( 3/2) 7/4  และเนื่องจาก f(0) 4  

แสดงว่าเป็นพาราโบลาหงาย 
สูงสดุสัมพทัธ ์ไม่มี , ต่าํสดุสัมพทัธ ์7/4 
(50.3)       2f(x) 3x 3 0 x 1, 1  
ซึ่ง f(1) 1, f( 1) 5    
ดังนัน้สงูสดุสัมพทัธ ์5 , ต่ําสุดสมัพัทธ์ 1   
(50.4)       3f(x) 4x 4x 0 x 1, 0, 1 
    f( 1) f(1) 2, f(0) 3  
 สูงสุดสัมพทัธ์ 3 , ต่ําสุดสัมพัทธ์ 2   
(50.5) 2f(x) 3x 2x 8 0      
      (3x 4)(x 2) 0 x 4/3, 2  
ซึ่ง f(4/3) 203/27, f( 2) 11     
ดังนัน้ สูงสุดสัมพัทธ์ 11 , ต่ําสดุสัมพทัธ ์ 203/27  

 
 
(51) 4 2dy 10x 90x 0dx     

     2 210x (x 9) 0 x 0, 0, 3, 3  
ซึ่ง f(3) 324, f(0) 0, f( 3) 324      
(ที่ x=0 เปน็จุดเปล่ียนความเวา้ ดังรูป) 
 
 
 
 
 
 

ตอบ  คา่สูงสุดสมัพัทธ์ 324, 
ค่าต่าํสุดสัมพทัธ ์–324  

 
 

(2,1) 

(1,–14) 

(–2,13) 

(1,–2) 

(–1,2) 

(1,0) 

(1/4,–27/256) 

(1,0) 

(–1,4) (2,1) 

(3,–324) 

(–3,324) 

O 
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a 

b 

x 

h 

d x 

h 

c–x 

x 

(x,y) 
y 

y 

(52) ความเร็ว คือ อัตราการเปลี่ยนแปลงของ
ระยะทาง เทียบกับเวลา 
(52.1) dSv 6t 2 m/sdt    

v(0) 2 m/s   และ v(2) 10 m/s  

(52.2) หา     max
dSS 0 6t 2 0dt  

ได้ 1t s.3  ดังนัน้ max
1 2S S ( ) m.3 3   

 
 
(53) ให้จํานวนที่ตอ้งการเปน็ x กับ 8–x 
จะได้ผลบวก    3 3y x (8 x)  

miny  หาจาก 2 2dy 3x 3(8 x) ( 1) 0dx        

     3( 64 16x) 0 x 4  
ดังนัน้ x 4  เป็นค่าทีท่ําให้เกดิค่า y ต่าํสดุตาม
ต้องการ     ตอบ  4 กับ 4 

 
 
(54) สมมติปลกูเพิ่ม ไร่ละ x ตน้ จะได ้
ผล    y (22 x)(500 10x)  
ต้องการ maxy  จึงคดิจาก 
dy (22 x)( 10) (500 10x)(1) 0dx        

 x 14  ต้น เปน็คา่ทีท่ําให้เกิด maxy  ตาม
ต้องการ    ตอบ ปลูกไรล่ะ 22+14 = 36 ตน้   

 
 
(55) ค่ากอ่สร้าง 2 2 2 2y 2(3 x ) 3(4 (5 x) )      
ต้องการ miny  คิดจาก 
dy 4x 6(5 x)( 1) 0 x 3dx         

ดังนัน้ ค่า x ควรเป็น 3 km จึงเสียเงนินอ้ยสดุ 
 

 
(56) สมมติดา้นนอนเปน็ x หน่วยดังรูป   หา
ความสูง h ในรปูของ x โดยพิจารณา   คล้าย 
120 x 120

h 90


  

  
3h 90 x4  

 พืน้ทีส่ี่เหลี่ยม A xh  
23 3x 90 x 90x x4 4

      
 

 

ต้องการ maxA  คิดจาก 

     
dA 390 x 0 x 60dx 2  หน่วย 

3h 90 (60)4     45 หนว่ย 

และ พื้นที่ maxA 60 45 2,700    ตร.หน่วย 
  หมายเหตุ ขอ้ (52.2) ถึง (56) เนื่องจากไดค้า่
วิกฤต (x)  เพยีงคา่เดียวเท่านั้น จึงสรุปได้เลยวา่เป็น
ค่าที่โจทย์ตอ้งการ (โดยไม่ต้องตรวจสอบวา่เป็น
จุดสูงสดุ หรอื ต่าํสดุ) 

 
 
(57.1) พิจารณา   คลา้ย 
(ทําเช่นเดียวกับข้อ 56) 


   

b x b ah a xh a b  

 
พื้นที่ 2a aA x a x ax xb b

     
 

 

    
dA 2a ba x 0 xdx b 2  และจะได้ ah 2    

 ตอบ กวา้งยาว a b,2 2   พืน้ที่ ab
4  

(57.2) 2 2h d x   
   2 2A x d x  
 
ต้องการ maxA  คิดจาก 

 2 2
2 2

dA 1(x) ( 2x) d x (1) 0dx 2 d x
        

 

    2 2 2x d x 0  

 
dx
2
 และจะได้ dh 2  

ตอบ กว้างยาว d d,2 2   พืน้ที ่
2d
2  

และถ้าเปน็ครึง่วงกลม จะไดพ้ื้นทีส่ี่เหลี่ยมเป็น
ครึ่งหนึ่ง นัน่คอื 

2d
4  

(57.3) สมมตสิมการ 2y 4cx  
จะได้วา่พืน้ที่  A (c x)(2y)   

2y(c )(2y)4c   

  
3y2cy 2c  

     
2dA 3y 2c2c 0 ydy 2c 3

 

และจะได ้  
cx 3         

2 2BF c VF3 3    

120 

90 
h 
150 x 
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 (x,y) x 
y 

r   

  

 H 







 
h 

r 

R 
        

      เพ่ิม   –2  –2  เพ่ิม 
         +       –      +  f (x)  

(57.4) ปริมาตร 2V (a 2x) (x)   
2 2 3a x 4ax 4x    

ต้องการ maxV  คิดจาก 2 2dV a 8ax 12x 0dx      

     
a(a 6x)(a 2x) 0 x 2  หรอื a

6  

แต่ถ้า ax 2  จะได้ minV 0 (V )  

ดังนัน้คาํตอบคือ ax 6  

(57.5) ปริมาตรกรวย 
21V x (r y)3   

[ใช้ r–y เพราะคา่ y ติดลบ] 
แต่ 2 2 2x y r   ดังนั้น 

2 21V (r y )(r y)3    

ต้องการ maxV  คิดจาก 
2 2dV 1 (r y )( 1) (r y)( 2y) 0dy 3           

       2 23y 2ry r 0 (3y r)(y r) 0  

  
ry , r3  

แต่ y r  ไม่ได้ เพราะส่วนสูงจะกลายเป็น 
minr y r r 0 (V )     

 ตอบ  ry 3   คือ สว่นสูง r 4r r3 3
    
 

 

(57.6) พิจารณา   คลา้ย  


   
H h H Rr R hr R H  

 
ดังนัน้ ปริมาตร 2V r h   

2 2 3
2

2
R 2h hR h h R hH H H

        
   

   

ต้องการ maxV  คิดจาก 
2 2

2
dV 4 3R 1 h h 0dh H H

     
 

  

      2 2H 4Hh 3h 0 (H 3h)(H h) 0  
 h H/3, H  
แต่ h H  ไม่ได้ เพราะ    minr 0 V 0 (V )  
ตอบ h H / 3  

 
 
 
 
 

(58) [f(x) g(x)] f(x) g(x)      
       

 2
(2x 1)(3) (3x 1)(2)f(x) f(1) 5

(2x 1)
 

1/221g(x) (3x 1) (6x)2
    

 
   

 
1 1 3g(1) (6)2 2 2  ตอบ 3 75 2 2      

 
 

(59) ความชนั 
2

2 3
x 5 x 5

dy 1 (x 2) (2x)dx 3


 
   


  

2
31 10(27) (10)3 27  สรา้งสมการ 

ผ่านจุด    
10(5, 3) y 3 (x 5)27  

   10x 27y 31 0  

 
 
(60) 2

(x b)(2) (2x a)(1)f(x) (x b)
   


 

     
 2 2

2b a 2b af(0) 4 4
(x b) b

 .....(1) 

     
 3

2(2b a)f (x) f (0) 8
(x b)

 

 
  3

2(2b a) 8
b

 .....(2) 

จะได้ 
     

ab 1, a 2 f(0) 2b  

 
 
(61)       2f(x) 3x 2bx c f( 2) 0  
ดังนัน้ 12 4b c 0    .....(1) 
     f (x) 6x 2b f ( 1) 6  ดังนั้น 
6 2b 6    .....(2) 

ได้  b 6, c 12   
3 2f(x) x 6x 12x     

ถ้า       2f(x) 0 3x 12x 12 0  
x 2, 2    แสดงว่า มีการเปลี่ยนเว้าที่ x 2   
 
 
ดังนัน้ ตอบ ก. f เป็นฟังกชั์นเพิ่ม (ไม่มีจุดวกกลับ) 
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(62) หา a, b, c, d  เช่นเดิม โดยสมการ 
  f(1) 0, f(0) 0, f (0) 2  และ f (0) f (0) 1    

จะได้ d 0, c 2, a 5/4, b 13/4      
ดังนัน้ f(2) 1  

 
 
(63) หา a, b, c  จากสมการ 
h(0) 1, h( 2) 5, h( 2) 0      
ได้ c 1, a 1, b 4      
    2h(x) x 4x 1   
(fog)(x) 3(g(x)) 10    

2x 4x 11g(x) 3 3 3      จะได ้ g(1) 2  

 
 
(64) 

 

2 2 2 3

2
(g(2))(3)(2 1) (2)(2) (2 1) g(2)f (2) g(2)

   
   

(3 3 9 4) (27)g(2)3 g(2) 119
        

 
 
(65) g(1) 5, g(1) 0   

                  
2f(1) 3(1) 5(1) g(1) g(1) 6(1) 5  

8 0 5 11 55      

 
 
(66)   f(2) 3, f (2) 4  หา g(2) โดย 

     2f(2) 3 (2 1) g(2) g(2) 3  
       2f(2) (2 1) g(2) g(2) 2(2 1)(1) 

        4 g(2) 3 2 g(2) 2  

 
 
(67)     

1 1f(x) 1 1 3
2 x 2 x

>   

   
1 1 12 x 0 x4 162 x

> < <  

ตอบ 1(0, ] ...16  [เป็น 0 ไม่ได้ เพราะเป็นตัวสว่น] 

 
 
(68) 8/3 2/ 3f(x) x 16x   

  5/3 1/ 38 32f(x) x x3 3  

 f (x) 0  จะได ้ 5/3 1/ 3x 4x 0   
นํา 4/3x  คณูตลอด กลายเป็น 3x 4x 0   
ตอบ ( 2, 0) (2, )    

 
 
(69)     1 2F(x) x 1 F (x) (x 1)  

   1(F ) (x) 2(x 1)(1)  
1(F ) (2) 2    

 
 
(70) วิธีคดิเช่นเดียวกับขอ้ (56) และ (57.1) จะ
ได้ว่า พืน้ที ่ 3 4

2 2    3 ตร.นิว้ 

 
 
(71) ต้องการกาํไรสงูสดุ 
 ให้ y = กาํไร = รายรับ – ตน้ทุน 
= 3/224x (16 6x 0.2x )    

    1/2dy 0 24 6 0.3x 0dx  

   1/2x 60 x 3,600  ช้ิน 
 ค่า N = จาํนวนช้ินที่ได้กาํไรสูงสุด = 3,600 ช้ิน 

 
 
(72.1) 

2xf(x)dx x dx c2     

(72.2) 
2

22xf(x)dx c x c2     
(72.3) f(x)dx 7x c   

(72.4) 
3

33xf(x)dx c x c3     

(72.5) 
4xf(x)dx c4   

(72.6) 
3 55/2
2 2x 2x dx c x c5/2 5     

(72.7) 
4

5
4

x 1x dx c c4 4x


     
  

 
 
(73.1) 5 3f(x)dx x x 2x c     

(73.2) 
2 1

2 2x x(2x x )dx c2 1


   
  

   2 1x cx    
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(73.3) 
4

3 2 3x(x 3x )dx x c4     

(73.4) 
4 2

3 3 x 3x(x 3x 4)dx 4x c4 2


     
  

       
4

2
x 3 4x c4 2x     

(73.5) 
1 2

2 3 x 2x(x 2x )dx c1 2
 

    
   

     2
1 1 cx x     

(73.6) 3 2(4x 4x x 1)dx    
2

4 34 xx x x c3 2      

 
 
(74) 2 3F(x) (3x 3)dx x 3x c      
   F(0) 4 c 4  
และจะได ้F(1) 1 3 4 2     

 
 
(75) 4 2y (5x 3x 4x)dx    

5 3 2x x 2x c     
โจทย์บอกใบ้ y(1) y( 1)    
จะได้ c 4 c c 2 y(0)        

 
 
(76) ความชนั 2dy x 2x 3dx     

3
2 2xy (x 2x 3)dx x 3x c3         

โค้งผ่านจดุ (0, 1) c 1   

ตอบ 
3

2xy x 3x 13     

 
 
(77) เช่นเดียวกับข้อ (76) คือ dy x 1dx    

      3/22y ( x 1)dx x x K3  

โค้งผ่านจดุ (0, 1) K 1   

   3/22y x x 13  

โจทย์ถาม c y(4) 7 / 3   

 
 

(78) อัตราการเปลี่ยนแปลงความชัน คอื f (x)  
[เพราะความชันคือ f (x) ] 

f (x) 2x 1    
      2

1f (x) (2x 1)dx x x C  
หาค่า 1C  โดยคําใบ้ที่วา่ ที่จุด (1, 2) ความชันตั้ง

ฉากกับ 1x 2y 1 0 m 2
       

 ดังนัน้ 

f (1) 2   [เพราะความชันคูณกนัตอ้งได้ –1]  
      2

1C 2 f(x) x x 2  
โจทย์ถามความชันที่ x 0  คอื f (0) 2   

 
 
(79) สมการวงกลมคอื 2 2(x) (y 1) 2    
และสมการโค้งคอื 2y (2x)dx x c    
(ผ่านจดุ (3, 10) c 1  )   2y x 1  
แก้ระบบสมการหาจุดตัดได้เป็น 

2(y 1) (y 1) 2 0      
     (y 1 2)(y 1 1) 0  
จะได้    y 1 x  เปน็ไปไม่ได้ 
หรือ    y 2 x 1  
ดังนัน้จดุตดัคอื (1,2), (–1,2) อยูใ่น 1Q  และ 2Q  

 
 
(80)      1f (x) 3 f(x) 3x C  
แต่         1f (1) 3 C 6 f(x) 3x 6  

   
2

2
3xf(x) 6x C2  

แต่      2f(2) 1 C 5 f(0) 5  

 
 
(81), (82) ต้องทราบว่า  

dS dvv, adt dt  

จึงจะแก้ปญัหาได ้
(81) 2a 12t 6t 10    
      3 2

1v a dt 4t 3t 10t C  
แต่ v(0) 0      1C 0   

4 3 2
2S v dt t t 5t C      

แต่ 2S(0) 10 C 10    
    4 3 2S t t 5t 10  
จะได้ S(5) 625 125 125 10      885 ฟตุ  
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(82)    2 3
1a 24t v 8t C  

แต่       4
1 2v(1) 16 C 8 S 2t 8t C  

แต่        4
2S(1) 8 C 2 S 2t 8t 2  

     S(2) 32 16 2  46 เมตร 

 
 
(83) ให้ y แทนปริมาณผลผลิตที่ได ้
เม่ือเพิ่ม x คน อัตราการเปลี่ยนแปลงผลผลติ 
80 6 x  ช้ินตอ่วนั dy

dx  

 3/2y (80 6 x)dx 80x 4x C      
แต่โจทย์ใบ้ว่า ถ้าไม่เพิ่มคนเลย (x 0)  จะได้ 
3,000  ช้ินตอ่วนั  C 3,000  
ตอบ y(25) 80 25 4 125 3,000      
= 4,500 ช้ินตอ่วัน   

 
 

(84.1)  
    

424
0 0

x(3 x)dx 3x 2  

(12 8) (0 0) 4      
 

(84.2)  


  
22 2
22 (2x 1)dx x x  

(4 2) (4 2) 4       
 
(84.3) y 3 x   
มีจุดตดัแกน X (แทน y=0) 
ที่จดุ (3, 0) ดังภาพ 
 
พื้นที่ 1 13 3 1 12 2       

4.5 0.5 5    ตร.หนว่ย 
[ข้อ 84.1 คิดจาก 4.5 0.5 4   ก็ได้] 
 
(84.4) y 2x 1   
มีจุดตดัแกน X ที่ 1( , 0)2  

ดังภาพ 
พื้นที่ 1 12.5 5 1.5 32 2       

6.25 2.25 8.5    ตร.หนว่ย 
[ข้อ 84.2 คิดจาก 6.25 2.25 4     ก็ได้] 

 
 
 

(85.1) 


  
22 2 3 2
11 (3x 2x)dx (x x )  

(8 4) ( 1 1) 6       
 

(85.2) 




 
   

 
343 3 2

1 1

x(x 4x)dx 2x4  

81 118 2 44 4
          
   

 
 

(85.3)




 
      

42 34 2
1 1

x x(6 x x )dx 6x 2 3  

64 1 1 9524 8 63 2 3 6
             
   

 
 
(85.4) 2y 3x 2x   
มีจุดตดัแกน X ที ่
x 0, 2/3  ดังภาพ 
 
 
การหาพืน้ที่ปดิลอ้ม ตอ้งแยกคดิทีละช่วง 
เพราะช่วง 0  ถึง 2/3  จะไดต้ิดลบ 
(ต้องเอาเครือ่งหมายลบออก) 


    

0 2/3 2
1 0 2/ 3f (x)dx f (x)dx f (x)dx  

(ใส่ลบตรงส่วนทีอ่ยู่ใต้แกน เพือ่ให้คา่กลายเปน็บวก) 
0 2/ 3 23 2 3 2 3 2
1 0 2/ 3(x x ) (x x ) (x x )


       
4 4 82 4 627 27 27

      
 

 ตร.หนว่ย 

[เช็คขอ้ 85.1 จะได้ 4 42 4 627 27    ถูกต้อง] 
 
(85.5) 3y x 4x   
มีจุดตดัแกน X ที่ 0, 2, 2  
ดังภาพ 
 
 
 
 
พื้นที่ 


    

0 2 3
1 0 2f (x)dx f (x)dx f (x)dx  

    1.75 ( 4) 6.25  12 ตร.หน่วย 
[เช็คขอ้ 85.2 จะได้   1.75 4 6.25 4  ถูกต้อง] 
 
 
 
 
 
 

4  3 

4.5 ตร.หน่วย 

0.5 ตร.หน่วย 
–1 
O 
3 

2  0.5 

2.25 
6.25 
–2 

3 

–5 

–1  0       2/3   2 

2 4/27 

4+4/27 

 –2   –1   0        2  3 

1.75 
4 
6.25 
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3 

7 

(85.6) 2y 6 x x    
มีจุดตดัแกน X ที ่
x 2, 3   ดังภาพ 
 
 
พื้นที่ 


  

3 4
1 3f (x)dx f (x)dx  

112 17
6 6

     
 

 21.5 ตร.หน่วย 

[เช็คขอ้ 85.3 จะได้ 112 17 95
6 6 6   ถูกต้อง] 

 
 
(86) 2y x 1   
มีกราฟดังภาพ 
 
 
 

(86.1)  
    

 
232 2

1 1

x 4(x 1)dx x3 3  ตร.น. 

(86.2) 




 
      

 
131 2

1 1

x 4(x 1)dx x3 3
ตร.น. 
(86.3) 

 
 

1 0
2 1f (x)dx f (x)dx  

4 2 23 3
     
 

 ตร.หนว่ย 

 
 
(87) 

  
42 2 2 2
21 1

x 1 dx (x x )dxx  
23

1

x 1 8 1 1 51 23 x 3 2 3 6
                    

 

    
1 12

0 0(4 x) dx (16 8 x x)dx  
123/2

0

16 x 16 116x x 163 2 3 2
             

  

111 6         ตอบ 14 

 
 
 
 
 
 
 
 

(88) พิจารณากราฟ 
พื้นที่เหนอืแกน X เทา่กับ 

 
1 2

0 (x 3x 2)dx  
13 2

0

x 3x 2x3 2
 

    
 

1 3 523 2 6     

 
 
(89) 2y x c   
ถ้า c 4>  แสดงว่า 
ตัดแกน X ที ่  c  
เกิน 2  ดังภาพ 
ดังนัน้ 


  

1 2
2 (x c)dx 24  



 
    
 

13

2

x cx 243  

1 8c 2c 24 c 93 3
   

           
   

 

 
 
(90) 


8

5 f (x)dx  พืน้ที่ใต้กราฟ 

  พืน้ที ่ 1
4  พื้นที่วงกลม 

     
 23 97 3 21 13.934 4  

 
 
(91) ไม่จําเปน็ต้องสรา้ง 
สมการเสน้ตรงเพื่ออินทิเกรต 
เพราะเป็นรูป   


 

3
1 f (x)dx  

    1 4 6 122     

 
 
(92) เช่นเดียวกับข้อ (91) คือ 



3

2 f (x)dx พื้นที่ คางหมู 
1 5 (2 5) 17.52      

 
 
 

–2  –1         1   2 

4/3 4/3 
4/3 

0   1      2 

–2      1 

 6 

–1 
3 

 5 

–2 3 

2 

  –2   –1          3 

112/6 

17/6 

   4 
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(93)  


  
11 2
sinsin (4x 3)dx 2x 3x  

21 2 sin 3 sin 0        
     (2 sin 1)(sin 1) 0   
       2sin 1, 1/2 cos 2 1 2 sin  

1   หรอื 1/2  

 
 

(94) 


  
   

sin3sin 2
1 1

xx dx 3  


       

3sin 1 2 sin 13 3 3  
1 sin cos 1 1 0 0          

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(95)     (fog)(x) 2x 5, f(x) 4x 3  
แก้ฟังก์ชัน หา g(x) ได้เป็น xg(x) 22   

 
       

 
121

0 0

x x 1( 2)dx 2x 2 2.252 4 4  

 
 
(96) หา b, c  จาก      f( 1) 4, f ( 1) 0  
ได้ b 2, c 3    

2y x 2x 3    
วาดกราฟได้ดังรปู 
 
 
พื้นที่  


   

1 2
1 (x 2x 3)dx  

13
2

1

x x 3x 16 / 33 

 
     

 
 ตร.หนว่ย 

 
 

–3    –1     1 



เร่ืองแถม 
การคํานวณลิมิตในรูปแบบยังไม่กําหนด ด้วยกฎของโลปีตาล.. 
 
(1) รูปแบบยังไม่กําหนด (Indeterminate Form) มี 7 แบบ ได้แก่ 
0
0    


   0            00    0    1  

เราจะพบสองรปูแบบแรกบ่อยในระดับมัธยมศึกษา ซึง่การหาลิมิตรูปแบบ 0
0  และ 


 นอกจากจะหา 

โดยการจัดรูปแลว้ สามารถหาอยา่งงา่ย ๆ  ได้โดย กฎของโลปีตาล (L’Hôpital’s Rule) ซึง่จะต้องอาศัย 
 

สูตรในการหาอนพุันธ์ของฟังก์ชัน จึงควรมีความรูพ้ื้นฐานในบทนี้ ที่หวัข้อ 12.5 กอ่น.. 
 
(2) กฎของโลปีตาลกลา่วว่า 

x a x a
f (x) f (x)lim limg(x) g (x) 





  ... เม่ือ f (a) g(a) 0   หรือ f (a) g(a)    

เรานาํไปใช้งานโดยเม่ือทดลองแทนค่าพบว่าลิมิตของฟังก์ชันอยู่ในรูปแบบ 0
0  หรือ 


 แล้ว เราสามารถหา

อนพุันธ์ของเศษและของสว่น เพือ่ให้ไดฟ้ังก์ชันใหม่ที่ยังคงมีค่าลิมิตเทา่เดิม หากลองแทนค่าแลว้ยังเป็น 00  

หรือ 


 อยูอ่ีกก็ใหใ้ช้กฎของโลปีตาล (คือหาอนุพนัธ์เศษและส่วน) ซ้ําเรือ่ย ๆ  จนกวา่จะไดค้ําตอบ   
 

(3) ตัวอย่างเชน่ ต้องการหาคา่ของ 
3
3 2x 1

x 3x 2lim 2x 3x 1

  
    

 

ลองแทน x ดว้ย 1 แลว้พบวา่เปน็รูปแบบ 0
0  จึงใช้กฎของโลปีตาลได้ ดงันี ้

3 2
3 2 2x 1 x 1

x 3x 2 3x 3lim lim2x 3x 1 6x 6x 

     
        

 

จากนั้นลองแทน x ด้วย 1 แล้วยงัเป็น 00  จึงใช้กฎโลปีตาลอีกคร้ัง เป็น 
2
2x 1 x 1

3x 3 6x 6lim lim 112x 6 66x 6x 

        
   

  

ดังนัน้คา่ของลิมิตเทา่กับ 1 
 

(4) ตัวอย่างต่อมา ตอ้งการหาคา่ 
2

x
x 2xlim x 2

 
   

 

ลองแทน x ดว้ย ∞ พบวา่เปน็รูปแบบ 


 จึงใช้กฎของโลปีตาลได ้ดงันี ้
2

x x x1/2
x 2x 2x 2lim lim lim [(4x 4) x]1x 2 x2

  

            
 

 

จากนั้นลองแทน x ด้วย ∞ อีกครั้ง พบว่าได้ ∞ ... ดังนัน้คาํตอบคอื หาค่าไม่ได ้
 
หมายเหตุ (1) โจทย์ทุกขอ้ในแบบฝึกหัด 14.2 ทีผ่่านมา สามารถใช้กฎของโลปีตาลเพือ่ใหค้ํานวณได้ง่ายขึ้น 
(ลองฝึกทาํดสูิครบั) แต่ในข้อสอบเข้ามหาวิทยาลยั มักจะตั้งโจทย์ในรูปแบบทีห่าอนพุันธ์ยาก กจ็ําเปน็ตอ้งใช้
วิธีจดัรูปเช่นเดิม 
(2) นําไปใช้กับลิมิตของลําดับไดด้้วย ถ้าพบว่าอยู่ในรูปแบบ ∞/∞ 
*(3) ไม่ว่ากรณใีด ๆ  ถ้าไม่ใช่ลิมิตรูปแบบ 0/0 หรือ ∞/∞ แต่ไปใช้กฎโลปีตาลคิด จะได้คาํตอบที่ผดินะครับ 



เร่ืองแถม 
เทคนิคการอินทิเกรตโดยเปลีย่นตัวแปร.. 
 
ฟังก์ชันประกอบที่หาอนพุันธ์ไว้โดยใช้กฎลูกโซ่ (หรือดฟิกอ้น) เม่ือเราต้องการจะอนิทิเกรตกลับไปต้องอาศัย
เทคนิค การเปล่ียนตัวแปร (Substitution) มิฉะนัน้จะอินทิเกรตไม่ได้ 
 
ตัวอย่างเช่น 3 10f (x) (3x 4)   มีอนพุันธ์เปน็ 3 9 2 2 3 9f (x) 10(3x 4) (9x ) 90x (3x 4)      
ถ้าเราตอ้งการหาค่า 2 3 990 x (3x 4) dx  เราไม่สามารถกระจายฟังก์ชันกําลัง 9 ได ้จงึต้องใช้เทคนิค
เปลี่ยนตัวแปร x  ให้เป็น u  ที่เหมาะสม ... ในตวัอยา่งนี้ให ้ 3u 3x 4   

จะได้ 2du 9xdx   นัน่คอื 2
dudx 9x  (ย้ายขา้งสมการ) 

แทนค่าตัวแปรใหม่ลงไปใน 2 3 990 x (3x 4) dx  ได้เปน็ 2 9
2

du90 x (u) 9x  

เศษส่วนหารกนัได้ 910(u) du  จะพบวา่เหลอืตัวแปร u  ลว้น ๆ  และอยู่ในรูปทีอ่ินทิเกรตได ้
(แสดงวา่เลือกตวัแปร u  ได้ถูกต้อง) ผลที่ได้คอื 10 3 10u C (3x 4) C     นั่นเอง.. 
 
หลักในการเลอืกว่าใหก้้อนใดเป็น u  ก็คอืต้องเลอืกก้อนที่เม่ือดฟิแลว้ออกมาคลา้ยสว่นที่เหลอื 
(เพื่อใหส้ามารถกําจดั x  ที่ยงัคงเหลอืไปใหห้มด) 
เช่น จาก 2 8t (1 2t ) dt  เราเลอืก 2u 1 2t   เพราะเม่ือดฟิแลว้ได้ 4t  มาตัดกับ t  ที่เหลือไดพ้อด ี
หรือ จาก 3 2 3x (4 x ) dx  ถ้าเลอืก 3u x  เม่ือดิฟแล้วจะได้ 23x  ไม่สามารถไปตัดกับ 24 x  ได ้
จึงตอ้งเลือก 2u 4 x   เม่ือดฟิแลว้ได้ 2x  ตดักับ 3x  เหลอื 2x  ซึ่งสามารถเปลี่ยนเป็น 2x 4 u   ได ้
 

จาก 3 2 3x (4 x ) dx  ให้     2 duu 4 x 2xdx  จะได ้ 3 3 3 3 dux u dx x u 2x
   

5
2 3 3 3 4 41 1 1 1 ux u du (4 u)u du (4u u )du u C2 2 2 2 5

 
                 

2 5
2 41 (4 x )(4 x ) C2 5

 
      

 

 
 
ทดลองทาํดนูะครับ 
ก. 2 8t (1 2t ) dt  
 

ข. 2 3(3x 2) 2x 4x 1 dx    
 

ค. 2x 3 (x 1) dx   
 

ง. 2/3
2x dx(1 x)  

จ. 2 5
18 12x dx(4 9x 3x )


   

 
 

เฉลย 

ก. 
9u c36   เม่ือ 2u 1 2t   

ข. 3/21 u c3   เม่ือ 3u 2x 4x 1    

ค. 
7 5 3
2 2 22 8 8u u u c7 5 3    เม่ือ u x 3   

ง. 
1 4
3 336u u c2    เม่ือ u 1 x   

จ. 4
1 c2 u   เม่ือ 2u 4 9x 3x    
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(หน้าว่าง) 



 
 

บทที ่๑๓ 
ความน่าจะเป็น 

 
 

“ความน่าจะเป็นและสถิติ” เป็นอีกวิชาที่มีบทบาท
สําคัญทั้งในทางพาณิชยศาสตร์ วศิวกรรมศาสตร์ รวม
ไปถึงการแพทย์และจติวิทยาด้วย ทฤษฎมีากมายใน
ปัจจุบัน ถูกพัฒนาข้ึนจากหลักการของความน่าจะเป็น 
และนอกจากประโยชน์ดังกล่าวแลว้    เราอาจปรับใช้ 

ความน่าจะเป็นในชีวิตประจําวันได้โดยไม่รู้ตัว เช่น การนับจํานวนแบบที่
สามารถเป็นไปได้ การคาดคะเนโอกาสที่เหตุการณ์หน่ึง ๆ  จะเกิดข้ึน 

 
 
 

๑๓.๑ หลักมูลฐานเกี่ยวกับการนับ 
 

ถ้าเราต้องทํางาน k อย่าง โดยท่ีงานอย่างแรกมีทางเลือกทําได้ 1n  แบบ 
และในแต่ละแบบก็เลือกทํางานอย่างที่สองได้ 2n  แบบ และในแต่ละแบบ... (ไปเร่ือย 
ๆ) จะมีจํานวนวิธีเลือกทํางานจนครบทุกอย่าง เท่ากับ 1 2 kn n ... n    วิธี 

เรียกกฎนี้ว่า หลักมูลฐานเกี่ยวกับการนับ (Fundamental Principles of 
Counting) มีที่มาจากการเขียน แผนภาพต้นไม้ (Tree Diagram) แล้วนับจํานวนกิ่ง
ที่ปลายสุด 

 
เช่น เม่ือมีเส้ือ 3 ตัว กางเกง 4 ตัว 

จะสามารถจัดเป็นชุดที่ไม่ซํ้ากันเลย 
ได้ 3 4 12   แบบ ซ่ึงเขียนเป็น 
แผนภาพต้นไม้ (Tree Diagram) ได้ดังรูป 

 
 
 
 
 
 
 

ส1 

ส2 

ส3 

ก1 (ส2,ก1) 
ก2 (ส2,ก2) 
ก3 (ส2,ก3) 
ก4 (ส2,ก4) 
ก1 (ส3,ก1) 
ก2 (ส3,ก2) 
ก3 (ส3,ก3) 
ก4 (ส3,ก4) 

ก1 (ส1,ก1) 
ก2 (ส1,ก2) 
ก3 (ส1,ก3) 
ก4 (ส1,ก4) 

(บทที่ ๕–๑๖ นํามาจาก R2.2.04 และจะทยอยปรับปรุงเนื้อหาทีละบท จนเป็น R2.9 ฉบับสมบูรณ์ครับ) 

P r
,o

 + 
b!
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ตัวอย่าง 13.1  ให้ตอบคาํถามตอ่ไปนี ้
 

ก. มีเรือวิ่งขา้มฟาก 3 ลาํ จะนัง่เรือไปและกลับไม่ให้ซ้ําลาํกัน ไดก้ี่วิธ ี
ตอบ 3 2   6 วธิ ี
 

ข. ทอดลูกเต๋า 2 ครั้ง จะมีผลออกมาได้กี่แบบ 
ตอบ 6 6   36 แบบ 
 

 
 

แบบฝึกหัด ๑๓.๑ 
 
(1) จากตาราง เรามีวิธีเดินทาง
จากเมือง ก ไปเมือง ง โดยผ่าน
ทุกเมืองได้กี่วิธี 
 
 
(2) มีหีบ 5 ใบวางเรียงกัน จะมีวิธีเอาบอล 3 ลูกใส่ในหีบ ทีละลูก ๆ  ทั้งหมดกี่วิธี 

 
 
 

 
 
 
 
 
(3) ร้านฟาสต์ฟู้ดมีเบอร์เกอร์อยู่ 6 ชนิดและเคร่ืองด่ืม 4 ชนิด 
โดยเคร่ืองด่ืมแต่ละชนิดนั้นมี 3 ขนาด จะมีวิธีจัดชุดอาหารกับเคร่ืองด่ืมคู่กันกี่แบบ 
 
(4) นําอักษรจากคําว่า SPECIAL มาสลับเป็นคําได้ทั้งหมดกี่แบบ (ไม่คํานึงถึงความหมาย) 
 
(5) มีถุง 2 ใบ ใบแรกมีบอลสีแดง 3 ลูก สีดํา 2 ลูก สีขาว 1 ลูก (ซ่ึงแต่ละลูกถือว่าต่างกัน) 
ใบที่สองมีบอลสีแดง 2 ลูก สีดํา 2 ลูก สีขาว 2 ลูก 
หยิบลูกบอลจากใบแรกไปใส่ในใบที่สอง 1 ลูก และหยิบจากใบที่สองออกมา 1 ลูก 
มีกี่วิธีซ่ึงบอลที่หยิบจากใบแรกเป็นสีแดง และบอลที่หยิบออกจากใบที่สองไม่ใช่สีขาว 
 
(6) ข้อสอบฉบบัหนึ่งประกอบด้วย โจทย์ปัญหาแบบถูก–ผิด 5 ข้อ และปรนัย (ก,ข,ค,ง) อีก 7 ข้อ 
จะมีวิธีเดาข้อสอบที่ไม่ซํ้ากันเลยได้กี่แบบ 
 
(7) กล่องใบหนึ่งบรรจุสลากเลข 0 ถึง 9 อย่างละใบ ถ้าหยิบมา 2 ใบ (ทลีะใบโดยไม่ใส่คืน) 
จะมีกี่วิธีที่ผลรวมเลขเป็นจํานวนคี่ 
 

การเดินทาง รถยนต์ เรือ รถไฟ เคร่ืองบิน 
ก   ข 
ข   ค 
ค   ง 

ได้ 
ได้ 
ไม่ได้ 

ไม่ได้ 
ได้ 
ได้ 

ได้ 
ไม่ได้ 
ได้ 

ได้ 
ไม่ได้ 
ได้ 

โจทย์บทนี้วธิีคิดสั้นมาก ๆ  แต่ก็ตอบผิดไดง้่าย ขอ้แนะนาํเบ้ืองต้นคอืไม่ควรนําตัวเลขในโจทย์มา
คูณกนั หรอืยกกาํลังกันทันที เพราะคาํตอบไม่ได้เป็นแบบนั้นเสมอไปทุกขอ้ แต่จะขึน้กับ
สถานการณ์ในโจทย์ดว้ย วิธทีี่ดทีีสุ่ดคอืใหพ้จิารณาก่อนวา่ ขอนี้มีการทํางาน (หรือการตัดสินใจ) 
ก่ีข้ันตอน เพือ่จะได้นําจํานวนทางเลือกในแตละข้ันตอนมาคูณกันได้อยา่งถูกต้อง 
 

..และไม่ควรท่องสูตรลัดประเภทว่า สิ่งมีชีวติ ไม่มีชีวิต ใครมายกกําลังใคร ฯลฯ เพราะทาํให้คิด
ผิดได้งา่ย และใช้ไม่ได้เสมอไป ถึงอย่างไรการคิดด้วยวิธตีรง ๆ  กย็ังคงไดผ้ลแม่นยาํทีสุ่ด! 

S 
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(8) ใช้ตัวเลข 0 ถึง 5 มาสร้างจํานวน 3 หลัก จะสร้างได้กี่จํานวน ถ้ากําหนดให้ 
(8.1) แต่ละหลักไม่ซํ้ากัน 
(8.2) เป็นจํานวนคี่ และแต่ละหลักไม่ซํ้ากัน 
(8.3) มีค่ามากกว่า 350 และแต่ละหลักไม่ซํ้ากัน 
(8.4) หาร 10 ลงตัว 

 
(9) ต้องการเลือกประธาน รองประธาน และเหรัญญิก ตําแหน่งละ 1 คน โดยเลือกจากนักเรียน 
ชาย 5 คน หญิง 4 คน จะเลือกได้กี่ชุด หากกําหนดว่าประธานและรองประธานเป็นเพศเดียวกัน 
และคนละเพศกับเหรัญญิก 
 
 

๑๓.๒ วิธีเรียงสับเปลี่ยน 
 

เคร่ืองหมาย ! เรียกว่า แฟคทอเรียล (Factorial) 
มีนิยามว่า   n! n (n 1) (n 2) ... 3 2 1             เม่ือ n เป็นจํานวนนับ 
และกําหนดให้ 0! 1  

เช่น 3! 3 2 1 6       8! 8 7 6! 566! 6!
 

   

    7,3
7 !P 7 6 54!     

 
จํานวน วิธีเรียงสับเปล่ียน (Permutation) ส่ิงของต่าง ๆ  กัน n ส่ิง จะมี 

n! วิธี แต่ถ้าเอามาเรียงเพียงแค่ r ส่ิง จะมี n!
(n r)!

 วิธี 

เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ n,rP  หรือ n rP  
 
หมายเหตุ 
การกําหนดให้ 0! 1  ในที่นี้ก็เพ่ือให้สอดคล้องกับสมการ n,nP n!  

 
 

ตัวอย่าง 13.2  ใหต้อบคาํถามต่อไปนี ้
 

ก. จัดคน 3 คน ให้ยนืเรียงแถวเป็นเสน้ตรง ได้กีว่ิธ ี
ตอบ คิดแบบการนับ ได้ 3 2 1    6 วิธ ี  หรือคิดแบบเรียงสับเปลี่ยน 3,3P 3!   6 วิธ ี
 

ข. มีธง 5 ผืน ผืนละสีไม่ซ้าํกัน จะมีวิธสี่งสัญญาณโดยเอาธง 3 ผืนมาวางเรียงกนั ไดก้ี่วิธ ี

ตอบ คิดแบบการนับ 5 4 3    60 วธิี หรอืคิดแบบเรียงสับเปลีย่น 5,3
5!P 2!   60 วธิ ี
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จํานวนวิธีเรียงสับเปล่ียนส่ิงของทั้งหมด n ส่ิง ที่มีส่ิงของซํ้ากัน 1k  ส่ิง, 2k  
ส่ิง, ... จะเรียงได้ 

1 2

n!
k ! k ! ... 

 วิธี 

(แต่ถ้าไม่นํามาเรียงครบทั้ง n ส่ิง ก็จะต้องพิจารณาการซํ้ากันนั้น แยกเป็นหลาย ๆ  
กรณี) 
 

จํานวนวิธีเรียงสับเปล่ียนส่ิงของต่าง ๆ  กัน n ส่ิง เป็นรูปวงกลม (Circular 
Permutation) จะทําให้ไม่มีหัวแถวหรือปลายแถว ดังนั้นจํานวนวิธีจึงลดลง ให้คิดว่า
ระบุตําแหน่งเจาะจงก่อน 1 ส่ิง แล้วที่เหลือจึงจัดแบบเส้นตรงปกติ นั่นคือ (n 1)!  วิธี 
(แต่หากการจัดนี้สามารถมองได้สองด้าน จํานวนวิธีจะลดลงอีก เหลือ (n 1)!

2
  วิธี) 

 
 

แบบฝึกหัด ๑๓.๒ 
 

(10) ให้หาค่าของ 10!
7 ! , 6!3!

4! 7 ! , 4,3P  และ 7,3P  

 
(11) ถ้า (n 3)! 30(n 1)!





 ให้หาค่า n 

 
(12) ให้หาค่า n ซ่ึงทําให้ n,2 2n,22P 50 P   
 
(13) ของต่าง ๆ  กัน 4 ชิ้น นํามาจัดเป็นแถวได้กี่วิธี ถ้า 

(13.1) ต้องใช้ครบทุกชิ้น 
(13.2) ใช้มากกว่า 1 ชิ้น 

 
(14) นําอักษรจากคําว่า STAND มาเรียงเป็นคําได้กี่แบบ ถา้ 

(14.1) ต้องใช้ครบทุกตัว 
(14.2) เลือกมาเพียง 3 ตัว 

 
 
 

 
 
 
 
(15) คําว่า HONESTY สามารถนําอักษรมาเรียงเป็นคําได้กี่คํา ถ้า 
 (15.1) S และ T ต้องติดกันเสมอ 

(15.2) S และ T ต้องไม่ติดกัน 
 

ย้ําอกีทวี่า หยิบตวัเลขที่เห็นในโจทย์ไปคูณ หรือยกกําลงั หรือใส่แฟคทอเรียลเลยทันทีไม่ได้! 
ต้องค่อย ๆ  คิดเหมือนดงัเช่นหัวข้อที่แล้ว และถ้าบังเอิญมีตัวเลขเดียวกันคณูกนัซ้าํ ๆ  ก็จะเกดิการ
ยกกําลังขึน้เอง หรือถ้าคณูแลว้ตวัเลขค่อย ๆ  ลดลง ๆ  ก็จะเกิดแฟคทอเรียลขึ้นเอง 
 

สรุปวา่ใหค้ิดตรง ๆ  ก่อน แล้วจงึเขยีนคาํตอบให้สวยงาม ซึ่งอาจอยู่ในรูปเลขยกกําลัง หรอือยู่ในรูป
แฟคทอเรียล ก็คอ่ยเปน็ไปหลังจากนั้น 

S 
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A 

 B 
  N 

(16) มีชาย 3 คน หญิง 2 คน จะจัดคนทั้ง 5 มายืนเรียงแถว 
โดยผู้ชายยืนตดิกันและผู้หญิงยืนติดกัน ได้กี่วิธี และถ้าบังคับให้ยืนสลับกันจะได้กี่วิธี 
 
(17) ให้หาจํานวนวิธีที่จะจัดชาย 5 คน หญิง 4 คน นั่งบนเก้าอ้ีเรียงยาว 
โดยต้องไม่มีผู้หญิงคนใดนั่งติดกัน 
 
(18) มีชาย 3 คน หญิง 2 คน โดยใน 2 คนนี้มี ด.ญ.อ้อ รวมอยู่ด้วย จะจัดแถวได้กี่แบบ 
ถ้า ด.ญ.อ้อ ต้องยืนหัวแถวหรือท้ายแถวเสมอ 
 
(19) อักษรคําว่า TRIANGLE นํามาจัดเป็นคําได้กี่คํา หากต้องขึ้นต้นด้วย T และลงท้ายด้วย E 
 
(20) สลับที่ตัวอักษรจากคําว่า AMPLITUDE (โดยไม่คํานึงถึงความหมาย) ได้กี่คํา เม่ือ 

(20.1) สระไม่ติดกัน 
(20.2) พยัญชนะไม่ติดกัน 
(20.3) ต้องขึ้นต้นด้วยพยัญชนะ และสระต้องไม่ติดกัน 
(20.4) ต้องขึ้นต้นด้วยสระ และสระต้องไม่ติดกัน 

 
(21) นําอักษรในคําว่า MISSISSIPPI มาเรียงสับเปล่ียนได้กี่แบบ 
 
(22) นําอักษรในคําว่า TROTTING มาเรียงสับเปล่ียนได้กี่แบบ 
ถ้าบังคับว่า ต้องขึ้นต้นด้วยสระ และลงท้ายด้วยตัว T  
 
(23) นําอักษรในคําว่า ALGEBRA มาเรียงสับเปลี่ยนได้กี่แบบ 
ถ้าต้องรักษาลําดับของสระและพยัญชนะให้เป็นแบบเดิม 
 
(24) มีวิธีเดินทางจาก A ไป B ได้กี่แบบ ถ้าเดินทางได้ตาม 
เส้นที่กําหนดเท่านั้น และเดินทางได้เฉพาะทิศเหนือ กับทิศ 
ตะวันออก 
 
(25) นําอักษรจากคําว่า ARRANGE มา 3 ตัวเพ่ือจัดเป็นคํา จะจัดได้กี่แบบ 
 
(26) จัดคน 4 คน คือ ก, ข, ค, ง นั่งล้อมเป็นวงกลมได้กี่วิธี 
ให้ตรวจสอบคําตอบโดยการเขียนวิธีทั้งหมดด้วย 
 
(27) จัดลูกปัด 4 สี มาร้อยเป็นวงได้กี่วิธี ให้ตรวจสอบคําตอบโดยการเขียนวิธีทั้งหมด 
 
(28) มีชาย 3 คน หญิง 3 คน จะนั่งสลับชายหญิงรอบโต๊ะอาหารวงกลมได้กี่แบบ 
 
(29) ชาย 6 คน หญิง 6 คน นั่งรอบโต๊ะกลม โดยชายหญิงตอ้งสลับกันคร้ังละ 2 คน 
จะมีวิธีจัดกี่แบบ 
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(30) สามีภรรยาเชิญแขกมารับประทานอาหาร 4 คน จะจัดที่นั่งรอบโต๊ะกลมได้กี่แบบ 
หากสามีภรรยาต้องนั่งติดกันเสมอ 
 
(31) มีวิธีจัดชาย 5 คน หญิง 4 คน นั่งรอบโต๊ะกลมได้กี่วิธี ถ้าไม่มีหญิงคนใดนั่งติดกันเลย 
 
 

๑๓.๓ วิธีจัดหมู่ และกฎการแบ่งกลุ่ม 
 

วิธีจัดหมู่ (Combination) ต่างจากเรียงสับเปล่ียน ตรงที่จะไม่คํานึงถึง
ลําดับก่อนหลัง เช่น สมมติมีตัวอักษร 3 ตัว คือ ABC จะได้ว่า 

3,2P 6  ได้แก่ AB, AC, BA, BC, CA, CB  
แต่ 3,2C 3  ได้แก่ AB, AC, BC  

AB กับ BA การเรียงสับเปล่ียนถือว่าต่างกัน แต่การจัดหมู่ถือว่าเป็นวิธีเดียวกัน 
 

จํานวนวิธีจัดหมู่ส่ิงของต่าง ๆ  กัน n ส่ิง โดยที่คัดออกมา r ส่ิง จะมี 
n!

(n r)! r ! 
 วิธี เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ n,rC  หรือ n rC  และนยิมเขียนเป็น n

r
 
 
 

 

อ่านว่า “n เลือก(choose) r” 
เช่น จํานวนวิธีที่จะหยิบสลาก 5 ชิ้น ออกมาจากกองที่มีอยู่ 12 ชิ้น เท่ากับ 
12!12 7925 7! 5!

      
 วิธี 

 
ข้อสังเกต 
1. สูตรการจัดหมู่ คิดโดยนําการเรียงสับเปล่ียนมาแล้วหารลําดับทิ้งไป n r

n r
PC r !  

2. 12 12
5 7

      
   

 หรือ n n
r n r
         

 

 
 
 

ตัวอย่าง 13.3  ดนิสอสี 1 โหล มีสตีา่ง ๆ  กนั ต้องการหยิบ 5 แท่ง ตามเงื่อนไขต่อไปนี้ จะได้กีว่ธิ ี
 

ก. แต่ละครั้งต้องมีสีแดง 
ตอบ 1 11

1 4
       
   

 330 วิธ ี
 

ข. แตล่ะครัง้ตอ้งไม่มีสีแดง 
ตอบ 11

5
   
 

 462 วธิ ี

หรือคิดจาก “จํานวนวิธทีี่เปน็ไปได้ทั้งหมด” ลบด้วย “จาํนวนวธิทีี่มีสีแดง” 
นั่นคอื 12 3305

    
 

 462 วิธ ี
 

 



คณิต มงคลพิทักษสุข  ความนาจะเปน 
kanuay.com 

449 

12 

3 

4 
5 

12 
7 

5 

12 

2 
2 
2 
1 
5 

จากการหยิบของ 5 ชิ้น ออกจากกองที่มี 12 ชิ้น 
ก็เหมือนการแบ่งแยกของออกเป็นสองกลุ่ม กลุ่มละ 5 และ 7 ชิ้น 
ซ่ึงทําได้ 12!

5! 7 !
 วิธี เรียกว่า กฎการแบ่งกลุ่ม (Partitioning Law) 

 
ขยายผลออกไปถึงการแบ่งของ 12 ชิ้น เป็นสามกอง ดังนี้  
 
ก็จะมีจํานวนวิธีเป็น  12!

5! 4! 3! 
 วิธี  (พิสูจน์ได้จาก 7 312

45 3
    

    
    

) 

 
แต่ถ้ามีกองใดที่จํานวนเท่ากัน ที่ถือว่าไม่แตกต่างกัน จํานวนวิธี 

จะลดลงโดยคิดเช่นเดียวกับการสับเปล่ียน เช่น จากแผนภาพด้านขวานี้ 
จะแบ่งได้ 3

12!
(2!) 1! 5!  3!

 วิธี 

ส่วน 3! ที่เพ่ิมเข้ามา เนื่องจากมี 3 กองที่สลับกันเองแล้วไม่มีความหมาย 
จํานวนวิธีจึงต้องลดลง 

 
 
 

ตัวอย่าง 13.4  ใหต้อบคาํถามต่อไปนี ้
 

ก. มีคน 4 คน จัดเปน็สองกลุ่ม กลุ่มละ 2 คน ได้กี่แบบ 

ตอบ 2
4!

(2!)


 2 !
 3 แบบ 

 

ข. แบ่งคน 12 คน ออกเปน็ 5 กลุ่ม จํานวน 2, 2, 2, 3, 3 คน ไม่ให้ซ้ําแบบกันเลยได้กี่แบบ 

ตอบ 3 2
12!

(2!) (3!)


  3 ! 2 !
 138,600 แบบ 

 

 
 

แบบฝึกหัด ๑๓.๓ 
 
(32) ถ้า 18,r 18,r 2C C   ให้หาค่า r 
 
(33) มีนวนิยายที่น่าอ่านวางอยู่ 10 เล่ม ขอยืมไปอ่าน 3 เล่ม จะมีวิธีเลือกหนังสือกี่วิธี 
 
(34) จุด 6 จุด กระจายกันอยูบ่นเส้นรอบวงกลม จะสร้างสามเหล่ียมจากจุดเหล่านี้ได้กี่รูป 
 
(35) หาจํานวนวิธีเลือกกรรมการชุดละ 8 คน จากนักเรียนหญิง 6 คน ชาย 10 คน โดย 

(35.1) ไม่มีเงื่อนไขเพ่ิมเติม 
(35.2) ต้องมีหญิง 2 คนเท่านั้น 
(35.3) ต้องมีหญิงอย่างน้อย 5 คน 
(35.4) ต้องมีหญิงมากกว่า 1 คน 
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(36) ถุงใบหนึ่งมีบอลสีขาว 6 ลูก สีดํา 5 ลูก 
จะมีกี่วิธีที่หยิบบอลออกมา 4 ลูกพร้อมกัน และได้สีขาวกับดําอย่างละ 2 ลูก 
 
(37) ในการประชุม มีนักธุรกิจ 3 คน นักวิชาการ 8 คน และอาชีพอื่น ๆ  10 คน 
ต้องการเลือกกรรมการ 4 คน โดยต้องมีนักธุรกิจรวมอยู่อย่างน้อยคร่ึงหนึ่ง จะมีวิธีเลือกได้กี่แบบ 
 
(38) รถโรงเรียน 2 คัน มี 6 และ 9 ที่นั่ง ตามลําดับ 
จะจัดนักเรียน 13 คน ประจํารถได้กี่แบบ (มีที่ว่าง 2 ที่) 
 
(39) มีอักษร A, B, C, m, p, q, r, s, a, e, o, u นําอักษรทั้งหมดมาจัดเป็นคํา 
โดยให้มีอักษรตัวพิมพ์ใหญ่ขึ้นต้น และพยัญชนะตัวเล็ก 3 ตัว สระ 2 ตัว ได้กี่คํา 
 
(40) อักษรชุดหนึ่งได้แก่ a, a, a, b, b, c, c, d, d, e, f 
นํามาจัดเป็นคาํที่มีความยาว 4 ตัวอักษร ได้กี่แบบ 

 
 
 

 
 
 
 
(41) การแข่งขันเทนนิสมีนักกีฬาเข้าร่วมแข่งขัน 10 คน เป็นการแข่งแบบพบกันหมด 
หากใน 1 วัน จดัแข่งได้ 4 คู่ จะต้องใช้เวลาทั้งหมดกี่วัน 
 
(42) มีคน 9 คน แบ่งเป็น 3 กลุ่ม ตามเงื่อนไขต่อไปนี้ได้กี่วิธี 
 (42.1) 4, 3, 2 คน 
 (42.2) กลุ่มละ 3 คน 
 
(43) นักกีฬาเทนนิส 9 คน ถูกแบ่งเป็น 3 กลุ่ม กลุ่มละ 3 คน 
เพ่ือไปแข่งที่สหรัฐอเมริกา, อังกฤษ, ฝร่ังเศส จะแบ่งได้กี่วิธี 
 
(44) นักเรียน 7 คน เข้าห้องพัก 3 ห้อง ซ่ึงมีขนาด 3, 2, 2 คน แต่ละห้องถือว่าต่างกัน 
จะจัดได้กี่วิธี (ให้ลองคิดแบบแบ่งกลุ่มก่อน แล้วค่อยจัดสลับเข้าห้อง) 
 
 
 
 
 
 

ค่าของ  72  กับ    7 6
1 1  ไม่เท่ากัน จึงต้องเลอืกใช้ให้ถูกแบบ 

ความแตกต่างคือ    7 6
1 1  นัน้มีลาํดับเกดิขึ้นดว้ย (สิง่ที่เลอืกมาได้ในแต่ละขั้นตอนถือวา่สลบักัน

แล้วผลลพัธ์เปลี่ยน) แต่  72  นัน้มาจากการเลือกพรอ้ม ๆ  กัน โดยไม่คาํนึงลําดับก่อนหลัง (สอง
ชิ้นที่เลือกมาได ้ถือว่าศักดิ์ศรีเทา่กัน) 

S 
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๑๓.๔ การนับในกรณีอื่น ๆ  
 

การนับรูปเรขาคณิต 
1. จํานวนเส้นตรง 

จุด 5 จุด (ที่ไม่มีสามจุดใดอยู่ในแนวเส้นตรงเดียวกัน) สร้างเส้นตรงได้ 5
2
 
 
 

 เส้น 

แต่ถ้ามี 3 จุดอยู่ในแนวเส้นตรงเดียวกัน สร้างเส้นตรงได้ 5 3 12 2
       

   
 เส้น 

 
หมายเหตุ 

การลบ 3
2
 
 
 

 แล้วบวก 1  หมายความว่า จุดสามจุดในแนวเดียวกันทําให้จํานวน

เส้นตรงที่ได้นั้นหายไปหมด เหลือเพียงเส้นเดียว จึงลบเส้นตรงที่เกิดจากสามจุดนี้
ออกให้หมด แล้วบวกกลับไปเพียง 1 เส้น 
 

2. จํานวนสามเหล่ียม 
จุด 5 จุด (ที่ไม่มีสามจุดใดอยู่ในแนวเส้นตรงเดียวกัน) สร้างสามเหล่ียมได้ 5

3
 
 
 

 รูป 

แต่ถ้ามี 3 จุดอยู่ในแนวเส้นตรงเดียวกัน สร้างสามเหล่ียมได้ 5 3
3 3

      
   

 รูป 

 
3. จํานวนจุดตัดของเส้นตรง กับวงกลม 

เส้นตรง 8 เส้น จะมีจุดตัดเกิดขึ้นได้มากที่สุด 8
2
 
 
 

 จุด 

วงกลม 5 วง รัศมีต่าง ๆ  กัน จะมีจุดตัดเกิดขึ้นมากที่สุด 52 2
   
 

 จุด 

เส้นตรง 8 เส้นกับวงกลม 5 วง ตัดกัน เกิดจุดตัดมากที่สุด 
58 582 2 12 12

                
     

 จุด 

 
4. จํานวนส่ีเหล่ียม 

เส้นขนานสองชุด จํานวน 5 เส้น กับ 4 เส้น 
ดังรูป จะเกิดรูปส่ีเหล่ียมขึ้นทั้งหมด 5 4

2 2
   
   
   

 รูป 

 
 
 
การจัดหมู่สิ่งของท่ีเหมือนกันหมด (Stars and Bars) 

กรณีที่ส่ิงของที่เราจะจัดหมู่นั้นเหมือนกันหมด เช่น การแจกลูกอมให้เด็ก ๆ  
และต้องการคิดว่าแบ่งเป็นปริมาณต่าง ๆ  กันได้กี่ลักษณะ จะต้องใช้หลัก Stars and 
Bars ดังตัวอย่างนี้ 
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ตัวอย่าง 13.5  มีลูกอมที่เหมือนกัน 9 เม็ด ต้องการแบ่งให้เดก็ 3 คน ตามเงื่อนไขต่อไปนี้ จะไดก้ี่วิธ ี
 

ก. ทุกคนต้องไดร้ับ (อย่างนอ้ยคนละ 1 เม็ด) 
วิธีคิด นําลูกอมมาวางเรียงแถวกนั 9 เม็ด จะเกิดช่องวา่ง 8 ช่อง (เปรยีบเทียบลูกอมเหมือนดวงดาว) 

ให้เราเอาไม้ 2 อนัไปวางกัน้ในช่องสองช่องใด ๆ  กจ็ะได้ลกูอมเปน็ 3 กองพอด ี
นั่นคอื แบ่งได้ 8

2
 
 
 

 วิธ ี
 

ข. บางคนอาจจะไม่ได้รับ (คือแบ่งอย่างไรก็ได)้ 
วิธีคิด ให้เพิ่มลูกอมเขา้ไปเท่าจํานวนคนก่อน กลายเป็น 12 เม็ด มีช่อง 11 ช่อง 

แบ่งให้คนสามคนตามหลัก Stars and Bars ในขอ้ ก. ซึง่ทกุคนจะได้อยา่งนอ้ย 1 เม็ด 
แล้วไม่วา่จะแบ่งวิธีใดกจ็ะเอาคืนมาจากเดก็คนละเม็ด (เหลือ 9 เม็ดเทา่เดิม) 
วิธีนีจ้ะทาํให้เกิดกรณทีี่บางคนไม่ได้รับลูกอมเลยสกัเม็ดดว้ย 
ดังนัน้ แบ่งได้ 11

2
 
 
 

 วิธ ี
 

 
การแบ่งของแบบ Stars and Bars นั้น ของแต่ละกลุ่มที่ได้ถือว่าต่างกัน (มี

ลําดับเกิดข้ึน) เช่น เป็นการแบ่งลูกอมให้เด็ก 3 คน ชื่อ ก, ข, ค ตามลําดับ.. แต่
หากจะแบ่งลูกอมเป็นกอง ๆ  3 กอง (ซ่ึงสลับกันไม่มีความหมาย) จะใช้ Stars and 
Bars ไม่ได้ ต้องนับเอาโดยตรง 
 
 
การนับ “จํานวนเต็มท่ีหารลงตัว” 

เราสามารถใช้หลักการนับเบื้องต้นร่วมกับการสังเกต เพ่ือนับจํานวนเต็มที่
ไปหารจํานวนที่กําหนดให้ลงตัว ดังตัวอย่างต่อไปน้ี 

38 2  มีจํานวนเต็มบวกที่หารลงตัว 4 จํานวน คือ 0 1 2 32 , 2 , 2 , 2  
225 5  มีจํานวนเต็มบวกที่หารลงตัว 3 จํานวน คือ 0 1 25 , 5 , 5  
3 1 1120 2 3 5    มีจํานวนเต็มบวกที่หารลงตัว 16 จํานวน (4x2x2) ได้แก่ 

  0 0 02 3 5   | 0 0 12 3 5   | 0 1 02 3 5   | 0 1 12 3 5   
  1 0 02 3 5   | 1 0 12 3 5   | 1 1 02 3 5   | 1 1 12 3 5   
  2 0 02 3 5   | 2 0 12 3 5   | …    | 3 1 12 3 5   

 
 

แบบฝึกหัด ๑๓.๔ 
 
(45) จุด 6 จดุ ไม่มี 3 จุดใดที่อยู่ในแนวเดียวกันเลย จะสร้างเส้นตรงได้กี่เส้น 
และสร้างรูปเหล่ียมใด ๆ  ได้กี่รูป 
 
(46) จุด 7 จุด มี 4 จุดอยู่ในแนวเส้นตรงเดียวกัน และอีก 3 จุดก็อยู่ในแนวเส้นตรงเช่นกัน 
จะสามารถลากเส้นตรงได้กี่แบบ และสร้างสามเหลี่ยมได้กี่รูป 
 
(47) รูปหกเหล่ียม มีจุดยอด 6 จุด จุดกึ่งกลางด้านอีก 6 จุด จะลากเส้นเชื่อมจุดได้กี่เส้น 
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(48) รูป 20 เหล่ียมด้านเท่า มีเส้นทแยงมุมกี่เส้น 
 
(49) เส้นตรง 5 เส้นไม่ขนานกัน กับวงกลมรัศมีต่าง ๆ  กัน 4 วง จะเกิดจุดตัดมากที่สุดเท่าใด 
 
(50) เส้นขนานชุดหนึ่งมี 6 เส้น อีกชุดมี 3 เส้น ตัดกันจะเกิดส่ีเหล่ียมด้านขนานกี่รูป 
 
(51)    ในรูปที่กําหนดให้นี้ มีรูปส่ีเหล่ียมอยู่ทั้งหมดกี่รูป 
 
 
 
 
(52) มีบอล 6 ลูกซ่ึงเหมือนกัน แบ่งให้ นาย ก และ ข จะแบ่งได้กี่วิธี หากกําหนดว่า 

(52.1) แต่ละคนต้องได้รับอย่างน้อย 1 ลูก 
(52.2) บางคนอาจไม่ได้รับ 

 
(53) มีบอล 6 ลูกซ่ึงเหมือนกัน แบ่งออกเป็น 2 กอง จะแบ่งได้กี่วิธี 
หากแต่ละกองต้องมีอย่างน้อย 1 ลูก ..เทียบผลกับข้อ (52.1) 
 
(54) ลูกอมแบบเดียวกัน 7 เม็ด แบ่งให้เด็ก 4 คน ได้กี่วิธี 

(54.1) แต่ละคนได้อย่างน้อย 1 เม็ด 
(54.2) แบ่งอย่างไรก็ได้ 

 
(55) ลูกอมแบบเดียวกัน 7 เม็ด แบ่งเป็น 4 กอง ได้กี่วิธี 
ถ้าแต่ละกองต้องมีอย่างน้อย 1 เม็ด ..เทียบผลกับข้อ (54.1) 
 
(56) มีจํานวนเต็มบวกที่หาร 100,000 ลงตัวกี่จํานวน 
 
(57) มีจํานวนที่หาร 120 ลงตัว กี่จํานวน (จํานวนเต็มบวก, เต็มลบ) 
 
(58) มีจํานวนที่หาร a bx y  ลงตัวกี่จํานวน ถ้าจํานวนนับ x, y เป็นจํานวนเฉพาะ 
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๑๓.๕ ทฤษฎีบททวินาม 
 

 
 

0(a b) 1   
1(a b) a b    
2 2 2(a b) a 2ab b     
3 3 2 2 3(a b) a 3a b 3ab b      
4 4 3 2 2 3 4(a b) a 4a b 6a b 4ab b       

 
 

ทฤษฎีบททวินาม (Binomial Theorem) คือ ทฤษฎีที่กล่าวถึงการกระจาย
ทวินาม n(a b)  เม่ือ a และ b เป็นจํานวนจริง, n และ r เป็นจํานวนนับ โดยที ่
0 r n< <  จะได้ 

n n 0 n 1 1 n 2 2 0 nn nn n(a b) a b a b a b ... a bn10 2
                        

 

เรียกพจน์ที่ r+1 เป็นพจน์ทั่วไป   n r r
r 1

nT a br



   
 

 

และเรียก n
r
 
 
 

 ใด ๆ  ว่าสัมประสิทธิ์ทวินาม 

 
ข้อสังเกต 

1. จํานวนพจน์ทั้งหมดจะมี n+1 พจน์ คือเร่ิมจากสัมประสิทธิ์ n
0
 
 
 

 ถึง n
n
 
 
 

 

กําลังของ a คอ่ย ๆ  ลดลง ในขณะที่กําลังของ b เพิ่มขึ้น โดยเม่ือนํากําลังมารวมกัน
จะได้เท่ากับ n เสมอทุกพจน์ 
2. สัมประสิทธิ์ทวินามอาจไม่ใช่ค่าสัมประสิทธิ์ที่แท้จริงของพจน์นั้น หากในตัวแปร a 
หรือ b มีสัมประสิทธิ์อยู่ภายในอีก 
3. nn nn n... 2n10 2

                     
 เสมอ 

ดังเช่นเคยพบตอนที่หาจํานวนสับเซตทั้งหมด ของเซตที่มีสมาชิก n ตัว 
 
 

แบบฝึกหัด ๑๓.๕ 
 
(59) ให้กระจายโดยอาศัยทฤษฎีบททวินาม 
 (59.1) 5(a b)  
 (59.2) 4(2x 3y)  
 (59.3) 2 4(1 2x x )   
 
 

            1 
          1    1 
      1     2     1 
    1     3     3     1 
 1    4     6     4    1 

  สามเหล่ียมของปาสคาล 
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(60) จากการกระจาย 81(3x )y  ให้หา 

 (60.1) พจน์ที่ 4 
 (60.2) สัมประสิทธิ์ทวินามของพจน์ที่ 6 
 (60.3) สัมประสิทธิ์ทวินามของพจน์ที่มี 6x  
 (60.4) สัมประสิทธิ์ของพจน์กลาง 
 
(61) จากการกระจาย 2 12

4
3(x )x  ให้หา 

 (61.1) พจน์ที่ 6 
 (61.2) สัมประสิทธิ์ทวินามของพจน์ที่ 6 
 (61.3) สัมประสิทธิ์ของ 6x  
 (61.4) พจน์ที่ไม่มีตัวแปร x  
 
(62) ให้หาค่าโดยประมาณของ 7(2.001)  โดยบอกทศนิยม 6 ตําแหน่ง 
 (แนะนําให้เร่ิมคิดจาก 7(2 0.001) ) 
 
* (63) จากการกระจาย 7(2x 3y)  ให้หา 

(63.1) ผลบวกของสัมประสิทธิ์ทวินามของทุกพจน์ 
(63.2) ผลบวกของสัมประสิทธิ์ของทุกพจน์ 

 
 

โจทย์ทบทวนเรื่องเทคนิคการนับ 
 

(64) หาจาํนวนวิธีในการแบ่งหนังสือ 12 เล่มต่าง ๆ  กัน ออกเป็นกอง ๆ  3 กอง 
(64.1) กองละ 3, 4, 5 เล่ม 
(64.2) ทุกกองจํานวนเท่ากัน 

 
(65) หนังสือ 9 เล่ม แบ่งให้นาย ก, ข, ค ได้กี่วิธี ถ้าหาก 

(65.1) คนหนึ่งได้ 2 เล่ม อีกคนได้ 3 เล่ม อีกคนได้ 4 เล่ม 
(65.2) คนหนึ่งได้ 5 เล่ม อีก 2 คนได้เท่ากัน 
(65.3) หนังสือทั้ง 9 เล่มเหมือนกันหมด 

 
(66) เด็กคนหนึ่งมีบอลต่าง ๆ  กัน 10 ลูก จะแบ่งเป็น 5 กอง 
โดยมี 3 กองที่กองละ 2 ลูก และอีก 2 กองมีกองละลูก ได้กี่วิธี 
 
(67) เด็กคนหนึ่งมีบอลต่าง ๆ  กัน 10 ลูก จะแบ่งให้เพ่ือน 5 คน 
โดยมี 3 คนได้คนละ 2 ลูก และอีก 2 คนได้คนละลูก ได้กี่วิธี 
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(68) แบ่งชาย 5 คน หญิง 3 คน เข้าพักในห้อง 3 ห้องที่มีขนาด 3, 3, 2 คน (ห้องต่างกนั) 
ให้หาจํานวนวิธีแบ่ง เม่ือ 

(68.1) ใครอยู่ห้องไหนก็ได้ 
(68.2) ผู้หญิง 3 คนต้องอยู่ด้วยกัน 
(68.3) ผู้หญิง 3 คนต้องอยูค่นละห้องกัน 

 
(69) ให้หาจํานวนวิธีแบ่งพนักงาน 6 คนเป็น 3 กลุ่ม (กลุ่มละกี่คนก็ได้) เพ่ือไปทํางาน 3 อย่าง 

(69.1) ที่แตกต่างกัน 
(69.2) ที่เหมือนกัน 

 
(70) ครูมีหนังสือ 8 เล่มที่ต่างกัน จะแบ่งให้เด็ก 3 คน อย่างน้อยคนละเล่ม ได้กี่วิธี 
 
(71) นักเรียน 12 คน ในจํานวนนี้มีนาย ก, ข, ค ด้วย จะแบง่เป็น 3 กลุ่มเท่า ๆ  กันได้กี่วิธี ถ้า 
 (71.1) ไม่มีเงื่อนไขเพ่ิมเติม 

(71.2) นาย ก, ข, ค อยู่ด้วยกัน 
(71.3) นาย ก, ข, ค อยู่แยกกนัหมด 

 
(72) เด็กคนหนึ่งมีลูกแก้วเหมือนกัน 12 ลูก ต้องการแบ่งให้เพ่ือน 3 คน ให้หาจํานวนวิธี เม่ือ 

(72.1) แต่ละคนได้อย่างน้อย 1 ลูก 
(72.2) แต่ละคนได้อย่างน้อย 2 ลูก 
(72.3) อาจมีบางคนไม่ได้รับเลย 

 
(73) จดหมายเหมือนกัน 9 ฉบับ ต้องการใส่ตู้ไปรษณีย์ 5 ตู้ จะมีกี่วิธี เม่ือ 

(73.1) ทุกตู้ต้องมีจดหมาย 
(73.2) ใส่เพียง 3 ตู้เท่านั้น 

 
(74) ชายคนหนึ่งประกอบรถยนต์จําหน่าย เขามีตัวถังรถ 4 ชนิด เคร่ืองยนต์ 2 ชนิด 
สีพ่นรถ 5 สี เขาจะผลิตรถยนต์ต่าง ๆ  กันได้กีแ่บบ 
 
(75) ผู้ตรวจงานจะต้องตรวจเคร่ืองจักร 6 เคร่ืองทุกวัน 
เขาพยายามเปล่ียนลําดับก่อนหลังในการตรวจ เพ่ือไม่ให้พนักงานรู้ตัว ให้หาวิธีทั้งหมดที่เขาจะใช้ได้ 
 
(76) สารเคมีชนิดหนึ่งเกิดจากสาร 5 ชนิดผสมกัน โดยเทสารผสมทีละอย่าง ให้หาว่ามีวิธีผสมกี่วิธี 
ถ้าสมมติว่าเทสารใดก่อนหลังก็ได้ 
 
(77) ในการจัดแถวเด็กชาย 5 คน ซ่ึงมี ด.ช.บอย รวมอยู่ด้วย และมีเด็กหญิงอีก 5 คน 
ให้คํานวณวิธีจัดแถว ถ้า 

(77.1) ด.ช.บอย ต้องยืนหัวแถวเสมอ 
(77.2) ด.ช.บอยยืนหัวแถว และสลับชายหญิง 
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(78) เซต  A 3, 4, 5  ให้หาว่ามีเลขกี่จํานวนซ่ึงประกอบด้วยเลขจากเซต A  และ 
(78.1) มีค่าน้อยกว่า 500 
(78.2) มีค่าน้อยกว่า 500 และเป็นจํานวนคู่ 

 
(79) มีกี่จํานวนที่ประกอบจากเลข 2, 4, 6, 8 (ใช้ได้เพียงตัวละคร้ัง) แล้วมีค่ามากกว่า 999 
 
(80) นําอักษรในคําว่า SPECTRUM มาเรียงเป็นคําที่มี 4 อักษร โดยอักษรในคําไม่ซํ้ากัน 

(80.1) ได้กี่คํา 
(80.2) ถ้าตัวสุดท้ายเป็นสระเสมอ ได้กี่คํา 

 
(81) ให้หาจํานวนวิธีทั้งหมดที่จะจัดนักเรียน 6 คน นั่งล้อมรอบโต๊ะกลม 
โดยที่นาย ก และ ข ซ่ึงอยู่ในจํานวน 6 คนนั้น จะต้องนั่งติดกันเสมอ 
 
(82) มีจุด 10 จุดบนเส้นรอบวงกลม จะสร้างหกเหล่ียมได้กี่รูป 
 
(83) มีจํานวนบวก 6 จํานวน, จํานวนลบ 8 จํานวน 
เลือกมา 4 จํานวนโดยการสุ่ม ให้หาจํานวนวิธีที่เลข 4 จํานวนนั้นคูณกันแล้วได้ผลลัพธ์เป็นบวก 
 
(84) มีหนังสือบนชั้น 12 เล่ม ให้หาจํานวนวิธีแบ่งหนังสือให้นาย ก 4 เล่ม และนาย ข 3 เล่ม 
 
(85) ตะกร้าใบหนึ่งบรรจุบอลสีแดง 5 ลูก ขาว 4 ลูก ถ้าหยบิมา 3 ลูก 
จะมีกี่วิธีที่บอล 3 ลูกนั้นมีสีขาวอย่างน้อย 1 ลูก เม่ือ 
 (85.1) หยิบออกมาทีละลูก โดยไม่ใส่คืน 
 (85.2) หยิบพร้อมกันทั้ง 3 ลูก 
 
(86) ให้หาจํานวนวิธีเลือกไพ่ 4 ใบจากไพ่สํารับหนึ่ง แล้วได้ A, K, Q, J โดยที่ไพ่เหล่านี้ 

(86.1) มาจากชุดต่างกันหมด 
(86.2) มาจากชุดเดียวกันหมด 
(86.3) มาจากชุดใดก็ได้ 

หมายเหตุ ชุดของไพ่ มี 4 ชุด (ดอก) และ ชนิดของไพ่ มี 13 ชนิด (เลข) 
 
(87) แจกไพ่ทลีะ 5 ใบ ให้หาจํานวนวิธีทั้งหมด ที่ไพ่ในมือหนึ่งจะเป็นชุดเดียวกันทั้ง 5 ใบ 
 
(88) หาวิธีที่ไพ่ในมือหนึ่งมีโพดํา 5 ใบ โพแดง 5 ใบ และ ข้าวหลามตัด 5 ใบ 
 
(89) หาวิธีที่ไพ่ในมือหนึ่งซ่ึงมี 5 ใบ จะมีชนิดเดียวกัน 3 ใบ และอีกชนิด 2 ใบ เช่น AAA22 
 
(90) หาวิธีที่ไพ่ในมือหนึ่งซ่ึงมี 5 ใบ จะมีชนิดเดียวกัน 2 ใบ อีกชนิด 2 ใบ และอีกชนิด 1 ใบ 
เช่น AA223 
 
(91) ชาย 5 คน หญิง 5 คน ถ่ายรูปร่วมกัน โดยผู้ชายยืนแถวหลัง ผู้หญิงนั่งแถวหน้า ได้กี่แบบ 
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(92) ให้หาจํานวนผลลัพธ์ที่เกิดขึ้นได้ จากการยิงปืน 10 นัดไปยังเป้าที่แบ่งเป็น 5 ส่วน 
 
(93) ทีมฟุตบอล 10 ทีม จัดประกบคู่กัน 5 คู ่โดยแข่งวันละคู่ จะมีการจัดที่เป็นไปได้กี่แบบ 
 
(94) ระบายสี 6 สีบนลูกเต๋า ด้านละสี ได้กี่แบบ 
 
(95) ระบายสี 5 สีบนลูกเต๋า ด้านละสี โดยไม่ให้สีเดียวกันอยู่ติดกัน ได้กี่แบบ 
 
(96) ระบายสีบนลูกบาศก์หนา้เกล้ียง ด้านละสี ได้กี่แบบ ถ้า 

(96.1) ระบาย 6 สี 
(96.2) ระบาย 5 สี โดยสีเดียวกันต้องไม่อยู่ติดกัน 
(96.3) ระบาย 4 สี โดยสีเดียวกันต้องไม่อยู่ติดกัน   

 
(97) นาย ก และ ข อยู่ในหมู่ 7 คน ให้หาวิธีจัด 7 คนนั่งล้อมวง โดยไม่ให้ 2 คนนี้อยู่ติดกัน 
 
(98) จํานวนเต็มบวกที่หาร 25,000,000 ลงตัว มีกี่จํานวน 
 
(99) เส้นทางการเดินทางจากเมือง A ไป B เป็นดังรูป ถ้า 
ไปได้ทางทิศเหนือกับตะวันออกเท่านั้น จะไปได้กี่เส้นทาง 
และหากต้องแวะเติมน้ํามันที่จุด F ด้วย จะเหลือกี่เส้นทาง 
 
(100) คณะผู้แทนไทย 25 คนไปเยี่ยมประเทศจีน และมี 
เจ้าภาพมาต้อนรับ 15 คน ถ้าผู้แทนทุกคนต้องทักทาย 
เจ้าภาพให้ครบทุกคนด้วย จะมีการทักทายเกิดขึ้นทั้งหมดกี่คร้ัง 
 
(101) ในงานเลี้ยงศิษย์เก่า มีผู้ไปงาน 150 คน ถ้าทุกคนทักทายกันและกัน จะมีการทักทายกี่คร้ัง 
 
(102) มีกี่จํานวนที่สร้างจาก 0 0 1 1 2 3 3 แล้วมีค่าเกิน 1 ล้าน 
 
(103) จัดคน 5 คน เข้าพักในห้อง 3 ห้องตา่ง ๆ  กัน ซ่ึงจุหอ้งละ 2 คน ได้ทั้งหมดกี่วิธี 
 
(104) แบ่งนักเรียน ชาย 3 คน หญิง 5 คน ออกเป็น 2 กลุ่มเท่ากัน เป็นกลุ่ม A และ B 
โดยแต่ละกลุ่มต้องมีผู้ชายอยูด้่วย ได้กี่แบบ 
 
(105) ชาย 5 คน หญิง 5 คน ยืนสลับกันในแถวตรง 
โดยนาย ก กบันางสาว ข ต้องอยู่ติดกันเสมอ ได้กี่แบบ 
 
(106) นักเรียน 10 คน เรียงแถวเป็นวงกลม โดยมี 1 คนอยู่กลางวง ได้กี่แบบ 
 
(107) แจกของเล่น 5 ชิ้นต่าง ๆ  กัน ให้เด็ก 3 คน (ทุกคนต้องได้อย่างน้อย 1 ชิ้น) ได้กี่วิธี 
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(108) แบ่งทอฟฟ่ี 5 ชนิด ชนิดละ 2 เม็ด ให้เด็ก 2 คน คนละ 5 เม็ด ได้กี่แบบ 
 
(109) บ้านพักมี 5 ห้อง เป็นห้องคู่ 3 ห้อง และห้องเด่ียว 2 ห้อง 
สามารถจัดคน 8 คนเข้าพักโดยในจํานวนนี้มีสามีภรรยาคู่หนึ่งต้องพักด้วยกัน ได้ทั้งหมดกี่วิธี 
 
(110) ลูกเต๋า 2 ลูกที่ต่างกัน นํามาวางประกบกันได้ทั้งหมดกี่แบบ 
 
(111) นาย ก และนาย ข เข้าไปจอดรถในที่จอดซ่ึงเป็นแถวยาว จอดได้ n คัน 
โดย ก และ ข ต้องจอดห่างกันเว้น 1 ช่อง สามารถทําได้กี่แบบ (ขณะนั้นไม่มีรถคันอื่นอยู่เลย) 
 
* (112) กําหนด A {1, 2, 3, 4, 5,6}, B {1, 3, 5, 7}   
ถ้าให้ C {E | E A   และ E B }    ให้หาจํานวนสมาชิกของเซต C 
 
* (113) A {1, 2, 3, 4}  

(113.1) มีความสัมพันธ์ภายใน A ทั้งหมดกี่แบบ 
(113.2) มีความสัมพันธ์ภายใน A ที่มี A เป็นโดเมน ทั้งหมดกี่แบบ 
(113.3) มีฟังก์ชันจาก A ไป A ทั้งหมดกี่แบบ 
(113.4) มีฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง จาก A ไปทั่วถึง A ทั้งหมดกี่แบบ 

 
 

๑๓.๖ ความน่าจะเป็น 
 

การทดลองสุ่ม (Random Experiment) คือการกระทําที่เราไม่สามารถ
บอกได้ว่าแต่ละคร้ังจะเกิด ผลลัพธ์ (Outcome) อะไร แต่สามารถบอกได้ว่ามี
ผลลัพธ์อะไรบ้างที่เป็นไปได้ 

เซตของ “ผลลัพธ์ที่เป็นไปได้ทั้งหมด” เรียกว่า ปริภูมิตัวอย่าง (Sample 
Space; S) และเซตของ “ผลลัพธ์ใด ๆ  ที่เราสนใจ” เรียกว่า เหตุการณ์ (Event; E) 
ดังนั้น E S  

 
ตัวอย่างเช่น ในการทดลองสุ่ม โยนเหรียญ 1 อัน 3 คร้ัง จะมีผลลัพธ์ที่

เป็นไปได้ต่าง ๆ  กัน 8 แบบ ดังนั้น 
ปริภูมิตัวอย่าง S {HHH, HHT, HTH, HTT, THH, THT, TTH, TTT }  

มีเหตุการณ์ E S  ที่เป็นไปได้ 82 256  แบบ อาทิเช่น 
1E  ออกหัวเกิน 1 คร้ัง {HHH, HHT, HTH, THH}  
2E  ออกอย่างใดอย่างหนึ่งล้วน {HHH, TTT }  
3E  ออกก้อยในคร้ังที่สอง {HTH, HTT, TTH, TTT }  
4E  ออกหัวและก้อยเท่า ๆ  กัน    

 
 ระวังสับสนระหวา่งคาํวา่ “เหตุการณ์” กับคาํวา่ “ผลลพัธ”์ ..ต้องคดิให้รอบคอบวา่โจทย์ถามอะไร   

S 
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ความน่าจะเป็น (Probability) ของเหตุการณ์ที่เราสนใจ 
จะหาได้เฉพาะเหตุการณ์ที่เป็นการทดลองสุ่ม ซ่ึงโอกาสเกิดแต่ละผลลัพธ์มีค่าเท่า ๆ  
กันเท่านั้น โดยความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ A ใช้สัญลักษณ์ P(A) และคํานวณได้
จาก 

n(A)P(A) n(S)  

เม่ือ n(A)  คือจํานวนผลลัพธ์ที่อยู่ใน A และ n(S) คือจํานวนผลลัพธ์ทั้งหมดที่
เป็นไปได้ 
 
สมบัติของความน่าจะเป็น 
1. ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ใด ๆ  มีค่าอยู่ในช่วง 0 ถึง 1 เท่านั้น 

0 P(A) 1< <  
โดยความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ที่ไม่มีผลลัพธ์เลย มีค่าเป็น 0 

P( ) 0   
และความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ที่มีผลลัพธ์ได้ทุกแบบ มีค่าเป็น 1 

P(S) 1  
2. ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ที่เราสนใจ รวมกับความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ที่
เหลือ (ที่เราไม่สนใจ) จะได้ 1 เสมอ 

P(A) 1 P(A ')   
3. ความน่าจะเป็นของสองเหตุการณ์ หาได้จาก 

P(A B) P(A) P(B) P(A B)      
ซ่ึงจากสมบัติข้อ 2. และ 3. ทําให้เราสามารถใช้แผนภาพเซต (เวนน์-ออยเลอร์) 
ช่วยในการคํานวณได้ 
 
หมายเหตุ 
ความหมายของ A B  ก็คือเหตุการณ์ “A และ B” (เกิดขึ้นครบทั้งสองอย่าง) 
ส่วน A B  ก็คือเหตุการณ์ “A หรือ B” (เกิดขึ้นอย่างใดอย่างหนึ่งหรือทั้งสอง
อย่างก็ได้) 
 

หากเหตุการณ์สองเหตุการณ์ มีลักษณะดังนี้ A B    เราจะเรียก
เหตุการณ์ A และ B ว่าเป็นเหตุการณ์ที่ไม่เกิดร่วมกัน (Mutually Exclusive) 
(หรือ Disjoint) และจะทําให้ P(A B) P(A) P(B)    

แต่หากเหตุการณ์สองเหตุการณ์มีลักษณะดังนี้ P(A B) P(A) P(B)    
เราจะเรียกเหตุการณ์ A และ B ว่าเป็นเหตุการณ์ที่ไม่ขึ้นต่อกัน หรือ อิสระจากกัน 
(Independent) และจะทําให้ P(A B) P(A) P(B) P(A) P(B)      
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แบบฝึกหัด ๑๓.๖ 
 
(114) โยนลูกเต๋า 2 ลูกพร้อมกัน และสนใจผลรวมแต้มของลูกเต๋า ให้หาปริภูมิตัวอย่าง 
 
(115) ผลลัพธ์ของหน้าลูกเต๋าสองลูก (ลูกเต๋าไม่ต่างกัน) ที่โยนพร้อม ๆ  กัน มีกี่แบบ 
 
(116) โยนเหรียญ 1 อัน และสนใจหน้าเหรียญที่หงายข้ึน จะมีเหตุการณ์กี่แบบ อะไรบ้าง 
 
(117) ถ้า P(A) 0.48 , P(B) 0.32  และ P(A B) 0.25   
ให้หา P(A B) , P(A B) , P(A ')  และ P(B ') 
 
(118) ถ้า P(A) 0.4 , P(B) 0.55  และ P(A B) 0.15   ให้หาความน่าจะเป็นของ 
 (118.1) เหตุการณ์ A และ B 

(118.2) เหตุการณ์ A หรือ B 
(118.3) เหตุการณ์ที่ไม่ใช่ทั้ง A และ B 

 
(119) ความน่าจะเป็นที่สมศักด์ิจะสอบผ่านวิชาคณิตศาสตร์ และเคมี เป็น 2

3  และ 4
9  ตามลําดับ 

ถ้าความน่าจะเป็นที่เขาจะสอบผ่านทั้งสองวิชา เป็น 1
4  ให้หา 

 (119.1) P {ผ่านอย่างน้อย 1 วิชา} 
 (119.2) P {ผ่านเพียงวิชาเดียว} 
 (119.3) P {ไม่ผ่านทั้ง 2 วิชา} 
 
(120) ลูกเต๋าลูกหนึ่ง ถูกถ่วงน้ําหนักให้แต้มคู่แต่ละหน้ามีโอกาสเกิดเป็น 2 เท่าของแต้มคี่ 
ให้หาความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ต่อไปนี้ในการโยนแต่ละคร้ัง 
 (120.1) ได้แต้มคู่ 
 (120.2) ได้แต้มคี่ 
 (120.3) ได้จํานวนเฉพาะ 
 (120.4) ได้แต้ม 1 หรือแต้มคู่ 
 
(121) โยนลูกเต๋าที่แตกต่างกนั 2 ลูก 1 คร้ัง ให้หาความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ 
 (121.1) ผลรวมแต้มได้ 8 
 (121.2) ผลรวมแต้มเป็นจํานวนเฉพาะ 
 (121.3) ผลรวมแต้มเป็นจํานวนคู่ 
 
(122) ถ้าสลับอักษรในคําว่า STATISTICS อย่างสุ่ม ให้หาความน่าจะเป็นที่คําที่ได้นั้นจะ 
 (122.1) มีตัว T ติดกัน 3 ตัว 
 (122.2) มีตัว T ติดกัน 2 ตัว 
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(123) กล่องใส่ลูกบอลสองใบ ใบแรกมีบอลสีแดง 2 ลูก สีขาว 3 ลูก 
และกล่องที่สองมีบอลสีแดง 3 ลูก สีขาว 4 ลูก 
ถ้าสุ่มหยิบบอลอย่างสุ่มออกมากล่องละ 2 ลูก ให้หาความน่าจะเป็นที่ 
 (123.1) ได้สีแดงทั้ง 4 ลูก 
 (123.2) ได้สีขาวทั้ง 4 ลูก 
 (123.3) ได้สีแดงอย่างน้อย 1 ลูก 
 (123.4) ได้สีขาวอย่างน้อย 1 ลูก 
 (123.5) ได้สีละ 2 ลูก 
 
(124) ในการประกวดร้องเพลงคร้ังหนึ่ง มีผู้เข้ารอบ 3 คน 
แต่ละคนต้องสุ่มเลือกเพลงที่จะร้อง 1 เพลง จากเพลงบังคับที่มีอยู่ 5 เพลง 
ให้หาความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ต่อไปนี้ 
 (124.1) เลือกร้องเพลงเดียวกันทั้ง 3 คน 
 (124.2) เลือกร้องเพลงเดียวกันเพียง 2 คน 
 (124.3) มีคนร้องเพลงซํ้ากัน 
 (124.4) ไม่มีคนร้องเพลงซํ้ากัน 
 
(125) มีเลข 9 จํานวน ซ่ึงเป็นบวก 6 จํานวน ลบ 2 จํานวน และศูนย์ 1 จํานวน 
ในจํานวนบวกมีเลขคู่กับคี่เท่า ๆ  กัน ในจํานวนลบก็เช่นกัน 
ถ้าสุ่มเลขดังกล่าวมา 4 จํานวน ให้หา 
 (125.1) P{ผลคูณของเลขส่ีจํานวน เป็นศูนย์} 
 (125.2) P{ผลคูณของเลขส่ีจํานวน มากกว่าศูนย์} 
 (125.3) P{ผลคูณของเลขส่ีจํานวน น้อยกว่าศูนย์} 
 (125.4) P{ผลคูณของเลขส่ีจํานวน มากกว่าศูนย์และเป็นจํานวนคู่} 
 (125.5) P{ผลคูณของเลขส่ีจํานวน น้อยกว่าศูนย์และเป็นจํานวนคี่} 
 
(126) นักเรียน ม.4, 5, 6 ส่งตัวแทนชายหญิงมาชั้นละคู่ 
หากสุ่มเลือกตัวแทนออกมา 2 คน ความน่าจะเป็นที่จะได้ชายและหญิงที่มาจากชั้นต่างกันเปน็เท่าใด 
 
(127) ครูมีหนังสือเรียน 5 วิชา วิชาละ 2 เล่ม (ที่เหมือนกัน) 
นํามาแบ่งให้นักเรียน 2 คน คนละ 5 เล่ม อย่างสุ่ม 
ให้หาความน่าจะเป็นที่นักเรียนแต่ละคนจะได้หนังสือครบทุกวิชา 
 
(128) จากการกระจาย 8(4a 5b)  ถ้าสุ่มหยิบสัมประสิทธิ์ทวินามออกมา 2 จํานวน 
ให้หาความน่าจะเป็นที่จํานวนทั้งสองจะมีค่าไม่เท่ากัน 
 
(129) กล่องใบหนึ่งมีสลากตัวเลขจํานวนเต็มที่ไม่ซํ้ากัน 
ทุกใบเป็นจํานวนที่หารด้วย 4 หรือ 6 ลงตัว และมีค่ามากกว่า 10 แต่ไม่เกิน 100 
หากสุ่มหยิบออกมา 1 ใบ ให้หาโอกาสที่ตัวเลขนั้นจะหารด้วย 4 ไม่ลงตัว หรือหารด้วย 6 ไม่ลงตัว 
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        A 
 B          C 
       D 

(130) กําหนดเมทริกซ์ k 4 1A k k 6
    

 และเซต 2B { x x 21x }  |I  

สุ่มสมาชิกจาก B มา 1 ตัว เพ่ือแทนค่า k ในเมทริกซ์ A 
ให้หาโอกาสที่ A จะเป็นนอนซิงกูลาร์เมทริกซ์ 
 
(131) ตารางขนาด 12 ช่องนี้ ถูกทาสีลงไปตามลําดับทีละช่องอย่างสุ่ม 
โดยการโยนเหรียญ คือถ้าเหรียญออกหัวจะทาสีแดง และถ้าออกก้อยจะ 
ทาสีเขียว ทําเช่นนี้จนครบทุกชอ่ง 
ให้หาความน่าจะเป็นที่ช่อง A, B, C, D จะเป็นสีแดงหมดทั้งส่ีช่อง 
 
(132) สลากเลข 1 ถึง 4 อยู่ในกล่อง สุ่มหยิบข้ึนมาทีละใบจนครบทุกใบ 
ให้หาความน่าจะเป็นที่จะได้เลขเรียงจากน้อยไปมากพอดี 
(ลองคิดทั้งแบบการนับ และแบบความน่าจะเป็นคูณกัน) 
 
(133) ในโรงพยาบาลมีผู้ป่วยโรคหืดหรือหอบ 60% เป็นหืด 41% เป็นหอบ 28% 
ถ้าสุ่มเลือกผู้ป่วยมา 1 คน ใหห้าความน่าจะเป็นที่คนไข้คนนีจ้ะเป็นโรคหืดเพียงอย่างเดียว 
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เฉลยแบบฝึกหัด (คาํตอบ) 
 
(1) 18 
(2) 125 
(3) 72 
(4) 7!  
(5) 15 
(6) 5 72 4  
(7) 50 
(8) 100, 48, 43, 30 
(9) 140 
(10) 720, 1/28, 24, 210 
(11) 3 
(12) 5 
(13) 4! , 4,44,2 4,3P P P 60    
(14) 5! , 5,3P 60  
(15) 6!2! , 7! 6!2!  
(16) 24, 12 
(17) 6,45! P  

(18) 4! 2  
(19) 6! 
(20) 6,45! P , 4!5! , 
   5,45! P , 5,34 5! P   

(21) 11!
4!4!2!  

(22) 6!2 12!   

(23) 3! 4!2!  

(24) 7!
4!3!  

(25) 5,3
3!(2 4 ) P2!    

(26) 3! 
(27) 3!

2  

(28) 2!3!  
(29) 2 5!6!  
(30) 2!4! 
(31) 5,44! P  
(32) 8 
(33) 10

3
 
 
 

 

(34) 6
3
 
 
 

 

(35) 16
8

 
 
 

, 6 10
2 6
   
   
   

, 

   6 10 6 10
5 3 6 2
              
       

,  

   16 6 10 10
8 1 7 8

               
       

 

(36) 6 5
2 2
   
   
   

 

(37) 3 18 3 18
2 2 3 1
              
       

 

(38) 13 13 13
6 5 4

           
     

 

(39) 3 5 4 5!1 3 2
     
     
     

 

(40) 20 36 480 360    

(41) 10 4 122
    
 

 

(42.1) 9!
4!3!2!  

(42.2) 3
9!

(3!) 3!
 

(43) 3
9!

(3!)
 

(44) 7!
3!2!2!  

(45) 6
2
 
 
 

, 6 6 6 6
3 4 5 6
                
       

 

(46) 7 4 31 12 2 2
             
     

, 

   7 4 3
3 3 3
           
     

 

(47) 12 36 62 2
       
   

 

(48) 20 202
  
 

 

(49) 5 4 5 42 22 2 1 1
               
       

 

(50) 6 3
2 2
   
   
   

 

(51) 5 3 3 4 3 3
2 2 2 2 2 2
                       
           

 

(52) 5
1

 
 
 

, 7
1

 
 
 

 

(53) 3 
(54) 6

3
 
 
 

, 10
3

 
 
 

 

(55) 3 
(56) 36 
(57) 32 
(58) 2(a 1)(b 1)   
(59.1) 5 4 3 2a 5a b 10a b   
   2 3 4 510a b 5ab b    
(59.2) 4 3 2 216x 96x y 216x y   
   3 4216xy 81y   
(59.3) 2 31 8x 28x 56x    
   4 5 6 7 870x 56x 28x 8x x      

(60.1) 5 318 (3x) ( )3 y
 
 
 

 

(60.2) 8
5
 
 
 

 

(60.3) 8
2
 
 
 

 

(60.4) 48 (3 )4
 
 
 

 

(61.1) 2 7 5
4
312 (x ) ( )5 x

 
 
 

 

(61.2) 12
5

 
 
 

 

(61.3) พจนท์ี่ 4 312 (3 )3
   
 

 

(61.4) พจนท์ี่ 5 412 (3 )4
   
 

 

(62) 128.448673 
(63.1) 72  
(63.2) 75  
(64) 12!

3!4!5! , 3
12!

(4!) 3!
 

(65) 9! 3!2!3!4! , 

   2
9! 3!

5!(2!) 2!
, 8

2
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(66) 3 2
8!10

8 (2!) 3!(1!) 2!
 
 
 

 

(67) คาํตอบของข้อที่แลว้ 5!  

(68) 8!
3!3!2! , 

5!2!
3!2! , 

   5! 3!1!2!2!  

(69.1) 2
6! 6!

1!2!3!(1!) 2!4!





 

   3
6! 3!

(2!) 3!


 


 

(69.2) เหมือนขอ้ที่แล้ว แต่ไม่ 
   ต้องคณู 3! 

(70) 2
8! 8!

1!2!5!(1!) 2!6!





 

   2
8! 8!

1!3!4! (2!) 2!4!
   

   2
8! 3!

2!(3!) 2!


 


 

(71) 3
12!

(4!) 3!
, 2

9!
(4!) 2!1!

, 

   3
9! 3!

(3!) 3!
 

(72) 11
2

 
 
 

, 8
2
 
 
 

, 14
2

 
 
 

 

(73) 8
4
 
 
 

, 5 8
3 2
   
   
   

 

(74) 40 
(75) 6! 
(76) 5!  
(77) 9! , 5!4!  
(78) 30, 10 
(79) 4! 
(80) 8,4P , 7 6 5 2    
(81) 2!4! 
(82) 10

6
 
 
 

 

(83) 6 6 8 8
4 2 2 4
               
       

 

(84) 12!
3!4!5!  

(85.1) 9 8 7 5 4 3      

(85.2) 9 5
3 3
      
   

 

(86) 4! , 4 , 44  
(87) 13 45

   
 

 

(88) 
313

5
 
 
 

 

(89) 13 4 12 4
1 3 1 2

       
       
       

 

(90) 13 4 4 11 4
2 2 2 1 1

         
         
         

 

(91) 5!5! 
(92) 106  
(93) 5

10!
(2!)

 

(94) 6! 
(95) 5 3 4!1 1

   
   
   

 

(96) 5 3!1
 
 
 

, 5 3! 21
   
 

, 4
2
 
 
 

 

(97) 6! 2!5!  
(98) 63 

(99) 10!
5!5! , 

4! 6!
2!2! 3!3!  

(100) 25 15  

(101) 150
2

 
 
 

 

(102) 450 
(103) 2

5! 3!
1!(2!) 2!

  

(104) 60 
(105) 9(4!4!) 2  
(106) 10 8!  

(107) 
2 2

5! 5! 3!
1!(2!) 2! (1!) 2! 3!


 
 
 

 

(108) 5 3 5 4 12 1 1 3
               
       

 

(109) 2 2
6! 3

(2!) (1!)
  

(110) 6 6 41 1
       
   

 

(111) 2(n 2)  
(112) 6 32 2  
(113) 162 , 415 , 44 , 4! 
(114) S {2, 3, 4,5,6, 7, ..., 12}  
(115) 21 แบบ 
(116) 4 แบบ คอื 1E   ,  
   2E {H} , 3E {T} ,  
   4E {H, T}  
(117) 0.55, 0.23, 0.52, 0.68 
(118) 0.15, 0.8, 0.2 
(119) 31/36, 11/18, 5/36 
(120) 2/3, 1/3, 4/9, 7/9 
(121) 5/36, 15/36, 18/36 
(122) 1/15, 7/15 
(123) 1/70, 3/35, 32/35,  
   69/70, 29/70 
(124) 1/25, 12/25, 13/25,  
   12/25 
(125) 4/9, 5/21, 20/63, 
   5/21, 1/126 
(126) 2/5 
(127) 1/51 
(128) 8/9 
(129) 1 – (8/30) 
(130) 9/10 
(131) 1/16 
(132) 1/24 
(133) 32%
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เฉลยแบบฝึกหัด (วธิีคิด) 
 
(1) มีการเลอืกอยู่ 3 ขั้นตอน (ก ไป ข, ข ไป ค, 
ค ไป ง) จํานวนวิธีของขัน้ตอนแรก คอื 3 วธิ ี
ขั้นตอนสอง คือ 2 วิธ ีและขั้นตอนสามคอื 3 วธิ ี
จึงได้วา่ 3 2 3 18    วธิ ี

 
 
(2) มี 3 ขั้นตอน คอื 
– บอลลกูแรกใสห่ีบไหนดี (5 วิธ)ี 
– บอลลกูสองใสห่ีบไหนดี (5 วิธ)ี 
– บอลลกูสามใสห่ีบไหนดี (5 วิธ)ี 
ตอบ 5 5 5 125    วิธ ี

 
 
(3) 6 4 3 72    แบบ 

 
 
(4) เอาตัวไหนมาวางหน้าสดุ เลือกได้ 7 วธิ ี
ตัวถัดมาเหลอื 6 วิธ ีเพราะหา้มใช้ตัวซ้าํ 
ถัดมาก็เหลอื 5, 4, 3 ไปเรือ่ย ๆ  จนถึง 1 
ดังนัน้คาํตอบคือ 7 6 5 4 3 2 1       

5,040  แบบ 

 
 
(5) หยิบสีแดงจากถุงใบแรก ได้ 3 วิธ ี
หยิบจากถุงใบสองได้ 5 วธิี (ถุงใบสองมีสีแดง 3 ลูก
แล้ว และมีสดีํา 2 ลูก) ดังนัน้ 3 5 15   วิธ ี

 
 
(6) มีการตดัสนิใจเลือกอยู่ 12 ครั้ง ดงันี ้
2 2 2 2 2 4 4 4 4 ... 4          

 

     ถูก–ผดิ              ก,ข,ค,ง 
  5 7 192 4 2  แบบ 

 
 
(7) คิดแบบแยกกรณ ี
  กรณีแรก คู่ + คี่ 5 5 25    
  กรณีสอง คี่ + คู่ 5 5 25    รวม 50  วิธ ี
หรือคิดแบบไม่ตอ้งแยกกรณีก็ได ้ดังนี ้
ใบแรกเป็นใบไหนก็ได ้= 10 วิธ ี
ไม่ว่าใบแรกจะเปน็เลขใด ใบทีส่องก็จะเลอืกได้ 5 วธิ ี
จึงได ้ 10 5 50   วิธ ี

 

(8.1) หลักรอ้ยห้ามเป็นเลข “0” เลอืกได ้5 แบบ 
หลักสิบหา้มซ้าํกบัหลักรอ้ย จึงเหลือให้เลอืก 5 แบบ 
(รวม 0 ด้วย, ใช้ 1 ถึง 5 ไปแลว้ในหลักรอ้ย 1 ตัว) 
หลักหน่วย เหลอืให้เลือก 4 แบบ 
จึงได ้5 5 4 100    จํานวน 
 

(8.2) เลือกหลกัหนว่ย ได้ 3 แบบ 
หลักร้อย เหลอื 4 แบบ แล้วมาหลักสิบ ก็ 4 แบบ 
จึงได ้ 3 4 4 48    จํานวน 
(สังเกต ควรคิดจากหลกัที่มีเงื่อนไขมาก ๆ  กอ่น) 
 

(8.3)   กรณหีลกัร้อยเป็น 3 
หลักร้อยได้ 1 วธิี คอื 3, หลักสบิได้ 1 วธิีคือ 5 
หลักหน่วย 3 วิธ ี(ต้องไม่เป็น 0 เพราะจะได ้350) 
จึงได ้ 1 1 3 3    
  กรณีหลักรอ้ยเป็น 4 หรือ 5 
หลักร้อยเลอืกได ้2 วธิี, หลักสิบกับหลักหนว่ยเปน็
อะไรก็ได ้จึงได้ 2 5 4 40    
 ตอบ 43  จํานวน (นําผลแต่ละกรณีมาบวกกัน) 
 

(8.4) ไม่ได้บอกว่าแต่ละหลกัหา้มซ้าํกัน! 
หลักหน่วย ได้ 1 วิธ ีคอื 0, หลกัร้อยได ้5 วิธ ีคอื 
1 ถึง 5, หลกัสิบ เป็นอะไรก็ได้ คอื 6 วิธ ี
จึงได ้ 1 5 6 30    

 
 
(9)   กรณ ีช ญ ช   5 4 4 80    
  กรณี ญ ช ญ   4 5 3 60    รวม 140 ชุด 

 
 
(10) 10! 10 9 8 7 ! 7207 ! 7 !

  
   

4,3
6! 3! 1 1 4!P 244! 7 ! 4 7 28 1!   


 

7,3
7 !P 7 6 5 2104!      

 
 
(11)       2(n 3)(n 2) 30 n 5n 24 0  
     (n 8)(n 3) 0 n 3  เทา่นัน้ 
(เพราะถา้ n 8   จะทาํใหห้นา้แฟคทอเรียลตดิ
ลบ) 
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(12) 2(n)(n 1) 50 (2n)(2n 1)     
   250 2n n 5  เทา่นัน้ 

 
 
(13.1) 4,44 3 2 1 ( P ) 24      วิธ ี
(13.2)   ใช้ 2 ช้ิน 4,24 3 ( P ) 12    
         ใช้ 3 ช้ิน 4,34 3 2 ( P ) 24     
         ใช้ 4 ช้ิน 4,4P 24   ดังนั้นได้ 60  วธิ ี

 
 
(14.1) 5,5P 5! 5 4 3 2 1 120        
(14.2) 5,3P 5 4 3 60     

 
 
(15.1) มอง S กับ T ติดกัน จะเหลอือกัษรเพียง 
6 ตัว คือ H, O, N, E, ST, Y  สลับได้ 6!  แบบ 
แต่ในทุกแบบสามารถสลับภายใน ST ได ้2! แบบ
ด้วย (คอื ST, TS)  ตอบ 6! 2! 1,440   คํา 
(15.2) ใช้วิธีลบออก ดังนี ้
ST ไม่ติดกัน = วิธีทัง้หมด – วิธทีี่ ST ตดิกัน 

    = 7 ! 6!2! 3,600   คํา 

 
 
(16) ยืนตดิกัน 
ชายสลับกันเอง 3! , หญิงสลับกันเอง 2! 
และนาํมาวางต่อกันไดอ้ีก 2! แบบ 
(คือ ชชชญญ กบั ญญชชช) 
 ตอบ 3!2!2! 24  วิธ ี
ยืนสลับกัน 
3 2 2 1 1       
 ช   ญ   ช   ญ  ช 
หรือมองเฉพาะชาย 3! , หญิง 2! ก็ได ้
(นํามาต่อกันไดเ้พียง 1 แบบ คือ ชญชญช) 
 ตอบ 3!2! 12  วิธ ี

 
 
(17) 
  ข้อน้ีควรศึกษาเทคนิคการคิดให้ดี   
“ผู้หญิง 4 คนห้ามติดกัน” จะคิดแบบสับหว่าง เหมือนข้อ 
16 ไม่ได้ เพราะการห้ามหญิงติดกันน้ัน ชายติดกันได้ ... 
หรือถ้าจะคิดแบบลบกันเหมือนข้อ 15.2 ก็ไม่ได้ เพราะต้อง
ลบหลายกรณีและคํานวณยาก  (ท้ังหมด – ติด 4 คน – ติด 
3 คน – ติด 2 คน) 
 

เทคนิคการคดิ คอื วางผู้ชาย 5 คนเป็นแถวก่อน 
ได้ 5 4 3 2 1 5!  วิธ ี
จะมีช่องว่าง 6 ช่อง (นับช่องหนา้สุดและหลังสุด
ด้วย) จะให้ผูห้ญงิ 4 คน เลอืกอยู่กันคนละชอ่ง 
(เพื่อจะได้ไม่ตดิกัน) ได้ 6 5 4 3    
 ตอบ 6,45! P 43,200   วิธ ี

 
 
(18) สลับคน 4 คน ได้ 4! แบบ 
ข้อนีเ้กิดได้ 2 กรณี คือ ออ้อยูห่วั / อยู่ท้าย 
ดังนัน้คาํตอบคือ 4! 2 48   แบบ 

 
 
(19) T 6 ตัว E 
T กับ E สลับไม่ได้ กจ็ะเหลือเพยีง 6 ตัวที่สลับกนั
ได้   
ดังนัน้ จะได้ 6! 720  คาํ 

 
 
(20) คิดเหมือนข้อ 17 คือ ... 
(20.1) วางพยญัชนะ 5! 
วางสระ 6 5 4 3        ตอบ 6,45! P  คํา 
 

(20.2) วางสระ 4!  
วางพยญัชนะ 5 4 3 2 1     ตอบ 4!5!  คํา 
(สังเกต ใช้ครบทุกช่องพอดี = สบัหว่าง) 
 

(20.3) พยัญชนะตัวหน้าสุด เลอืกได ้5 แบบ 
เหลอืพยัญชนะกบัสระอย่างละ 4 ตัว 
จึงตอบ 5,45 4! 5 4 3 2 5! P        คํา 
 

(20.4) สระตวัหนา้สดุ เลือกได ้4 แบบ 
เหลอืพยัญชนะ 5 และสระ 3 ตวั 
จึงตอบ 5,34 5! 5 4 3 4 5! P        คํา 
(เราเริ่มเลอืกช่องจาก 5 ช่องเทา่นั้น เพราะช่องแรก
สุดห้ามใช ้มิฉะนั้นสระอาจจะติดกัน) 

 
 
(21) 11! 34,6504! 4!2!   แบบ 
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ส   ภ 

(22) เลือกสระหนา้สดุได ้2 แบบ นําตัว T ไปวาง
หลังสุดได้ 1 แบบ (ไม่ต้องเลอืกเพราะ T ทัง้สามตัว
ถือว่าเหมือนกนั) และเหลือตรงกลาง 6 ตัวซึง่มี T 
ซ้ํากนัอยู่ 2 ตัว จะได้ 6!2 1 7202!    แบบ 

 
 
(23) ส พพ ส พพ ส 
เรียงพยัญชนะสลับกันเอง ได้ 4!  แบบ 
เรียงสระได้ 3!

2!   (มี A ซ้าํกนั) 

 ตอบ 3!4! 722!   แบบ 

 
 
(24) ไม่ว่าจะไปด้วยเส้นทางใด จะต้องมีการขึ้น
เหนอื (N) 3 ครัง้ และไปทางตะวนัออก (E) 4 ครั้ง 
 เปรียบเหมือนการสลับลาํดับในคําวา่ NNNEEEE 
ตอบ 7 ! 353! 4!   แบบ 

 
 
(25)   กรณ ี1-1-1 (ไม่ใช้อักษรซ้าํเลย) 
มี A,R,N,G,E    5 4 3 60  แบบ 5,3(P ) 
  กรณี 2-1 (ใช้อกัษรซ้าํ 1 คู่) 
มีทั้งหมด 8 กรณี ได้แก่ AAR, AAN, AAG, AAE, 
RRA, RRN, RRG, RRE (คิดจาก 2x4 ก็ได้) 
ในแต่ละแบบสลบัที่ได้  

3! 32!  แบบ 

 ตอบ 60 8(3) 84   แบบ 

 
 
(26)    3! 6   วิธี  ได้แก ่
 
 
 
 
 

 
 
(27) 3!

2  (หาร 2 เพราะพลิกด้านได้) 3  วธิ ี

ได้แก่  
 

 

(28) ไม่ต้องเลอืก (ใครก็ได้ เพศใดก็ได้) 
   3!2! 12  แบบ 

 
 
 

 
 
(29) มี 2 กรณดีังรูป 
จึงได ้6!5! 2  

172,800  แบบ 

 
 
(30)  

  2! 4! 48   แบบ 
 
 

 
 
(31) วิธีคล้ายขอ้ 17 แตเ่ปลี่ยนเป็นวงกลม 
วางผู้ชายเป็นวงกลมก่อน 4!  วธิ ี
พบว่ามีช่องวา่ง 5 ช่อง 
ผู้หญิงจงึเลอืกทีอ่ยู่ได้ 5 4 3 2    วธิ ี
 ตอบ 5,44 ! P 2,880   วิธ ี

 
 
(32)   1818

r r 2
    

 แสดงว่า 
r (r 2) 18 r 8      

 
 
(33) 10! 10 9 810 1203 7 ! 3! 3 2

      
  

 แบบ 

[เป็น 10,3C  ไม่ใช่ 10,3P  เพราะเราไม่สนใจลาํดับ
การสลับกนั, แตถ้่าตอ้งเลอืกยืมวนัจันทร ์องัคาร พุธ 
ทีละเล่ม แบบนี้ลาํดับถือว่าสําคัญ ต้องใช ้ 10,3P ] 

 
 
(34) สามเหลี่ยมรูปหนึ่งเกดิจากการเลือกจดุมา 3 
จุด และแน่นอนว่าไม่คาํนึงลาํดับ เช่น ABC  กับ 

BCA  ถือเปน็รูปเดียวกัน 
ดังนัน้จะได้ 6!6 203 3! 3!

    
 

 รูป 
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(35.1) 16
8

 
 
 

 [เลอืกทีเดียว 8 คน และไม่มีลําดับ] 

(35.2) 6 10
2 6
      
   

 

         ญ     ช 
(35.3) ญ 5 + ญ 6 10 6 106

5 3 6 2
              

       
 

(35.4) ใช้วิธีบวกกันจะยาว 
(ญ2 + ญ3 + ญ4 + ญ5 + ญ6) 
จึงใช้ วธิทีั้งหมด ลบด้วย ญ1 และลบด้วย ญ0 

16 6 106 10
1 78 0 8

                  
        

 

 
 
(36) 56

22
     

  
 

 
 
(37) นักธุรกิจ 2 + นักธุรกจิ 3 

3 18 3 18
12 2 3

               
      

 

 
 
(38) 6 7 5 8 4 9   

13 7
76

      
  

13 13
5 4       

   
 

[หมายเหตุ 7 8 9, , 17 8 9
          

     
 ไม่ตอ้งคดิ] 

หรือถ้ามองอกีคนัหนึ่งเปน็หลัก อาจตอบในรูป 
13 1313

7 8 9
           

     
 ก็ได ้

 
 
(39) การคดิจะเริ่มจาก “เลือก” แล้วค่อย “สลับ” 
เลือก            

     
3 5 4
1 3 2  สลับ 1 5!  

      ใหญ่ เล็ก สระ     ตอบ 5 43 5!1 3 2          
     

 

 
 
 
 
 
 
 
 

(40)   กรณ ี1-1-1-1 
เลือก    

 
6a, b, c, d, e, f 4    สลับ 4! 360  

  กรณี 2-1-1 
เลือก        

   
4 5a, b, c, d 1 2   สลับ 

4! 4802!  

                 1 คู่  เดี่ยว 2 
  กรณี 3-1 
เลือก        

   
1 5a 1 1        สลับ 

4! 203!  

          1 สาม  เดีย่ว 1 
  กรณี 2-2 
เลือก    

 
4a, b, c, d 2       สลบั 

4! 362!2!  

                  2 คู ่
 ตอบ 896  แบบ 

 
 
(41) จํานวนคู่ทีเ่กิดขึน้ 10 452

   
 

 คู ่

 ใช้เวลา 12 วัน 

 
 
(42.1) กฎการแบ่งกลุ่ม 9! 1,2604! 3!2!   วิธ ี

(42.2) กฎการแบ่งกลุ่ม 3
9! 280(3!) 3!   วิธ ี

 
 
(43) 3

9! 3! 1,680(3!) 3!  


 วิธ ี

    เลอืกกลุ่ม (C)  สลับประเทศ (P) 

 
 
(44) 2

7 ! 2!3!(2!) 2! 


 

        จัดกลุ่ม      สลับเข้าหอ้ง 
หมายเหต ุการสลับเข้าห้องเป็น 2! เพราะกลุ่ม
ขนาด 3 คนนั้นนําไปใส่เขา้หอ้งขนาดเล็กไม่ได ้

 
 
(45) 6

2
 
 
 

 เสน้, 6 66 6
4 53 6

              
      

 รูป 

(สามเหลี่ยม + สี่เหลี่ยม + ห้าเหลี่ยม + หก
เหลี่ยม) 
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=            +        – 

(46) 7 4 31 12 2 2
            

     
 เสน้ 

7 4 3
3 3 3

          
     

 รูป 

 
 
(47)           12 36 62 2

        
   

 เสน้ 

 (มีแนวเดยีวกนัอยู่ 6 แนว) 
 

 
 
(48) เลือกจุดสองจดุใด ๆ  จะสร้างเส้นตรงได้ 1 เส้น 
แต่ถ้าไปเลือกโดนจุดทีต่ิดกนั จะเกิดเสน้รอบรูป 
ไม่ใช่เส้นทแยงมุม (มีเส้นรอบรูป 20 เส้น) 
ดังนัน้ตอบ 20 202

   
 

 เสน้ 

 
 
(49) 5 4 5 42 2 1 12 2               

      
 

 
 
(50) 6 3

2 2
   
   
   

 รูป 

 
 
(51) คิดดว้ยวธิดีังรูป (คลา้ยสตูรในเร่ืองเซต) 
 
 
 
 4 53 3 3 3 392 22 2 2 2

                       
          

 รูป 

 
 
(52.1) stars&bars 6 : 2  

   
 
5 51  วิธ ีได้แก ่5,1 4,2 3,3 2,4 1,5 

(52.2) stars&bars 8 : 2  
(ใส่เผื่อเขา้ไป 2 ลูก เพื่อจะดงึออกคนละลูกทหีลัง) 

   
 
7 71  วิธ ี

ได้แก่ 6,0 5,1 4,2 3,3 2,4 1,5 0,6 

 
 

(53) ต้องใช้วธินีับเอาเทา่นัน้ 
(เพราะ stars&bars จะต้องมีคนรอรับของแลว้) 
ได้เป็น 5, 1 4,2 3, 3 3  วิธ ี

 
 
(54.1) stars&bars    

 
67 : 4 203  วิธ ี

หมายเหต ุอาจคดิอีกวิธีโดย 
1, 1, 1, 4  สลับได ้4!/ 3! 4  วิธ ี
1, 1, 2, 3  สลับได ้4!/ 2! 12  วิธ ี
1, 2, 2, 2  สลับได ้4!/ 3! 4  วิธ ี  รวม = 20 วิธี  
(54.2) stars&bars    

 
1011 : 4 1203  วิธ ี

 
 
(55) 1, 1, 1, 4 1, 1,2, 3 1,2,2,2 3  วิธ ี

 
 
(56)   5 5100,000 2 5  ตอบ 6 6 36   

 
 
(57) 3 1 1120 2 3 5    
ดังนัน้จาํนวนเต็มบวกมีอยู่ 4 2 2 16    จาํนวน 
ตอบ 32  (เพราะมีจํานวนเต็มลบอีก 16 จาํนวน) 

 
 
(58) 2(a 1)(b 1)   
(คูณ 2 เพราะตอ้งนับจาํนวนลบด้วย) 

 
 
(59.1) 5 0 4 1 3 25 55a b a b a b10 2          

    
 

       2 3 1 4 0 55 5 5a b a b a b4 53          
    

 

ตอบ 5 4 3 2 2 3 4 5a 5a b 10a b 10a b 5ab b      
(59.2) 4 34 4(2x) (2x) ( 3y)10       

  
 

 2 2 3 44 4 4(2x) ( 3y) (2x)( 3y) ( 3y)42 3             
    

 

ตอบ 4 3 2 2 3 416x 96x y 216x y 216xy 81y     
(59.3) 42 8(1 x) (1 x)      

2 3 4 5 6 7 81 8x 28x 56x 70x 56x 28x 8x x          
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(60.1)    
 

5
5 3

4 3
1 x8T (3x) ( ) 136083 y y  

(60.2) 8
5  
 

 

(60.3) 8
2
 
 
 

   [มาจาก 6 2
3

18T (3x) ( )2 y
   
 

] 

(60.4) 48 (3 )4  
 

 

[สัมประสิทธิ์ ไม่เหมือนกับสัมประสิทธิ์ทวินาม] 

 
 
(61.1)    

 
2 7 5

6 4 6
3 19245612T (x ) ( )5 x x  

(61.2) 12
5  

 
 

(61.3) หาว่าพจน์ใดเป็น 6x  ก่อน 
โดย   


   
 

r
2 12 r

r 1 4
312T (x )r x  มองทีก่ําลงัของ x 

     2(12 r) 4r 6 r 3  
ตอบ สัมประสิทธิ์ 312 (3 )3

   
 

 

(61.4) หาว่าพจน์ใดเป็น 0x  
     2(12 r) 4r 0 r 4  
ตอบ พจน์นัน้ 412 (3 )4   

 
    [ไม่มี x ในพจน์นี้] 

 
 
(62) 7 7 67 7(2 0.001) (2) (2) (0.001)10        

  
  

        5 2 4 37 7(2) (0.001) (2) (0.001) ...2 3       
   

 

128 0.448 0.000672 0.000000560 ...      
128.448673  

 
 
(63.1) 7 7 77 7...1 70 2 3                    

        
 

72 128   
[พิสูจน์ จาก 

     n n 0 n 1 1 0 nn n n(a b) a b a b ... a bn10       

แทน a b 1   จะได้วา่ 

       n n nn n2 ... n10 2      

เช่นขอ้นี ้ให้ 2x 1, 3y 1  ] 
 
 

(63.2) อยากทราบค่าผลบวกสมัประสทิธิ ์ก็ทาํ
คล้าย ๆ  ขอ้ 63.1 แต่เราจะแทนเพียง x และ y 
ด้วย 1 ... กจ็ะได้ว่า 

7 7 0 6 17 7(2 3) (2) (3) (2) (3) ...10        
  

 

นั่นคอื ผลบวกสมัประสทิธิ์เท่ากับ 7 7(2 3) 5   

 
 
(64–71) ใช้กฎการแบ่งกลุ่ม (แล้วจะคูณการสลับ
ลําดับอีกหรอืไม่ ก็แล้วแต่สถานการณข์้อนั้น) 
(64.1) 12!

3! 4!5!  

(64.2) 3
12!

(4!) 3!  

 
 
(65.1) 9! 3!2! 3! 4!   

(3! เกิดจากการสลับใหค้น) 
(65.2) 2

9! 3!5!(2!) 2!   

(65.3) stars&bars 8
2
 
 
 

 

 
 
(66) สังเกต 2 2 2 1 1 8      ลกูเทา่นัน้ 
จึงตอ้งไดเ้ป็น 3 2

8!10
8 (2!) 3!(1!) 2!

 
 
 

 

 
 
(67) นําคาํตอบข้อ 66 มาคณู 5! 

 
 
(68.1) 2

8! 2!(3!) 2!2!   

        จัดกลุ่มคน    สลับห้อง 
(68.2) หญงิ 3 คน ไม่ตอ้งแบ่งกลุ่ม 
ชาย 5 คน ต้องแบ่งเป็น 3 และ 2 คน 
ตอบ 5! 2!3!2!     (2! เกดิจากการสลับหอ้ง) 

(68.3) ชาย 5 คน แบ่งกลุ่มเปน็ 2, 2, 1 คน 
  2

5! 3! 2!
(2!) 2!1!

 

                จัดหญิงลงกลุ่ม  สลับหอ้ง 
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ก   ข 

(69.1) อาจแบ่ง 6 คน เป็น 1,1,4 หรอื 1,2,3 
หรือ 2,2,2 จึงได้ว่า 

2 3
6! 6! 6! 3!1!2! 3!(1!) 2! 4! (2!) 3!

    
 

 

             จดักลุ่มคน           มอบหมายงาน 
(69.2) ข้อนีง้านเหมือนกันหมด 
จึงตอบเหมือนข้อ 69.1 โดยไม่ตอ้งคูณ 3! 

 
 
(70) หนังสือตา่งกัน จึงไม่ใช่ stars&bars 
แต่ตอ้งคดิแยกกรณีตรง ๆ  เหมือนข้อ 69.1 คอื อาจ
แบ่งเป็น 1,1,6 หรือ 1,2,5 หรอื 1,3,4 หรือ 2,2,4 
หรือ 2,3,3      ตอบ 

 2 2 2

8! 8! 8! 8! 8!+ + + + 3 !
(1!) 2!6! 1!2!5! 1!3!4! (2!) 2!4! 2!(3!) 2!

  

 
 
(71.1) แบ่ง 12 คน เปน็ 4,4,4 จะได ้ 3

12!
(4!) 3!  

(71.2) แบ่ง 9 คน เป็น 1,4,4 จะได้ 2
9!

1!(4!) 2!  

(กลุ่มที่มี 1 คน จะถูกเติม ก,ข,ค ลงไปด้วย) 
(71.3) แบ่ง 9 เป็น 3,3,3 จะได ้ 3

9! 3!(3!) 3!   

(3! เกิดจากการเลือกใส่ ก,ข,ค ลงไปกลุ่มละ 1 คน) 

 
 
(72.1) stars&bars    

 
1112 : 3 2  

(72.2) แจกไปก่อนเลยคนละ 1 ลูก, 
แล้วจงึคิดแบบ stars&bars    

 
89 : 3 2  

(72.3) ใส่เพิ่ม 3 ลูกเปน็ 15 
(แล้วค่อยดึงออกคนละลูกทีหลัง)  ได้ 14

2  
 

 วิธ ี

 
 
(73.1) stars&bars    

 
89 : 5 4  

(73.2) 5 8
3 2

      
   

  

      เลอืกตู ้   stars&bars 9 : 3  

 
 
(74) 4 2 5 40    

 

(75) 6 5 4 3 2 1 6!       

 
 
(76) 5 4 3 2 1 5!      

 
 
(77.1) บอย  9 คน   9!  
(77.2) บอย  ญชญชญชญชญ 5! 4!  

 
 
(78) การดึงเลขจากเซต ใช้ซ้าํได ้ 
และระวัง.. โจทย์ไม่ได้บอกวา่ตอ้งเป็นเลข 3 หลกั 
ฉะนั้น มี 3 กรณี ดังนี ้ 

 
 
(78.1) 3  หลกั 2 3 3 18    
        2  หลัก 3 3 9   
        1  หลัก 3 3      ตอบ 30 จาํนวน 
(78.2) 2 3 1 3 1 1 10       จํานวน 

 
 
(79) ประกอบยงัไงก็มากกวา่ 999 อยู่แล้ว ถ้ามี 4 
หลัก ...  ดังนั้น ตอบ 4!  

 
 
(80.1) 8,48 7 6 5 P     หรอื 8 4!4   

 
 ก็ได ้

(80.2) 2 7 6 5       (81) 2! 4!  
     ตัวสดุท้าย   3 ตวัแรก 
 
 
 

 
 
(82) 10

6
 
 
 

 

 
 
(83) มี 3 กรณ ีคือ 
บวกทั้งหมด, บวก 2 ลบ 2, ลบทั้งหมด 
 ตอบ 6 86 8

4 42 2
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(84) 7 แบ่งเปน็ 4 (ก) กับ 3 (ข) 
7 ! 12!12

7 4! 3! 5! 4! 3!
    
 

 

หรือมองเป็น 12 แบ่งเป็น 5 (เกบ็), 4 (ก), 3 (ข) 
ก็ได้ 12!

5! 4! 3!  เช่นกนั 

 
 
(85.1) วิธีทัง้หมด – วธิทีี่ไม่มีสขีาวเลย 

9 8 7 5 4 3       
(85.2) 59

33
      

  
 

 
 
(86.1) A K JQ 4! 24? ? ??    วิธ ี

(86.2) 4 41   
 

 วิธ ี

(86.3) 44 4 4 4 4 256      วิธ ี
[สังเกตความต่างของแต่ละข้อ จะเป็น 
          4 3 2 1 4 1 1 1 4 4 4 4 ] 

 
 
(87) ดอกเดียวกัน 5 ใบ 4 13

1 5     
   

 

                     เลอืกดอก เลอืกเลข 

 
 
(88) ความหมายของโจทย์คือ ถือไพอ่ยู่ 15 ใบ 
เราต้องเลือกเลขสําหรับแตล่ะดอก 
ดังนัน้ตอบ 13 13 13

5 5 5          
     

 

 
 
(89) 4 413 12

1 3 1 2              
       

  

    สาํหรับ 3 ตวัซ้ํา   สาํหรับ 2 ตัวซ้ํา 

 
 
(90) 4 413 11 4

1 12 22
                 

       
 

       สาํหรับ 2 คู่    สาํหรับ 1 เดี่ยว 
หมายเหต ุใช้ 13 12

1 1      
   

 แทน 13
2

 
 
 

 ไม่ได้นะ! 

 
 

(91) 5!5! 

 
 
(92) 106 6 6 ... 6 6      
[นับแต่ละครั้งเปน็ 6 แบบ เพราะมีการยงิไม่โดน
ด้วย] 

 
 
(93) 5

10! 5!(2!) 5!    

      จัดกลุ่ม   เลอืกวนัแข่ง 

 
 
(94) เนื่องจากลูกเตา๋มีหมายเลขกํากับ จึงมองเป็น
การจับคู่หมายเลข 1 ถึง 6 เขา้กบัสี 6 ส ี6!  

 
 
(95) เลือกสีทีจ่ะใช้สองครั้ง ได้ 5 วธิ ี
เลือกด้านคูต่รงขา้มกันเพือ่ทีจ่ะทาสีซ้าํนัน้ ได ้3 วธิ ี
เหลอื 4 ดา้น 4 สี จับคู่กนัได้ 4!  
ดังนัน้จะได้ 5 3 4!   

 
 
(96) ลูกบาศกห์นา้เกลี้ยง จะคดิตา่งจากลูกเต๋า 
เนื่องจากไม่มีหมายเลขประจําด้าน (แตล่ะดา้นไม่
ต่างกัน) และลูกบาศก์เป็นทรงสามมิติทีห่มุนไดแ้ละ
พลิกด้านได ้ตอ้งคิดคล้ายการจดัแบบวงกลม ดังนี ้
(96.1)       ไม่ตอ้งนับด้านแรก 

ใช้สีใดก็ไดท้าดา้นใดก็ได้ไปก่อน 
                 ดา้นตรงข้าม 

       เลอืกสีได้ 5 แบบ 
    เหลือด้านรอบ ๆ  4 ดา้น 
    สลับสีเปน็วงกลม 3!  แบบ 

 ตอบ 5 3! 30   วิธ ี
(96.2)       คู่แรกเลือกสีทีจ่ะใช้ซ้าํ 
       ได ้5 แบบ แล้วก็ทาลงไป 

        เหลอื 4 ด้านรอบ ๆ  
       สลับสีเปน็วงกลม ได ้
     3! 2  แบบ 

   [หาร 2 เพราะวงกลมพลกิดา้นแล้วเกิดสภาพ
เดิม] 
 ตอบ 3!5 152   วิธ ี
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(96.3)         4 ด้านแรก (2 คู่) 
       เลอืกสีทีจ่ะใช้ซ้ํา ได ้
       4

2  
 

 แบบ 

  
อีก 2 ดา้นที่เหลอื ทา 2 สีได้เลย 
(สลับกันไม่นับ เพราะพลิกดา้นได ้เกิดสภาพเดิม) 
 ตอบ 4 62   

 
 วิธ ี

 
 
(97) วิธีทัง้หมด – สองคนติดกนั 6! 2!5!   

 
 
(98) 6 825,000,000 2 5   
ดังนัน้ ตอบ 7 9 63   

 
 
(99) จาก A ไปถึง B (N5, E5) 10!

5!5!  

เส้นทาง 
จาก A ไปถึง F (N2E2) และ F ไปถึง B (N3E3) 
 

4! 6!
2!2! 3!3!  เสน้ทาง 

[ถ้าโจทย์ถามเส้นทางท่ีไมผ่่าน F, ก็เอาคําตอบที่ได้ลบ
กัน] 

 
 
(100) 25 15        (101) 150

2
 
 
 

 

[สังเกตความแตกต่างของข้อ 100 กับ 101 นะ
ครับ] 

 
 
(102) ต้องใชค้รบทุกเลข 
  หลักลา้นเป็น 1 หรอื 3    

6!2 2!2!  

  หลักลา้นเป็น 2  
6!1 2!2!2!  

บวกกัน 450  
หรือคิดจาก  วธิทีั้งหมด – วิธทีี่ขึน้ด้วย 0 

3
7 ! 6! 5 6! 4502!2!2! 2!2! (2!)


     

 

(103) แบ่ง 5 เป็น 2,2,1 
 2

5! 3!
(2!) 2!1!

   (คณู 3! = เข้าห้อง) 

 
 
(104) แบ่งชาย 3 คน เปน็ 1,2 
แบ่งหญงิ 5 คน เป็น 3,2 
(แล้วชายกับหญงิก็จะรวมกัน 1+3 และ 2+2 คน) 
ดังนัน้ตอบ 3! 5! 2! 601!2! 3!2!    

(2! คือ การให้ช่ือกลุ่ม) 
หรือคิดจาก  วธิทีั้งหมด – วิธทีี่ชายอยูก่ลุ่มเดียวกนั 
(แบ่งหญิง 5 คน เป็น 4,1 ชาย 3 คนไม่ตอ้งแบ่ง) 

 
    

  2
8! 5! 2! 604!1!(4!) 2!

 

 
 
(105) กข 8  คนสลับกัน 
จัดคน 8 คนสลับกัน ได ้4!4! x 2 แบบ 
[คูณ 2 เพราะมี 2 กรณี] 
และให้ ก, ข ไปอยู่ในช่องวา่ง ได ้9 ช่อง 
ดังนัน้ตอบ 4! 4! 2 9   

 
 
(106) เลือกตรงกลางวงได้ 10 แบบ 
นอกนั้นจัดแบบวงกลมได ้8! แบบ 
จึงตอบ 10 8!  

 
 
(107) คิดเหมือนข้อ 70   
แบ่ง 5 เปน็ 1,1,3 หรือ 1,2,2 
ตอบ 2 2

5! 5! 3!(1!) 2! 3! 1!(2!) 2!
    

 

 
 
(108)   กรณีไม่ซ้ําเลย 1  แบบ 
  กรณีซ้าํ 1 คู่ 45 201 3      

   
 แบบ 

  กรณีซ้าํ 2 คู่ 5 3 302 1       
   

 แบบ 

 ตอบ 51  วิธ ี
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(109) แบ่ง 6 คนเปน็ 2,2,1,1 และอีกกลุ่มเปน็
สามีภรรยา (2 คน) 
จะได้ 2 2

6! 3!2!(2!) 2!(1!) 2!   

(3!2! คือการสลบัเข้าหอ้ง) 

 
 
(110) เลือกหนา้ทีจ่ะชนกนั ได้ 6 x 6 แบบ 
จากนั้นแต่ละวิธยีังบิดได้ 4 แบบ จึงตอบ 6 6 4   

 
 
(111) ก ข ... ก ข

1 n 2  

เลื่อนจากหัวถึงทา้ย ได้ n 2  ตําแหนง่ 
ในแต่ละตาํแหน่งยังสลับ ก,ข ได้อกี 2 แบบ 
ตอบ 2(n 2)  

 
 
(112) วิธทีั้งหมด – วธิทีี่ E B    

6 32 2 56    
  {1, 2, 3, ..., 6} {2, 4, 6}  

 
 
(113) ข้อนี้ให้ศึกษาจากเรือ่งแถมท้ายบทนะครับ :] 
(113.1) 4 4 162 2   
(113.2) 4 4 4(2 1) 15   
(113.3) 44 4 4 4 4     
(113.4) 4 3 2 1 4!     

 
 
(114) S {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}  

 
 
(115) ถ้าลูกเตา๋ตา่งกนั จะมี 6 6 36   แบบ 
คือ (1, 1) (1, 2) (1, 3)  ไปจนถึง (6, 6) 
แต่วา่ ลกูเตา๋ไม่ต่างกัน ฉะนั้น (1, 2) ถือว่าซ้ํากับ 
(2, 1) ... ฯลฯ   ผลลพัธ์จะลดลงเหลอืเพียง 21 แบบ 
(ลองเขยีนแล้วนบัดู จะรูว้่าทําไมไม่ใช่ 18) 
 
 
 
 
 

 

    

(1, 1) (1, 2) (1, 3) (1, 4) (1, 5) (1, 6)
(2, 1) (2, 2) (2, 3) (2, 4) (2, 5) (2, 6)
(3, 1) (3, 2) (3, 3) (3, 4) (3, 5) (3, 6)
(4, 1) (4, 2) (4, 3) (4, 4) (4, 5) (4, 6)
(5, 1) (5, 2) (5, 3) (5, 4) (5, 5) (5, 6)
(6, 1) (6, 2) (6, 3) (6, 4) (6, 5) (6, 6)

 

 
 
(116)   S {H, T} n(S) 2  
 เหตุการณ ์E จะมี 22   4 แบบ 
ได้แก่ , {H}, {T}, {H, T}  

 
 
(117) P(A B) 0.48 0.32 0.25 0.55      
P(A B) 0.48 0.25 0.23     
P(A') 1 0.48 0.52    
P(B') 1 0.32 0.68    

 
 
(118.1) P(A B) 0.15   
(118.2) P(A B) 0.4 0.55 0.15 0.8      
(118.3)  P (A B)' 1 0.8 0.2     

 
 
(119) ให้ M = คณติศาสตร์, C = เคมี จะไดว้่า.. 
(119.1) 2 4 1 31P(M C) 3 9 4 36      
(119.2)  P (M C) (C M)    

2 1 4 1 11
3 4 9 4 18

          
   

 

(119.3)   31 5P (M C)' 1 36 36     

 
 
(120) แต้ม   1   2   3   4   5   6 
      โอกาส  x   2x  x   2x   x   2x 
        x 2x x 2x x 2x 1 x 1 / 9  
(120.1) แต้มคู ่ 2x 2x 2x 6/9 2 / 3      
(120.2) แต้มคี ่ x x x 1 / 3     
(120.3) จํานวนเฉพาะ (2,3,5) 

2x x x 4 / 9     
(120.4) 1 หรอืคู่ x 2x 2x 2x 7 / 9      
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(121) วิธทีั้งหมด n(S) 6 6 36    
เรื่องของผลบวก ต้องนับจาํนวนเอาโดยตรง 
(121.1) ผลรวมเป็น 8 ได้แก่ 
(2, 6) (6, 2) (3, 5) (5, 3) และ (4, 4) 
 ความนา่จะเป็น 5 / 36  
(121.2) ผลรวมเป็น 2,3,5,7,11 ได้แก ่
(1, 1) (1, 2) (2, 1) (1, 4) (4, 1)
(2, 3) (3, 2) (1, 6) (6, 1) (2, 5)
(5, 2) (3, 4) (4, 3) (5, 6) (6, 5)

 

 ความนา่จะเป็น 15 / 36 5 / 12   
(121.3) ผลรวมเป็นคู ่มีวิธอียู ่6 3 18   แบบ 
 ความนา่จะเป็น 18 / 36 1 / 2   

 
 
(122) วิธทีั้งหมด 10!

3! 3!2!  

(122.1) มอง T เปน็ 1 ตัวติดกัน จะได้ 8!
3!2!  

(ไม่ต้องสลับ T ภายใน, เพราะ T ถือว่าเหมือนกนั) 
จะได้ ความนา่จะเป็น 8! / 3!2! 1

10! / 3 ! 3!2! 15   
 
(122.2) วิธทีั้งหมด – Tติดกนั3ตัว – Tไม่ติดเลย 

7 ! 8
31 1 7 73!2!1 115 10! / 3! 3!2! 15 15 15

   
         

 
 
(123) วิธทีั้งหมด 5 7

2 2       
   

 

(123.1) 15 72 3
2 22 2 70

              
      

 

(123.2) 34 5 73
2 2 22 35

              
      

 

(123.3) วิธทีั้งหมด – วธิีที่ไม่มีแดงเลย 
1 3/35 32 / 35    

(123.4) 1 1/ 70 69 / 70   
(123.5) มี 3 กรณ ีคอื ดด/ขข  ดข/ดข  ขข/ดด 
 จะได ้

42 4 3 32 3 3
12 1 1 12 2 2 29

5 7 702 2

                            
              

      
   

 

 
 
 
 

(124) วิธทีั้งหมด 5 5 5    
(124.1) 15 (5 5 5)1 25

      
 

 

(124.2) วิธทีั้งหมด – ซ้าํ 3 – ไม่ซ้ําเลย 
1 5 4 3 121 25 5 5 5 25

 
   

 
 

(124.3) 5 4 3 131 5 5 5 25
 

 
 

 

(124.4) 5 4 3 12
5 5 5 25
 


 

 

 
 
(125) วิธทีั้งหมด 9

4   
 

 

(125.1) ต้องมีศูนย์             
     

41 8 9
1 3 4 9  

(125.2) ต้องเป็น + + + + หรอื + + – – 
                   
        

56 6 2 9
4 2 2 4 21  

(125.3) ต้องเป็น + + + – เทา่นัน้  
            
     

206 2 9
3 1 4 63  

หรือคิดจาก 4 5 201 9 21 63    ก็ได้ 

(125.4) การคณูกันแล้วเป็นจํานวนคู่ แปลว่า ตอ้ง
มีเลขคูอ่ยา่งนอ้ย 1 ตวั แต่ถ้าคณูกันไดจ้ํานวนคี่ 
แสดงว่า เปน็เลขคี่ทั้งหมด 
 คิดจาก มากกวา่ศูนย์ – มากกวา่ศูนย์และเป็นคี ่
ซึ่งพบวา่ มากกวา่ศูนย์และเป็นคีน่ั้น เป็นไปไม่ได ้
จึงตอบ 5 / 21 
(125.5) น้อยกว่าศูนย์และเปน็คี ่เป็นไปได ้
คือ + + + – (คีทุ่กตวั) 13 1 9

1 43 126
          

    
 

 
 
(126) วิธทีั้งหมด 6 152

   
 

 

วิธีทีส่นใจ 6 2 62!


   

(6 คือใครก็ได้, แต่ไม่ว่าคนแรกจะเป็นใคร คนทีส่อง
จะเหลือเพียง 2 วิธี, จากนั้น หาร 2! เพื่อกําจัด
ลําดับทิ้งไป) 
 ตอบ 6 / 15 2 / 5   
  หรือคิดจาก 3 2!2

   
 

  ก็ได้  

          เลือกช้ัน ม.4,5,6   สลับเพศ 
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หาร4ลงตัว  หาร6ลงตัว 

ก    ข    ค 

 U  

 หืด     หอบ 

ก    ข    ค 
ง 

(127) ใช้ผลจากข้อ 108 
  ไม่ซ้ําเลย 1 แบบ       ซ้ํา 1 คู ่20 แบบ 
  ซ้ํา 2 คู่ 30 แบบ 
 ตอบ 1 1

1 20 30 51
 

 

 
 
(128) สปส.ทวนิามได้แก่ 8 8 88, , , ...,10 2 8

            
      

 

ซึ่งมี 9 ตวั และมีค่าเท่ากนัเปน็คู ่ๆ  4 คู ่
(ตรงกลางคือ 8

4  
 

 ไม่เท่ากับตัวอื่นเลย) 

  หยิบ 2 ตวัแลว้ไม่เท่ากนั คิดงา่ย ๆ  จาก 
วิธีทัง้หมด – หยิบ 2 ตวัแล้วเทา่กัน (ซึ่งมี 4 คู่) 

41 1 1/ 9 8 / 99
2

    
 
 
 

 

 
 
(129) 
 
 
 
ให้ F = หาร 4 ลงตวั และ S = หาร 6 ลงตวั 
  ช้ิน ข คอื F S  
หาจํานวนจาก “หาร 12 (ค.ร.น.ของ 4 กับ 6) ลง
ตัว” 
คือ 12,24, 36, ..., 96  8 ตวั  
  n(F) 23, n(S) 15  

n(F S) 23 15 8       30 ตัว 
  โจทย์ถาม “หาร 4 หรือ 6 ไม่ลงตัว” 
คือ ก + ค   ตอบ 1 8 / 30 11 / 15   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(130) จาก    2x 21x x(x 21) 0   
 B {1,2, 3, ..., 20}  
และพบวา่ A 0  ก็เม่ือ (k 4)(k 6) k 0     
แก้สมการกาํลงัสอง ได้ k 3, 8  
ดังนัน้ ตอบ 1 2 / 20 9 / 10   

 
 
(131) พิจารณาเฉพาะ 4 ช่อง A–B–C–D (เพราะ
ช่องอืน่ไม่มีผลตอ่การคาํนวณ) จะได้ว่า โอกาสที่แต่
ละช่องจะเปน็สีแดง 1 / 2  (จากการโยนหัวก้อย) 
 ตอบ 1 1 1 1 1

2 2 2 2 16     

หรือ คดิจากจํานวนวธิี 1 1
2 2 2 2 16
  

 

(คือสีแดงลว้น 1 วิธ ีและวิธทีั้งหมดสตี่าง ๆ  16 วธิี) 

 
 
(132) คิดแบบการนับ 
วิธีที่ถูกตอ้ง มี 1 วิธ ีและวิธทีั้งหมดมี 4x3x2x1 วิธ ี
จะได้ 1 1

4 3 2 1 24
  

 

คิดแบบความนา่จะเป็น แตล่ะขัน้ตอน 
โอกาสทีจ่ะหยิบถูกทุกครั้ง 1 1 1 114 3 2 24      

 
 
(133)       

   ก + ข = 41% 
      ข + ค = 28% 
      ก + ข + ค = 60% 
 

P{หืดอย่างเดียว} 60% 28% 32%    
   (ช้ินส่วน ก) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



เร่ืองแถม 
การนับจํานวนความสัมพันธ์ จํานวนฟังก์ชัน.. 
 
(1) ความสัมพันธ์จาก A ไป B ... จะใช้ A กีต่ัวกไ็ด้ และ B กี่ตัวก็ได ้
ดังนัน้เราสร้างเซต AxB ขึ้นกอ่น ซึ่งมีสมาชิกเปน็คู่อันดับจาํนวน n(A)xn(B) คู่อนัดับ 
แล้วความสัมพนัธ์จาก A ไป B จะเลือกคู่อนัดับไปจากเซตนี้กีคู่่อนัดับก็ได ้
เปรียบเหมอืนสับเซตของ AxB นัน่เอง จะมีทั้งหมด n(A) n(B)2   แบบ 
 
(2) ความสัมพันธ์จาก A ไป B ซึ่งบังคับวา่โดเมนเทา่กับ A ... แปลวา่ตอ้งใช้สมาชิก A ให้ครบทุกตัว 
เราจะพจิารณาสมาชิกในโดเมนทลีะตัว สมาชิกตัวหนึ่งสามารถจับคูก่ับสมาชิกของ B กี่ตวัก็ได ้(แตไ่ม่จับเลย
ไม่ได้) สมาชิกตวันี้จงึเลอืกคู่ได้ n(B)2 1  แบบ แต่ตอ้งใช้สมาชิกทกุตวัของ A ให้ครบ แสดงว่าตอ้งคูณกัน 
n(A) ครั้ง ...ดงันั้น จะมีทัง้หมด n(B) n(A)(2 1)  แบบ 
 
(3) ฟังก์ชันจาก A ไป B ... จะตอ้งใช้ A ใหค้รบเสมอ แต่ใช้สมาชิก B กีต่ัวก็ได ้
และด้วยความเป็นฟังก์ชัน สมาชิกใน A แตล่ะตวัจึงจับคูส่มาชิก B ได้เพียง 1 ตัวเท่านั้น คอื n(B) แบบ 
เราจงึคดิจาํนวนฟังก์ชันโดยการคณู n(B) เป็นจาํนวน n(A) ครั้ง... ดังนั้นคําตอบคอื n(A)(n(B))  แบบ 
 
(4) ฟังก์ชันหนึง่ต่อหนึง่จาก A ไป B ... นอกจากเงื่อนไขของฟังก์ชันจาก A ไป B ในขอ้ที่แล้ว 
ยังตอ้งเพิ่มเงื่อนไขว่าสมาชิกใน B ต้องไม่ถูกเลอืกซ้ํา (แสดงว่า n(B) ตอ้งไมน่้อยกว่า n(A)) 
คําตอบที่ได้คอื n(B) (n(B) 1) (n(B) 2) ...    

n(A) ตัว
      

 

(5) ฟังก์ชันจาก A ไปทัว่ถึง B ... ใช้วิธลีบออก คอืจาํนวนแบบทั้งหมดลบด้วยจํานวนแบบที่ไม่ทัว่ถึง 
 
 
ตัวอย่าง กาํหนด A {1, 2, 3} , B {2, 3}  และ C { 1, 0, 2, 5}   
* ความสัมพันธจ์าก A ไป B มีทั้งหมด 3 22 64   แบบ 
* ความสัมพันธจ์าก A ไป B ซึ่งมีโดเมนเปน็ A มีทั้งหมด 3 3 3 27    แบบ 
* ความสัมพันธภ์ายใน A (แปลว่าจาก A ไป A) มีทั้งหมด 3 32 512   แบบ 
* ความสัมพันธภ์ายใน A ซึ่งมีโดเมนเป็น A มีทัง้หมด 7 7 7 343    แบบ 
* ฟังก์ชันจาก C ไป B มีทั้งหมด 2 2 2 2 16     แบบ 
* ฟังก์ชันจาก C ไปทั่วถึง B มีทัง้หมด 16 2 14   แบบ 
* ฟังก์ชันหนึง่ตอ่หนึ่งจาก A ไป C มีทั้งหมด 4 3 2 24    แบบ 
* ฟังก์ชันจาก A ไป C ซึง่ f (x) x<  (แปลว่าตัวหลงั <  ตัวหนา้) มีทั้งหมด 2 3 3 18    แบบ 
 
หมายเหตุ ไม่ควรท่องเป็นสตูรเพราะในข้อสอบอาจจะเพิ่มเงือ่นไขให้แปลกไป ควรทาํความเขา้ใจในวธิีคิด :] 



 
 

บทที ่๑๔ 
สถิติ 

 
 

ในชีวิตประจําวัน เมือ่เรามี ข้อมูล (Data) จํานวน
หน่ึง เรามักจําเป็นต้องวิเคราะห์ข้อมูลก่อน ถึงจะ
สามารถนําไปใช้ประโยชน์ เพ่ือการตัดสินใจ หรือการ
วางแผนใด ๆ  ต่อไปได้ ความรู้เก่ียวกับลักษณะการเก็บ
รวบรวม นําเสนอ และวิเคราะห์ข้อมูล  จะเรียกว่า 

วิชาสถิติศาสตร์ (Statistics) ซึ่งจะได้ศึกษากันในบทน้ีน่ันเอง ยิ่งไปกว่าน้ัน
ในงานทุกสาขาที่มีการคํานวณ ยอ่มต้องอาศัยพ้ืนฐานทางดา้นสถิติศาสตร์
ประกอบด้วยทั้งสิ้น 

 
 

การวิเคราะห์ข้อมูลแบ่งเป็น การวิเคราะห์เบื้องต้น เช่นการแจกแจงความถี่, 
การหาค่ากลาง, การหาค่าการกระจาย และการวิเคราะห์ขั้นสูง เช่นการประมาณค่า, 
การหาความสัมพันธ์ระหว่างข้อมูลสองชุด โดยส่ิงที่ได้จากการวิเคราะห์จะเรียกว่า 
สารสนเทศ หรือ ข่าวสาร (Information) 
 

ลักษณะของข้อมูล 
1. ข้อมูลเชิงปริมาณ (Quantitative Data) 

เป็นข้อมูลที่ใช้แทนขนาดหรือปริมาณที่วัดเป็นตัวเลข เช่น น้ําหนัก ส่วนสูง 
คะแนนสอบ ... สามารถนําไปคํานวณหรือเปรียบเทียบได้โดยตรง อาจเป็นข้อมูลที่
ต่อเนื่อง (เช่นส่วนสูง จะมีค่าทศนิยมเท่าใดก็ได้) หรือไม่ต่อเนื่อง (เช่นยอดขาย
สินค้า จะต้องเป็นจํานวนนับเท่านั้น) 
2. ข้อมูลเชิงคุณภาพ (Qualitative Data) 

คือข้อมูลที่เป็นตัวเลขแต่ไม่ได้ส่ือถึงความมากน้อย เช่น หมายเลขโทรศัพท์ 
บ้านเลขที่ เลขประจําตัวนักเรียน หรือเป็นข้อมูลที่ไม่ใช่ตัวเลข เช่น เพศ ศาสนา สี 
ความพึงพอใจ หากเราต้องการวิเคราะห์อาจจะต้องกําหนดตัวเลขเพ่ือใช้แทนข้อมูล
เหล่านี้ก่อน 

 
 
 
 
 

ลักษณะ 
ของข้อมลู 

(บทที่ ๕–๑๖ นํามาจาก R2.2.04 และจะทยอยปรับปรุงเนื้อหาทีละบท จนเป็น R2.9 ฉบับสมบูรณ์ครับ) 

S–  =
  T– a

 + 
t 
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๑๔.๑ การรวบรวมและนําเสนอข้อมูล 
 

ประเภทข้อมูลแบ่งตามแหล่งท่ีมา 
1. ข้อมูลปฐมภูมิ (Primary Data) 

คือข้อมูลที่ได้จากการสํารวจเองโดยตรง (ไม่ว่าจะเป็นการนับ การวัด การ
ทดลอง การสอบถาม การสังเกต) ซ่ึงจะเก็บรวบรวมได้ใน 2 ระดับ คือ 

– ระดับประชากร (Population) 
เก็บข้อมูลจากทุก ๆ  ส่ิงที่เราสนใจ เรียกว่า การสํามะโน (Census) 

– ระดับตัวอย่าง (Sample) 
เก็บข้อมูลจากส่ิงที่สุ่มเลือกมา เรียกว่า การสํารวจตัวอย่าง (Sample Survey หรือ 
Sampling) 
2. ข้อมูลทุติยภูมิ (Secondary Data) 

คือข้อมูลที่มีผู้รวบรวมไว้แล้ว (และมักผ่านการวิเคราะห์ขั้นต้นแล้วด้วย) 
ผู้ใช้ไม่ต้องทําการสํารวจเอง เช่น ข้อมูลจากหน่วยงานราชการ องค์กรของรัฐ 
รายงานและบทความจากหนังสือ 
 
 การนําเสนอข้อมูล 
1. ข้อความ บทความ 

ใช้เม่ือข้อมูลที่ต้องการนําเสนอมีไม่มากนัก บางคร้ังอาจมีการจัดตัวเลขเรียง
เป็นแถวคล้ายตารางเพ่ือให้อ่านง่าย 
 
2. ตาราง 

2.1 การนําเสนอข้อมูลโดยใช้ ตาราง (Table) เป็นการจัดระเบียบข้อมูล
ตามลักษณะต่าง ๆ  ที่น่าสนใจ ทําให้เปรียบเทียบข้อมูลได้สะดวกกว่าการนําเสนอด้วย
ข้อความ ... ซ่ึงตารางที่ใช้ อาจเป็นตารางแบบทางเดียว แบบสองทาง (จําแนกข้อมูล
เป็นสองแถว) หรือแบบหลายทาง (จําแนกยอ่ยลงไปมากกว่าสองแถว) 
 

2.2 การสร้าง ตารางแจกแจงความถี่ (Frequency Distribution Table) 
คือการจัดข้อมูลที่มีอยู่ให้เป็นกลุ่ม ๆ  โดยให้ข้อมูลที่มีค่าใกล้เคียงกันอยู่ด้วยกัน เพ่ือ
ความสะดวกในการวิเคราะห์และการจัดเก็บ ... มีขั้นตอนดังนี้ 

(1) แบ่งค่าข้อมูลที่เป็นไปได้ทั้งหมดออกเป็นช่วง ๆ  ตามที่ต้องการ เรียกแต่
ละช่วงว่า อันตรภาคชั้น (Class Interval) เชน่ “30 – 39”, “40 – 49”, “50 – 59” 

(2) พิจารณาว่าบรรดาข้อมูลที่มีนั้น มีค่าตกอยู่ในแต่ละช่วงเป็นปริมาณ
เท่าใด เรียกปริมาณข้อมูลที่ปรากฏในแต่ละช่วงว่า ความถี่ (Frequency) 

มักเขียนอันตรภาคชั้นและความถี่ของแต่ละชั้น ในรูปตารางขนาดประมาณ 
5 ถึง 20 ชั้น และมักกําหนดความกว้างแต่ละชั้นเท่า ๆ  กัน ... แม้โดยทั่วไปไม่
จําเป็นต้องเท่ากันก็ได้ อีกทั้งอันตรภาคชั้นต่ําสุดหรือสูงสุดอาจเป็น อันตรภาคชั้น
เปิด (Open-Ended Class Interval) กไ็ด้ เช่น “น้อยกว่า 30”, “มากกว่า 60” 
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ตัวอย่างเช่น ข้อมูลน้ําหนัก (กก.) ของนักเรียน 40 คนในชั้นเรียน ได้แก่ 
40 45 46 46 50 51 49 52 42 41 
50 55 51 53 54 40 43 48 53 55 
58 62 64 61 50 48 48 56 58 58 
59 64 63 68 59 65 61 67 66 64 
หากต้องการตารางแจกแจงความถี่ขนาด 6 ชั้น อาจเขียนได้ดังนี้ 
 

น้ําหนัก (กก.) จํานวนนกัเรียน 
40 – 44 
45 – 49 
50 – 54 
55 – 59 
60 – 64 
65 – 69 

5 
7 
9 
8 
7 
4 

รวม 40 
 

อันตรภาคชั้น ได้แก่ 40 – 44, 45 – 49, 50 – 54, 55 – 59, 60 – 64 
และ 65 – 69 โดยมีความถี่ของแต่ละชั้น ได้แก่ 5, 7, 9, 8, 7 และ 4 ตามลําดับ 

ค่า ขอบล่าง (Lower Boundary) และ ขอบบน (Upper Boundary) คือ
ค่ากึ่งกลางระหว่างรอยต่ออันตรภาคชั้น เช่น ชั้น 45 – 49 มีค่า 44.5 เป็นขอบล่าง 
ซ่ึงค่า 44.5 ก็เป็นขอบบนของชั้น 40 – 44 ด้วย 

ความกว้างอันตรภาคชั้น หาได้จาก “ผลต่างของขอบบนและขอบล่างของชั้น
นั้น” ในตัวอย่างนี้ความกว้างแต่ละชั้นเป็น 5 เท่ากันหมด 
 

ความถี่สะสม (Cumulative Frequency; CF หรือ f) คือ “ผลรวม
ความถี่ชั้นนั้น กับความถี่ชั้นที่มีค่าข้อมูลต่ํากว่าทั้งหมด” ในบางคร้ังอาจให้ความถี่
สะสมเป็นผลรวมความถี่ชั้นนั้นกับชั้นที่ค่าข้อมูลสูงกว่าทั้งหมดก็ได้ แต่ไม่เป็นที่นิยม 

ความถี่สัมพัทธ์ (Relative Frequency) และ ความถี่สะสมสัมพัทธ์ 
(Relative Cumulative Frequency) ก็คืออัตราส่วนความถี่หรือความถี่สะสม เทียบ
กับความถี่รวม (N) ดังนั้นความถี่สัมพัทธ์รวมทุกชั้นต้องได้ 1 เสมอ และความถี่
สะสมสัมพัทธ์ของชั้นสูงสุดก็ต้องเป็น 1 เช่นกัน (บางคร้ังจะใช้เป็นหน่วย “ร้อยละ” 
ซ่ึงจะปรับให้ผลรวมความถ่ีเป็นร้อยละ 100) 
 
3. แผนภูมิ กราฟ 

การนําเสนอข้อมูลแบบน้ีสะดวกที่สุด เม่ือต้องการผลสรุปในเชิงเปรียบเทียบ 
 
3.1 แผนภูมิแท่ง (Bar Chart) และ แผนภูมิเชิงเส้น (Line Chart) 
นิยมใช้แสดงข้อมูลที่เปล่ียนไปตามเวลา เช่น ยอดขายผลิตภัณฑ์ชนิดหนึ่ง

ในแต่ละเดือน ... ส่วน แผนภูมิวงกลม (Pie Chart) นิยมใช้แสดงสัดส่วนข้อมูลเป็น
ร้อยละ เช่น ส่วนแบ่งตลาดของผลิตภัณฑ์แต่ละยี่ห้อ 
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f (ความถี่) 

  x 
(กก.) O  39.5  44.5  49.5  54.5  59.5  64.5  69.5 

8 
6 
4 
2 

 ฮิสโทแกรม (1) แสดงน้ําหนักนักเรียน 40 คน 

f (ความถี่) 

  x 
(กก.) O   37   42   47   52    57    62    67   72 

8 
6 
4 
2 

เส้นโค้งของความถี่ แสดงน้ําหนักนกัเรียน 40 คน 

 cf (ความถี่สะสม) 

  x 
(กก.) O   37   42   47   52    57    62    67   72 

40 

30 

20 

10 

เส้นโค้งของความถี่สะสม (Ogive) 
แสดงน้ําหนักนักเรียน 40 คน 

f (ความถี่) 

  x 
(กก.) O 42   47   52    57    62    67 

8 
6 
4 
2 

ฮิสโทแกรม (2) แสดงน้ําหนักนักเรียน 40 คน 

f (ความถี่) 

  x 
(กก.) O   37   42   47   52    57    62    67   72 

8 
6 
4 
2 

รูปหลายเหลี่ยมของความถ่ี 
แสดงน้ําหนักนักเรียน 40 คน 

3.2 ฮิสโทแกรม (Histogram) 
คือแผนภูมิแท่งส่ีเหล่ียมวางเรียงชิดกัน ใช้แสดงข้อมูลจากแต่ละอันตรภาค

ชั้น โดยให้แกนนอนแทนค่าข้อมูล x เขียนกํากับด้วยขอบบน-ขอบล่างของชั้น หรือ
ด้วย จุดกึ่งกลางช้ัน (Midpoint) ก็ได้ และให้แกนตั้งแทนค่าความถี่ f … ความสูง
ของแท่งส่ีเหล่ียมจะแปรตามความถี่ชั้นนั้น ๆ  

รูปหลายเหล่ียมของความถ่ี (Frequency Polygon) คือรูปที่เกิดจากการ
ลากเส้นตรงเชื่อมจุดกึ่งกลางยอดแท่งส่ีเหล่ียมของฮิสโทแกรมแต่ละแท่ง (โดยสมมติ
ให้มีอันตรภาคชั้นก่อนหน้าและหลังอันตรภาคชั้นทั้งหมดที่มีอยู่ ฝั่งละ 1 ชัน้ และ
ลากเส้นตรงไปบรรจบแกนนอนที่กึ่งกลางชั้นทั้งสองนี้ เพ่ือให้เป็นรูปปิดที่มีพ้ืนที่
เท่ากับฮิสโทแกรมเดิม) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

น้ําหนัก (กก.) ความถ่ี ความถ่ีสะสม 
40 – 44 
45 – 49 
50 – 54 
55 – 59 
60 – 64 
65 – 69 

5 
7 
9 
8 
7 
4 

5 
12 
21 
29 
36 
40 

รวม 40  
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เส้นโค้งของความถี่ (Frequency Curve) คือรูปที่เกิดจากการปรับเส้นตรง
ในรูปหลายเหล่ียมของความถี่ ให้เป็นเส้นโค้งเรียบ และพยายามให้พ้ืนที่ใต้เส้นโค้งมี
ขนาดใกล้เคียงพ้ืนที่รูปเดิมที่สุด 

ถ้าเราสร้างฮิสโทแกรมโดยใช้ความถี่สะสม และปรับให้เป็น เส้นโค้งของ
ความถี่สะสม (Ogive) จะได้เส้นโค้งที่เร่ิมจาก 0 ขึ้นไปถึง N เสมอ 

 
3.3 แผนภาพลําต้น-ใบ (Stem-and-Leaf Diagram) 
ใช้จัดข้อมูลให้เป็นกลุ่มเพ่ือเห็นลักษณะคร่าว ๆ  และมีข้อดีคือข้อมูลดิบแต่ละ

ค่าไม่สูญหายไป (การสร้างตารางแจกแจงความถี่ หรือสร้างฮิสโทแกรม จะทําให้
รายละเอียดของข้อมูลสูญหายไป) 

การเขียนแผนภาพลําต้น-ใบ จะตัดเลขในหลักขวาออกก่อน (กี่หลักแล้วแต่
ความเหมาะสม) แล้วนําหลักที่เหลือมาเรียงไว้เป็นลําต้นในแนวตั้ง จากนั้นจึงนําเลขที่
ตัดออกมาเขียนต่อท้ายในบรรทัดเดียวกัน เรียกว่าใบ (ควรเรียงลําดับจากน้อยไป
มากด้วย เพ่ือให้เป็นระเบียบและวิเคราะห์ข้อมูลได้สะดวก) 

ในตัวอย่างข้างตน้ จะเขียนแผนภาพลําต้น-ใบ ได้ดังนี้ 
 

ต้น                 ใบ 
4 
5 
6 

  0  0  1   2  3  5  6  6  8  8  8  9 
  0  0  0  1   1   2  3  3  4  5  5  6  8  8  8  9  9 
  1   1   2  3  4  4  4  5  6  7  8 

 
จากแผนภาพต้น-ใบ อาจวิเคราะห์ข้อมูลคร่าว ๆ  ได้ว่า 
(1) มองเป็นแผนภูมิแท่งแนวนอน จะได้ว่า ช่วงข้อมูล 50 – 59 มีความถี่มากที่สุด 
(2) ข้อมูลที่ต่ําที่สุดคือ 40 และสูงที่สุดคือ 68 ... มีค่าต่างกันอยู่ 28 
(3) ข้อมูลตรงกลางมีค่าประมาณ 53 หรือ 54 

 
 
 

ตัวอย่าง 14.1  ข้อมูลคะแนนสอบของนักเรียน 20 คนในห้อง ก และ ข ไดแ้ก ่
ก 158 162 164 161 150 148 180 156 145 158 
ข 180 163 160 158 162 167 181 175 175 172 

 

วิธีคิด เราสามารถเขียนแผนภาพของขอ้มูลสองชุดนี ้
ด้วยกนั ดังนี ้

 
 

และจากแผนภาพตน้-ใบ อาจวิเคราะหข์้อมูลครา่ว 
ๆ ได้วา่ 
(1) นักเรยีนห้อง ก ส่วนมากได้คะแนน 150 – 
159 และห้อง ข ส่วนมากได้คะแนน 160 – 169 
(2) คะแนนต่ําสดุของแตล่ะหอ้ง คือ 145 และ 158, คะแนนสูงสดุคือ 180 และ 181 
(3) ห้อง ก มี ข้อมูลท่ีผิดปกติ (Outlier) คือ 180 
(4) คะแนนเฉลีย่ของนักเรียนห้อง ข นา่จะสูงกวา่ห้อง ก 

 

 

ใบ (ห้อง ก) ต้น ใบ (ห้อง ข) 
5  8 

0  6  8  8 
1   2   4 

 
0 

14 
15 
16 
17 
18 

 
  8 
  0  2  3  7 
  2  5  5 
  0  1 
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๑๔.๒ ค่ากลางของข้อมูล 
 

ค่ากลางของข้อมูล (Central Value) เป็นตัวเลขที่ใช้แทนข้อมูลทั้งหมด จะ
ช่วยให้วิเคราะห์ข้อมูลได้อย่างกว้าง ๆ  ซ่ึงค่ากลางที่นิยมใช้ มี 3 ชนิด ได้แก่ ค่าเฉล่ีย
เลขคณิต มัธยฐาน และฐานนิยม 
 
1. ค่าเฉล่ียเลขคณิต (Arithmetic Mean) 

ค่าเฉล่ียเลขคณิตของข้อมูล 1 2 3 Nx , x , x , ..., x  ใช้สัญลักษณ์ว่า X  (อ่านว่า 
x-bar) เป็นค่ากลางที่ให้ความสําคัญกับ ค่าของข้อมูล โดยตรง จึงเหมาะกับชุดข้อมูล
ที่มีค่าใกล้เคียงกันทุกค่า ไม่มีค่าใดสูงหรือต่ําผิดปกติไปจากค่าอื่น ๆ  (มิฉะนั้นค่าที่ได้
จะไม่มีคุณภาพ) 
 

1.1 ข้อมูลท่ียังไม่ได้แจกแจงความถี่ (Ungrouped Data) 
N

i
1 2 3 N i 1

xx x x ... xX N N
   

 


 

ix  คือข้อมูลตวัที ่i และมีจาํนวนข้อมูล (Units) ทัง้หมดเท่ากับ N ตวั 
 

1.2 ข้อมูลท่ียังไม่ได้แจกแจงความถี่ คิดแบบถ่วงนํ้าหนัก (Weighted)  
N

i i
1 1 2 2 3 3 N N i 1

N
1 2 3 N i

i 1

wxw x w x w x ... w xX w w w ... w w




   
 

   




 

ix  คือข้อมูลตวัที ่i, iw  คอืน้าํหนักของข้อมูลตัวที่ i และมีข้อมูลทั้งหมด N ตวั 
 

1.3 ข้อมูลท่ีแจกแจงความถี่แล้ว (Grouped Data) 
k k

i i i i
1 1 2 2 3 3 k k i 1 i 1

k
1 2 3 k i

i 1

fx fxf x f x f x ... f xX f f f ... f Nf
 



   
  

   

 


 

ix  กึ่งกลางช้ันที่ i, if  คอืความถี่ช้ันที ่i, มีทั้งหมด k ช้ัน และมขี้อมูลทั้งหมด N ตวั 
 

1.4 ข้อมูลท่ีแจกแจงความถี่แล้ว (สูตรลดทอน) 

X a ID       เม่ือ 
k

i i
i 1

fd
D N




 

a คือกึ่งกลางของช้ันใดช้ันหนึ่งที่เลือก (ช้ันใดก็ได)้, I คอืความกวา้งช้ัน (เทา่กันทกุช้ัน) 
id  เป็นจํานวนเต็ม โดยให้ช้ันที่มีค่า a นัน้เปน็ d 0  

ช้ันที่คา่ขอ้มูลต่าํลง d 1, 2, ...    ส่วนช้ันที่คา่ข้อมูลสูงขึ้น d 1, 2, ...  
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หมายเหตุ 
สัญลักษณ์  (Capital Sigma) อ่านว่า Summation 

ใช้แทนผลรวมของพจน์ต่าง ๆ  โดยมีตัวแปร i กํากับไว้ว่าในแต่ละพจน์จะแปรค่าจาก
เท่าใดจนถึงเท่าใด (เช่น i 1  ถึง N) 

สมบัติของ   ที่ควรทราบมีดังนี้ (เม่ือ c เป็นค่าคงที่) 
N N N N

i i i i
i 1 i 1 i 1 i 1

c N c                     (x y) x y
   

           
N N

i i
i 1 i 1

c x c x
 

     

 
 

1.5 ค่าเฉล่ียเลขคณิตรวม (Combined Arithmetic Mean) 
ของข้อมูลหลาย ๆ  ชุด 

k
i i

c 1 1 2 2 3 3 k k i 1
c k

c 1 2 3 k i
i 1

Nx( x) N x N x N x ... N xX N N N N ... N N




    
  

   




 

ix  คือค่าเฉลี่ยเลขคณติของขอ้มูลชุดที่ i, iN  คอืจาํนวนข้อมูลชุดที่ i จากทัง้หมด k ชุด 
 
หมายเหตุ 
อาจมองในแง่ว่า เป็นการนําค่าเฉล่ียแต่ละชุด มาถ่วงน้ําหนักด้วยจํานวนข้อมูลก็ได้ 
 
 

ในตําราสถิติ นิยมใช้สัญลักษณ์แทนค่าเฉล่ียเลขคณิตเป็นสองแบบ ได้แก่ 
  (อ่านว่า Mu; มิว) และ X  โดยให้นิยามว่า   คือค่าเฉล่ียเลขคณิตของข้อมูล
ทั้งหมด (Population Mean) ซ่ึงจะเป็นค่าเฉล่ียที่แท้จริง และ X  คือค่าเฉลี่ยเลข
คณิตของกลุ่มตัวอย่าง (Sample Mean) ซ่ึงใช้เป็นค่าประมาณของ   

นั่นคือ ถ้า N เป็นจํานวนข้อมูลทั้งหมด และถูกสุ่มตัวอย่างออกมาเป็น
จํานวน n ข้อมูล จะได้ 

N
i

i 1
x

N



   และ  
n

i
i 1

x
X n




 

แต่ในหนังสือเล่มนี้จะใช้สัญลักษณ์ X  กล่าวรวมถึงค่าเฉล่ียเลขคณิตทั้งสองแบบ 
 
 
2. มัธยฐาน (Median; Med) 

มัธยฐาน คือค่าที่มีตําแหน่งอยู่กึ่งกลางของขอ้มูลทั้งหมด (เม่ือเรียงลําดับ
ข้อมูลจากน้อยไปมาก หรือมากไปน้อย) เป็นค่ากลางที่ให้ความสําคัญกับ ลําดับของ
ข้อมูล (บอกให้ทราบว่ามีข้อมูลที่มีค่ามากกว่าค่านี้ กับน้อยกว่าค่านี้ อยู่ปริมาณเท่า ๆ  
กัน) จึงยังคงใชไ้ด้ดีกับข้อมูลชุดที่มีบางค่าสูงหรือต่ํากว่าค่าอ่ืนอย่างผิดปกติ 

บางตําราใช้สัญลักษณ์แทนมัธยฐานของข้อมูล 1 2 3 Nx , x , x , ..., x  เป็น X  
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2.1 ข้อมูลท่ียังไม่ได้แจกแจงความถี่ 

Med คือข้อมูล ในตําแหน่งท่ี  N 1
2
  (ตําแหน่งกึ่งกลาง) 

เม่ือมีข้อมูลทัง้หมด N ตัว และเรียงลาํดับแลว้ 
 

2.2 ข้อมูลท่ีแจกแจงความถี่แล้ว 

L

Med

N
2 fMed L I f

  
  
 
 

 

L คอืขอบล่างช้ันที่มีมัธยฐานอยู่ (ตัวที ่N/2) 
ซึ่งช้ันนั้นมีความกว้าง I และมีความถ่ีเป็น Medf  
ส่วน Lf  คือความถ่ีสะสมจนถึงขอบล่างของช้ันนั้น 
ข้อสังเกต ใช้ตําแหน่ง N/2 โดยไม่ต้องบวกหนึง่ 
 
3. ฐานนิยม (Mode; Mo) 

ฐานนิยม คือคา่ข้อมูลตัวที่ปรากฏบ่อยคร้ังที่สุด (มีความถี่สูงที่สุด) เป็นค่า
กลางที่ให้ความสําคัญกับ ความถ่ีของข้อมูล จะเหมาะสมที่สุดกับข้อมูลเชิงคุณภาพ 
เช่น การลงคะแนนเลือกตั้ง 

บางตําราใช้สัญลักษณ์แทนฐานนิยมของข้อมูล 1 2 3 Nx , x , x , ..., x  เป็น X  
 

3.1 ข้อมูลท่ียังไม่ได้แจกแจงความถี่ 
Mo คือข้อมูลตัวที่มีความถี่มากที่สุด 

หมายเหตุ 
หนังสือเรียน สสวท. ฉบับปัจจบุันกําหนดให้ข้อมูลชุดหนึ่งสามารถมีฐานนิยมพร้อม
กันได้ 2 ค่า ถ้าข้อมูลสองค่านั้นมีความถี่มากที่สุดเท่ากัน แต่ฐานนิยมที่หาได้นี้อาจ
เป็นค่ากลางที่ไม่เหมาะสม หากจํานวนข้อมูลทั้งหมดมีไม่มากพอ 
 

3.2 ข้อมูลท่ีแจกแจงความถี่แล้ว 
L

L U

dMo L I d d
 

    
 

L คอืขอบล่างช้ันที่มีฐานนิยมอยู่ (ช้ันที่ความถ่ีสงูสดุ) ซึ่งทุก ๆ  ช้ันมีความกว้าง I 
Ld  คือผลต่างความถ่ี ช้ันนัน้กับช้ันทีค่่าขอ้มูลน้อยลง (ขอบล่าง) 
Ud  คือผลต่างความถ่ี ช้ันนัน้กับช้ันทีค่่าขอ้มูลมากขึน้ (ขอบบน) 

 
 
 

ตัวอย่าง 14.2  ขอ้มูลน้ําหนกั (กก.) ของนักเรยีน 9 คนเป็นดังนี ้
40  45  46  46  50  51  49  52  42 
ให้หาคา่เฉลี่ยเลขคณติ มัธยฐาน และฐานนิยม ของขอ้มูลชุดดังกล่าว 
 

ก. ค่าเฉลีย่เลขคณิต 

วิธีคิด 40 45 46 46 50 51 49 52 42X 9
       

   46.78 กก. 
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ข. มัธยฐาน 
วิธีคิด ต้องเรียงลําดับขอ้มูลกอ่น กลายเป็น  40  42  45  46  46  49  50  51  52 

มัธยฐานอยู่ตาํแหน่งกึ่งกลาง คอืตําแหนง่ที ่ 9 1 52


  

จึงมีคา่เทา่กับ 46 กก. 
 
ค. ฐานนิยม 

วิธีคิด ดูจากขอ้มูลที่ปรากฏบ่อยครั้งที่สดุ นัน่คอื 46 กก. 
 

 
 
 
 

 
 

ตัวอย่าง 14.3  ขอ้มูลน้ําหนกั (กก.) ของนักเรยีน 10 คนเป็นดงันี ้
40  45  46  46  50  51  49  52  42  50 
ให้หาคา่เฉลี่ยเลขคณติ มัธยฐาน และฐานนิยม ของขอ้มูลชุดดังกล่าว 
 
ก. ค่าเฉลีย่เลขคณิต 

วิธีคิด 40 45 46 46 50 51 49 52 42 50X 9
        

   47.1 กก. 

 
ข. มัธยฐาน 

วิธีคิด เรียงลาํดับขอ้มูลได้เป็น  40  42  45  46  46  49  50  50  51  52 
มัธยฐานอยู่ตาํแหน่งกึ่งกลาง คอืตําแหนง่ที ่ 10 1 5.52


  

หมายความว่า ตาํแหน่งกึง่กลางระหวา่ง 46 และ 49 (ใช้วิธีเฉลี่ยแบ่งครึ่ง) 
จะได้คา่มัธยฐานเท่ากับ 46 49Med 2


   47.5 กก. 

 
ค. ฐานนิยม 

วิธีคิด ข้อมูลที่ปรากฏบ่อยครัง้ทีสุ่ดมีอยู ่2 คา่ ได้แก่ 46 และ 50 กก. 
ฐานนิยมจึงเท่ากบั 46 และ 50 กก. 
 
หมายเหต ุ
แม้จะทราบฐานนิยม แต่จาํนวนข้อมูลมีไม่มากพอ ฐานนิยมจึงไม่ใช่ค่ากลางทีด่ีสาํหรับข้อมูลชุดนี ้

 

 
 
 
 
 
 

ค่า (N+1)/2 เปน็เพียง ตําแหนง ของมัธยฐาน ยงัไม่ใช่ คา ของมัธยฐานโดยตรง 
ดังนัน้หา้มเขยีนวา่ Med = (9+1)/2 = 5 เพราะอันที่จรงิ Med = 46 S 
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ตัวอย่าง 14.4  ตารางแจกแจงความถ่ีของคะแนนสอบของนักเรียนจาํนวน 100 คน เปน็ดงันี ้
 

คะแนน จํานวนนกัเรียน  คะแนน จํานวนนกัเรียน 
20 – 29 
30 – 39 
40 – 49 
50 – 59 

2 
9 
13 
20 

 60 – 69 
70 – 79 
80 – 89 
90 – 99 

30 
15 
10 
1 

 
ก. ใหห้าคา่เฉลีย่เลขคณติของคะแนนสอบ 
 

วิธีคิด การหาค่าเฉลีย่เลขคณิต จะใชว้ิธถ่ีวงน้าํหนักโดยตรงก็ได ้แต่การคาํนวณคา่จะยุ่งยาก 

นั่นคอื 24.5(2) 34.5(9) 44.5(13) ... 94.5(1)X 100
   

   60.2 คะแนน 

(สังเกต ค่าข้อมูลที่ใช้เปน็ตวัแทนของแต่ละช้ัน คือกึ่งกลางของช้ันนัน้) 
 

วิธีคิด เราสามารถใช้วธิลีัดในการหาค่าเฉลี่ยเลขคณติได้เสมอ โดยตอ้งเพิม่ช่อง d กอ่นดังนี ้
 

x f d  x f d 
20 – 29 
30 – 39 
40 – 49 
50 – 59 

2 
9 
13 
20 

–4 
–3 
–2 
–1 

 60 – 69 
70 – 79 
80 – 89 
90 – 99 

30 
15 
10 
1 

0 
1 
2 
3 

 
หลักในการกาํหนดคา่ d คอื เลอืกช้ันใดก็ได ้1 ช้ัน กาํหนดค่า d 0  
จากนั้นพจิารณาชั้นที่มีคา่ขอ้มูล (ค่า x) สูงขึ้น ให้ d 1,2, 3, ...  ตามลาํดับ 
ส่วนช้ันที่มีค่าข้อมูล (ค่า x) ต่ําลง ก็ให ้ d 1, 2, 3, ...     ตามลําดับเช่นกนั 
 
สูตรคํานวณคา่เฉลี่ยเลขคณติด้วยวิธนีี้คือ X a ID   
โดย a คอืกึง่กลางของช้ันทีค่่า d 0  ดังนัน้ในตัวอย่างนี้ a 64.5  
I คือความกว้างช้ัน 10  

และ 4(2) 3(9) 2(13) 1(20) 0(30) 1(15) 2(10) 3(1)D 0.43100
       

    

จึงสรุปไดว้่า X 64.5 (10)( 0.43)     60.2 คะแนน 
 

หมายเหต ุ
วิธีคาํนวณ X  ด้วย D  นี ้มีความสะดวกมากข้ึน 
และผลลัพธ์ที่ไดย้ังคงถูกต้องเสมอ (ไม่ใช่คําตอบจากการประมาณ) 

 
 
 

 
 
 

การหาค่าเฉล่ียเลขคณิตจากตาราง มีข้อควรระวังดังนี ้
1. ให้ระวังว่าตารางข้อมูลเรียงกลบัด้าน (มากไปนอ้ย) หรอืไม่ 
2. ค่าเฉลี่ยเลขคณิตที่คาํนวณได้ ไม่จําเปน็ตอ้งมีคา่อยู่ในช้ันที่เลอืก d 0  เสมอไป 
เพราะทีจ่ริงจะเลอืกช้ันใดก็ไดค้ําตอบเทา่กัน (ทั่วไปมักเลอืกช้ันที่ความถ่ีสงูสดุเพือ่ให้คิดเลขง่าย) 
3. สตูร X a ID   นี้ใช้ไดเ้ม่ือความกวา้ง (I) ทุก ๆ  ช้ันเท่ากันเทา่นั้น 
ถ้าไม่สามารถปรบัให้เท่ากันทุกช้ัน กจ็ําเป็นต้องคดิด้วยวิธีถ่วงน้าํหนักโดยตรง 

S 
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ข. ใหห้ามัธยฐานของคะแนนสอบ 
 

วิธีคิด มัธยฐาน อยูต่ําแหน่งที่ 100
2 50  (สาํหรับข้อมูลที่แจกแจงความถ่ีแล้ว จะใช้ N

2 ) 
การหาค่ามัธยฐาน ควรพิจารณาความถ่ีสะสมกอ่น ดงันี ้

 
x f cf  x f cf 

20 – 29 
30 – 39 
40 – 49 
50 – 59 

2 
9 
13 
20 

2 
11 
24 
44 

 60 – 69 
70 – 79 
80 – 89 
90 – 99 

30 
15 
10 
1 

74 
89 
99 
100 

 
พบว่ามัธยฐาน (คือตวัที ่50) นัน้อยู่ในช้ัน “60 – 69” (เพราะเกนิตัวที่ 44 แต่ยังไม่ถึง 74) 

ดังนัน้ จากสตูรมัธยฐาน L

Med

N
2 fMed L I f

  
  
 
 

 

 
L คอืขอบล่างของช้ันที่มัธยฐานอยู่ คือ 59.5 
ซึ่งช้ันนั้นมีความกว้าง I คอื 10 และมีความถ่ีเป็น Medf  คอื 30 
ส่วน Lf คือความถี่สะสมที่ขอบลา่ง คอื 44 

จะได้ 50 44Med 59.5 (10)( )30


    61.5 คะแนน 

 
ค. ให้หาฐานนิยมของคะแนนสอบ 
 

วิธีคิด ฐานนิยมจะคาํนวณงา่ยที่สดุในบรรดาค่ากลางทั้งสามอย่าง เพราะไม่ต้องเพิ่มช่องในตาราง 
ฐานนิยมอยู่ในช้ันที่มีความถ่ีสูงสดุ ในตัวอย่างนี้กค็ือชั้น “60 – 69” 

 
คะแนน จํานวนนกัเรียน  คะแนน จํานวนนกัเรียน 
20 – 29 
30 – 39 
40 – 49 
50 – 59 

2 
9 
13 
20 

 60 – 69 
70 – 79 
80 – 89 
90 – 99 

30 
15 
10 
1 

 

ดังนัน้ จากสตูร L

L U

dMo L I d d
 
  
  

 

L คอืขอบล่างของช้ันทีฐ่านนยิมอยู่ คือ 59.5 ซึง่ช้ันนัน้มีความกวา้ง I คือ 10 
ส่วน Ld  คือผลตา่งความถี่ ช้ันนั้นกบัช้ันที่คา่ขอ้มูลนอ้ยลง (ขอบล่าง) คือ 30–20 = 10 

Ud  คือผลต่างความถ่ี ช้ันนัน้กับช้ันทีค่่าขอ้มูลมากขึน้ (ขอบบน) คือ 30–15 = 15 

จะได้ 10Mo 59.5 (10)( )10 15  


 63.5 คะแนน 

 
 
 

 

การหาค่ามัธยฐานและฐานนิยมจากตาราง มขี้อควรระวังดังนี้ 
1. ให้ระวังว่าตารางข้อมูลเรียงกลบัด้าน (มากไปนอ้ย) หรอืไม่ 
2. ให้สงัเกตว่าคา่ทีค่ํานวณได้ อยู่ในช้ัน “60 – 69” จริงหรอืไม่ ถ้าไม่ใช่แสดงว่าคดิผิด 

S 
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ง. เม่ือนําความถ่ีในตารางไปสร้างเส้นโค้งของความถ่ี จะพบวา่มีการแจกแจงแบบใด 
 

วิธีคิด มีวิธีคดิสองแบบ คือดูแนวโน้มจากค่าความถ่ีในตาราง พบวา่ซีกขวาสูงกวา่ซีกซ้าย ก็ได ้
หรือจะดจูากคา่ทีค่ํานวณไว้ในขอ้ ก. ถึง ค. ก็ได้ คือ X Med Mo   
แสดงว่าเป็นโค้งเบ้ซ้าย 
 
จ. หากตัดอันตรภาคช้ัน 20 – 29 และ 30 – 39 ทิ้งไป ใหเ้หลือข้อมูลเพียง 89 จํานวน แลว้
ค่าเฉลี่ยเลขคณติ มัธยฐาน และฐานนิยม จะเปลีย่นแปลงอยา่งไร 
 

วิธีคิด ถ้าเพิ่มข้อมูลในช้ันลา่งสดุมาก ๆ  คา่เฉลี่ยเลขคณิตและมัธยฐานย่อมถูกดึงใหล้ดลง 
ดังนัน้ในทางกลับกัน ถ้าตดัช้ันล่างสุดทิ้งไป ค่าเฉลีย่เลขคณติและมัธยฐาน ก็ยอ่มเพิม่ขึ้น 
แต่สังเกตได้วา่ สองช้ันลา่งสุดไม่มีผลในการคาํนวณฐานนิยมเลย ฐานนิยมจึงมีคา่เท่าเดิม 

 

 
 

นอกจากการคํานวณจากข้อมูลโดยตรงแล้ว เรายังสามารถหาค่ามัธยฐานได้
จากเส้นโค้งของความถี่สะสม และหาฐานนิยมได้จากฮิสโทแกรม ดังภาพ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ในการคํานวณค่ากลาง จะพบว่าข้อมูลบางลักษณะไม่เหมาะสมกับค่ากลาง
บางชนิด ซ่ึงมีผลสรุปไว้คร่าว ๆ  ดังตารางนี้ 

 
ลักษณะข้อมูล ค่าเฉล่ียเลขคณิต มัธยฐาน ฐานนิยม 

ยัง
ไม
่

แจ
กแ
จง

 – ข้อมูลเชิงคณุภาพ ไม่เหมาะสม ไม่เหมาะสม ใช้ได้ 
– เกาะกลุ่มกนัปกต ิ
– บางคา่ตา่งไปจนผิดปกต ิ

ใช้ได้ 
ไม่เหมาะสม 

ใช้ได้ 
ใช้ได้ 

ใช้ได้ 
ใช้ได้ 

แจ
กแ
จง

แล
้ว – ทุกช้ันกวา้งเทา่กัน 

– มีอันตรภาคช้ันเปิด 
– บางช้ันกว้างไม่เท่ากัน 

ใช้ได้ 
ไม่เหมาะสม 
ไม่เหมาะสม 

ใช้ได้ 
ใช้ได้ 
ใช้ได้ 

ใช้ได้ 
ใช้ได้ 

ไม่เหมาะสม 
 

สมบัติของค่าเฉล่ียเลขคณิต 

(1) 
N

i
i 1

N X x


    ค่าเฉล่ียเลขคณิตคูณกับจํานวนข้อมูล จะได้ผลรวมข้อมูลทั้งหมด 

(2) 
N

i
i 1

(x X) 0


     ผลรวมของค่าเบี่ยงเบนทั้งหมดเป็นศูนย์ 

(3) 
N 2

i
i 1

(x K)


  จะน้อยทีสุ่ด ก็เม่ือ K X  

cf (ความถีส่ะสม) 

x O                  Med 

  N 

 

N/2 

 

การหาค่ามัธยฐานจาก 
เส้นโค้งของความถ่ีสะสม 

f (ความถี่) 

x O                      Mo 

 การหาค่าฐานนยิมจากฮิสโทแกรม 
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สมบัติของมัธยฐาน 
N

i
i 1

x K


  จะน้อยที่สุด ก็เม่ือ K Med      (คล้ายข้อ 3 ของค่าเฉล่ียเลขคณิต) 

 
สมบัติของค่ากลางทุกชนิด 

(1) ค่ากลางที่ได้ จะมีค่าอยู่ระหว่างข้อมูลที่น้อยที่สุดกับมากที่สุด เสมอ 
(2) ถ้าข้อมูลชุด Y ทุก ๆ  ตัว สัมพันธ์กับข้อมูลชุด X แต่ละตัว ตามสมการ 

i iy m x c   จะได้ว่า (ค่ากลางของY) m   (ค่ากลางของX) c  ด้วย 
เช่น Y m X c   

 
 
 

ตัวอย่าง 14.5  ใหห้าค่า a ที่ทาํให้ 
5 2

i
i 1

(a x)


  มีคา่นอ้ยทีสุ่ด สาํหรับข้อมูล x : 2, 3, 6, 12, 20 

และหาค่า b ทีท่าํให้ 
8

i
i 1

b y


  มีคา่นอ้ยทีสุ่ด สาํหรับข้อมูล y  : 3, 5, 6, 7, 8, 10, 15, 16 
 

ตอบ ค่า a ก็คอื X  นัน่เอง เพราะ 
5 2

i
i 1

(a x)


  ก็เหมือนกับ 
5 2

i
i 1

(x a)


  ดงันัน้ a   8.6 

ส่วนค่า b กค็ือ yMed  เพราะ 
8

i
i 1

b y


  เหมือนกับ 
8

i
i 1

y b


  ดงันัน้ b   7.5 
 

 
 
 

ตัวอย่าง 14.6  ในการวัดความสูงของนกัเรียนกลุ่มหนึ่ง ได้คา่เฉลี่ยเลขคณติเปน็ 155 ซม. 
แต่พบวา่ไม้เมตรที่ใช้ในการวดัมีขอ้ผิดพลาด ใหห้าว่าคา่เฉลี่ยเลขคณิตที่แทจ้ริงเป็นเท่าใด 

 
ก.  ถ้าส่วนสงูจริงของแตล่ะคนตอ้งเพิ่มขึ้น 3 ซม. 

ตอบ ข้อมูลทุกตัวถูกบวก 3 ดังนัน้ ค่าเฉลี่ยเลขคณติก็บวก 3 เปน็ 158 ซม. 
 
ข. ถ้าส่วนสูงจริงของแต่ละคนต้องเพิ่มขึน้เป็น 1.02 เทา่ 

ตอบ ข้อมูลทุกตัวถูกคณู 1.02 ดังนั้น ค่าเฉลี่ยเลขคณติก็คูณ 1.02 เป็น 158.1 ซม. 
 

 
 
 

ตัวอย่าง 14.7  สมการแทนความสัมพันธ์ระหวา่งน้าํหนัก (W : กก.) กับสว่นสงู (H : ซม.) 
ของนักเรยีนกลุ่มหนึ่ง เปน็ HW 23   

ถ้าทราบว่าส่วนสงูเฉลี่ย เท่ากับ 162 ซม. แล้วน้ําหนักเฉลีย่จะเปน็เท่าใด 
 

วิธีคิด เนื่องจาก HW 23   เสมอทุก ๆ  คา่ H ดังนัน้ HW 23   ด้วย 

จึงสรุปไดว้่า 162W 23    52 กก. 
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4. ค่ากลางอ่ืน ๆ   (ไม่นิยมใช้) 
4.1 ค่าเฉล่ียเรขาคณิต (Geometric Mean; GM) 
ใช้แทนค่าเฉล่ียเลขคณิต ในกรณีที่มีข้อมูลบางตัวค่าสูงหรือต่ําผิดปกติ 

เพราะค่าเหล่านี้มีผลเปล่ียนแปลงค่าเฉล่ียเรขาคณิตไม่มากนัก 
ข้อมูลท่ียังไม่ได้แจกแจงความถี่  

NN N1 2 3 N i
i 1

GM x x x ...x x


    

ix  คือข้อมูลตวัที ่i และมีขอ้มูลทั้งหมด N ตวั โดยทุกขอ้มูลเป็นจํานวนจริงบวก 

ข้อมูลท่ีแจกแจงความถ่ีแล้ว  
k

i
i 1 31 2 k i

f kff f f fN1 2 3 k i
i 1

GM x x x ...x x




    

ix  กึ่งกลางช้ันที่ i, if  คอืความถี่ช้ันที ่i, มีทั้งหมด k ช้ัน 
และมีข้อมูลทัง้หมด N ตัว โดยทกุข้อมูลเป็นจาํนวนจรงิบวก 
 
หมายเหตุ 
1. สัญลักษณ์   (Capital Pi) ใช้แทนผลคูณ โดยมีตัวแปร i กํากับไว้ว่าในแต่ละตัว
คูณจะแปรค่าจากเท่าใดจนถึงเท่าใด (เช่น i 1  ถึง N) คล้ายสัญลักษณ์   
2. นิยมใช้สมบัติของ log ช่วยในการคํานวณรากที่ N ดังนี ้

N
i

i 1

1log GM log xn 
   และ 

N
i i

i 1

1log GM f log xn 
   

 
4.2 ค่าเฉล่ียฮาร์โมนิก (Harmonic Mean; HM) 
ใช้หาค่าเฉล่ียของข้อมูลที่เป็นอัตราส่วน เช่น กิโลเมตรต่อชั่วโมง, ราคาต่อ

ชิ้น ฯลฯ 
ข้อมูลท่ียังไม่ได้แจกแจงความถี่     N

1 2 3 N i 1 i

N NHM 1 1 1 1 1...x x x x x

 
      
 


 

ix  คือข้อมูลตวัที ่i และมีขอ้มูลทั้งหมด N ตวั 
ข้อมูลท่ีแจกแจงความถ่ีแล้ว 

                        

k
i

1 2 3 k i 1
k k1 2 3 k i i

1 2 3 k i 1 i 1i i

ff f f ... f NHM f f f f f f...x x x x x x



 

   
  

          
   



 
 

ix  กึ่งกลางช้ันที่ i, if  คอืความถี่ช้ันที ่i, มีทั้งหมด k ช้ัน และมขี้อมูลทั้งหมด N ตวั 
 

4.3 กึ่งกลางพิสัย (Midrange) 
ข้อมูลท่ียังไม่ได้แจกแจงความถี่ max minx xMidrange 2


  

maxx  คือข้อมูลที่มีค่าสูงทีสุ่ด, minX  คือขอ้มูลที่มีคา่ต่าํที่สดุ 

ข้อมูลท่ีแจกแจงความถ่ีแล้ว  max minU LMidrange 2


  

maxU  คือขอบบนของชั้นที่คา่ขอ้มูลสูงที่สดุ, minL  คือขอบลา่งของช้ันทีค่่าข้อมูลต่าํทีสุ่ด 

 
 



คณิต มงคลพิทักษสุข  สถิต ิ
kanuay.com 

493 

แบบฝึกหัด ๑๔.๒ 
 
(1) ส่วนสูงนักเรียน 8 คน วัดได้ดังนี้ 112, 120, 114, 122, 112, 110, 114, 112 ซม. 
ให้หาค่าเฉล่ียเลขคณิต มัธยฐาน และฐานนิยมของส่วนสูง 
 
(2) จากข้อมูลที่กําหนดให้ ชุด A: 1, 3, 2, 2, 5, 3, 4, 4, 3 
และชุด B: 1, 2, 4, 1, 2, 5, 2, 5, 1, 5, 5, 3 
พิจารณาข้อความต่อไปนี้ ข้อใดถูกหรือผิดบ้าง 
 ก. ค่าเฉล่ียเลขคณิตของข้อมูลสองชุดนี้ เท่ากัน 
 ข. มัธยฐานของข้อมูลสองชุดนี้ เท่ากัน 
 
(3) ถ้าข้อมูลชุดหนึ่งได้แก่ 5, 1, 3, 2, 5, 4, 2, 7, 8, 3, 2, 1, 9, 8, 3, 5, 6, 9, 4, 3 
แล้ว ข้อมูลชุดนี้มีการแจกแจงแบบใด ค่าเฉล่ียเลขคณิต มัธยฐาน และฐานนิยมเป็นเท่าใด 
 
(4) ให้หาข้อมูล 4 จํานวน ซ่ึงมีฐานนิยมและมัธยฐานเป็น 70 เท่ากัน 
มีค่าเฉล่ียเลขคณิตเป็น 75 และพิสัยเป็น 80 
 
(5) ค่าเฉล่ียเลขคณิตของคะแนนสอบของนักเรียน 10 คน เป็น 65 คะแนน ถ้านักเรียน 7 คนแรก
มีคะแนนสอบดังนี้ 55, 43, 67, 80, 85, 74, 38 คะแนน ส่วนอีก 3 คน มีคนได้คะแนนเท่ากัน 2 
คน และมากกว่าอีกคนหนึ่งอยู่ 11 คะแนน ให้หามัธยฐาน และฐานนิยมของคะแนนสอบของนักเรียน 
10 คนนี้ 
 
(6) ข้อมูลชุดหนึ่งเรียงลําดับจากน้อยไปมากได้ 10, 20, 30, 30, a, b, 60, 60, 90, 120 
ถ้าฐานนิยมและมัธยฐานเป็น 30 และ 40 ตามลําดับ 
แล้ว ข้อมูลชุดต่อไปนี้จะมีค่าเฉล่ียเลขคณิตเท่าใด 11, 22, 33, 34, a+5, b+6, 67, 68, 99, 130 
 
(7) คะแนนสอบของนักเรียนกลุ่มหนึ่งมีเส้นโค้งความถี่เป็นโค้งเบ้ซ้าย โดยที่ 80 เปอร์เซ็นต์ของ
นักเรียนทั้งหมดสอบได้คะแนนเท่ากันคือ 75 คะแนน สมชายสอบได้คะแนนเท่ากับค่าเฉล่ียเลขคณิต
ของคะแนนสอบ โดยที่คะแนนของสมชายต่างจากฐานนิยมอยู่ 6 คะแนน สมชายสอบได้คะแนน
เท่าใด 
 
(8) ครอบครัวหนึ่งมีบุตร 5 คน คนโตอายุ 15 ปี คนสุดท้องอายุ 4 ปี ค่าเฉล่ียอายุบุตรทุกคนเป็น 
11 ปี มัธยฐานเป็น 12 ปี หากบุตรคนที่ 4 อายุน้อยกว่าคนที ่2 อยู่ 4 ปี ใหห้าค่าเฉล่ียของอายุบุตร
ในอีก 3 ปีข้างหน้า 
 
(9) ความสัมพันธ์ระหว่างกําไร (y) และราคาทุน (x) ของสินค้าชนิดหนึ่งเป็น 
y = 7 + 0.25 x   ถ้าราคาทนุของสินค้า 5 ชิ้นเป็น 32, 48, 40, 56, 44 บาท 
แล้ว ให้หาค่าเฉล่ียเลขคณิตของกําไรของสินค้า 5 ชิ้นนี ้
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(10) จากการวิเคราะห์ความสัมพันธ์ระหว่างน้ําหนัก (กก.; W) กับส่วนสูง (ซม.; H) ของคน 15 
คน พบว่าเป็นไปตามสมการ 3W H 15     ถ้าค่าเฉล่ียของส่วนสูง 6 คนแรกเป็น 159 ซม. 
และของอีก 9 คนที่เหลือเป็น 156 ซม. ให้หาค่าเฉล่ียของน้ําหนักคน 15 คนนี้ 
 
(11) ข้อมูลชุดหนึ่งมี X  เป็น 11 ถ้ามีข้อมูลค่า 29 เพ่ิมอีกตัว จะทําให้ X  กลายเป็น 13 
ให้หาว่าเดิมมีข้อมูลอยู่กี่ตัว 
 
(12) ข้อมูล N จํานวน มีค่าเฉล่ียเลขคณิตเป็น 15 ภายหลังพบว่าอ่านข้อมูลผิด 
คือจาก 21 อ่านผิดเป็น 12 จึงทําการหาค่าเฉลี่ยเลขคณิตใหม่ได้เป็น 16 ให้หาจํานวนข้อมูล 
 
(13) จากการหาตัวกลางเลขคณิต หรือ X  ของข้อมูล 10 ตัว ได้ค่าเป็น 12 
แต่ปรากฏว่าอ่านข้อมูลผิดไป จากข้อมูลจริงคือ 3 แต่อ่านเป็น 8 ดังนั้นค่า X  ที่แท้จริงคือเท่าใด 
 
(14) น้ําหนักเฉล่ียของนักเรียนชายเป็น 70 กก. นักเรียนหญิงเป็น 55 กก. และนํ้าหนักเฉล่ียของ
นักเรียนทั้งหมด 150 คน เป็น 60 กก. ให้หาจํานวนนักเรียนชาย และนักเรียนหญิง 
 
(15) จากผลสอบของนักเรียน 30 คนในห้องหนึ่ง พบว่าค่าเฉล่ียของคะแนนนักเรียนชายเท่ากับ
จํานวนนักเรียนชายพอดี และค่าเฉล่ียของคะแนนนักเรียนหญิงก็เท่ากับจํานวนนักเรียนหญิงด้วย 
หากค่าเฉล่ียรวมทั้งห้องเป็น 50/3 คะแนน และจํานวนนักเรียนชายน้อยกว่านักเรียนหญิง 
ให้หาจํานวนนักเรียนชาย 
 
(16) คนกลุ่มหนึ่งเป็นชาย 40 คน และหญิง 60 คน เงินรวมกัน 18,630 บาท ถ้าค่าเฉล่ียของเงินที่
ผู้หญิงมีน้อยกว่าค่าเฉล่ียของเงินที่ผู้ชายมี อยู่ 10 บาท ให้หาผลรวมของค่าเฉล่ียทั้งสองนี้ 
 
(17) ตารางต่อไปนี้เป็นเกณฑ์การคิดคะแนนที่ผู้สอนกําหนดไว้ และผลการเรียนของนักเรียนคนหนึ่ง 
ถ้านักเรียนคนนี้ได้คะแนนเฉล่ียตลอดภาคเป็น 79% แล้ว ให้หาคะแนนสอบปลายภาคท่ีนักเรียนคน
นี้ได้รับ 
 
 
 
 
 
 
(18) กําหนดให้ 1 2 10x , x , ..., x  มีค่าเป็น 5, 6, a , 7, 10, 15, 5, 10, 10, 9 ตามลําดับ 
โดยที่ a 15  
ถ้าพิสัยของข้อมูลชุดนี้คือ 12 
b เป็นจํานวนจริงที่ทําให้ 

10 2
i

i 1
(x b)


  มีค่าน้อยที่สุด 

และ c เป็นจํานวนจริงที่ทําให้ 
10

i
i 1

x c


  มีค่าน้อยที่สุด แล้ว a b c   มีค่าเท่าใด 

 
 

 
การบ้าน 

สอบย่อย 
สอบปลายภาค 

ครั้งที่ 1 ครั้งที่ 2 
เกณฑ ์ 20% 20% 30% 30% 
คะแนนท่ีได้ (100) 92 84 63  
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(19) ข้อมูลชุดหนึ่งประกอบด้วย 1 2 20x , x , ..., x  โดยมีสมบัติดังนี้ 
20

i
i 1

x a


  มีค่าน้อยที่สุดเม่ือ a 5     และ 
20 2

i
i 1

(x b)


  มีค่าน้อยที่สุดเม่ือ b 8  

พิจารณาข้อความต่อไปนี้ ข้อใดถูกหรือผิดบ้าง 
 ก. ข้อมูลชุดนี้มีค่าเฉล่ียเลขคณิตน้อยกว่ามัธยฐาน 
 ข. ผลรวมของข้อมูลชุดนี้ทั้งหมด เท่ากับ 100 
 
(20) กําหนดให้ 

3
i i

i 1
(x y) 9


   และ 

3
i i

i 1
(x y ) 7


   

หากต้องการให้ 
3 2

i
i 1

(x a)


  มีค่าน้อยที่สุดเท่าที่เป็นไปได้ a ต้องมีค่าเท่าใด 

 
(21) กําหนดข้อมูลชุดหนึ่งเป็น 1 2 3 Nx , x , x , ..., x  และกําหนดเงื่อนไขต่อไปนี้  ให้หาค่า X  
 (21.1) 

20 202 2
i i

i 1 i 1
(x 1) (x 3)

 
     

 (21.2) 
8 2

i
i 1

(x 1) 1


   และ 
8 2

i
i 1

(x 2) 9


   

(21.3) 
N 2

i
i 1

x A


  และ 
N 2

i
i 1

(x 2) B


   

 
(22) ให้หาค่าเฉล่ียเลขคณิต มัธยฐาน และฐานนิยม ของข้อมูลในตารางแจกแจงความถี่ต่อไปนี้ 

(22.1)        (22.2)  
 
 
 
 
 
        (22.4) 
(22.3) 
 
 
 
 
 
 
(22.5) 

 
      
 
 
 
 
 
 

รายได้ (บาท) จํานวนคน 
2,100 – 2,199 
2,000 – 2,099 
1,900 – 1,999 
1,800 – 1,899 
1,700 – 1,799 
1,600 – 1,699 
1,500 – 1,599 

1 
2 
6 
10 
12 
7 
2 

รวม 40 

ข้อมูล ความถ่ี 
3 – 5 
6 – 8 
9 – 11 
12 – 14 
15 – 17 

10 
12 
15 
5 
3 

คะแนน ความถ่ี 
0 – 19 
20 – 39 
40 – 59 
60 – 79 
80 – 99 

5 
10 
15 
25 
20 

อันตรภาคช้ัน ความถ่ี 
10 – 14 
15 – 19 
20 – 24 
25 – 29 
30 – 34 

10 
12 
15 
9 
4 

อันตรภาคช้ัน ความถ่ี 
30 – 39 
40 – 49 
50 – 59 
60 – 69 
70 – 79 
80 – 89 
90 – 99 

1 
2 
6 
20 
21 
8 
2 

รวม 60 
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(22.6) 
 
 
 
(22.7) 
 

 
 
 
(23) ความสัมพันธ์ระหว่างค่าที่สังเกตได้ กับร้อยละของความถี่สะสมสัมพัทธ์ของค่าเหล่านี้ 
เป็นไปตามตาราง ให้หาค่าเฉล่ียเลขคณิตของข้อมูล 
 

x –4 –3 1 2 3 
y 30 50 60 80 100 

 
(24) ให้หาค่าเฉล่ียเลขคณิต มัธยฐาน และฐานนิยมของคะแนนสอบ จากผลสอบดังต่อไปน้ี 
 น้อยกว่า 10 คะแนน  5 คน  น้อยกว่า 50 คะแนน   60 คน 
 น้อยกว่า 20 คะแนน 13 คน  น้อยกว่า 60 คะแนน   80 คน 
 น้อยกว่า 30 คะแนน 20 คน  น้อยกว่า 70 คะแนน   90 คน 
 น้อยกว่า 40 คะแนน 32 คน  น้อยกว่า 80 คะแนน   100 คน 
 
(25) เม่ือสร้างตารางแจกแจงความถี่ของคะแนนของนักเรียน 36 คน โดยใชค้วามกว้างแต่ละอันตร
ภาคชั้นเป็น 10 แล้ว ปรากฏว่ามัธยฐานของคะแนนทั้งหมดอยู่ในช่วง 50 – 59 ถ้ามีนักเรียนที่สอบ
ได้คะแนนต่ํากว่า 49.5 อยู่ 12 คน และต่ํากว่า 59.5 อยู่ 20 คน แล้ว มัธยฐานของคะแนนสอบมี
ค่าเท่าใด 
 
(26) อายุของเด็กกลุ่มหนึ่งมีการแจกแจงดังนี้ ถ้ามัธยฐานเป็น 7 ปีแล้ว a มีค่าเท่าใด 
 

อายุ (ปี) 1 – 3 4 – 6 7 – 9 10 – 12 
จํานวนเด็ก 3 a 6 4 

 
(27) ตารางต่อไปนี้แสดงรายจ่ายต่อเดือนของครอบครัวจํานวน 100 ครัวเรือน 
หากมัธยฐานเป็น 49.5 แล้ว คา่ของ 1f , 2f  เป็นเท่าใด 
 

รายจ่าย (ร้อยบาท) 0 – 19 20 – 39 40 – 59 60 – 79 80 – 99 
จํานวนครัวเรือน 14 1f  28 2f  15 

 
(28) ในการสอบวิชาภาษาไทยของนักเรียน 25 คน สมัยเป็นนักเรียนคนหนึ่งที่เข้าสอบ พบว่าได้ 62 
คะแนน เป็นมัธยฐานพอดี และมี 8 คนที่ได้สูงกว่า 69 คะแนน ถ้ามีการจัดกลุ่มคะแนนสอบเป็นช่วง 
ๆ กว้างเท่ากัน และคะแนนของสมัยตกอยู่ในอันตรภาคชั้น 60 – 69 แล้ว จํานวนนักเรียนที่สอบได้
ในช่วง 60 – 69 คะแนน เป็นเท่าใด 
 

ราคา (บาท) 90 – 94 95 – 99 100 – 104 105 – 109 110 – 114 
จํานวนร้านค้า 5 20 30 35 10 

น้ําหนัก (กก.) 60 – 62 63 – 65 66 – 68 69 – 71 72 – 74 
ความถ่ีสัมพัทธ ์ 0.05 0.18 0.42 0.27 0.08 
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Med 

 น้อย                           x (ข้อมูล)                           มาก 

Q1                 Q2                 Q3 

D1     D2      D3     D4      D5 D6     D7      D8      D9  

๑๔.๓ ตําแหน่งสัมพัทธ์ของข้อมูล 
 

ในหัวข้อที่แล้วเราได้ศึกษาการหาค่ากลางของข้อมูล ซ่ึงเป็นตัวเลขที่ใช้แทน
ค่าข้อมูลทั้งหมด ที่นิยมใช้มี 3 ชนิด ได้แก่ ค่าเฉล่ียเลขคณิต มัธยฐาน และฐาน
นิยม โดยที่ มัธยฐาน เป็นค่าข้อมูลในตําแหน่งกึ่งกลางเม่ือถูกเรียงลําดับจากน้อยไป
มากแล้ว ค่ามัธยฐานบอกให้ทราบว่า มีข้อมูลที่ค่าสูงกว่าค่านี้ และค่าต่ํากว่าคา่นี้ อยู่
เป็นปริมาณเทา่ ๆ  กัน 
 

เม่ือเรียงลําดับข้อมูลจากน้อยไปมากแล้ว นอกเหนือจากการระบุตําแหน่ง
กึ่งกลางของข้อมูล (คือแบ่งข้อมูลออกเป็นสองส่วนเท่า ๆ  กัน) เรายังสามารถระบุ
ตําแหน่งใด ๆ  ของข้อมูลก็ได้ (คือแบ่งข้อมูลออกเป็นกี่ส่วนก็ได้) ถ้าเราแบ่งข้อมูล
ออกเป็น 4 ส่วนเท่า ๆ  กัน จุดแบ่งทั้งสามจุดนั้นจะเรียกว่า ควอร์ไทล์ (Quartile) ที ่
1 หรือ 1Q , ควอร์ไทล์ที่ 2 ( 2Q ) และควอร์ไทล์ที่ 3 ( 3Q ) ตามลําดับ ความหมาย
ของควอร์ไทล์ที่ 1 คือมีข้อมูลที่ต่ํากว่าค่านี้อยูเ่ป็นปริมาณ 1/4 และมากกว่าค่านี้อยู่
อีก 3/4 โดยประมาณ 
 
 
 
 
 
 
 
การบอกตําแหน่งข้อมูลที่นิยมใช้กันมีอีก 2 ชื่อ นั่นคือ เดไซล์ (Decile; D) แทน
การแบ่งข้อมูลเป็น 10 ส่วน และ เปอร์เซนไทล์ (Percentile; P) แทนการแบ่ง
ข้อมูลเป็น 100 ส่วน 
 
 
 
 
 

ทั้งมัธยฐาน ควอร์ไทล์ เดไซล์ และเปอร์เซนไทล์ เรียกว่า ตําแหน่งสัมพัทธ ์
(Relative Standing) ของข้อมูล การคํานวณหาค่าควอร์ไทล์ เดไซล์ และเปอร์เซน
ไทล์ที่ต้องการ เป็นแบบเดียวกับการคํานวณหามัธยฐาน ดังสรุปได้ดังนี้ 
 

ข้อมูลท่ียังไม่ได้แจกแจงความถี่ 

rQ  คือข้อมูล ในตําแหน่งท่ี  r (N 1)4   

rD  คือข้อมูล ในตําแหน่งท่ี  r (N 1)10   

rP  คือข้อมูล ในตําแหน่งท่ี  r (N 1)100   
เม่ือมีข้อมูลทัง้หมด N ตัว และเรียงลาํดับจากน้อยไปมากแล้ว 

สมมติมีคะแนนของนกัเรียนอยู ่200 คน เปอร์เซนไทลท์ี่ 75 หมายถึงสอบไดท้ี่ 150 ใช่หรอืไม่? 
...ถ้าฟังเผิน ๆ  อาจคิดว่าใช ่แตอ่ันที่จรงิไม่ใช่ เพราะเปอรเซนไทลนัน้เรียงจากคะแนนนอยไปมาก 
แตก่ารสอบไดลําดับที่เทาใดนั้นเรียงจากคะแนนมากไปนอย ฉะนัน้ที่ถูกคือสอบไดท้ี่ 50 

S 



บทที่ 14  Math E-Book 
Release 2.6.4 

498 

CF (ความถี่สะสม) 

x (ขอ้มูล) O             Q1 Q2 Q3 

   N 
3N/4 
2N/4 
 N/4 

ข้อมูลท่ีแจกแจงความถ่ีแล้ว 

L
r

Qr

r N fQ L I 4
f

    
 
 

        L
r

Dr

r N fD L I 10
f

    
 
 

 

L
r

Pr

r N fP L I 100
f

    
 
 

 

L คอืขอบล่างช้ันที่มีควอร์ไทล์ (หรือเดไซลห์รอืเปอร์เซนไทล์) ทีต่อ้งการอยู ่
ซึ่งช้ันนั้นมีความกว้าง I และมีความถ่ีเป็น Qrf  (หรือ Drf  หรอื Prf ) 
ส่วน Lf  คือความถ่ีสะสมจนถึงขอบล่างของช้ันนั้น 
ข้อสังเกต ใช้ตําแหน่ง (r/4)N, (r/10)N, (r/100)N โดยไม่ต้องบวกหนึ่ง 

 
และสามารถหาค่าได้จากเส้นโค้งของความถี่สะสมด้วยเช่นกัน ภาพต่อไปนี้

เป็นตัวอย่างการหาค่าควอร์ไทล์ที่ 1, 2 และ 3 จากกราฟ 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

ตัวอย่าง 14.8  ขอ้มูลน้ําหนกั (กก.) ของนักเรยีน 9 คนเป็นดังนี ้
40  45  46  46  50  51  49  52  42 
ให้หาคา่มัธยฐาน ควอร์ไทล์ที ่3 และเปอร์เซนไทล์ที่ 14 ของขอ้มูลชุดดงักล่าว 
 

วิธีคิด ก่อนอื่นต้องเรียงข้อมูลจากนอ้ยไปมาก นั่นคือ 40  42  45  46  46  49  50  51  52 
 

ก. มัธยฐาน 
วิธีคิด มัธยฐานอยู่ตาํแหน่งกึ่งกลาง คอืตําแหนง่ที ่ 9 1 52


  จึงมีค่าเท่ากับ 46 กก. 

 

ข. ควอร์ไทลท์ี่ 3 

วิธีคิด อยู่ตาํแหน่งที่ 3 (9 1) 7.54    จงึได้วา่ 3
50 51Q 2


   50.5 กก. 

 

ค. เปอร์เซนไทลท์ี่ 14 
วิธีคิด อยู่ตาํแหน่งที่ 14 (9 1) 1.4100    จงึได้วา่ 14P 40 0.4(42 40)     40.8 กก. 

หมายเหต ุ
เม่ือตาํแหน่งที่ตอ้งการนั้นเป็นทศนิยมใด ๆ  ให้ใช้วธิีเทียบสัดส่วน 
เช่น ขอ้มูลตาํแหน่งที ่1.4 หาโดย นําข้อมูลตาํแหน่งที ่1 มาบวกเพิ่มไป 0.4 ของระยะห่าง 
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ตัวอย่าง 14.9  สว่นสูงของนักเรียนกลุ่มหนึ่งเปน็ดังตาราง ใหต้อบคําถามตอ่ไปนี ้
(ก่อนศึกษาตัวอย่างนี้ ควรทบทวนการหามัธยฐานของขอ้มูลแบบตาราง ในหัวขอ้ที่แล้ว) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ก. สมชายและสมหญิงเป็นนักเรยีนในกลุ่มนี ้โดยสมชายมีส่วนสงูอยู่ในตําแหนง่ควอร์ไทล์ที ่3 
และสมหญงิมีส่วนสูงอยู่ในตาํแหน่งเปอร์เซนไทลท์ี่ 45 ดงันัน้สมชายสงูกวา่สมหญิงอยู่เทา่ใด 
 

วิธีคิด การวดัตาํแหนง่ของขอ้มูล (มัธยฐาน ควอร์ไทล์ เดไซล์ และเปอร์เซนไทล)์ 
ควรพิจารณาความถ่ีสะสม (ซึง่ในตารางน้ีมีให้แล้ว) 
ควอร์ไทลท์ี่ 3 อยู่ตําแหน่งที ่ 3 60 454    

จะพบวา่ ควอร์ไทลท์ี่ 3 (คอืตัวที ่45) นัน้อยู่ในช้ัน “170 – 174” 

ดังนัน้ L
3

Q3

3 N f 45 41Q L I 169.5 (5)( )4 8f

 
        

 
 

 172 ซม. 

ข้อสังเกต 
ตําแหนง่ทีต่้องการ (45) อยู่กึง่กลางระหว่าง 41 กับ 49 พอด ี
จึงทาํใหข้้อมูลทีค่าํนวณได ้เปน็กึ่งกลางช้ัน (ระหว่าง 170 – 174) 
และจะเปน็แบบนีเ้สมอ ดังนั้นถ้าพบว่าตาํแหน่งที่ตอ้งการอยู่ตรงกลางพอด ี
ก็ให้ตอบค่ากึ่งกลางช้ันได้เลย (ไม่ต้องใชสู้ตรคาํนวณ) 
 
ต่อมา หาเปอรเ์ซนไทล์ที ่45 พบว่าอยู่ตําแหน่งที ่ 45 60 27100    

ซึ่งตาํแหน่งนี้อยูตั่วสุดทายของช้ัน “160 – 164” พอด ีจึงได้คา่เปน็ขอบบนของช้ัน 
ดังนัน้ 45P   164.5 ซม. (ไม่ต้องใชสู้ตรเช่นกนั) 

ถ้าลองคาํนวณจากสูตรก็จะได้ผลเท่ากนัคอื 45
27 15P 159.5 (5)( )12


    164.5 ซม. 

สรุปวา่ สมชายสงูกว่าสมหญงิอยู ่ 172 164.5   7.5 ซม. 
 
ข. สว่นสูง 159.5 เซนติเมตร คดิเป็นเดไซล์ที่เทา่ใด 
 

วิธีคิด ส่วนสูง 159.5 ซม. อยู่ขอบบนของช้ัน “155 – 159” พอด ี
แปลวา่มีจาํนวนคนทีส่่วนสูงน้อยกว่านี ้อยู่ 15 คน และมากกว่านีอ้ยู่ (ที่เหลอื) 45 คน 
ดังนัน้ ส่วนสูง 159.5 ซม. คดิเปน็เดไซล์ที ่ 15 1060    2.5 

(เทียบสัดส่วนวา่จํานวนคน 15 ใน 60 นั้น คดิเปน็กี่สว่นใน 10 สว่น) 
 

 

ส่วนสูง (ซม.) จํานวนคน ความถี่สะสม 
150 – 154 
155 – 159 
160 – 164 
165 – 169 
170 – 174 
175 – 179 
180 – 184 

5 
10 
12 
14 
8 
7 
4 

5 
15 
27 
41 
49 
56 
60 
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40  42  44  46  48  50   52 

มีแผนภาพชนิดหนึ่งที่ช่วยให้มองการกระจายของข้อมูลในแต่ละส่วนย่อย ๆ  
ได้ เรียกว่า แผนภาพกล่อง (Box-and-Whisker Plot) เขียนได้โดยอาศัยข้อมูล
ต่ําสุด, ข้อมูลสูงสุด และข้อมูลในตําแหน่งควอร์ไทล์ที่ 1, 2, 3 กําหนดเป็นจุดลงบน
เส้นจํานวน มีกล่อง 2 อันอยู่ในช่วงกลาง และลากเส้นนอนเป็นกิ่งยื่นออกมาสองข้าง 

เช่น ถ้าน้ําหนัก (กก.) ของนักเรียน 9 คนได้แก่ 
40  45  46  46  50  51  49  52  42 
จะพบว่า minx 40 , 1Q 43.5 , 2Q 46 , 3Q 50.5  และ maxx 52  
สามารถเขียนเป็นแผนภาพกล่องได้ดังนี้ 
 
 
 
 
 
บริเวณ 40 – 43.5 และ 50.5 – 52 เรียกว่าหนวด หรือ Whisker, 
บริเวณ 43.5 – 50.5 เรียกว่ากล่อง หรือ Box 

จากแผนภาพกล่องในตัวอย่างนี้ทําให้เราวิเคราะห์ได้ว่า 
(1) ข้อมูลในช่วง 40 – 43.5 และในช่วง 50.5 – 52 มีปริมาณเท่ากัน 
(2) ข้อมูลในช่วง 43.5 – 50.5 มีปริมาณเป็นคร่ึงหนึ่งของทั้งหมด คือ 40 – 52 
(3) ข้อมูลในช่วง Q2 – Q3 มีการกระจายมากที่สุด และช่วง Q3 – Q4 มีการ
กระจายน้อยที่สุด 

 
 

แบบฝึกหัด ๑๔.๓ 
 
(29) “สมพรสอบได้คะแนนคิดเป็นเปอร์เซนไทล์ที่ 80 จากจาํนวนผู้สอบ 4,000 คน” 
ข้อใดถูกต้อง 
 ก. สมพรสอบได้ที่ 80 

ข. สมพรสอบได้ 80% ของคะแนนเต็ม 
 ค. ผู้ที่ได้คะแนนน้อยกว่าสมพร มีประมาณ 80 คน 
 ง. ผู้ที่ได้คะแนนมากกว่าสมพร มีประมาณ 800 คน 
 
(30) ผลคะแนนสอบของนักเรียน 15 คนเป็นดังนี้ 

16, 19, 32, 30, 4, 9, 4, 12, 20, 26, 12, 31, 20, 17, 24 
ให้หาคะแนนที่ตรงกับควอร์ไทล์ที่ 3, เดไซล์ที่ 6 และเปอร์เซนไทล์ที่ 80 
 
(31) จากข้อมูลชุดหนึ่งได้แก่ 4, 5, 8, 9, 12, 15, 17, 19, 23 
ให้หาค่าเฉล่ียเลขคณิตของ 10P , 2D , 60P  และ 3Q  
 
(32) ข้อมูลที่เรียงลําดับแล้วเป็นดังนี้ 5, 7, 8, 10, 12, 14, 15, x, 23, 24, 27, 28, 30 
ถ้าทราบว่า 6D 20  แล้วให้หาค่า x 
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(33) กําหนดข้อมูลชุดหนึ่งเป็น 28, 15, 19, 11, 29, 12, 27, 24, 30 ให้หาว่า 
 (33.1) 28 คิดเป็นเปอร์เซนไทล์ที่เท่าใด 
 (33.2) 15 คิดเป็นควอร์ไทล์ที่เท่าใด 
 
(34) ผลสอบของนักเรียน 32 คน เขียนเป็น 
กราฟของความถ่ีสะสมได้ดังรูป โดย 
เส้นโค้งนี้ตรงกับสมการ  Y = 4 log2 X 
ให้หาว่าควอร์ไทล์ที่ 3 กับเปอร์เซนไทล์ที่ 50 
มีค่าต่างกันอยู่เท่าใด 
 
 

 
(35) จากการสํารวจน้ําหนักของนักเรียนได้ผลดังตาราง 
ให้หาเดไซล์ที่ 6 และเปอร์เซนไทล์ที่ 92 
 
 
 
 
 

 
(36) ผลการสอบของนักเรียน 40 คนเป็นดังตาราง หากอาจารย์
ต้องการตัดเกรดเพียง 3 เกรดคือ A, B, F โดยต้องการให้เกรด 
A มีจํานวนนักเรียน 20% เกรด B มีจํานวน 40% และที่เหลือ
ได้เกรด F ถามว่าจะต้องตัดเกรดที่คะแนนเท่าใด และหากได้ 71 
คะแนนจะได้เกรดใด 
 
 
 

(37) กําหนดค่าจ้างรายวันของคนงานกลุ่มหนึ่งมีการแจกแจง
ดังตาราง ถ้าข้อมูลชุดนี้มีค่าเปอร์เซนไทล์ที่ 25 เป็น 100.5 
บาท และควอร์ไทล์ที่ 3 เป็น 110.5 บาทแล้ว จํานวนคนงาน
ที่ได้ค่าจ้างรายวันต่ํากว่า 105.5 บาท เท่ากับเทา่ใด 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

น้ําหนัก (กก.) จํานวน (คน) 
31 – 40 
41 – 50 
51 – 60 
61 – 70 
71 – 80 
81 – 90 

3 
7 
24 
10 
5 
1 

คะแนน จํานวนคน 
30 – 39 
40 – 49 
50 – 59 
60 – 69 
70 – 79 
80 – 89 
90 – 99 

2 
5 
6 
11 
11 
4 
1 

ค่าจ้าง (บาท) จํานวนคน 
81 – 85 
86 – 90 
91 – 95 
96 – 100 
101 – 105 
106 – 110 
111 – 115 
116 – 120 

1 
3 
x 
5 
8 
y 
10 
4 

Y (ความถี่สะสม) 

X (คะแนน) O  1                     256 

  32 
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๑๔.๔ ค่าการกระจายของข้อมลู 
 

พิจารณาข้อมูลสองชุดได้แก่ ชุดที่ 1; 8, 10, 12, 20, 5, 1, 7, 7  มี
ค่าเฉล่ียเลขคณิต 7.5 และชุดที่ 2; 8, 7, 7, 8, 7, 8, 8, 7  มีค่าเฉล่ียเลขคณิต 
7.5 เท่ากัน จะเห็นว่าค่ากลางของข้อมูลนั้นไม่สามารถบอกลักษณะข้อมูลชุดต่าง ๆ  
ได้อย่างสมบูรณ์ ควรใช้อีกค่าหนึ่งร่วมกันด้วย นั่นคือค่า การกระจาย (Dispersion) 
ค่าการกระจายยิ่งมาก แสดงว่าข้อมูลยิ่งแตกต่างกัน ไม่เกาะกลุ่มกัน เช่นในตัวอย่าง
ข้างต้น ข้อมูลชุดที่ 1 จะมีค่าการกระจายมากกว่าชุดที่ 2 
 

การวัดการกระจายแบ่งเป็น 2 ประเภท คือ การกระจายสัมบูรณ์ 
(Absolute Variation) ซ่ึงใช้สําหรับข้อมูลชุดนั้นเพียงชุดเดียว และการกระจาย
สัมพัทธ์ (Relative Variation) ซ่ึงใช้เปรียบเทียบการกระจายระหว่างข้อมูลสองชุดได้ 

การกระจายสัมบูรณ์ที่นิยมใช้ มี 4 แบบ ดังนี้ 
 
1. พิสัย (Range) 

เป็นค่าที่วัดได้รวดเร็ว แต่จะมีข้อผิดพลาดมากหากข้อมูลบางจํานวนมีคา่สูง
เกินไป หรือต่ําเกินไปแบบผิดปกติ จึงเหมาะกับการวัดโดยคร่าว ๆ  ที่ไม่ต้องการความ
แม่นยํามากนัก 
 

1.1 ข้อมูลท่ียังไม่ได้แจกแจงความถี่ 

max minRange x x   
maxx  คือข้อมูลที่มีค่าสูงทีสุ่ด, minx  คือขอ้มูลที่มีคา่ต่าํที่สดุ 

 
1.2 ข้อมูลท่ีแจกแจงความถี่แล้ว 

max minRange U L   
maxU  คือขอบบนของชั้นที่คา่ขอ้มูลสูงที่สดุ, minL  คือขอบลา่งของช้ันทีค่่าข้อมูลต่าํทีสุ่ด 

 
2. ส่วนเบี่ยงเบนควอร์ไทล์ (Quartile Deviation; QD) 

บางคร้ังเรียกว่า ก่ึงพิสัยควอร์ไทล์ (Semi-interquartile Range) 
ถึงแม้ว่าการวัดที่ได้จะไม่ละเอียดนัก เพราะใช้เพียงข้อมูลที่ใกล้เคียงกับ 

ควอร์ไทล์ที่ 1 และ 3 เท่านั้น แต่ก็มีส่วนดีเนื่องจากใช้ได้กับการแจกแจงความถี่ที่มี
อันตรภาคชั้นเปิด และใช้ได้กับข้อมูลชุดที่มีบางจํานวนค่าสูงหรือต่ําเกินไปแบบ
ผิดปกติ 
 

ข้อมูลท่ียังไม่ได้แจกแจงความถี่ หรือแจกแจงความถี่แล้ว 
3 1Q QQD 2


  

3Q  คือข้อมูลในตําแหน่งควอร์ไทล์ที ่3, 1Q  คือขอ้มูลในตําแหนง่ควอร์ไทล์ที่ 1 
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3. ส่วนเบี่ยงเบนเฉล่ีย (Mean Deviation; MD หรือ Average Deviation) 
เป็นค่าที่วัดได้ละเอียดกว่าสองแบบแรกเพราะคํานวณจากข้อมูลทุกตัว แต่มี

ข้อเสียที่การคํานวณยุ่งยากกว่า 
 

3.1 ข้อมูลท่ียังไม่ได้แจกแจงความถี่ 
N

i1 2 N i 1
x X...x X x X x XMD N N


    

 


 

ix  คือข้อมูลตวัที ่i จากทัง้หมด N ตัว, X  คือค่าเฉลีย่เลขคณติของขอ้มูล 
 

3.2 ข้อมูลท่ีแจกแจงความถี่แล้ว 
k

i i1 2 k1 2 k i 1
1 2 k

f x Xf f ... fx X x X x XMD f f ... f N


    
 

  


 

ix  กึ่งกลางช้ันที่ i จาก k ช้ัน ซึ่งมีความถี่ if  และมขีอ้มูลทั้งหมด N ตัว, 
X  คือค่าเฉลี่ยเลขคณติ 
 
4. ส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐาน (Standard Deviation; SD หรือ s) 

เป็นค่าที่นิยมใช้มากที่สุด เนื่องจากมีความละเอียด เชื่อถือได้ สามารถ
คํานวณได้ง่ายกว่าส่วนเบี่ยงเบนเฉล่ีย (โดยใช้สูตรที่จัดรูปแล้ว) และนําไปใช้ในการ
วิเคราะห์ข้อมูลขั้นสูงได้ 
 

4.1 ข้อมูลท่ียังไม่ได้แจกแจงความถี่ 
N 2

2 2 2 i
1 2 N i 1

(x X)(x X) (x X) ... (x X)s N N



     

 


 

หรือจัดรูปได้ว่า 
N 2

i
2i 1

x
s XN

 


 

ix  คือข้อมูลตวัที ่i จากทัง้หมด N ตัว, X  คือค่าเฉลีย่เลขคณติของขอ้มูล 
 

4.2 ข้อมูลท่ีแจกแจงความถี่แล้ว 
k 2

2 2 2 i i
1 1 2 2 k k i 1

1 2 k

f(x X)f(x X) f (x X) ... f (x X)s f f ... f N



     

 
  


 

หรือจัดรูปได้ว่า 
k k2 2

i i i i2 2i 1 i 1
fx fd

s X I DN N
     
 

   เม่ือ 
k

i i
i 1

fd
D N




 

ix  กึ่งกลางช้ันที่ i จาก k ช้ัน ซึ่งมีความถี่ if  และมขีอ้มูลทั้งหมด N ตัว, 
X คือคา่เฉลี่ยเลขคณิต, I คือความกว้างช้ัน (ใช้ได้เม่ือทุกช้ันกว้างเทา่กันหมด) 
id  เป็นจํานวนเต็ม โดยให้ช้ันที่มีค่า a นัน้เปน็ d 0  

ช้ันที่คา่ขอ้มูลต่าํลง d 1, 2, ...    ส่วนช้ันที่คา่ข้อมูลสูงขึ้น d 1, 2, ...  
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ในตําราสถิติ นิยมใช้สัญลักษณ์แทนส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานเป็น   
(Sigma) และ s โดยให้นิยามว่า   คือส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานของข้อมูลทั้งหมด 
ซ่ึงเป็นค่าแท้จริง และ s คือส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานของกลุ่มตัวอย่าง ซ่ึงเป็น
ค่าประมาณของ   นั่นเอง 

นั่นคือ ถ้า N คือจํานวนข้อมูลทั้งหมด และถูกสุ่มมาเป็นตัวอย่างจํานวน n 
ข้อมูล จะได้ 

N N2 2
i i

2i 1 i 1
(x ) x
N N

 


  
 

   

และ 
n N2 2

2i i
i 1 i 1

(x X) x n Xs n 1 n 1 n 1
 


  

  

 
 

 
ข้อสังเกต 

1. ในระดับประชากรใช้ตัวหารเป็น N แต่ในระดับตัวอย่างใช้ตัวหารเป็น  
n – 1 ซ่ึงกําหนดเช่นนี้เพ่ือให้สนับสนุนสมบัติต่าง ๆ  ในสถิติขั้นสูง (และยังไม่กล่าวถึง
ในระดับ ม.ปลาย) แต่จะสังเกตได้ว่า ยิ่งมีจํานวนข้อมูลมาก ๆ  การใช้ตัวหาร N กบั 
n – 1 จะยิ่งให้ผลใกล้เคียงกัน 

2. ในทางปฏิบัตินิยมใช้ตัวหารเป็น n – 1 เพราะมักเป็นการคํานวณในระดับ
ตัวอย่าง แต่การศึกษาระดับชั้นนี้ เราใช้ตัวหารเป็น N เพราะในโจทย์จะบอกข้อมูลให้
เราทราบครบทุกตัว และในหนังสือเล่มนี้จะใช้สัญลักษณ์ s กล่าวรวมถึงส่วน
เบี่ยงเบนมาตรฐานทั้งสองแบบ 

 
 
 

ตัวอย่าง 14.10  อายุของสมาชิกในครอบครัวหนึ่งซึ่งมี 5 คน ได้แก่ 15, 35, 35, 35, 55 ป ี
ให้หาคา่การกระจายของข้อมูลชุดนี้ ในแบบตา่ง ๆ  
 
ก. พสิัย 

วิธีคิด Range 55 15    40 ป ี
 

ข. สว่นเบ่ียงเบนควอร์ไทล ์
วิธีคิด การหาค่าส่วนเบ่ียงเบนควอร์ไทล ์จะตอ้งรู้ 1Q  และ 3Q  ก่อน 

1Q  อยู่ในตาํแหน่งที ่ 1 (5 1) 1.54     ..ดงันัน้ 1
15 35Q 252


   ป ี

3Q  อยู่ในตาํแหน่งที ่ 3 (5 1) 4.54     ..ดงันัน้ 3
35 55Q 452


   ป ี

สรุปวา่ 3 1Q Q 45 25QD 2 2
 

    10 ป ี

 
 ค. ส่วนเบ่ียงเบนเฉลี่ย 
วิธีคิด การหาค่าส่วนเบ่ียงเบนเฉลี่ย ต้องรู้ X  ก่อน 

15 35 35 35 55X 355
   

   ป ี
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จากนั้นจึงใช้สูตร 20 0 0 0 20MD 5
   

   8 ป ี

(นําผลต่างระหว่าง ข้อมูลแตล่ะตวั กับ X  มาเฉลี่ยกัน) 
 

ง. ส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐาน 
วิธีคิด การหาค่าส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐาน ต้องรู้ X  กอ่น (คาํนวณแล้วในข้อ ค. ได้เป็น 35 ป)ี 

จากนั้นจึงใช้สูตร 
2 2 2 2 220 0 0 0 20SD 1605
   

    12.65 ป ี

(วิธีหา SD คลา้ยกับ MD โดยนาํผลต่างที่ได้แตล่ะตัวมายกกําลังสอง 
แล้วถอดรากที่สองในขั้นสุดท้าย) 
 
ข้อสังเกต  คา่ของ QD, MD, SD ที่ได้จากขอ้มูลชุดหนึ่ง จะใกลเ้คียงกนัเสมอ 

 

 
 

สมบัติของค่าการกระจายสัมบูรณ์ 
(1) ค่าการกระจายเป็นบวกหรือศูนย์เสมอ 
โดยเป็นศูนย์ก็เม่ือข้อมูลทุกค่าเหมือนกันหมด 
(2) ถ้าข้อมูลชุด Y ทุก ๆ  ตัว สัมพันธ์กับข้อมูลชุด X แต่ละตัว ตามสมการ 

i iy m x c   จะได้ว่าค่าการกระจายของข้อมูลชุด Y เป็น m  เท่าของชุด X 
 
ข้อสังเกต 
เม่ือมีค่าคงที่มาบวก-ลบ, คูณ-หาร ค่ากลาง จะเปล่ียนแปลงเสมอทั้งบวกลบคูณหาร 
แต่ ค่าการกระจาย จะเปล่ียนแปลงเม่ือมีการคูณ-หาร เท่านั้น 
 
สมบัติของส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐาน 

(1) จากสมบัติของค่าเฉล่ียเลขคณิต ที่ว่า 
N 2

i
i 1

(x K)


  จะน้อยที่สุด ก็เม่ือ K X  

ทําให้เราทราบว่า ค่า 
N 2

i
i 1

(x K)M N


   
 
  จะน้อยที่สุดก็เม่ือ M SD  

(K X ) 
(2) ค่า 2s  หรือ 2  เรียกว่า ความแปรปรวน (Variance; Var) 

 
 

ความแปรปรวนรวม (Combined Variance หรือ Pooled Variance) ของขอ้มูล
หลายชุด คํานวณได้จากสมการ 

k 2 2
2 2 2 2 2 2 i i i

2 2 1 1 1 2 2 2 k k k i 1
p c k

1 2 k i
i 1

N(s X )N (s X ) N (s X ) ... N (s X )s X N N ... N N





     

  
  




 

iX  คือค่าเฉลี่ยเลขคณติของขอ้มูลชุดที่ i, 2
is  คอืความแปรปรวนของขอ้มูลชุดที่ i 

iN  คือจํานวนของขอ้มูลชุดที่ i จากทั้งหมด k ชุด 
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ส่วนการกระจายสัมพัทธ์ มี 4 แบบ คํานวณได้จากการกระจายสัมบูรณ์ 
โดยมีคําว่า สัมประสิทธิ์ของ... (Coefficient of…) นําหน้าชื่อ ได้แก่ 

สัมประสิทธิ์ของพิสัย max min
max min

x x
x x





 

สัมประสิทธิ์ของส่วนเบี่ยงเบนควอร์ไทล์ 3 1
3 1

Q Q
Q Q





 

สัมประสิทธิ์ของส่วนเบี่ยงเบนเฉล่ีย MD
X  

สัมประสิทธิ์ของส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐาน s
X  

ซ่ึงสัมประสิทธิ์ของส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานนี้ เป็นค่าการกระจายสัมพัทธ์ที่นิยมใช้มาก
ที่สุด เรียกส้ัน ๆ  ว่า สัมประสิทธิ์การแปรผัน (Coefficient of Variation; CV) 
 
ข้อสังเกต 
ค่ากลาง และ ค่าการกระจายสัมบูรณ์ มีหน่วยอย่างเดียวกับข้อมูล 
ความแปรปรวน มีหน่วยเหมือนข้อมูลยกกําลังสอง 
แต่ ค่าการกระจายสัมพัทธ์ ไม่มีหน่วย 

 
 
 

ตัวอย่าง 14.11  ในการสอบครั้งหนึ่ง ค่าเฉลีย่เลขคณิตและความแปรปรวนของคะแนนสอบของนกัเรียน 
เป็น 14 คะแนน และ 1.4 คะแนน2 ตามลาํดับ 
 
ก. หากผูส้อนเพิม่คะแนนเก็บใหทุ้กคน คนละ 5 คะแนน 
แล้ว ค่าเฉลี่ยเลขคณติและความแปรปรวนของคะแนนชุดใหม่ เป็นเท่าใด 
 

วิธีคิด ข้อมูลทุกตัวถูกบวก 5 ดังนั้น คา่เฉลี่ยเลขคณติกบ็วก 5 เป็น 19 คะแนน 
แต่การบวกไม่มีผลตอ่คา่การกระจาย ดังนั้น ความแปรปรวนยังคงเป็น 1.4 คะแนน2 

 
ข. หากผูส้อนปรบัคะแนนเต็มจากเดิม 20 คะแนน ใหก้ลายเปน็ 60 คะแนน 
แล้ว ค่าเฉลี่ยเลขคณติและความแปรปรวนของคะแนนชุดใหม่ เป็นเท่าใด 
 

วิธีคิด ข้อมูลทุกตัวถูกคณู 3 ดังนัน้ ค่าเฉลี่ยเลขคณติก็คณู 3 เปน็ 42 คะแนน 
และส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐาน (s) ก็จะกลายเป็น 3 เทา่จากเดิมด้วย 
แต่ขอ้นี้คดิความแปรปรวน ( 2s ) ดังนั้นจะตอ้งเพิ่มขึน้เป็น 21.4 3   12.6 คะแนน2 
 

หมายเหต ุ
ส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐาน 2 1s 3s  ทําให้ความแปรปรวน 2 2 2 2

2 1 1s (3s ) 3 s   
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แบบฝึกหัด ๑๔.๔ 
 
(38) ข้อมูลชุดหนึ่งมีค่า 12, 14, 14, 17, 18, 21 ให้หาค่าการกระจายสัมบูรณ์ทั้งส่ีแบบ 
 
(39) โค้งความถี่สะสมของคะแนนนักเรียนจํานวน 400 คน เป็นไปตามสมการ F = 100 log4 X 
ให้หาค่าส่วนเบี่ยงเบนควอร์ไทล์ 
 
(40) ข้อมูลชุดหนึ่งมีส่วนเบี่ยงเบนควอร์ไทล์เป็น 2 
และสัมประสิทธิ์ของส่วนเบี่ยงเบนควอร์ไทล์เป็น 2/3 ให้หาค่าเปอร์เซนไทล์ที่ 75 
 
(41) ข้อมูล 4 จํานวนมีค่าดังนี้   5, a, b, 1   โดยที่ 1 a b<  
ถ้าข้อมูลชุดนี้มีค่าเฉล่ียเลขคณิตเท่ากับ 4 และความแปรปรวนเท่ากับ 5 แล้ว ให้หาค่าของ b – a 
 
(42) ข้อมูล 7 จํานวนมีค่าต่างกันดังนี้ 9, 6, 15, a, 2, 4, 12 โดยที่ 2 < a < 12 
ถ้าค่าเฉล่ียเลขคณิตของข้อมูลเป็น 2 เท่าของส่วนเบี่ยงเบนควอร์ไทล์ ค่า a จะเป็นเท่าใด 
 
(43) ในการวัดความสูงของนักเรียน คํานวณค่า s ได้ 10 ซม. 
แต่พบว่าสเกลของไม้เมตรผิดพลาดขาดไป 10% ของส่วนสูงจริง ดังนั้นค่า s ที่ถูกต้องคือเท่าใด 
 
(44) นักเรียนคนหนึ่งคิดว่าค่าเฉล่ียเลขคณิตเป็น 42 จึงหาส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานได้ 6 
แต่มาพบว่าที่จริงค่าเฉล่ียเลขคณิตเป็น 40 ดังนั้นส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานที่แท้จริงเป็นเท่าใด 
 
(45) ให้หาค่าความแปรปรวนของข้อมูลแต่ละชุด และความแปรปรวนรวมของทั้งสองชุด 
ชุดที่ 1; 3, 6, 9, 12, 15     ชุดที่ 2; 3, 9, 15 
 
(46) ข้อมูลสองชุดมีจํานวนเท่ากัน ชุดแรกมีค่าเฉล่ียเลขคณิต 5 ส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐาน 0 
และชุดที่สองมีค่าเฉล่ียเลขคณิต 3 ถ้าพบว่าข้อมูลรวมมีส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานเป็น 3 
ให้หาส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานของข้อมูลชุดที่ 2 
 
(47) นักเรียนชาย m คน ทุกคนอายุ x ปี และนักเรียนหญิง n คน ทุกคนอายุ y ป ี
ให้หาความแปรปรวนรวมของอายุนักเรียนทั้งหมด 
 
(48) ในการสอบของนักเรียนห้องหนึ่งซ่ึงมี 60 คน ได้คะแนนรวม 1,320 คะแนน โดยมีความ
แปรปรวนเป็น 100 คะแนน2 ถ้ามีนักเรียนได้ 32 คะแนนอยู่ 10 คน ให้หาความแปรปรวนของ
คะแนนของนักเรียน 50 คนที่เหลือ 
 
(49) ถ้านักเรียน 20 คนมีส่วนสูงเฉล่ีย 150 ซม. และส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานเป็น 3 ซม. 
นักเรียนชายซ่ึงมี 12 คนมีส่วนสูงเฉล่ีย 150 ซม. และส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐาน 2 ซม. 
ถามว่าส่วนสูงของนักเรียนหญิงหรือชายมีการกระจายมากกว่ากัน และมากกว่ากันเป็นกี่เท่า 
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(50) ให้หาความแปรปรวนของข้อมูลชุดหนึ่ง ซ่ึงมี 
10

i
i 1

x 60


  และ 
10 2

i
i 1

(x 5) 370


   

 
(51) จากการสํารวจอายุการใช้งานแบตเตอร่ี 2 ยี่ห้อ ได้ผลดังนี้ 
    ยี่ห้อ A;   30, 26, 32, 46, 21     เดือน ค่าเฉล่ียเลขคณิตเป็น 31 
    ยี่ห้อ B;   28, 53, 40, 18, 34, 31  เดือน ค่าเฉล่ียเลขคณิตเป็น 34 
อยากทราบว่ายีห่้อใดมีคุณภาพดีกว่ากัน 
[คุณภาพดี หมายถึงผลิตออกมาใช้งานได้ใกล้เคียงกันทุกชิ้น] 
 
 
(52) กําหนดตารางแจกแจงความถี่ของคะแนนสอบนักเรียน 100 คน 
ให้หาค่าการกระจายสัมบูรณ์ทั้งส่ีแบบ 
 
 
 
 

๑๔.๕ ค่ามาตรฐาน และการแจกแจงแบบปกติ 
 

สมมตินาย ก สอบวิชาภาษาไทยได้ 80% และสอบวิชาภาษาอังกฤษได้ 
87% ยังสรุปไม่ได้ทันทีว่าเขาสอบวิชาใดได้ดีกว่ากัน เพราะต้องคํานึงถึงค่าเฉล่ีย 
และค่าการกระจายของคะแนนแต่ละวิชาประกอบกันด้วย 

ค่ามาตรฐาน (Standard Score หรือ Z-Score; z) เป็นค่าที่ใช้เทียบข้อมูล
ที่ดึงมาจากต่างชุดกันได้ เพราะเป็นการปรับค่าเฉล่ียเลขคณิต และส่วนเบี่ยงเบน
มาตรฐานให้เท่ากัน 

i
i

x Xz s


           i 1, 2, 3, ..., N  

 
ข้อสังเกต 
1. ค่า z ไม่มีหน่วย 
2. ค่า z ของข้อมูลที่ค่ามากกว่าค่าเฉล่ียเลขคณิต จะเคร่ืองหมายบวก, 
น้อยกว่าค่าเฉล่ียจะเป็นลบ, ตรงกับค่าเฉล่ียพอดี จะเป็น 0 
3. สามารถเขียนด้วยสัญลักษณ์อีกแบบได้เป็น i

i
xz 




  โดย i 1, 2, 3, ..., N  

4. อาจเขียนข้อมูลที่ตําแหน่ง z c  ในรูปแบบ x X c s   ก็ได้ 
เช่น X 2 s  หมายถึงข้อมูลที่มีค่า z 2   
หรือ X 0.5 s  หมายถึงข้อมูลที่มีค่า z 0.5  
 
สมบัติของค่ามาตรฐาน 

(1) 
N

i
i 1

z 0


     (ผลรวมของข้อมูลชุด z ใด ๆ  เป็น 0 เสมอ) 

(2) Z 0  เสมอ (ผลจากข้อ 1) และ Zs 1  เสมอ 
 

คะแนน ความถ่ี 
50 – 59 
60 – 69 
70 – 79 
80 – 89 
90 – 99 

15 
20 
40 
15 
10 
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(3) The 95% Rule : “โดยท่ัวไปข้อมูลที่อยู่ระหว่าง z 2   ถึง z 2  จะมี
ปริมาณร้อยละ 95 ของจํานวนข้อมูลทั้งหมด” ... หมายความว่าข้อมูลเกือบทุกค่าจะ
อยู่ในช่วง  (X 2 s, X 2 s)   และเราอาจประมาณ Range 4 s  ก็ได้ (คือเม่ือ
ทราบค่าพิสัย จะประมาณค่า s ได้) 

 
 
 

ตัวอย่าง 14.12  ในการสอบวชิาคณิตศาสตร์ของนกัเรียนหอ้งหนึ่ง ปรากฏว่าค่าเฉลี่ยเลขคณติ 
และส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐาน เปน็ 60 และ 10 คะแนน ตามลาํดับ โดยที่นาย ก ไดค้ะแนน 
คิดเปน็คา่มาตรฐานเท่ากับ 1.3 และนาย ข ไดค้ะแนนน้อยกวา่นาย ก อยู่ 8 คะแนน 
 
ก. นาย ข ได้กีค่ะแนน 
 

วิธีคิด คํานวณหาคะแนนของนาย ก จากสมการ ก ก
ก

x X x 60z 1.3s 10
 

    

ได้เป็น กx 73  คะแนน 
ดังนัน้ คะแนนของนาย ข เทา่กบั ขx 73 8    65 คะแนน 
 
ข. เม่ือรวมคะแนนเก็บซึ่งทกุคนได้ 5 คะแนนเทา่กันแล้ว 
คะแนนรวมของนาย ข คิดเป็นคา่มาตรฐานเทา่กบัเท่าใด 
 

วิธีคิด ข้อมูลทุกตัวถูกบวกด้วย 5 จึงทาํให้ X  เปลี่ยนเปน็ 65, แต่การบวกไม่มีผลกับ s 
คะแนนรวมของนาย ข คือ 70 คะแนน 
ดังนัน้ คิดเปน็คา่มาตรฐาน รวม,ข

70 65z 10


   0.5 
 

 
 

การคํานวณเก่ียวกับเส้นโค้งของความถ่ี 
ลักษณะของเส้นโค้งของความถี่มี 3 แบบ หรือกล่าวว่าลักษณะการแจกแจง

ของข้อมูลมี 3 แบบ คือ 
(1) โค้งปกติ (Normal Curve) หรือ โค้งรูประฆัง (Belled-Shaped Curve) เป็นโค้ง
ของข้อมูลที่พบบ่อยที่สุดโดยเฉพาะข้อมูลจากธรรมชาติ เช่น ส่วนสูง น้ําหนัก 
ปริมาณผลผลิตการเกษตร 
(2) โค้งเบ้ลาดทางซ้าย (หรือทางลบ) (Negatively Skewed Curve) 
(3) โค้งเบ้ลาดทางขวา (หรือทางบวก) (Positively Skewed Curve) 
โค้งแต่ละแบบบอกความสัมพันธ์ระหว่างค่าเฉล่ียเลขคณิต มัธยฐาน และฐานนิยมได้ 
 
 
 
 
 
  
 
 

 f 

x O   x = Med = Mo 

โค้งปกต ิ   f 

x O     Mo < Med < x  

โค้งเบ้ขวา   f 

x O    x < Med < Mo 

โค้งเบ้ซ้าย 
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เนื่องจากพ้ืนที่ใต้เส้นโค้งจะเท่ากับความถี่รวมพอดี (เป็นส่ิงที่ได้จากการ

สร้างฮิสโทแกรม) เราจึงสามารถคํานวณเกี่ยวกับการวัดตําแหน่งของข้อมูล (มัธย
ฐาน, ควอร์ไทล์, เดไซล์, เปอร์เซนไทล์) ได้ โดยจะศึกษาเฉพาะโค้งปกติซ่ึงใชต้าราง
ท้ายบทเรียนในการหาค่าพ้ืนที่ใต้โค้ง 
 

ในทางปฏิบัตินัน้เป็นไปไม่ได้ที่จะสร้างตารางหลายตาราง เพ่ือใช้แทนข้อมูล
ที่มีค่ากลางและค่าการกระจายต่าง ๆ  กัน ดังนั้นจึงต้องใช้วิธีเปล่ียนค่า x ให้เป็นค่า
มาตรฐาน z ก่อน (ค่าเฉล่ียจะเป็น 0 และส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานเป็น 1 ไม่ว่าจะ
เป็นข้อมูลชุดใด) เรียกโค้งปกติที่ปรับค่าข้อมูลให้เป็นค่ามาตรฐานแล้วนี้ว่า โค้งปกติ
มาตรฐาน 
 
 
 
 
 
 

ส่ิงสําคัญในตารางแสดงพ้ืนที่ใต้กราฟของโค้งปกติมาตรฐาน 
1. พ้ืนที่ใต้โค้งรวมกันทั้งหมด (ความถี่รวม) จะมีค่าเท่ากับ 1.00 พอดี 
2. ค่าที่ระบุในตาราง แสดงพ้ืนที่ที่วัดระหว่าง z=0 ไปถึง z ใด ๆ  โดยมี

เพียงค่า z เป็นบวกเท่านั้น (ซีกขวาของโค้ง) เราสามารถหาพ้ืนที่ซีกซ้ายได้โดยอาศัย
ความสมมาตรของรูปกราฟ 

3. หาค่าเปอร์เซนไทล์ (เดไซล์, ควอร์ไทล์) ได้โดยการนําพ้ืนที่ที่ต้องการไป
เทียบเป็นค่า z 

 
ตัวอย่างเช่น เราสามารถหาว่าเปอร์เซนไทล์ที่ 65 มีค่าเท่าใด จากการเปิด

ตารางที่พ้ืนที่ 0.15 ซ่ึงในตารางระบุว่า z=0.385 (จากนั้นนําไปคํานวณกลับเป็นค่า
ข้อมูล x ได้) 
 
 
 
 
 
 
 
ในทํานองเดียวกัน เปอร์เซนไทล์ที่ 20 หาได้จากการเปิดตารางที่พ้ืนที่ 0.3 ได้ค่า 
z=0.841 แต่เนื่องจากเป็นพ้ืนที่ทางซีกซ้าย ค่า z ที่แท้จริงจึงเป็น –0.841 

                    X  
–3  –2  –1  0   1   2   3 

x 
z 

x 
z 

       P20       P65 
   –0.841    0.385      

A = 0.3   A = 0.15    

ถ้าถามผู้เพิ่งเริ่มต้นศึกษาว่ารูปไหนเป็นโคง้เบ้ซ้าย รูปไหนโค้งเบ้ขวา โดยมากมักจะเดาสลับกนั 
..ที่จรงิโค้งเบ้ซา้ยย่อมาจาก โค้งเบ้ “ลาดทางซา้ย” และโค้งเบ้ขวาย่อมาจาก โคง้เบ้ “ลาดทางขวา” 
ฉะนั้นจึงไม่ใช่การเรื่องทีน่่าสับสนแต่อยา่งไร เพยีงแต่การเรียกย่ออาจทําให้เขา้ใจความหมายผิดไป 

S 
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  ใช้สูตร     เปิดตาราง   เทียบสัดส่วน 
x z A P,D, Q    

 
 
 

ตัวอย่าง 14.13  ถ้าคะแนนสอบวิชาภาษาองักฤษมีการแจกแจงปกติ โดยมีคะแนนเฉลี่ย 
และความแปรปรวนเท่ากับ 60 และ 25 ตามลาํดบั และผู้สอบผ่านตอ้งไดค้ะแนน 
ไม่น้อยกว่า 54 คะแนน สมมตินาย ก, นาย ข และนาย ค ทราบว่าตนเองไดค้ะแนน 
อยู่ในตําแหนง่เปอร์เซนไทล์ที ่10, 15 และ 33 ตามลําดับ 

 
กําหนดตารางแสดงพืน้ที่ใต้โค้งปกต ิ
ตั้งแตค่่ามาตรฐาน 0 ถึง z ดงันี ้

 
 
ก. นาย ค สอบได้กี่คะแนน 
 

วิธีคิด ข้อนีเ้ราทราบตาํแหน่งเปอร์เซนไทล์ ( 33P ) และตอ้งการเทียบเป็นข้อมูลคะแนน ( คx ) 
เริ่มจากการเทยีบ 33P  เป็นพืน้ที ่จะพบว่าอยู่ทางซีกซ้ายของโคง้ และห่างจากแกนกลางอยู่ 0.17 
ซึ่งระบุในตารางวา่ คา่มาตรฐานเป็น 0.44 
เนื่องจากอยู่ทางซ้าย จึงต้องไม่ลมืว่า ค่ามาตรฐานที่แท้จรงิเปน็ 0.44  
จากนั้นทาํการคาํนวณเป็นค่า คx  ได้ตามต้องการ 

คือ ค
ค

x 600.44 x5


     57.8 คะแนน 

(ตัวเลข 25 ที่โจทย์ให้มาเปน็ความแปรปรวน ต้องถอดรากที่สองกอ่นจึงจะเป็นค่า s) 
 
ข. นักเรียนสามคนนี ้ใครสอบผ่านบ้าง 
 

วิธีคิด นักเรียนทีส่อบผ่านจะตอ้งได ้54 คะแนนข้ึนไป 
ฉะนั้นผลจากการคํานวณขอ้ ก. เราทราบแลว้วา่นาย ค สอบผา่น 
ต่อมาจะใช้วธิีเดมิเพื่อคํานวณหาคะแนนนาย ก ( 10P ) และ ข ( 15P ) ดว้ย 
เริ่มจากการเทยีบ 10P  และ 15P  เปน็พืน้ที่ จะพบว่าอยู่ทางซีกซ้ายของโค้ง 
และหา่งจากแกนกลางอยู่ 0.40 และ 0.35 ตามลําดับ แต่ปรากฏว่าในตารางไม่ได้กาํหนดคา่มาให ้

 
 
 

 
ดังนัน้ขอ้นีจ้ึงต้องคิดดว้ยวธิีอืน่ คอืแปลงจากคะแนน 54 คะแนน มาเป็นเปอร์เซนไทล์บ้าง 
แบบนี้ก็จะช่วยให้เทยีบว่าใครสอบผ่าน ได้รวดเร็วกว่าเดิมดว้ย 
การคาํนวณเร่ิมจากแปลง 54 ให้เป็นคา่มาตรฐาน จะได้ 54 60z 1.25


    

ดูในตาราง ได้พืน้ที่เท่ากับ 0.3849 (แตอ่ยู่ซีกซ้ายของโคง้) 
นั่นคอืเปอร์เซนไทลท์ี่ 50 38.49 11.51   
..แสดงว่าผู้สอบผา่นต้องได้เปอร์เซนไทลท์ี่ 11.51 ขึน้ไป 
จึงสรุปไดว้่า นาย ข และนาย ค สอบผ่าน 

 

 
 

z 0.35 0.40 0.44 1.20 
A 0.1368 0.1554 0.1700 0.3849 

ควรทําความเข้าใจในเร่ือง x, z, A ใหด้ี เพื่อไม่ให้ใช้ค่า z กับ A สลับกัน 
..เช่นในขอ้นี ้ตารางมีคา่ z 0.35, 0.40  มาให้ แต่ไม่ได้ใช้ 
เพราะที่เราต้องการคือ A 0.35, 0.40  ซึ่งไม่ได้บอกมาให ้

S 
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เพิ่มเติม จากเนือ้หาเรื่องการอนิทิเกรต (บทที่ ๑๒) 
นอกจากใช้ตารางแล้ว ยังหาพื้นทีใ่ต้กราฟอย่างละเอียดได้ด้วยเครือ่งช่วยคาํนวณ 

โดยการอนิทิเกรตสมการของเสน้โค้งปกต ิคอื  212
x

f (x) e 2 
     

(ซึ่งจะพบวา่มีการเลื่อนแกนและความสงูกราฟตา่ง ๆ  กันไปตามค่า   และ  ) 

หรือสมการของเส้นโค้งปกติมาตรฐาน ที่กลายเปน็ 
212 zf (z) e 2

    
(ซึ่งจะไม่ขึ้นกับคา่   และ  )        หมายเหต ุ e 2.718 , 3.1416  

 

ตัวอย่าง 14.14  คะแนนสอบวิชาคณติศาสตร์มีค่าเฉลี่ยเลขคณติเทา่กับ 64 คะแนน 
และการแจกแจงเป็นโค้งรปูระฆัง ถ้ามีนักเรียนสอบได้มากกวา่ 80 คะแนนอยู่ 15.87% 
และพืน้ที่ใต้โค้งปกติระหวา่ง z = 0 ถึง 1 เทา่กับ 0.3413 
แล้ว สัมประสิทธิก์ารแปรผันของคะแนนสอบนีเ้ป็นเท่าใด 
 

วิธีคิด สัมประสิทธิ์การแปรผัน หาไดจ้าก s/X  โดยเราทราบค่า X  แลว้ แต่ยังไม่ทราบ s 
สามารถหาคา่ s ได้จากประโยค “มีนักเรียนสอบได้มากกว่า 80 คะแนนอยู่ 15.87%” 
นั่นคอื คะแนน 80 อยู่ในตําแหนง่พื้นที่ 0.5 0.1587 0.3413   
ซึ่งระบุคา่ z 1  ..ดังนั้นจากสมการ 80 641 s


  จึงทาํใหท้ราบค่า s 16  

สรุปวา่ สัมประสทิธิ์การแปรผนั 16/64 0.25   
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

แบบฝึกหัด ๑๔.๕ 
 
(53) นาย ก สอบวิชาภาษาไทยได้ 48 คะแนน และภาษาอังกฤษได้ 35 คะแนน 
โดยค่าเฉล่ียของคะแนนสอบวิชาภาษาไทยและภาษาอังกฤษเป็น 45 กับ 32 คะแนนตามลําดับ 
และส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานเป็น 12 กับ 10 คะแนนตามลําดับ ถามว่าเขาสอบวิชาใดได้ดีกว่ากัน 
 
(54) นักเรียน 40 คนมีอายุรวมกัน 640 ปี และมีค่าความแปรปรวนของอายุเป็น 4 ปี2 
ถ้า ก และ ข อยู่ในกลุ่มนี้โดยที่ ก อายุ 18 ปี และค่ามาตรฐานของอายุ ก นอ้ยกว่า ข อยู่ 0.5 
แล้ว ให้หาอายุของ ข 
 
(55) คนงาน 100 คน มีอายุเฉล่ียและส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานของอายุเป็น 25 และ 13 ปี 
ตามลําดับ ถ้าผลรวมของค่ามาตรฐานของอายุคนงาน 99 คน เป็น –0.25 
แล้ว อายุของคนงานอีกคนที่เหลือเป็นเท่าใด 
 
(56) ค่ามาตรฐานคะแนนสอบของ ก ข และ ค เป็น –1.6, 1.28, 2.4 ตามลําดับ 
ถ้า ก ได้คะแนนน้อยกว่าค่าเฉล่ียเลขคณิตอยู่ 5 คะแนน และ ข ได้ 60 คะแนน 
แล้ว คะแนนของ ค เป็นเท่าใด 
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(57) จากข้อมูลการสอบของนักเรียน 6 คนดังตาราง ให้หาสัมประสิทธิ์ของการแปรผัน 
 

คะแนน 30 40 45 60 85 100 
ค่ามาตรฐาน –1.2 –0.8 –0.6 0 1.0 1.6 

 
(58) ในการสอบ นักเรียนที่ได้ 70 คะแนนคิดเป็นค่ามาตรฐาน 1 ถ้าสัมประสิทธิ์การแปรผันคือ 
30% แล้ว ให้หาคะแนนเฉล่ียและค่าเบี่ยงเบนมาตรฐาน พร้อมทั้งบอกด้วยว่าคนที่ได้ค่ามาตรฐาน
เป็น –1 นั้นมีคะแนนสอบเท่าใด 
 
 
ตารางต่อไปน้ีแสดงค่าพื้นท่ีใต้โค้งปกติมาตรฐาน ระหว่าง z = 0 ถึง z = z 
ใช้สําหรับโจทยแ์บบฝึกหัดตั้งแต่ข้อ 59 เป็นตน้ไป (ยกเว้นข้อที่โจทย์ระบุคา่มาให้) 

 
(59) ให้หาพ้ืนที่ใต้โค้งปกติมาตรฐาน ในช่วงค่า z ที่กําหนด 
 (59.1) z = 0 ถึง 1.12   (59.4) z = 2 ถึง 3 
 (59.2) z = 0 ถึง –2.03   (59.5) z < –1.19 

(59.3) z = –1.19 ถึง 2 
 
(60) คะแนนสอบที่มีการแจกแจงปกติชุดหนึ่งมีสัมประสิทธิ์การแปรผัน 24% และส่วนเบี่ยงเบน
มาตรฐานเท่ากับ 12 คะแนน ให้หาตําแหน่งเปอร์เซนไทล์ของนักเรียนที่ได้ 65 คะแนน 
 
(61) ผลการสอบของนักเรียน 300 คน มีการแจกแจงแบบปกติ ค่าเฉล่ียของคะแนนสอบเป็น 72 
คะแนน ส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐาน 10 คะแนน ผู้ที่สอบได้เปอร์เซนไทล์ที่ 10 จะสอบได้กี่คะแนน 
 
(62) ถ้าคะแนนสอบวิชาภาษาไทยมีการแจกแจงปกติ ค่าเฉล่ีย 80 คะแนน ส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐาน 
15 คะแนน นักเรียนที่ได้คะแนนเป็นเดไซล์ที่ 3.3 จะมีผลสอบกี่คะแนน 
 
(63) ในการสอบคร้ังหนึ่งซ่ึงมีการแจกแจงแบบปกติ และมีคะแนนเต็ม 100 คะแนน 
ถ้าค่าเฉล่ียเลขคณิตเท่ากับ 60 และความแปรปรวนเท่ากับ 100 ข้อใดต่อไปน้ีมีค่าสูงที่สุด 
 ก. คะแนน ณ เปอร์เซนไทล์ที่ 80  ข. คะแนนมาตรฐาน 1.50 
 ค. คะแนนดิบ 85    ง. คะแนน ณ เดไซล์ที่ 7 
 
(64) ข้อมูลที่แจกแจงแบบปกติชุดหนึ่งมีค่าสูงสุดเป็นเปอร์เซนไทล์ที่ 97.5 
คะแนนต่ําสุดเป็นเปอร์เซนไทล์ที่ 33 และส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานเป็น 10 ให้หาพิสัยของข้อมูลชุดนี้ 
 
 

z A z A z A z A 
0.00 
0.44 
0.50 
0.67 
0.71 

0.0000 
0.1700 
0.1915 
0.2500 
0.2612 

0.72 
0.84 
1.00 
1.12 
1.19 

0.2642 
0.3000 
0.3413 
0.3686 
0.3830 

1.20 
1.25 
1.29 
1.50 
1.56 

0.3849 
0.3944 
0.4000 
0.4330 
0.4400 

1.96 
2.00 
2.03 
2.50 
3.00 

0.4750 
0.4773 
0.4788 
0.4938 
0.4987 



บทที่ 14  Math E-Book 
Release 2.6.4 

514 

(65) จากการสํารวจผู้สอบคณิตศาสตร์กลุ่มหนึ่ง พบว่าผลการสอบมีการแจกแจงแบบปกต ิ
ค่าเฉล่ียเลขคณิตเป็น 97 คะแนน ส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานเป็น 20 คะแนน 
ส่วนเบี่ยงเบนควอร์ไทล์ของคะแนนสอบเป็นเท่าใด 
(กําหนดพ้ืนที่ทางขวาของ z=0 เป็น 50%, z=0.25 เป็น 40.13%, 
z=0.5 เป็น 30.85%, z=0.675 เป็น 25.00% และ z=0.75 เป็น 22.66%) 
 
(66) การแจกแจงความถี่ของรายได้พนักงานบริษัทแห่งหนึ่งเป็นแบบปกติ ผูมี้รายได้ต่อเดือนต่ํากว่า 
3,000 บาทมีอยู่ 33% ผู้มีรายได้ในช่วง 3,000 ถึง 5,000 บาทมี 61% และที่เหลือได้มากกว่า 
5,000 บาท ให้หาสัมประสิทธิ์การแปรผันของรายได้ทั้งหมดนี้ 
 
(67) คะแนนสอบที่มีการแจกแจงเป็นโค้งรูประฆัง มีจํานวนนักเรียนได้ต่ํากว่า 40 คะแนนอยู่ 
15.87% และสูงกว่า 70 คะแนนอยู่ 2.27% ให้หาสัมประสิทธิ์การกระจายของคะแนนสอบกลุ่มนี้ 
และหาว่ามีนักเรียนที่สอบได้มากกว่า 30 คะแนนอยู่ร้อยละเท่าใด 
 
(68) ผลการสอบของนักเรียนห้องหนึ่งเป็นการแจกแจงปกติที่มีความแปรปรวน 9 
ถ้าจํานวนนักเรียนที่ได้น้อยกว่า 60 คะแนนเท่ากับคนที่ได้มากกว่า 72 คะแนน 
ให้หาว่าจํานวนคนที่ได้น้อยกว่า 60 คะแนนคิดเป็นร้อยละเท่าใด 
 
(69) ผลสอบของ 500 คนเป็นการแจกแจงปกติ มีส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐาน 20 คะแนน, ก และ ข 
เป็นนักเรียนในกลุ่มนี้โดย ก สอบได้ 40% ของคะแนนเต็ม และ ข สอบได้ 20% ของคะแนนเต็ม 
ถ้าการสอบน้ีเต็ม 200 คะแนนและมีคนได้คะแนนน้อยกว่า ก อยู่ 450 คน ขอ้ใดถูกต้อง 
 ก. คะแนนของ ก ได้เปอร์เซนไทล์ที่ 80    ข. คะแนนของ ข ได้เปอร์เซนไทล์ที่ 20 
 ค. มีคนได้คะแนนน้อยกว่า ข 119 คน      ง. ไม่สามารถหาค่าเฉล่ียได้เพราะข้อมูลไม่พอ 
 
(70) คะแนนสอบของนักเรียน 1,000 คนมีการแจกแจงแบบปกติ โดยมีส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐาน 10 
ถ้ามีนักเรียน 900 คนได้ต่ํากว่า 80 คะแนน (กําหนดพ้ืนที่ใต้โค้งระหว่าง z=0 ถึง 1.3 เป็น 0.4) 
ขอ้ใดผิด 
 ก. คะแนนเฉล่ียน้อยกว่า 80      ข. คะแนน 54 เป็นค่ามาตรฐาน –1.3 
 ค. คะแนน 54 เป็นเปอร์เซนไทล์ 10      ง. ผูไ้ด้คะแนน 54 ถึง 80 มีมากกว่า 800 คน 
 
(71) คะแนนสอบของนักเรียนกลุ่มหนึ่งมีการแจกแจงปกติ โดยมีสัมประสิทธิ์การแปรผัน ¼ 
ถ้าส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานของคะแนนสอบเท่ากับ 3 แล้ว มัธยฐานเท่ากับเท่าใด 
 
(72) กําหนดพ้ืนที่ใต้โค้งปกติมาตรฐานทางขวามือของ z=0.67 เป็น 0.25 
ถา้ข้อมูลชุดหนึ่งแจกแจงแบบปกติโดยส่วนเบี่ยงเบนควอร์ไทล์เป็น 2 
และสัมประสิทธิ์ของส่วนเบี่ยงเบนควอร์ไทล์เป็น 2/3 ให้หาค่าเฉล่ียเลขคณิตและความแปรปรวน 
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Y 

X O   

Y 

X O   

๑๔.๖ ความสัมพันธ์เชิงฟังก์ชันระหว่างข้อมูล 
 

หากเรามีคู่อันดับ (x, y)  จํานวนหน่ึง หลังจากสร้าง แผนภาพการกระจาย
ตัว (Scatter Plot) เราจะเห็นลักษณะความสัมพันธ์ระหว่างตัวแปร x กับ y และ
สามารถหาความสัมพันธ์ระหว่าง x กับ y เป็นสมการในรูป y f(x)  “เพ่ือใช
ทํานายคา y” ที่สัมพันธ์กับค่า x ที่ต้องการได้ 

การทํานายค่าของ y ที่ค่า x ภายในพิสัยของข้อมูลที่มี เรียกว่า การ
พยากรณ์ในช่วง (Interpolation) และที่ค่า x นอกพิสัยที่มี เรียกว่า การพยากรณ์
นอกช่วง (Extrapolation) 

รูปแบบความสัมพันธ์ของ x กับ y ที่พบบ่อยและจะได้ศึกษาในระดับนี้ 
ได้แก่ เส้นตรง พาราโบลา และเอกซ์โพเนนเชียล แต่ละรูปแบบเราจะต้องคาํนวณหา
ค่าคงตัวที่บง่บอกลักษณะของกราฟ ดังนี้ 
 
1. ฟังก์ชันเส้นตรง 
รูปทั่วไป Ŷ mX c   
หาค่าคงตัว m กับ c โดยสมการ 

  y m x cN   __________(1) 
 2xy m x c x    ________(2) 

(N คือจํานวนคูอ่ันดับ หรือจํานวนจุด) 
 

 
 
 
 
2. ฟังก์ชันพาราโบลา 
รูปทั่วไป 2Ŷ aX bX c    
หาค่าคงตัว a, b และ c โดยสมการ 

   2y a x b x cN     ________(1) 
  3 2xy a x b x c x      ______(2) 
 2 4 3 2x y a x b x c x      _____(3) 

 
3. ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล 
รูปทั่วไป XŶ a b  หรือ ˆlog Y log a X log b   
หาค่าคงตัว log a  กบั log b  โดยสมการ 
      (log y) N log a log b x   _______(1) 
     2(x log y) log a x log b x    _____(2) 
 
 
 
 

Y 

X O   

ค่า xy  ไม่เทา่กับ x y   ..การหาค่า xy  ต้องคูณ x y  ให้ครบทกุคู่ก่อนแล้วจงึรวมกัน 
และเช่นเดียวกัน ค่า 2x  ก็ไม่เทา่กับ 2x)(  ..แตจ่ะตอ้งหา 2x  แตล่ะตวักอ่นแล้วจงึรวมกนั S 
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สมการที่ใช้เพ่ือหาค่าคงที ่ a, b, c, m เหล่านี้ เรียกว่า สมการปกติ 
(Normal Equations) ซ่ึงล้วนหาได้จากกระบวนการเดียวกันคือ 
สมการท่ีหนึ่ง เติมเคร่ืองหมาย   ทั้งสองข้างของสมการ 
สมการท่ีสอง นําสมการแรกมาเติมตัวแปรต้น คือ x ไว้ภายใน   ทุกพจน ์
สมการต่อ ๆ  ไป หากจํานวนสมการยังไม่ครบ ให้เพ่ิม x ไว้ภายใน   อีก ทีละตวั ๆ  
 

วิธีการหาค่าคงตัวด้วยสมการปกติดังกล่าว เรียกว่า ระเบียบวิธีกําลังสอง
น้อยที่สุด (Method of Least Squares) เป็นวิธีที่ทําให้ค่า y ที่ได้ มี ความคลาด
เคล่ือนกําลังสอง (Square Error หรือ 2

i
ˆ(y Y)  ) ต่ําที่สุด 

สัญลักษณ์ Y ใช้แทนค่าจริง และสัญลักษณ์ Ŷ  (อ่านว่า y-hat) ใช้แทน
ค่าที่ได้จากการประมาณด้วยฟังก์ชันที่เราสร้างขึ้น 
 
ข้อควรระวัง 
สมการที่หาได้ไม่สามารถทํานายค่า x จาก y ได้ ... ถ้าต้องการประมาณค่า x ก็
ต้องเปล่ียนฟังก์ชันทั้งหมด ให้เป็น x f(y)  แทน (คือให้ y เป็นตัวแปรต้น) 

 
 
 
 

ตัวอย่าง 14.15  จากการสอบถามรายจ่ายของ 8 ครอบครัวในหมู่บ้านหนึง่ 
ได้ผลสัมพนัธ์กับรายไดด้ังตาราง 

 
 
 
 

ก. ใหห้าความสมัพันธ์ที่ใช้ประมาณรายจ่ายจากรายได ้
 

วิธีคิด โจทย์ตอ้งการทาํนายรายจ่ายจากรายได ้แสดงว่าในทีน่ี้ Y คอืรายจา่ย และ X คือรายได ้
เม่ือวางคูอ่ันดับเหล่านีล้งในแกนพิกัดฉากแลว้พบว่า มีความสัมพนัธ์กนัแบบเส้นตรง 
ดังนัน้สมการที่เราจะใช้คอื Ŷ mX c   และดําเนินการหาคา่ m, c 
ด้วยสมการปกต ิ y m x cN    และ 2xy m x c x     
 
แทนค่า y 40 , x 56 , N 8 , xy 364  และ 2x 524  
จะได้สมการเป็น 40 56m 8c   และ 364 524m 56c   
แก้ระบบสมการ ได้คําตอบ m 0.636  และ c 0.545  
 
ดังนัน้ ความสัมพันธ์ที่ใช้ประมาณรายจา่ยจากรายได้ คอื Ŷ 0.636 X 0.545   
เม่ือ Y คอืรายจา่ย (พันบาท) และ X คอืรายได้ (พันบาท) 
 
ข. ถ้าครอบครัวหนึ่งในหมู่บ้านนีมี้รายได ้4,500 บาท จะมีรายจา่ยประมาณเท่าใด 
 

วิธีคิด อาศัยผลท่ีได้จากข้อ ก. แทนคา่ Ŷ 0.636(4.5) 0.545 3.407    
ดังนัน้ ครอบครัวที่มีรายได้ 4,500 บาท จะมีรายจ่ายประมาณ 3,407 บาท 
 
 
 

รายได้ (พันบาท) 1 3 4 6 8 9 11 14 
รายจ่าย (พันบาท) 1 2 4 4 5 7 8 9 

สมการ Ŷ ...X...  จะใช้ทาํนายค่า Y เม่ือบอกค่า X มาใหเ้ท่านั้น แต่ไมสามารถใช้ทํานายคา่ X 
จากค่า Y ได ้ถ้าจะทาํนายค่า X ต้องนําคู่อนัดับมาสรา้งสมการใหม่ให้อยู่ในรูป X̂ ...Y...  S 
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ค. ถ้าครอบครัวหนึ่งในหมู่บ้านนีมี้รายจา่ย 3,500 บาท จะมีรายได้ประมาณเท่าใด 
 

วิธีคิด โจทย์ตอ้งการทาํนายรายได้จากรายจา่ย ลักษณะนี้จะไม่สามารถอาศัยผลจากข้อ ก. ได ้
หากเราจะใช้ Y เป็นรายจา่ย และ X เปน็รายได้เช่นเดิม 
ก็จะตอ้งเปลี่ยนรปูสมการเปน็ X̂ mY c   และดาํเนนิการหาค่า m, c อีกครัง้หนึ่ง 
ด้วยสมการปกต ิ x m y cN    และ 2xy m y c y     
 
แทนค่า x 56 , y 40 , N 8 , xy 364  และ 2y 256  
จะได้ระบบสมการเป็น 56 40m 8c   และ 364 256m 40c   
แก้ระบบสมการ ได้คําตอบ m 1.5  และ c 0.5   
 
ดังนัน้ ความสัมพันธ์ที่ใช้ประมาณรายไดจ้ากรายจ่าย คอื X̂ 1.5Y 0.5   
เม่ือ Y คอืรายจา่ย (พันบาท) และ X คอืรายได้ (พันบาท) 
และครอบครัวทีมี่รายจา่ย 3,500 บาท จะมีรายได้ประมาณ 4,750 บาท 

 

 
 
 

ตัวอย่าง 14.16  ถ้าความสัมพนัธ์เชิงฟังก์ชันที่ใช้ทํานายกําไร (y : พันบาท) จากต้นทุน (x : รอ้ยบาท) 
อยู่ในรปู y mx c   โดยมีสมการที่ได้จากระเบียบวิธีกําลังสองนอ้ยที่สดุดังนี ้
19 30m 10 c   …….(1)  และ 6.6 10m 4 c   …….(2) 
 
ก. เม่ือต้นทุนเปน็ 400 บาท จะทํานายกําไรได้เปน็กี่บาท 
 

วิธีคิด การทํานายกําไร (y) จากต้นทุน (x) สามารถทําได้ 
แก้ระบบสมการที่โจทย์ให้มา ไดค้่า m 0.5  และ c 0.4  
นั่นคอืสมการที่ใช้ได้แก่ Ŷ 0.5 x 0.4   
และเม่ือต้นทุนเปน็ 400 บาท ( x 4 ) จะได้ Ŷ 0.5(4) 0.4 2.4    พนับาท 
ดังนัน้ตอบว่า กาํไรเท่ากับ 2,400 บาท 
 
ข. เม่ือกําไรเป็น 400 บาท ตอ้งกําหนดค่าใดเพิ่มเติมให้ เพือ่ใหส้ามารถทาํนายต้นทุนได ้
 

วิธีคิด สมการที่โจทย์ใหม้าคือ y m x cN    และ 2xy m x c x     ซึง่ใช้ทํานายคา่ y จาก x 
แต่ถ้าต้องการทาํนายค่า x จาก y ต้องใช้สมการ x m y cN    และ 2xy m y c y     
เม่ือเทียบกนัดแูลว้ พบวา่ยังตอ้งทราบเพิ่มอีกอย่างหน่ึง นัน่คอื 2y  
 
ค. ต้นทุนเฉลี่ย X  เทา่กับกี่บาท 
 

วิธีคิด จากสมการปกตทิี่กลา่วไวแ้ล้วในข้อ ข. นํามาเทยีบกับสมการในโจทย์ 
จะทราบว่า y 6.6 , x 10 , N 4 , xy 19  และ 2x 30  
ดังนัน้ X x/N 10/4 2.5    ร้อยบาท ..นั่นคือ ตน้ทนุเฉลี่ยเท่ากับ 250 บาท 
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ตัวอย่าง 14.17  ถ้าใหส้มการแทนความสัมพันธ์เชิงฟังก์ชันที่ใชป้ระมาณน้าํหนัก (W : กก.) 
จากส่วนสงู (H : ซม.) ของนกัเรยีนกลุ่มหนึ่ง เปน็ HŴ a3   

โดยทีท่ราบวา่น้าํหนักเฉลีย่และสว่นสงูเฉลี่ย เทา่กับ 52 กก. และ 162 ซม. ตามลําดับ 
 
ก. นักเรียนคนหนึ่งในกลุ่มนีสู้ง 159 ซม. จะมีน้ําหนักประมาณเทา่ใด 
 

วิธีคิด จากสมการ HŴ a3   ยังทํานายน้าํหนักไม่ได้เพราะไม่ทราบค่า a 

เราสามารถหาค่า a ไดจ้ากข้อมูลที่วา่ W 52  และ H 162  
จากความสัมพันธ์ HW a3   ..แทนค่า 16252 a3   จะได้ a 2  

ดังนัน้ นักเรยีนทีสู่ง 159 ซม. จะมีน้ําหนัก Ŵ 159/3 2    51 กก. 
 

หมายเหต ุ
การที่ถ้า HŴ a3   แล้วสรุปได้วา่ HW a3   ด้วยนัน้ 

เป็นเพราะสมการในรูป Ŷ mX c   สามารถเขียนเปน็ Y mX c   ได ้
(พิสูจน์ไดจ้ากการนํา N ไปหารทัง้สองขา้ง ของสมการปกติของรปูแบบเส้นตรงสมการที่ 1) 

 
 
 
 
 
 

ข. หากนักเรียนคนหนึ่งสูงขึน้ 12 ซม. น้ําหนกัจะเพิ่มขึน้ประมาณเท่าใด 
 

วิธีคิด ข้อนีห้า้มคาํนวณจาก 12Ŵ 23   เด็ดขาด 

เพราะการที ่H เพิ่มขึ้น 12 ซม. ไม่ได้แปลวา่คา่ H เทา่กับ 12 
วิธีคดิทีจ่ริงคือ HŴ 3


   เท่านั้น คอื 12Ŵ 3    4 กก. 

 

 
 

ข้อมูลในรูปอนุกรมเวลา 
หากข้อมูลที่เราสนใจ (Y) เป็นข้อมูลที่ตัวแปรต้นมีช่วงห่างเท่า ๆ  กัน เช่น 

ตัวแปรต้นเป็นปี พ.ศ. ที่ห่างเท่า ๆ  กันแล้ว เราจะเรียกข้อมูล Y ชุดนั้นว่า ข้อมูลใน
รูปอนุกรมเวลา (Time Series Data) ซ่ึงจะสามารถแทนค่าตัวแปรต้น X ด้วย
ตัวเลขค่าน้อย ๆ  ได้เพ่ือให้สะดวกในการคํานวณ วิธีที่นิยมที่สุดคือ ให้ข้อมูลตรงกลาง
เป็นเลข 0 แล้วนับข้ึนลงเป็น 1, 2   ต่อไปจนครบทุกจุด เพราะวิธีนี้จะทําให ้
x 0  จึงแก้ระบบสมการหาค่าคงที ่ (เช่น m, c) ได้ง่าย โดยเฉพาะสมการ

เส้นตรง กับสมการเอกซ์โพเนนเชียล 

สําหรับสมการเสน้ตรง ถ้าทราบคา่ X ที่เปลี่ยนไป (เพิ่มขึน้หรอืลดลงก็ได)้ แล้วต้องการทํานาย Y 
ที่เปลีย่นไป จะตอ้งคดิเฉพาะ m เท่านั้น ..เพราะสดัส่วนการเปลี่ยนแปลงของ Y และ X จะขึ้นกับ
ค่าความชนั m เท่านั้น สว่นคา่ c จะเปน็เทา่ใด กเ็พียงทําให้กราฟยกขึ้นลง แต่ไม่มีผลตอ่อตัรา
การเปลี่ยนแปลงเลย 

S 
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y 

x 
O   

หากจํานวนข้อมูลเป็นจํานวนคู่ ไม่มีจุดตรงกลาง ก็จะให้ปีระหว่างกลางนั้น
เป็น 1  และคู่ถัดไปเป็น 3, 5   ไปเร่ือย ๆ  (เพ่ือรักษาระยะห่างให้เท่า ๆ  กัน) 
แบบน้ีก็ยังได้ x 0  เช่นกัน 

 
 
 

ตัวอย่าง 14.18  ให้สรา้งสมการทาํนายประชากรในทอ้งทีห่นึ่ง ซึ่งมีขอ้มูลที่สาํรวจมาไดด้ังตาราง 
และจากนัน้ใหป้ระมาณจํานวนประชากรในทอ้งที่นีใ้นปี 2547 

 
 
 
 
วิธีคิด ให้ Y แทนจํานวนประชากร (พันคน) 

และให้ X เปน็ 2, 1, 0, 1, 2   แทนป ีพ.ศ. 2535, 2537, … ตามลําดับ 
เม่ือวางคูอ่ันดับเหล่านีล้งในแกนพิกัดฉากแลว้พบว่า มีความสัมพนัธ์กนัแบบเอ็กซ์โพเนนเชียล 
ดังนัน้สมการที่เราจะใช้คอื ˆlog Y log a X log b   
และจะหาค่า log a, log b  ได้โดยสมการปกติดังนี ้

(log y) N log a log b x    และ 2(x log y) log a x log b x     
 
แทนค่า (log y) 0.345 , x 0 , N 5 , (x log y) 0.988  และ 2x 10  
จะได้สมการเป็น 0.345 5 log a  และ 0.988 10 logb  
แก้ระบบสมการได้คําตอบ log a 0.069  และ log b 0.0988  
 
ก. ความสัมพันธ์ที่ใช้ประมาณจาํนวนประชากร คอื ˆlog Y 0.069 0.0988 X   
เม่ือ Y คอืจาํนวนประชากร (พันคน) และ X แทนปี พ.ศ. ตามที่ได้กําหนดไว ้
 
ข. ปี พ.ศ. 2547 เทยีบได้กับค่า X 4  
จึงได ้ ˆlog Y 0.069 0.0988(4) 0.4642    
หรือ 0.4642Ŷ 10 2.912   
แสดงว่า ในป ีพ.ศ. 2547 จะมีประชากรประมาณ 2,912 คน 

 

 
 

แบบฝึกหัด ๑๔.๖ 
 
(73) พิจารณาแผนภาพแสดงความสัมพันธ์ระหว่างตัวแปร 
x และ y ดังรูป สมการที่ใช้แทนความสัมพันธ์ระหว่าง x และ y  
อยู่ในรูปแบบใดต่อไปนี้ 
     ก. y x 1       ข. y a bx, a, b 0    
     ค. 2y a bx , a, b 0      ง. y a bx, a, b 0    
 
 
 
 

พ.ศ. 2535 2537 2539 2541 2543 
จํานวนประชากร (พันคน) 0.8 0.9 1.1 1.4 2.0 
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(74) จากการทดลองวัดความสัมพันธ์ระหว่างเวลา t (วินาที) และระยะทาง s (เมตร) ของวัตถุที่
เคล่ือนที่ ได้ผลดังนี้ 

t 1 2 3 4 
s 2 8 18 32 

 

ถ้าความสัมพันธ์เป็นแบบเส้นตรง แล้ว เราจะทํานายระยะทางที่วัตถุเคล่ือนที่ได้ ในขณะที่ t 1.5  
วินาทีได้เท่าใด 
 
(75) ในการประมาณความสัมพันธ์เชิงฟังก์ชันเส้นตรง ของ x กับ y โดยวิธีกําลังสองน้อยที่สุด 
เม่ือมีข้อมูล (x, y)  ดังนี้ (0,5) , (1, 2) , (2, 1) ให้ทํานายค่า y เม่ือ 1x 3  

 
(76) ถ้า y mx c   เป็นความสัมพันธ์เชิงฟังก์ชันเพ่ือการทํานายรายจ่ายหมวดบริการลูกค้า (y) 
จากจํานวนพนกังานของโรงแรม (x) ในจังหวัดหนึ่ง จํานวนข้อมูลที่นํามาสร้างความสัมพันธ์เท่ากับ 5 
และมีสมการดังนี้ 

28 5c 10m   และ 67 10c 30m   
พิจารณาข้อความต่อไปนี้ ข้อใดถูกหรือผิดบ้าง 

ก. ถ้า x 5  ค่าประมาณของ y 8.9      ข. X 5.6  
 
(77) กําหนดให้ความสัมพันธ์ระหว่างรายได้ (x) และรายจ่าย (y) ต่อเดือนของครอบครัว 
ที่อาศัยในอําเภอหนึ่งเป็น y 200 0.85x   
ครอบครัว 2 ครอบครัวที่มีรายได้ต่างกัน 1,000 บาท จะมีรายจ่ายโดยประมาณต่างกันเท่าใด 
 
(78) พิจารณาข้อมูลของ x และ y ดังนี้ 
 

x –3 –1 0 1 3 
y 0 a a+3 a+4 a+6 

 

เม่ือ a เป็นค่าคงที่ ให้ x และ y มีความสัมพันธ์เชิงฟังก์ชันเป็นกราฟเส้นตรงความชัน 1.55 
ถ้า x 4  จะประมาณค่า y ได้เท่าใด 
 
(79) ถ้าให้สมการที่ใช้แทนความสัมพันธ์เชิงฟังก์ชันที่ใช้สําหรับประมาณจํานวนห้องพักที่มีแขกมาพัก 
(แทนด้วย y) จากจํานวนห้องพักที่มีการขอจองล่วงหน้า (x) คือ y a 0.75x   โดยที่ X 40 , 
Y 60  ถามว่าถ้า x 60  แล้ว จํานวนห้องพักที่มีแขกมาพักจริงโดยประมาณเท่ากับเท่าใด 
 
(80) จากการสอบถามครอบครัว n ครอบครัว ที่มีรายได้ต่อเดือน 5,000 ถึง 20,000 บาท 
เกี่ยวกับรายจ่ายต่อเดือน ปรากฏผลดังนี้ 
 

รายได้ (พันบาท) : x x1  x2  x3  …  xn 
รายจ่าย (พันบาท) : y y1  y2  y3  …  yn 

 

และมีค่า X 12 , Y 5  โดยสมการเส้นตรงที่แทนความสัมพันธ์นี้ตัดแกน Y ที่จุด (0, 3)  
ถ้าครอบครัวมีรายได้ 15,000 บาท จะมีรายจา่ยโดยประมาณเป็นเท่าใด 
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(81) ถ้าค่าของตัวแปร x และ y คือ 
 

x –1 0 1 2 3 
y 1 0 1 3 10 

 

และสมการที่ใช้ประมาณความสัมพันธ์ระหว่างสองตัวแปรนี้คือ 2y kx  ให้หาค่า k 
 
(82) จากการสอบถามถึงรายจ่ายของครอบครัว 8 ครอบครัว ที่มีรายได้ตั้งแต่ 1,000 ถึง 14,000 
บาท ได้สมการที่ใช้แสดงความสัมพันธ์ของรายได้ (X) และรายจ่าย (Y) คือ 
Y 0.636 X 0.545   พิจารณาข้อความต่อไปนี้ ข้อใดถูกหรือผิดบ้าง 
 ก. เราสามารถใช้สมการข้างต้นประมาณรายได้ เม่ือทราบรายจ่าย 
 ข. ถ้าเพ่ิมข้อมูลอีก 7 ครอบครัว สมการที่ใช้แทนความสัมพันธ์ยังคงเป็นสมการเดิม 
 
(83) สมการแสดงความสัมพันธ์เชิงฟังก์ชันระหว่างต้นทุน (Y: พันบาท) กบัจํานวนสินค้าที่ผลิต 
(X: ร้อยชิ้น) คอื Y 2X 5   ข้อความต่อไปนี้ข้อใดถูกหรือผิดบ้าง 

ก. ถ้าต้นทุนเป็น 7,000 บาท คาดว่าผลิตได้ 100 ชิ้น 
 ข. ถ้าผลิตเพ่ิม 200 ชิ้น คาดว่าต้นทุนเพ่ิม 4,000 บาท 
 
(84) ตารางที่กาํหนดให้นี้เป็นข้อมูลเกี่ยวกับเงินที่ใช้โฆษณาสินค้าต่อเดือน (X: หม่ืนบาท) 
และเงินที่ได้จากการขายต่อเดือน (Y: แสนบาท) 
 

x 5 1 3 4 2 
y 10 3 6 7 4 

 

หาค่าต่าง ๆ  ได้ดังนี้ x 15 , y 30 , 2x 55 , 2y 210 , xy 107  
และกําหนดให้สัมพันธ์กันแบบเส้นตรง หากต้องการขายสินค้าให้ได้เดือนละ 12,000,000 บาท 
ควรลงทุนโฆษณาเท่าใด 
 
(85) จากตารางซ่ึงข้อมูลสัมพันธ์กันแบบเส้นตรง พิจารณาว่าข้อความใดถูกหรือผิดบ้าง 
 

x 1 2 3 4 
y 2 5 7 8 

 

ก. ถ้า y 10  ทํานาย x ได้ 4.75  ข. Y 2X 0.5   
 
(86) ข้อมูลอนุกรมเวลา (Y) มีค่าดังนี้ 
 

พ.ศ. 2526 2527 2528 2529 2530 
y 20 30 20 40 60 

 

ถ้า Y สัมพันธ์กับเวลาในลักษณะเส้นตรงแล้ว จะสามารถทํานายค่า Y ในปี 2535 ได้เท่าใด 
 
(87) มูลค่าอุตสาหกรรมส่ิงทอส่งออกระหว่างปี 2520 ถึง 2524 เป็นดังนี้ 
 

พ.ศ. 2520 2521 2522 2523 2524 
มูลค่า (ล้านบาท) 1 3 4 5 9 

 

ถ้าพยากรณ์โดยใช้ความสัมพันธ์เส้นตรงแบบกําลังสองน้อยที่สุด ให้หามูลค่าส่งออกเฉลี่ย 6 เดือน
แรก ของปี 2525 
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หมายเหตุ 
ในกรณีทั่ว ๆ  ไป สมการปกตินั้นมักจะแก้ระบบสมการหาคําตอบได้ยาก เนื่องจาก

ความแตกต่างของตัวเลขสัมประสิทธิ์ และสําหรับรูปแบบเส้นตรงนั้น เม่ือใช้เมทริกซ์ช่วยแก้
ระบบสมการ จะทราบผลเป็นสูตรสําเร็จที่ช่วยให้ไม่ต้องใช้สมการปกติได้ ดังนี้ 
1. หาค่า m จากสูตร 2 2

N xy x ym
N x ( x)






  
 

 

2. จากนั้นสามารถหาค่า c โดยอาศัยสมบัติของค่าเฉล่ียเลขคณิต คือ Y mX c   
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เฉลยแบบฝึกหัด (คาํตอบ) 
 
(1) 114.5, 113, 112 ซม. 
(2) ก. ถูก ข. ผดิ 
(3) เบ้ขวา, 4.5, 4, 3 
(4) 40, 70, 70, 120 
(5) 70, 73 คะแนน 
(6) 55.5 
(7) 69 คะแนน 
(8) 14 ป ี
(9) 18 บาท 
(10) 47.4 กก. 
(11) 8 ตัว 
(12) 9 ตวั 
(13) 11.5 
(14) 50, 100 คน 
(15) 10 คน 
(16) 192.3+182.3=374.6 บาท 
(17) 83 คะแนน 
(18) 19 
(19) ผิดทั้ง 2 ขอ้ 
(20) 8/3 
(21.1) 1 
(21.2) –1 

(21.3) B A 14N


  

(22.1) 8.6, 8.6, 9.2 
(22.2) 61.5, 65.5, 72.83 
(22.3) 20.5, 20.5, 21.17 
(22.4) 69.5, 69.98, 70.21 
(22.5) 1802, 1791.17, 1770.93 
   บาท 
(22.6) 103.25, 103.67, 105.33 
   บาท 
(22.7) 67.45, 67.43, 67.35 
(23) –0.7 
(24) 44.5, 45.93, 46.17 

(25) 57 คะแนน 
(26) 5 คน 
(27) 22, 21 
(28) 6 คน 
(29) ง. 
(30) 26, 20, 29.2 
(31) (4+5+15+18)/4=10.5 
(32) 18 
(33) 70, 1.2 
(34) 64–16=48 คะแนน 
(35) 58.83, 74.5 กก. 
(36) 62.23, 76.77 คะแนน,  
   เกรด B 
(37) 22 คน 
(38) 9, 2.625, 2.67, 3 
(39) (64–4)/2=30 
(40) 5 
(41) 7–3=4 
(42) 8 
(43) 11.11 ซม. 
(44) 14.14 
(45) 18, 24, 20.25 
(46) 4 

(47) 
22 2mx ny mx ny

m n m n
    
   

 

(48) 96 
(49) หญิง, 16.5/2  
(50) 36 
(51) ยี่ห้อ A 
(52) 50, 7.5, 8.95, 11.52 
(53) องักฤษ 
(54) 19 ป ี
(55) 28.25 ป ี
(56) 63.5 คะแนน 
(57) 5/12 

(58) 53.85, 16.15, 37.7 
(59.1) 0.3686 
(59.2) 0.4788 
(59.3) 0.8603 
(59.4) 0.0214 
(59.5) 0.1170 
(60) 89.44 
(61) 59.1 คะแนน 
(62) 73.4 คะแนน 
(63) ค. 
(64) 24 
(65) 13.5 คะแนน 
(66) 0.29 
(67) 0.2, 97.73 
(68) 2.27 
(69) ค. 
(70) ง. 
(71) 12 
(72) 3, 8.91 
(73) ข. 
(74) 5 เมตร 
(75) 4 
(76) ก. ถูก และ ข. ผดิ 
(77) 850 บาท 
(78) 11.2 
(79) 75 
(80) 7,000 บาท 
(81) 1 
(82) ก. และ ข. ผิด 
(83) ก. ผิด และ ข. ถูก 
(84) 676,000 บ./เดือน 
(85) ก. ผดิ และ ข. ถูก 
(86) 97 
(87) 4.9 ลา้นบาท
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เฉลยแบบฝึกหัด (วธิีคิด) 
 
(1) 112 120 114 122 112 110 114 112

8X       
  

916 114.58   ซม. 

หรือใช้สมบัติของค่ากลางช่วยคดิ โดยการลดทอน
ตัวเลขลงให้คาํนวณงา่ยขึน้ เชน่ นํา 115 ไปลบออก
ทุกจาํนวน กลายเป็น 3, 5, 1, 7, 3, 5, 1, 3       
หาค่าเฉลี่ยได้เปน็ 
3 5 1 7 3 5 1 3

8
4 0.58

        
    

ดังนัน้ (บวก 115 กลับคนืไป) 
X 0.5 115 114.5     ซม. 
Med   เรียงลําดบัข้อมูลเปน็ 

Med
110, 112, 112, 112, 114 , 114, 120, 122  

 Med 113  ซม. (อยูต่ําแหนง่ตรงกลางพอดี) 
และ Mo 112  ซม. (มีข้อมูลซ้ํามากทีสุ่ด) 

 
 
(2)  AA : 1,2,2, 3, 3, 3, 4, 4,5 X 3  และ 

AMed 3  
 BB : 1, 1, 1,2,2,2, 3, 4,5,5,5,5 X 3  และ 

BMed 2.5      ดังนัน้ ก. ถูก และ ข. ผดิ 

 
 
(3) เรียงลาํดับขอ้มูล 
1, 1, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 4, 4, 5, 5, 5, 6, 7, 8, 8, 9, 9  
X 4.5 ,Med 4 ,Mo 3    
การแจกแจงเปน็แบบ “เบ้ลาดทางขวา” 
(เพราะข้อมูลส่วนมากไปอยูท่างคา่นอ้ย, หรืออาจ
มองจาก Mo Med X   ก็ได้) 

 
 
(4) A, B, C, D  
Mo 70,Med 70   แสดงว่า B C 70   
จากนั้น หา A กบั D จากพิสยัและ X  
โดย A 70 70 D 754

  
  .....(1) 

และ D A 80   .....(2) 
  แก้ระบบสมการ ได้  A 40, D 120  
 ตอบ ขอ้มูล 4 จํานวนได้แก ่40, 70, 70, 120  

 

(5) N 10, X 65   
    x 65 10 650  คะแนน 
7 คนแรกได้คะแนนรวม 
55 43 67 80 85 74 38 442        
 3 คนที่เหลอื มีคะแนนรวมกนั 208 คะแนน 

      a , a 11, a 11 3a 22 208 a 62  
 ข้อมูลทัง้หมด 10 จาํนวน ได้แก ่
38, 43,55,62,67, 73, 73, 74,80,85  
ตอบ (67 73)Med 702


   คะแนน, 

Mo 73  คะแนน 

 
 
(6) ฐานนิยม 30  แสดงว่า a 30  
(เพราะต้องมี 30 อยา่งนอ้ย 3 ตวั) 
มัธยฐาน 40  แสดงว่า a b 402


  

b 50         หา X  ของข้อมูล 
11, 22, 33, 34, 35, 56, 67, 68, 99, 130  
  

555X 55.510  

 
 
(7) ฐานนิยม 75  เพราะมีผู้ได้คะแนน 75 
เหมือน ๆ  กนัอยูถึ่ง 80%  ของจํานวนคนทัง้หมด 
สมชายได้คะแนน X 75 6 69     คะแนน 
[ใช้ 75–6 เพราะเป็นโค้งเบ้ซา้ย ดงันั้น X Mo ] 

 
 
(8) ไม่จําเป็นตอ้งคดิละเอียดถึงขนาดหาอายุของแต่
ละคน เพราะว่า X 11  ปี   
อีก 3 ปีข้างหน้าจะได้ X  ใหม่ 11 3   14 ปี 
[เป็นสมบัติของคา่กลาง คอื ถ้า y mx c   แล้ว 
Y mX c   ด้วย] 

 
 
(9) Y 7 0.25 X   ด้วย   ดังนัน้หาค่า X  

ก่อนได้เลย    
  

32 48 40 56 44
5

X 44  

Y 7 (0.25)(44) 18     บาท 
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(10) 3W H 15   ด้วย 
  หา H  โดย HH 15


  

6(159) 9(156) 157.215


   ซม. 


   

157.2 15W 47.43  กก. 

 
 
(11) จาก เดิม

เดิม
xX      N


  

เดิม
เดิม

x11 x 11N      N


      

เดิม
ใหม่

x 29X 13   N 1
 

 


 


   


11N 29 13 N 8N 1  ตัว 

 
 
(12) ผิดx 15N      
      ถูกx 15N 12 21 15N 9   


   

15N 916 N 9N  ตัว 

 
 
(13) ผิดx 12 10 120     
     ถูกx 120 8 3 115   

ถูก
115X 11.5   10    

 
 

(14) จาก ช ช ญ ญ
รวม

ช ญ

N x N xX N N





 

จะได้ ช ญN (70) N (55)60 150


  .....(1) 

และโจทยก์ําหนด ช ญN N 150   .....(2) 
แก้ระบบสมการได้ ชN 50  คน, ญN 100  คน 

 
 
(15) สมมติ ช ช ญ ญN X A, N X B     
จะได้วา่ A B 30   .....(1) 
และจากสตูร รวมX  จะได้ 

2 250 A B
3 30


  .....(2) 

แก้ระบบสมการ ได้ A 10, B 20   
(เพราะโจทย์ระบุว่า A B )  ตอบ ชาย 10 คน 

 

(16) ช ญ18,630 40X 60X   
              ช ช40X 60(X 10)    
จะได้ ชX 192.3  บาท 

ญX 182.3   บาท  รวมกันเป็น 374.6 บาท   

 
 
(17) 20(92) 20(84) 30(63) 30(x)79 100

  
  

x 83   คะแนน 
 

 
(18) พิสัย 12  และ  a 15  ดงันัน้ a 3  

2
i(x b)   น้อยสดุ   ดังนั้น b X 8   
ix c   น้อยสดุ   ดังนั้น xc Med 8   

ตอบ 3 8 8 19    
 

 
(19) ก. xa Med 5, b X 8     ดังนัน้ ก.ผิด 
ข. x N X (20)(8) 160     ดังนัน้ ข.ผิด 

 
 
(20) x y 9     .....(1) 

x y 7     .....(2)  x 8, y 1      
ต้องการ 2

i(x a)   น้อยสดุ 

ดังนัน้ xa X 8 / 3N    

หมายเหต ุค่า N ได้มาจากบนซิกม่า  


 
3

i 1
 

 
 
(21.1) 2x 22 x 1 x      6 x 9     
8 x 9 1 180 20        
     

20x 20 X 120  

(21.2) 2x 2 x 8 1      .....(1) 
และ 2x 4 x 32 9      .....(2) 
(2)–(1) ;       2 x 16 x 8  
    X 8 / 8 1 
(21.3) 2x A  .....(1) 
และ 2x 4 x 4N B      .....(2) 
แทนค่า (1) ใน (2) จะได ้A 4 x 4N B     

ดังนัน้   
    

B A 4N B Ax X 14 4N  
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(22.1) 
 
 
 
 
 
 
 
 

20 12 5 6X a ID 10 3 45
         

 
 

10 1.4 8.6    
[หมายเหต ุการคิด X  อาจเลือกช้ันใดก็ได ้ไม่
จําเป็นตอ้งคิดตรงตามนี้ แต่คาํตอบจะเท่ากันเสมอ] 

 L
Med

22.5 228.5 3 15
N/2 fMed L I f




     
 

 

8.5 0.1 8.6    
L

L U

38.5 3 3 10
dMo L I 9.2d d 


           

 

[หมายเหต ุการคิด Med กับ Mo ต้องเลอืกช้ันตาม
นี้เทา่นัน้] 
 

(22.2) 15 20 15 20X 69.5 20 75
       

 
 

69.5 8 61.5    
37.5 30Med 59.5 20 59.5 625

     
 

 
65.5  

10Mo 59.5 20 59.5 13.33 72.8310 5
       

 
(22.3)  20 12 9 8

50X 22 5 22 1.5   
     

20.5  
25 22Med 19.5 5 19.5 1 20.515

      
 

 

3Mo 19.5 5 19.5 1.67 21.173 6
       

 

 

(22.4) 30X 74.5 10 69.560
    

 
 

30 29Med 69.5 10 69.9821
    

 
 

1Mo 69.5 10 70.211 13
     

 

 
 
 
 

(22.5) ข้อนีร้ะวัง ตาราง “ตลีังกา” 
21X 1,749.5 (100) 1,80240

    
 

 บาท 

 20 91,699.5 100 12Med 1,791.17
   บาท 

51,699.5 100 5 2Mo 1,770.93


   
 

 บาท 
 

(22.6) 75X 107 5 103.25100
    

 
 บาท 

50 25Med 99.5 5 103.6730
    

 
 บาท 

5Mo 104.5 5 105.335 25
    

 
 บาท 

 
(22.7) X 67 3(0.15) 67.45    กก. 

 0.50 0.2365.5 3 0.42Med 67.43
   กก. 

0.24
0.24 0.15Mo 65.5 3 67.35


    
 

 กก. 

 
 
(23) 
 
 

4(30) 3(20) 1(10) 2(20) 3(20)
100X 0.7    

    

 
 
(24) แปลงขอ้มูล 
เป็นตาราง 
แล้วจงึคาํนวณ 
 
 
 
 
 
 
X 44.5 10(0) 44.5    คะแนน 

 50 32
28Med 39.5 10 45.93

    คะแนน 
16Mo 39.5 10 46.1716 8

    
 

 คะแนน 

 
 
(25)  18 12

8Med 49.5 10 57
    คะแนน 

 

ข้อมูล ความถี่ d CF 
3 – 5 
6 – 8 
9 – 11 
12 – 14 
15 – 17 

10 
12 
15 
5 
3 

–2 
–1 
0 
1 
2 

10 
22 
37 
42 
45 

 สําหรับคิด X
สําหรับคิด Med 

ข้อมูล –4 –3 1 2 3 
ความถี่ 30 20 10 20 20 

คะแนน จํานวนคน 
0 – 9 
10 – 19 
20 – 29 
30 – 39 
40 – 49 
50 – 59 
60 – 69 
70 – 79 

5 
8 
7 
12 
28 
20 
10 
10 
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(26) 
13 a (3 a)27 6.5 3 6

         
 

 

 a 5  คน 
 

 
 
(27) 150 (14 f )49.5 39.5 20 28

     
 

 

 1f 22  คน 
2f 100 (14 22 28 15) 21        คน 

หรือ ถ้าสังเกตวา่ 49.5 อยู่กึ่งกลางช้ันพอด ี
แสดงว่าแบ่ง 28 ออกเปน็ ฝัง่ละ 14  คน 
คือ 114 f 14 50    คน (ซา้ย) 
และ 214 f 15 50    คน (ขวา) 
ก็จะได ้ 1 2f 22 , f 21   โดยง่าย.. 

 
 
(28)  Med

Med

12.5 17 f62 59.5 10 f
  

   
 

 

 Medf 6  คน 

 
 
(29) 80P  จาก 4,000 คน แปลว่ามีคนที่ได้คะแนน
น้อยกว่าอยู่ 80%  และมากกว่าอยู่ 20%  
ดังนัน้ ข้อ ง. จึงถูก (20% ของ 4,000 = 800 
คน) 
ส่วนข้อ ข. นัน้ไม่เกี่ยวขอ้งเลย ( 80P  ไม่สามารถ
บอกได้วา่ได้กีค่ะแนน) 

 
 
(30) เรียงขอ้มูล จากน้อยไปมาก เทา่นัน้ 
4, 4, 9, 12, 12, 16, 17, 19, 20, 20, 24, 26, 30, 31, 32  

3Q  อยูต่ําแหนง่ที ่ 3 (15 1) 124    

6D  อยูต่ําแหนง่ที ่ 6 (15 1) 9.610    

ดังนัน้ 3Q 26  และ 6D 20  

80P  อยูต่ําแหนง่ที ่ 80 (15 1) 12.8100    

80P 26 (0.8)(4) 29.2     
(ในกรอบเปน็การเทียบสดัสว่น... 0.8 คอืตาํแหนง่ที่
ต้องการ และ 4 คือผลต่างระหวา่ง 26 กับ 30) 

 

(31) 10P  อยูต่ําแหน่งที ่ 10 (9 1) 1100    

2D  อยูต่ําแหนง่ที ่ 2 (9 1) 210    

ดังนัน้ 10P 4  และ 2D 5  
และ 60 3P 15, Q 18   (คิดแบบเดียวกนั) 
 ค่าเฉลีย่ 4 5 15 18 10.54

  
   

 
 
(32) 6D  อยูต่ําแหน่งที ่ 6 (13 1) 8.410    

     20 x (0.4)(23 x) x 18  

 
 
(33.1) เรียงขอ้มูลเป็น 
11, 12, 15, 19, 24, 27, 28, 29, 30  
28 อยูต่ําแหนง่ที่ 7 จาก 9 

      70
r (9 1) 7 r 70 (P )100  

(ในกรอบเปน็สมการบอก “ตําแหน่งที”่) 
 
(33.2) 15 อยูต่ําแหนง่ที ่3 จาก 9 
      1.2

r (9 1) 3 r 1.2 (Q )4  

 
 
(34) 3Q  อยูต่ําแหน่งที ่ 3 (32) 244   

    2 324 4 log x x 64 Q  

50P  อยูต่ําแหนง่ที ่ 50 (32) 16100   

    2 5016 4 log x x 16 P  
 ตอบ 64 16 48   คะแนน 
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(35) 
 
 
 
 
 
 
 

6D  อยูต่ําแหนง่ที ่ 6 (50) 3010   

6
30 10D 50.5 (10) 58.8324

     
 

 กก. 

92P  อยูต่ําแหนง่ที ่ 92 (50) 46100   

92
46 44P 70.5 (10) 74.55

     
 

 กก. 

 
 
(36) 
 
 
แสดงว่าต้องการทราบคา่คะแนนที่ตรงกับ 40 80P , P  

40P  อยูต่ําแหนง่ที ่ 40 (40) 16100   

 
    

 40
16 13

11
P 59.5 10 62.23  คะแนน 

80P  อยูต่ําแหนง่ที ่ 80 (40) 32100   

 
    

 80
32 24

11
P 69.5 10 76.77  คะแนน 

 ตอบ ตดัเกรดที ่62.23 กับ 76.77 คะแนน 
และถ้าได ้71 คะแนน จะได้เกรด B   

 
 
(37)  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

25P 100.5  และ 3Q 110.5  
ถ้าสังเกตดี ๆ  จะพบว่า 100.5 กบั 110.5 เป็นขอบ
ของช้ันพอด ีแสดงว่า ตารางโดนตัดแบ่งเปน็
อัตราส่วน 1 : 2 : 1  ดังแสดงให้ด ู
 จะหาคา่ x ได้ จาก 1 3 x 5 10 4      
และ ตอบ 1 3 x 5 8 14 8 22        คน 

[หมายเหต ุอาจจะหา x 5  ก่อนก็ได้ และยัง
สามารถหา y ได้โดย 8 y 2(10 4)    ด้วย] 

 
 
(38) Range 21 12 9    

  3 1QD Q Q  ต้องหาคา่ 3 1Q , Q  กอ่น 

3Q  อยูต่ําแหนง่ที ่ 3 (6 1) 5.254    

3Q 18 (0.25)(3) 18.75     

1Q  อยูต่ําแหนง่ที ่ 1 (6 1) 1.754    

1Q 12 (0.75)(2) 13.5     


  
18.75 13.5QD 2.6252  

MD กับ SD ตอ้งหาค่า X  ก่อน 
12 14 14 17 18 21X 166

    
   

4 2 2 1 2 5MD 2.676
    

   
2 2 2 2 2 24 2 2 1 2 5SD 9 36
    

    

ข้อสังเกต QD, MD, SD จะตอ้งมีค่าใกลเ้คียงกัน 

 
 
(39) 3Q  อยูต่ําแหน่ง 300  
    4 3300 100 log x x 64 Q  

1Q  อยูต่ําแหนง่ 100  
    4 1100 100 log x x 4 Q  

64 4QD 302


    คะแนน 

 
 
(40) จาก 3 1Q Q 22


  และ 3 1

3 1

Q Q 2
Q Q 3





 

จะได้ 1 3Q 1, Q 5   ดังนั้น 75 3P Q 5   

 
 
(41)   

 
1 a b 51, a, b,5 44  .....(1) 

และ   
 

2 2 2 2
21 a b 5 4 54  .....(2) 

แก้ระบบสมการได้ a 3, b 7   
(เพราะโจทย์กาํหนด a b )    b a 4  

 

กก. คน CF 
31 – 40 
41 – 50 
51 – 60 
61 – 70 
71 – 80 
81 – 90 

3 
7 
24 
10 
5 
1 

3 
10 
34 
44 
49 
50 

P40 

F 40% 
P80 

B 40% A 20% 

ค่าจ้าง (บาท) จํานวนคน 
81 – 85 
86 – 90 
91 – 95 
96 – 100 

1 
3 
x 
5 

101 – 105 
106 – 110 

8 
y 

111 – 115 
116 – 120 

10 
4 

    1      :   2   :   1 
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(42)  X 2QD  หา X  ได้เป็น 48 a
7
  

หา QD ได้ 2 กรณี ดังนี ้
ก. ถ้าเรียงขอ้มูลเป็น 2, a , 4, 6, 9, 12 , 15  

จะได้ 
  

12 aQD a 4.52  (ผิด) 

ข. ถ้า 4 a 12   จะได้ขอ้มูลเป็น 
2, 4 , 6 9 , 12 , 15

(a) (a) (a)  

(ค่า a อยูท่ี่ใดทีห่นึ่งใน 3 ช่องนี)้ 
ซึ่งพบวา่ 

  
12 4QD a 82  (ถูก) 

 
 
(43) 90%  ของ จริงs 10  ซม. 

   จรงิ
100s 10 11.11 90  ซม. 

 
 

(44)  
   

2 2
2x x6 42 1,800N N  

    2
จรงิs 1,800 40 200 14.14   

 
 
(45) 1

3 6 9 12 15X 95
   

   

และ 2
3 9 15X 93
 

   

เนื่องจาก 1 2X X  ดังนัน้ สตูรหาความแปรปรวน

รวม จะลดเหลือเพียง 
2 2

2 1 1 2 2
รวม

1 2

N s N ss N N





 

ซึ่งขอ้นี ้
2 2 2 2 2

2
1

6 3 0 3 6s 185
   

   

และ 
2 2 2

2
2

6 0 6s 243
 

   

จึงได ้ 2
รวม

5(18) 3(24)s 20.258


   

 
 
(46) รวม

N(5) N(3)X 42N


   

สูตร   
  

2 2 2 2
2 2 2 2
รวม

N(0 5 ) N(s 3 )s 3 4 2N  

 2s 4  

 

(47) ช ญ ช ญX x, X y, s 0, s 0     
(เพราะทุกคนอายุเท่ากันหมด) 
จะได้ รวม

mx nyX m n





 

สูตร 
2 2 2 2

2 2
รวม รวม

m(0 x ) n(0 y )s X m n
  

 


 
22 2

2
รวม

mx ny mx nys m n m n
      
   

 ปี 2  

 
 
(48) รวม

1,320X 2260   คะแนน 

  กลุ่ม 10 คน 1 1X 32, s 0   
  กลุ่ม 50 คน 2 2

1,000X 20, s ?50    

สูตร 
2 2 2 2

2 210(0 32 ) 50(s 20 )100 22 60
  

   

 2
2s 96  คะแนน 2  

 
 

(49) สูตร ญ
รวม

12(150) 8(X )X 150 20


   

 ญX 150  ซม. ด้วย 
สูตร 2

รวมs  ไม่ต้องคิด X  เพราะสองกลุม่เท่ากัน 


   
2 2

ญ2
ญ

12(2 ) 8(s )
3 s 16.520  

สปส.การแปรผัน s
X

 
 
 

 ญ 16.5 ,150 ช 2
150  

จึงตอบว่าหญิงกระจายมากกว่าเปน็ 16.5 / 2  เทา่ 

 
 
(50) 2 2(x 5) x 10 x 250 370         
แทนค่า x 60   จะได้ 2x 720   
ความแปรปรวน 

2
2 2xs XN


   

2720 60 3610 10
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(51) การวดัคณุภาพการผลติ ไม่ได้เทียบกันที่ X  
แต่จะเทียบกันทีก่ารกระจาย ดังนั้นต้องหา s / X  

2 2 2 2 2

A
1 5 1 15 10

5s 70.4 8.39   
    

  
s 8.39 0.27X 31  

2 2 2 2 2 2

B
6 19 6 16 0 3

6s 116.33    
   

   
s 10.7910.79 0.32X 34  

 ยี่หอ้ A คณุภาพดีกว่า (เพราะค่าการกระจาย
น้อยกว่า) 

 
 
(52) Range 99.5 49.5 50    คะแนน 

QD  หา 3Q  กับ 1Q  ก่อน 
3Q  อยูต่ําแหนง่ที ่75  3Q 79.5  (ขอบพอดี) 
1Q  อยูต่ําแหนง่ที ่25  1Q 64.5  (กึ่งกลางช้ัน

พอดี) 79.5 64.5QD 7.52


    คะแนน 

MD  กับ SD  ต้องหา X  ก่อน 
 

    
 

15X 74.5 (10) 73100  คะแนน 

15(18.5) 20(8.5) 40(1.5) 15(11.5) 10(21.5)
100MD    

  

8.95  คะแนน 
และ SD   

2 2 2 2 215(18.5) 20(8.5) 40(1.5) 15(11.5) 10(21.5)
100

     

132.75 11.52   คะแนน 

 
 
(53) ไทย

48 45z 0.2512


   

อังกฤษ
35 32z 0.310


   

 อังกฤษดีกว่า 
 

 
(54) 640X 1640   ปี   s 2  ปี 


    n ข

18 16z 1 z 1.52  


   ข

ข
x 161.5 x 192  ป ี

 

(55) จากสมบัตวิ่า z 0   ดังนัน้ 


   คนสดุท้าย
x 25z 0.25 x 28.2513  ป ี

 
 

(56) จาก ก
ก

x Xz s


  

จะได้ 
   

51.6 s 3.125s  คะแนน 

จาก 
   ข

60 Xz 1.28 X 563.125  คะแนน 


   ค

ค
x 562.4 x 63.53.125  คะแนน 

 
 
(57) เลือกใช ้2 ช่องใด ๆ  คาํนวณก็ได ้
แต่ถ้าเลือก z 0  จะงา่ย เพราะได ้ x X  เลย 
นั่นคอืถ้า 

    
60 Xz 0 0 X 60s  

และจาก 
  

85 601.0 s 25s  

ดังนัน้ สัมประสทิธิ์การแปรผนั 25/60 5 / 12   
 

 

(58) 
   

70 X1 70 X ss  .....(1) 

  
s 0.3 s 0.3XX  .....(2) 

แก้ระบบสมการได้ X 53.85  คะแนน 
s 16.15  คะแนน 

และ 
   

x 53.851 x 37.716.15  คะแนน 

 
 
(59.1) 0.3686   (59.2) 0.4788  
 
 
 
 

(59.3) 0.3830 0.4773 0.8603   
 
 
 
 
(59.4) 0.4987 0.4773 0.0214   
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(59.5) 0.5 0.3830 0.1170   
 
 
 

 
 
(60) ss 12, 0.24 X 50X     


   

65 50x 65 z 1.2512  

      A 0.3944  ทางขวา 
      คิดเป็น 89.44P   

 
 

 
(61)  10P A 0.4  ทางซา้ย 


   

x 72z 1.29 10  

 x 59.1 คะแนน 
 

 
(62) (เหมือนขอ้ที่แล้ว) 

 3.3D A 0.17  ทางซา้ย 


   
x 80z 0.44 15  

 x 73.4  คะแนน 
 

 
(63) แปลงทุกขอ้ใหอ้ยู่ในรปูเดียวกัน 
(เช่นแปลงเป็นคา่ z  ก็ได้) 
ก.  80P A 0.3  ทางขวา  z 0.84  
ข. z 1.50  
ค. 85 60z 2.510


   

ง. 7D  คือ 70P  จงึนอ้ยกว่า 80P  ในข้อ ก. แน่นอน 
 ตอบ ค. 

 
 
(64)  97.5P A 0.475  ทางขวา 


   maxx Xz 1.96 10  .....(1) 

 33P A 0.17  ทางซา้ย 


    minx Xz 0.44 10  .....(2) 

 

(1)–(2); max minx x 19.6 4.4 24     
ดังนัน้ พิสยั 24  คะแนน 

 
 
(65) หา  3Q A 0.25  ทางขวา 


   3Q 97z 0.675 20  .....(1) 

 1Q A 0.25  ทางซา้ย 


    1Q 97z 0.675 20  .....(2) 

(1)–(2); 3 1Q Q 6.75 6.75 13.52


    

ดังนัน้ QD 13.5  คะแนน 

 
 
(66) 
 
 
 
 

โจทย์ไม่บอกทั้ง X, s  จึงต้องแก้ระบบสมการ 


   
5,000 XA 0.44 z 1.56 s  .....(1) 


    

3,000 XA 0.17 z 0.44 s  .....(2) 

จะได้ s 1,000  และ X 3,440  
ดังนัน้ สัมประสทิธิ์การแปรผนั 

1,000 0.293,440   

 
 
(67) 
 
 
 
 


   

70 XA 0.4773 z 2 s  .....(1) 


    

40 XA 0.3413 z 1 s  .....(2) 

จะได้ s 10, X 50   
 สัมประสทิธิ์การแปรผัน 

10 0.250   

ถ้า 
    

30 50x 30 z 210  

แสดงว่ามีนักเรยีนที ่
ได้คะแนนมากกว่านีอ้ยู ่
47.73 50 97.73%   
 

 

0.3
3 

0.1
7 

0.4
4 

0.61 

 3000        5000    x 
0.1

58
7 

0.3
41

3 

0.4
77

3 

   40          70    x 

0.0
22

7 

   –2     0          z 
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(68) 
 
 
 
พื้นที่A B  แสดงว่า X  อยู่กึ่งกลางระหวา่ง 60 
กับ 72 นั่นคือ 60 72X 662


   คะแนน 

ถ้า 
     

60 66x 60 z 23  

พื้นที่ 0.4773  ซา้ย 
 มีคนได้นอ้ยกวา่ 60 คะแนนอยู่ 
50 47.73 2.27%   

 
 
(69) ก ได้ 80 คะแนน 
ตรงกับเปอร์เซนไทลท์ี่ 450 100 90500    

 A 0.4  ทางขวา  z 1.29  


   
80 X1.29 X 54.220  คะแนน 

(ก.ผิด, ง.ผดิ) 
ข ได ้40 คะแนน 

   ข
40 54.2z 0.7120  

 A 0.2612  ทางซา้ย 
 คิดเป็น 23.88P  (ข.ผิด) คอืมีคนได้นอ้ยกว่า ข. 
อยู่ 23.88 500 119.4100    คน  (ค. ถูก) 

 
 
(70) 900 คน ได้ต่ํากวา่ 80 คะแนน 
แปลวา่ 90P 80  

 90P A 0.4  ทางขวา 


    
80 Xz 1.3 X 6710  คะแนน 

 
 
 
 
พิจารณาที่ 54 คะแนน 


    

54 67z 1.310  คิดเป็น 10P  

 ก,ข,ค ถูก และ ง.ผิด 
(เพราะมีผู้ได้ 54 ถึง 80 ประมาณ 800 คนพอดี) 

 
 
 

(71) s 1
4X   และ s 3  

X 12   และทําให้ Med 12  ด้วย (โค้งปกติ) 

 
 
(72) จาก 3 1Q Q 22


  และ 3 1

3 1

Q Q 2
Q Q 3





 

จะได้ 3 1Q 5, Q 1   
5 1X 32


    (ความสมมาตรของโค้งปกติ) 

พิจารณาที่ 
   3

5 3Q z 0.67 0.67 s  

   2s 2.985 s 8.91 

 
 
(73) มีแนวโน้มเป็นเส้นตรง ทีต่ดัแกน Y ทางบวก 
และความชันเป็นลบ จึงตอบขอ้ ข. 

 
 
(74) y m x cN     .....(1) 
  60 10m 4c  

2xy m x c x      .....(2) 
  200 30m 10c  
ได้ m 10, c 10       Ŷ 10X 10    
ดังนัน้ที ่1.5 วินาที Ŷ 10(1.5) 10    5 เมตร 

 
 
(75)       y m x cN 8 3m 3c  
       2xy m x c x 4 5m 3c  
ได้ 14m 2, c 3    

14 2 14Ŷ 2X 43 3 3         

 
 
(76) ก. แก้ระบบสมการได ้m 1.1, c 3.4   
Ŷ 1.1(5) 3.4 8.9    ข้อ ก. ถูก 
ข. เทยีบสมการที่โจทย์ให้มา กับสมการปกติ พบว่า 

2y 28, x 10, xy 67, x 30         
x 10X 2N 5


      ขอ้ ข. ผดิ 

หมายเหต ุถ้าโจทย์ใหค้ํานวณความแปรปรวนก็ทาํได ้
โดยใช้สูตร 

2
2 2 2x 30s X 2 2N 5


      

 
 

 60     x     72      x 

A B 

 54     67    80      x 
 0.4    0.4 
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(77) y m x    
   y 0.85(1,000)  850 บาท 

 
 
(78) y m x cN     
   4a 13 (1.55)(0) (5)c  ..... (1) 

2xy m x c x      
   3a 22 (1.55)(20) (0)c  .....(2) 
ได้   a 3 c 5  

Ŷ 1.55(4) 5 11.2     

 
 
(79) Y a 0.75X   ด้วย (สมบัติของ X ) 
    60 a 0.75(40) a 30  

Ŷ 30 0.75(60)     75 หอ้ง 

 
 
(80) ตัดแกน Y ที่    3 c 3  
จาก Y mX c   จะได้ 5 m(12) 3   
 m 2 / 3  

    
2Ŷ (15) 3 73  ตอบ 7,000 บาท 

 
 
(81)       2y k x 15 k(15) k 1  

 
 
(82) ก. ผิด (ตอ้งรู้ X ทาํนาย Y เท่านั้น) 
ข. ผิด เพราะอีก 7 ครอบครัวไม่น่าจะอยู่บนเสน้ตรง 
Y 0.636X 0.545   ทุกจุด หรือแบ่งฝ่ังกันดึงให้
เส้นตรงคงอยู่ที่เดิมได้ (นา่จะดึงให้เบนไปจากเดิม) 

 
 
(83) ก. ผิด (ตอ้งรู้ X ทาํนาย Y เท่านั้น) 
ข. ถูก (      y 2 x 2(2) 4 4,000  บาท) 

 
 
 
 
 
 
 

(84) รู้ Y จะทาํนาย X ตอ้งเปลี่ยนตัวแปรเป็นดังนี ้
2x m y cN, xy m y c y          

จะได้ 15 30m 5c   กับ 107 210m 30c   

    
17 2m , c30 5  

ดังนัน้ 17 2X̂ Y30 5   

   
17 2X̂ (120) 67.630 5  

ตอบ 676,000 บาท ต่อเดอืน 

 
 
(85) ก. รู้ Y ทาํนาย X 
  10 22m 4c  และ 65 142m 22c   

   
10 5m , c21 42  

ดังนัน้ 10 5X̂ (10) 4.6421 42     ผดิ 

ข. รู้ X ทาํนาย Y 
  22 10m 4c  และ 65 30m 10c   
  m 2, c 0.5  ถูก 

 
 
(86) 
 
 

จาก y m x cN     
จะได้   170 5c c 34  
และจาก 2xy m x c x      
จะได้   90 10m m 9  
คิดปี 2535 เทียบเป็นค่า X ได้ 7; 
   Ŷ 9(7) 34 97  

 
 
(87) กําหนด X = –2, –1, 0, 1, 2 เชน่เดิม 
จะได้   22 5c c 4.4  
และ   18 10m m 1.8  
คิดปี 2525 เทยีบเป็นค่า X ได้ 3; 
   Ŷ 1.8(3) 4.4 9.8  ล้านบาท 
ดังนัน้ เฉลี่ย 6 เดือนแรก (ครึ่งป)ี 

9.8
2   4.9 ล้านบาท 

 
 
 

x –2 –1 0 1 2 
y 20 30 20 40 60 
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(หน้าว่าง) 



 
 

บทที ่๑๕ 
กําหนดการเชิงเส้น 

 
 

กําหนดการเชิงเส้น (Linear Programming) เป็น
เทคนิคที่เร่ิมใช้ในปี ค.ศ. 1947 ในช่วงที่สหรัฐอเมริกา
กําลังประสบปัญหาทรัพยากรไม่เพียงพอ และต้องหา
วิธีจัดสรรให้ได้ประโยชน์สูงที่สุด เทคนิคการแก้ปัญหา
แบบน้ีนําไปใช้ในหลายด้าน เช่น การผลิตสินค้าแต่ละ 

ประเภทด้วยวัตถุดิบทีม่ีให้ได้กําไรสูงที่สุด การขนส่งให้สิ้นเปลืองน้อยที่สดุ 
การหาปริมาณวัตถุผสมให้ได้ตามต้องการโดยเสียค่าใช้จา่ยน้อยที่สดุ การ
มอบหมายงานให้แต่ละกลุ่มทําเพ่ือให้งานสําเร็จในเวลาน้อยที่สดุ ฯลฯ 

 
 

ต่อไปนี้เป็นสถานการณ์สมมติ และข้ันตอนในการแก้ปัญหา 
สถานการณ์ ในการผลิตเก้าอ้ีสองชนิดคือขนาดเล็กและขนาดใหญ่ พบว่า 

เก้าอ้ีขนาดเล็กแต่ละตัวต้องเสียเวลาในการเลื่อยไม้ 1 ชั่วโมง ประกอบและตกแต่ง 2 
ชั่วโมง ขายได้กําไรตัวละ 30 บาท ส่วนเก้าอ้ีขนาดใหญ่ต้องเสียเวลาในการเลื่อยไม้ 
2 ชั่วโมง ประกอบและตกแต่ง 2 ชั่วโมง และขายได้กําไรตัวละ 50 บาท 

เงื่อนไขของการผลิตคือ คนงานเล่ือยไม้ทํางานได้วันละไม่เกิน 8 ชั่วโมง 
และคนงานประกอบตกแต่งทํางานได้วันละไม่เกิน 10 ชั่วโมง 

ต้องการทราบว่าในแต่ละวันควรจะผลิตเก้าอ้ีแต่ละชนิดเป็นจํานวนเท่าใด จึง
จะได้กําไรมากที่สุด และได้กําไรเท่าใด 
 

การแก้ปัญหา จะเร่ิมจากการเปล่ียนสถานการณ์ให้เป็น แบบจําลองทาง
คณิตศาสตร์ ก่อน โดยสมมติตัวแปร x และ y แทนจํานวนผลิตที่เราต้องการทราบ 
นั่นคือ 

ให้ x แทนจํานวนเก้าอ้ีขนาดเล็กที่ผลิตใน 1 วัน 
   y แทนจํานวนเก้าอ้ีขนาดใหญ่ที่ผลิตใน 1 วัน 

 
1. ส่ิงที่เราต้องการคือกําไรมากที่สุด ดังนั้นถ้าให้ P แทนกําไรที่ได้ จะเขียนเป็น
สมการได้ดังนี้ 
    P 30 x 50 y   

ตัวอย่าง 
สถานการณ ์

(บทที่ ๕–๑๖ นํามาจาก R2.2.04 และจะทยอยปรับปรุงเนื้อหาทีละบท จนเป็น R2.9 ฉบับสมบูรณ์ครับ) 

l +
 ne

 <
 r 
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O 

Y 

X 

5 
4 

   5     8 

x + 2y = 8 

2x + 2y = 10 

เรียกว่า สมการจุดประสงค์ หรือ ฟังก์ชันจุดประสงค์ (P เป็นฟังก์ชันที่ขึ้นกับตัว
แปร x และ y) 
 
2. เงื่อนไข (หรือข้อจํากัด) ที่มีอยู่ ได้แก่จํานวนชั่วโมงทํางานของคนงานเลื่อยไม้ 
และคนงานประกอบตกแต่ง ซ่ึงนํามาเขียนเป็นอสมการได้ดังนี้ 
      (เล่ือยไม้)   x 2 y 8 <  
      (ประกอบตกแต่ง) 2 x 2 y 10 <  
ค่า x และ y เป็นจํานวนเก้าอ้ี จึงไม่สามารถเป็นค่าติดลบได้ 
    x 0>  
    y 0>  
เนื่องจาก x และ y ต้องอยู่ภายใต้เงื่อนไขเหล่านี้ จึงเรียกอสมการทั้งส่ีว่า อสมการ
ข้อจํากัด 
 
3. เขียนกราฟของระบบอสมการข้อจํากัด และแรเงาบริเวณที่ตรงตามเงื่อนไขทุกข้อ 
 

เรียกบริเวณที่แรเงานี้ว่า อาณาบริเวณที่หาคําตอบได้ 
(Feasible Region) เนื่องจากค่า x และ y ที่เป็นไปได้ 
จะต้องอยู่ในบริเวณที่แรเงาเท่านั้น 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
4. หาจุดยอดมุมทั้งหมดของบริเวณที่แรเงา (ถ้าเป็นจุดที่เกิดจากเส้นตรงตัดกัน 
ไม่ได้อยู่บนแกน X หรือ Y ก็ต้องใช้วิธีแก้ระบบสมการเพื่อหาจุดตัด) 

ในตัวอย่างนี้หาจุดยอดมุมได้เป็น (0, 0),(0, 4),(2, 3),(5, 0) 
คู่อันดับ x และ y เหล่าน้ีเท่าน้ัน ที่มีโอกาสทําให้เกิดค่า P มากที่สุดดังต้องการ 
 
 
 
 
 

หลังจากลากเส้นตรงแต่ละเส้นแลว้ เสน้ตรงจะแบ่งรูปออกเปน็สองสว่น 
สามารถพจิารณาว่าจะแรเงาในส่วนใดไดห้ลายวธิี เช่น 
(1) ทดลองนาํจดุใดก็ได้ในบริเวณหนึ่งไปแทนในอสมการ 
ถ้าพบวา่อสมการเป็นจริงก็ให้แรเงาส่วนนั้น ถ้าเปน็เท็จก็ให้แรเงาในอีกสว่นที่เหลอื 
(2) ใช้วิธีมองลดั คือถ้าเปน็ x > .. แรเงาด้านขวา, ถ้าเป็น x < .. แรเงาด้านซาย 
หรือดทูี่ y ก็ได้ ถ้าเป็น y > .. แรเงาด้านบน, ถ้าเป็น y < .. แรเงาด้านลาง 
(แต่ห้ามจากดตูัวแปรทีส่ัมประสิทธิ์ตดิลบ เพราะผลจะสลับดา้นกัน) 

S 
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5. นําคู่อันดับ x และ y ทั้งส่ีจุดที่ได้ ไปหาค่า P 
จะพบว่าค่า P ที่มากที่สุดเกิดเม่ือ (x,y) = (2,3) คือ 

P 30(2) 50(3) 210    
สรุปว่า ใน 1 วัน ควรผลิตเก้าอ้ีขนาดเล็ก 2 ตัว ขนาดใหญ่ 3 ตัว จึงจะทําให้ได้
กําไรมากที่สุด และกําไรที่มากที่สุดนั้นเท่ากับ 210 บาท 
 
ข้อสังเกต 

1. ฟังก์ชันที่ต้องการค่าสูงสุดมักให้ชื่อเป็น P (Profit) 
และค่าต่ําสุดเป็น C (Cost) (แต่ก็ไม่จําเป็นต้องตามนั้นเสมอไป) 

2. ในทุกสถานการณ์ นอกจากข้อจํากัดที่โจทย์ให้มาแล้ว มักจะต้องเพิ่ม
อสมการ x 0> , y 0>  ด้วยเสมอ (คือ ค่า x และ y โดยส่วนมากไม่สามารถ
เป็นค่าลบได้) 

 
ในบางสถานการณ์ ค่า x หรือ y อาจต้องเปน็จํานวนเต็มเท่านั้น หากค่าที่

ได้เป็นคําตอบไม่ใช่จํานวนเต็ม ก็จําเป็นจะต้องเลือกจุดข้างเคียง (ภายในบริเวณที่แร
เงา) ที่เป็นจํานวนเต็ม และให้ผลใกล้กับค่าที่ต้องการมากที่สุด ดังแสดงให้เห็นใน
ตัวอย่างถัดไป 

และในบางคร้ังอาณาบริเวณที่แรเงาอาจล้อมรอบด้วยเส้นประ (เช่น กรณีที่
ในข้อจํากัดใช้คําว่าระหว่าง, น้อยกว่า, หรือ มากกว่า) จุดยอดมุมที่ได้เป็นคําตอบยัง
ไม่สามารถใช้ได้ ก็ต้องใช้วิธีเลือกจุดข้างเคียงภายในบริเวณที่แรเงา เช่นเดียวกัน 
 
 
 
 

 
 
 
 

ตัวอย่าง 15.1  โดยปกติเครื่องบินลําหนึง่มีทีน่ั่ง 15 ทีน่ั่ง บรรจผุู้โดยสารและสนิค้ารวมกันได้ 1,500 กก. 
แต่ถ้าน้ําหนกัสนิค้ามากกวา่น้าํหนกัผู้โดยสารเกิน 200 กก. เครื่องบินจะเอยีงและบินไม่ได ้
(สมมติวา่ผู้โดยสารแตล่ะคนมีน้าํหนักเฉลีย่ 75 กก.) ถามว่าเที่ยวบินแต่ละเที่ยวจะมีรายได ้
มากทีสุ่ดเทา่ใด หากค่าโดยสารทีน่ั่งละ 6,000 บาท และค่าขนส่งสนิค้ากิโลกรัมละ 100 บาท 

 
วิธีคิด ให้จาํนวนผู้โดยสารเป็น x คน และน้าํหนักสินคา้เป็น y กิโลกรัม 

และ Z เปน็รายได้ตอ่เที่ยวทีต่้องการ ดังนั้นฟังก์ชันจุดประสงค์คอื Z 6000 x 100 y   
ส่วนเงื่อนไขที่มีได้แก่ (1) ทีน่ั่งผู้โดยสารมี 15 ทีน่ัง่  0 x 15< <  
 (2) เครือ่งบินบรรทุกได ้1,500 กก.   75 x y 1500 <  
 (3) น้าํหนักสนิค้ามากกวา่ผู้โดยสารได้ไม่เกิน 200 กก. y 75 x 200 <  
 (4) (เพิ่มเติมเอง) น้ําหนกัสนิคา้ไม่เป็นคา่ตดิลบ  y 0>  
 
 
 

ลักษณะของโจทย์ปัญหาค่าสูงสุด/ต่ําสุดของฟังก์ชันในบทนี้ จะตา่งจากเรื่องอนุพนัธ ์(แคลคลูัส) 
เพราะบทนี้มีตัวแปรตน้ 2 ตัวคือ x และ y เป็นตัวแปรตน้ทั้งคู่ และ x กับ y มีข้อจาํกัดร่วมกนั
บางอยา่ง (ในรูปอสมการเส้นตรง) แต่ในเรือ่งอนพุันธ์จะมีตัวแปรต้นเปน็ x เพียงตัวเดยีว 

S 
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O 

Y 

X 

6000x + 100y = 140000 

6000x + 100y = 0 

6000x + 100y = 70000 

O 

Y 

X 

6000x + 100y = 137000 

หาอาณาบริเวณที่เป็นคําตอบได้ ดังรูป และจุดยอดมุมทั้งหมดได้แก่ 
(0,0), (0,200), (8.67,850), (15,375) และ (15,0) 
เม่ือแทนคา่ในฟังก์ชันจดุประสงคแ์ล้ว พบวา่จดุ 
(8.67,850) ใหค้่ารายได้มากที่สดุ คอื Z = 137,000 

 
 

แต่มีปัญหาวา่ x เป็นจาํนวนผู้โดยสาร ตอ้งเป็นจํานวน 
เต็มเทา่นัน้ เม่ือพิจารณาจุดใกล้เคียงในบริเวณที่แรเงา 
จะมี (8,800) ซึง่ให้คา่ Z = 128,000 บาท 
และ (9,825) ซึง่ให้คา่ Z = 136,500 บาท 
 

ดังนัน้เทีย่วบินแต่ละเที่ยวจะมีรายได้มากที่สดุเท่ากับ 136,500 บาท 
(เม่ือมีผู้โดยสาร 9 คน, สินคา้ 825 กก.) 

 

 
 

หมายเหตุ 
1. การแก้ปัญหาด้วยกําหนดการเชิงเส้น นอกจากใช้หาค่าสูงสุดของฟังก์ชัน

จุดประสงค์แล้ว ยังใช้กบัหาค่าต่ําสุดได้เช่นกัน โดยจุดคําตอบจะเป็นหนึ่งในบรรดาจุด
ยอดมุม ที่ทําให้ค่าฟังก์ชันน้อยกว่าจุดอื่น 
 

2. เหตุที่คําตอบทุกข้อจะเป็นหนึ่งในจุดยอดมุมเสมอ ก็เพราะฟังก์ชัน
จุดประสงค์ Z = a x + b y มีลักษณะเป็นสมการเส้นตรง (ความชัน –a/b) ที่
แปรเปล่ียนระดับความสูงไปตามค่า Z ดังภาพ จะเห็นว่าค่าสูงสุดหรือต่ําสุดของ Z 
ย่อมเกิดที่จุดยอดมุมสุดท้าย ก่อนเส้นตรงเส้นนี้จะหลุดออกนอกบริเวณที่แรเงา (ดู
ภาพประกอบ) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
3. ในตัวอย่างที่ผ่านมา หากเปลี่ยนตัวเลขเป็นค่าโดยสารที่นั่งละ 8,000 

บาท จะทําใหฟั้งก์ชันจุดประสงค์เปล่ียนเป็น Z 8000 x 100 y   (ความชนั
เปล่ียน) ซ่ึงจุดยอดมุมที่ทําให้เกิดค่ามากที่สุดกลายเป็นจุด (15,375) ก็จะไม่มีปัญหา
เร่ืองค่า x เป็นทศนิยม 

 

O 

Y 

X 

1,500 
 
 
 200 

15   20 

(8.67,850) 
(15,375) 
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แบบฝึกหัด 
 
(1) ให้เขียนกราฟแสดงบริเวณท่ีเป็นคําตอบของระบบอสมการแต่ละข้อ 
พร้อมทั้งหาจุดยอดมุมที่เกิดขึ้นทั้งหมดด้วย 
 

 (1.1) 
x y 4
3 x 2 y 6
x 0, y 0





<

<

> >

   (1.2) 
x y 4
2 x y 4
x 0, y 0





<

<

> >

 

 

 (1.3) 
x 2 y 4
2 x 4 y 12
x 0, y 0





>

<

> >

   (1.4) 
5 x 3 y 0
x 2 y 0
2 x 4





>

>

< <

 

 

 (1.5) 

3 x y 6
x y 1
x y 4
x 0, y 0







<

<

<

> >

 

 

 
 
 

 
(2) สําหรับข้อ (2.1) ถึง (2.3) ให้หาค่า P ที่สูงที่สุด หรือค่า C ที่ต่ําที่สุด 
และสําหรับข้อ (2.4) ถึง (2.8) ให้หาทั้งค่าสูงสุดและต่ําสุดของฟังก์ชันจุดประสงค์ 
 

 (2.1) 

P 5 x 3 y
2 x 5 y 300
x y 90
0 x 70
y 0

 





<

<

< <

>

   (2.2) 

C 2 x 3 y
x y 4
5 x 2.5 y 25
0 x 5
0 y 5

 





>

<

< <

< <

 

 

 (2.3) 

P 2 x 3 y
2 x 3 y 30
y x 5
x y 5
x 10, y 0

 







<

<

>

> >

   (2.4) 

Z 3 x 2 y
2 x 3 y 12
2 x y 8
x 0, y 0

 





<

<

> >

 

 

 (2.5) 

Z 20 x 30 y
4 x 2 y 100
2x 4 y 140
x 60, y 40

 





>

>

< <

   (2.6) 

 





Z 40 x 35 y
3 x 5 y 62
x 5 y 30
x 0, y 0

>

>

> >

  

 

สําหรับบทนีห้ากมีกราฟเสน้ตรงมากกวา่ 2 เส้นแล้ว ควรเขียนกราฟให้ใกล้เคียงสดัส่วนจริง 
มากทีสุ่ด เพื่อไม่ให้สับสนว่าจดุยอดมุมของพืน้ที่แรเงานัน้ เกิดจากเส้นใดตัดกับเสน้ใดบ้าง S 
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O 

Y 

X 

15 
 
 5 

4      8 O 

Y 

X 

x – y = 2 
x + y = 3  

O 

Y 

X 

450 
400 

600   1200 

 (2.7) 

Z x 2 y 4
x y 4
x 2 y 2
x y 2
x 3

  



 

 

<

>

>

<

   (2.8) 

Z 8 x 5 y
3 x y 6
x 5 y 8
x y 4
x 0, y 0

 







>

>

>

> >

 

 
(3) บริเวณที่แรเงาเป็นกราฟของระบบอสมการใด 
 (3.1)      (3.2) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 (3.3) 
 
 
 
 
 
 
 
 

(4) โรงงานล้ินจี่กระป๋องและสับปะรดกระป๋องแห่งหนึ่ง ขายล้ินจี่ได้กําไรกระป๋องละ 4 บาท 
สับปะรดกําไรกระป๋องละ 7 บาท โดยกรรมวิธีการผลิตมี 2 ขั้นตอน คือ 
 – ปอกและต้มในน้ําเชื่อม (เคร่ืองจักรทํางานได้ไม่เกินคร้ังละ 30 ชั่วโมง) 
 – บรรจุกระป๋อง (เคร่ืองจักรทํางานได้ไม่เกินคร้ังละ 20 ชั่วโมง) 
ล้ินจี่ 1 กระป๋องต้องผ่านขั้นตอนแรก 3 นาที ขั้นตอนหลัง 1 นาที 
สับปะรด 1 กระป๋องต้องผา่นขั้นตอนแรก 4 นาที ขั้นตอนหลัง 3 นาท ี
การผลิตแต่ละคร้ังควรผลิตอย่างละกี่กระป๋อง จึงจะได้กําไรมากที่สุด 
 
(5) โรงงานผลิตจานและชามพลาสติก มีรายละเอียดการใช้เคร่ืองจักร และกําไรที่ได้ ดังแสดงใน
ตาราง ให้หาว่าควรผลิตอย่างละกี่ใบใน 1 วัน จึงจะได้กําไรสูงสุด 
 

 จาน 1 ใบ ชาม 1 ใบ เครื่องจักรทํางานได้ 
เครื่องจักร A 2 นาที 1 นาท ี ไม่เกินวันละ 3 ช.ม. 
เครื่องจักร B 1 นาท ี 3 นาท ี ไม่เกินวันละ 5 ช.ม. 
กําไร 1.00 บาท 1.20 บาท  
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(6) โรงงานผลิตสินค้าสองชนิด แต่ละวันจะใช้เหล็ก 250 กก. สินค้าชนิดที่หนึ่งใช้เหล็กชิ้นละ 10 
กก. ชนิดที่สองใช้เหล็กชิ้นละ 25 กก. และสําหรับเวลาที่ใช้ผลิตแต่ละวันมี 260 นาที ทั้งสองชนิดใช้
เวลาชิ้นละ 20 นาทีเท่ากัน ส่วนการทาสีมีเวลารวมวันละ 100 นาที ชนิดแรกใช้เวลาทาสีชิ้นละ 10 
นาที ชนิดที่สองชิ้นละ 4 นาท ีถ้าสินค้าชนิดแรกกําไรชิ้นละ 30 บาท ชนิดที่สองกําไรชิ้นละ 25 
บาท ควรจะผลิตอย่างละกี่ชิ้นใน 1 วันจึงได้กําไรสูงที่สุด 
 
(7) โรงงานผลิตสินค้าทําสินค้าออกมาสองชนิด คือ x กับ y โดยสินค้าแต่ละอย่างต้องผ่าน
กระบวนการ 3 ขั้นตอน ดังตาราง หากกําไรตอ่ชิ้นของสินค้า x เป็น 5,000 บาท สินค้า y เป็น 
3,500 บาท ควรจะผลิตอย่างละกี่ชิ้นใน 1 วัน 
 

 สินค้า x 1 ช้ิน สินค้า y 1 ช้ิน เครื่องจักรทํางานได้ 
ข้ันตอนท่ี 1 3 ช.ม. 2 ช.ม. 24 ช.ม. ต่อวัน 
ข้ันตอนท่ี 2 1 ช.ม. 2 ช.ม. 16 ช.ม. ต่อวัน 
ข้ันตอนท่ี 3 1 ช.ม. 1 ช.ม. 9 ช.ม. ต่อวัน 

 
(8) บริษัทผลิตวิทยุแห่งหนึ่งผลิตวิทยุออกมา 2 รุ่น คือรุ่น A กับรุ่น B โดยที่รุ่น A มีกําไรเคร่ืองละ 
250 บาท รุ่น B 300 บาท แต่ละวันตั้งใจจะผลิตรุ่น A ไม่น้อยกว่า 80 เคร่ือง รุ่น B ไม่น้อยกว่า 
100 เคร่ือง แต่ผลิตได้รวมกันไม่เกินวันละ 200 เคร่ือง ควรจะผลิตอย่างไรจึงจะได้กําไรสูงสุด และ
กําไรสูงสุดนั้นเป็นเท่าใด 
 
(9) โรงงานเฟอร์นิเจอร์ทําตู้และเตียงซ่ึงจะใช้แรงงานช่างไม้กับช่างทาสี โดยตู้ 1 ใบช่างไม้ใช้เวลาทํา 
15 ชั่วโมง ช่างทาสีอีก 12 ชั่วโมง และเตียง 1 หลังช่างไม้ใช้เวลาทํา 5 ชั่วโมง ช่างทาสี 4 ชัว่โมง 
ถ้าแต่ละวันช่างไม้ทุกคนช่วยกนัทํางานได้เวลารวมกันอย่างมาก 60 ชั่วโมง ช่างทาสีรวมกัน 40 
ชั่วโมง ส่วนกําไรนั้นตู้ใบละ 500 บาท เตียงหลังละ 400 บาท ควรจะผลิตตูแ้ละเตียงอย่างละเท่าใด
ต่อวัน 
 
(10) ผู้จัดการบริษัทต้องการซ้ือตู้เก็บเอกสารใหม่จํานวนหน่ึง เขาสอบถามได้ข้อมูลว่าตู้ยี่ห้อ A ราคา
ตู้ละ 400 บาท ใช้พ้ืนที่วาง 6 ตารางฟุต จุเอกสารได้ 8 ลูกบาศก์ฟุต ส่วนตู้ยี่ห้อ B ราคาตูล้ะ 800 
บาท ใช้พ้ืนที่วาง 8 ตารางฟุต จุเอกสารได้ 12 ลูกบาศก์ฟุต หากเขามีงบไม่เกิน 5,600 บาท และมี
พ้ืนที่ไม่เกิน 72 ตารางฟุต เขาควรจะซ้ืออย่างละกี่ตู้เพ่ือให้เก็บเอกสารได้มากที่สุด และถามว่าเก็บ
เอกสารได้เท่าใด 
 
(11) ต้องการจ้างคนงานสองคนมาทําความสะอาดตู้ 5 ตู้ โตะ๊ 12 ตัว และห้ิงหนังสือ 18 หิ้ง โดย
คนงานคนที่หนึง่สามารถทําความสะอาดตู้ได้ 1 ตู้ โต๊ะ 3 ตัว และห้ิงหนังสือ 3 หิ้งต่อชั่วโมง คนที่
สองทําความสะอาดตู้ 1 ตู้ โต๊ะ 2 ตัว และห้ิงหนังสือ 6 หิ้งต่อชั่วโมง ค่าแรงคนที่หนึ่ง 25 บาทต่อ
ชั่วโมง ค่าแรงคนที่สอง 22 บาทต่อชั่วโมง ควรจะจ้างคนงานทั้งสองทํางานคนละกี่ชั่วโมงเพื่อเสีย
ค่าแรงน้อยที่สุด 
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(12) ปุ๋ยเคมีสองชนิดมีส่วนผสมดังตาราง หากต้องการปุ๋ยทีมี่ฟอสฟอรัสไม่ต่ํากว่า 9 หน่วย 
ไนโตรเจนไม่ต่ํากว่า 8 หน่วย และโพแทสเซียมไม่เกิน 7 หน่วย จะเสียค่าใช้จ่ายในการซ้ือปุ๋ยน้อย
ที่สุดเท่าใด 
 

 ฟอสฟอรัส ไนโตรเจน โพแทสเซียม ราคาต่อถุง 
ชนิดท่ี 1 3 หน่วย 1 หน่วย 1 หน่วย 50 บาท 
ชนิดท่ี 2 1 หน่วย 2 หน่วย 1 หน่วย 40 บาท 

 
(13) บริษัทแห่งหนึ่งมีเหมืองอยู่ 2 แห่ง ในแต่ละวันเหมืองแรกผลิตแร่เกรด A ได้ 1 ตัน เกรด B 3 
ตัน และเกรด C 5 ตัน ส่วนเหมืองที่สองผลิตแร่ทั้งสามเกรดได้เกรดละ 2 ตันเท่ากัน หากบริษัท
ต้องการผลิตแร่ส่งลูกค้าโดยเป็นแร่เกรด A 80 ตัน เกรด B 150 ตัน และเกรด C 200 ตัน ให้หา
ว่าบริษัทควรจะเปิดเหมืองเพ่ือผลิตแร่แห่งละกี่วันจึงจะเสียค่าใช้จ่ายน้อยที่สุด (ค่าใช้จ่ายในการขุดแร่
แต่ละเหมืองเป็น 6,000 บาทต่อวัน เท่ากัน) 
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เฉลยแบบฝึกหัด (คาํตอบ) 
 
(1.1) (0,0), (0,4), (2,0), (14/5,6/5) 
(1.2) (0,0), (0,4), (2,0), (8/3,4/3) 
(1.3) (0,2), (0,3), (4,0), (6,0) 
(1.4) (2,1), (4,2), (2,–10/3), (4,–20/3) 
(1.5) (0,0), (0,4), (1,0), (1,3), (7/4,3/4) 
(2.1) 410 
(2.2) 8 
(2.3) 30 
(2.4) 13, 0 
(2.5) 2400, 1100 
(2.6) หาคา่ไม่ได้, 434 
(2.7) 12, –1 
(2.8) หาคา่ไม่ได้, 23 
(3.1) x y 2 < , x y 3 < , x 0> , y 0>  
(3.2) 5x 8y 40 < , 15x 4y 60 < , x, y 0>  

(3.3) 3x 4y 1800 < , x 3y 1200 < , x, y 0>  
(4) ลิน้จี ่120 กระป๋อง, สับปะรด 360 กระป๋อง 
(5) จาน 48 ใบ, ชาม 84 ใบ 
(6) ชนดิทีห่นึ่ง 8 ช้ิน, ชนดิทีส่อง 5 ช้ิน 
(7) x 6 ช้ิน, y 3 ช้ิน 
(8) A 80 เครือ่ง, B 120 เครือ่ง, 
   กาํไร 56,000 บาท 
(9) ผลิตเตียง 10 หลัง โดยไม่ผลิตตู้เลย 
(10) A 8 ตู้, B 3 ตู้, เก็บได้ 100 ลบ.ฟตุ 
(11) คนแรก 2 ช.ม., คนที่สอง 3 ช.ม. 
(12) 220 บาท 
   (ชนดิที ่1 สองถุง ชนดิที ่2 สามถุง) 
(13) เหมืองแรก 36 วัน เหมืองที่สอง 22 วัน 
   หรือ เหมืองแรก 34 วนั เหมืองทีส่อง 24 วนั
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10 
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O 
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X    4 
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เฉลยแบบฝึกหัด (วธิีคิด) 
 
(1.1)  
 
 
 
 
 
 
 
(1.2)  
 
 
 
 
 
 
 
(1.3)  
 
 
 
 
 
 
 
(1.4)  
 
  
 
 
 
 
 
 
 
(1.5)  
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

(2.1)  

maxP  เกิดที่ (70, 20)  
 
maxP 5(70) 3(20)

410
 
  

 
 
 
(2.2)  

minC  เกิดที่ (4, 0) 
 

minC 2(4) 3(0)
8

 
  

 
 
 
(2.3)  

maxP 30  
 
เกิดที ่ 10(10, )3  

และ (15, 0)  
 
แสดงว่ามีจุดที่เปน็คําตอบนับไม่ถ้วน 
(อยู่บนเสน้ตรงทีเ่ชื่อมระหว่างสองจุดนี้) 
 
(2.4) 

     maxZ 13  ทีจุ่ด (3, 2)  
     minZ 0  ทีจุ่ด (0, 0)  

 
 
 
 
(2.5)   maxZ 2,400  ที่จดุ (60, 40) 

minZ 1,100  ที่จดุ (10, 30) 
 
 
 
 
 
(2.6)      maxZ  หาคา่ไม่ได ้

   minZ 434  ทีจุ่ด 62(0, )5   

 
 
 

O 

Y 

X 

(5,40) (60,40) 

(60,5) (10,30) 

O 

Y 

X 

(0,62/5) 

(30,0) 
 (4,10) 
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O 

Y 

X 

(1,3) 
(3,1) 

(3,–2.5) 

(–2,0) 

O 

Y 

X 

(0,6) 

 (8,0) 

(1,3) 

(3,1) 

O 

Y 

X  600 

400 (120,360) 

O 

Y 

X   90 

100 (48,84) 

O 

Y 

X 
 10 

(8,5) 
10 

(5,8) 

O 

Y 

X 
  8 

(6,3) 
8 (2,7) 

(2.7) 
   maxZ 12  ทีจุ่ด (3, 2.5)  
   minZ 1    ที่จดุ (1, 3)  

 
 
 
 
(2.8) 

       maxZ  หาค่าไม่ได้ 
       minZ 23  ที่จดุ (1, 3)  

 
 
 

 
 
(3.1) x y 3 , x y 2 , < < x 0 , y 0> >  
(3.2) ต้องสรา้งสมการเสน้ตรงดว้ย intercept form 
( x y 1a b  ) ก่อน.. ไดเ้ป็น 

   
x y 1 15x 4y 60 ,4 15

<  

   
x y 1 5x 8y 408 5

<  
x 0 , y 0> >  
(3.3) เช่นเดียวกับข้อ 3.2 

   
x y 1 3x 4y 1,800 ,600 450

<  

   
x y 1 x 3y 1,200 ,1,200 400

<  

x 0 , y 0> >  

 
 
(4) P 4x 7y   
    3x 4y 1, 800 <  (นาท)ี 
    x 3y 1, 200 <  (นาท)ี 
    x 0 , y 0> >  
 
 
 
 
 
                                                 

maxP 3,000  ที่จดุ (120, 360) 
ตอบ ลิ้นจี่ 120 กระป๋อง สับปะรด 360 กระป๋อง 

 

(5) P x 1.2y   
    2x y 180 <  (นาท)ี 
    x 3y 300 <  (นาท)ี 
    x 0 , y 0> >  
 
 
 
 
 
 

maxP 148.80  ที่จดุ (48, 84) 
ตอบ จาน 48  ใบ ชาม 84  ใบ 

 
 
(6) P 30x 25y   
    10x 25y 250 <  
    20x 20y 260 <  
    10x 4y 100 <  
    x 0 , y 0> >  
 
 
 
 
 

maxP 365  ที่จดุ (8, 5) 
ตอบ ชนิดที่หนึ่ง 8  ช้ิน ชนดิทีส่อง 5  ช้ิน 

 
 
(7) P 5, 000x 3, 500y   
    3x 2y 24 <  
    x 2y 16 <  
    x y 9 <  
    x 0 , y 0> >  
 
 
 
                                            

maxP 40,500  ที่จดุ (6, 3) 
ตอบ สินค้า x 6  ช้ิน สินคา้ y 3  ช้ิน 
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X 
(100,100) (80,100) 

(80,120) 

O 
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X 

10 

40/12 

O 

Y 

X   12 

7 (8,3) 

O 

Y 

X 

(0,6) 

 (6,0) 

(2,3) 

(4,1) 

O 

Y 

X 
(6,1) (2,3) 

(1,6) 

O 

Y 

X 

(0,100) 

 (80,0) 

(25,37.5) 
(35,22.5) 

(8) P 250x 300y   
    x 80 , y 100> >  
    x y 200 <  
 
 
 
 
 

maxP 56,000  ที่จดุ (80, 120)  
ตอบ รุน่ A 80  เครื่อง รุ่น B 120  เครือ่ง                                                            
และกําไร 56,000  บาท 

 
 
(9) P 500x 400y   
    15x 5y 60 <  
    12x 4y 40 <  
    x 0 , y 0> >  
 
 
 
 

maxP 4,000  ที่จดุ (0, 10) 
ตอบ ผลิตเตียง 10  หลัง โดยไม่ผลติตู ้

 
 
(10) P 8x 12y   
      400x 800y 5, 600 <  
      6x 8y 72 <  
      x 0 , y 0> >  
 
 
 
 

maxP 100  ที่จดุ (8, 3) 
ตอบ ยีห่อ้ A 8  ตู้ ยี่หอ้ B 3  ตู้                                                            
และจุได ้ 100  ลบ.ฟตุ 

 
 
(11) C 25x 22y   
 x y 5 >  
 3x 2y 12 >  
 3x 6y 18 >  
 x 0 , y 0> >  
 
 

minC 116  ที่จดุ (2, 3)  
ตอบ คนที่หนึ่ง 2  ช.ม. คนทีส่อง 3  ช.ม.  

 
 
(12) C 50x 40y   
      3x y 9 >  
      x 2y 8 >  
      x y 7 <  
      x 0 , y 0> >  
 
 
 
 

minC 220  ที่จดุ (2, 3)  
ตอบ 220  บาท 

 
 
(13) C 6, 000x 6, 000y   
      x 2y 80 >  
      3x 2y 150 >  
      5x 2y 200 >  
      x 0 , y 0> >   และ x, y  I  
 
 
 
 
 
 
 

minC 345,000  ที่จดุ (35, 22.5) 
แต่ y ไม่เป็นจํานวนเต็ม จึงต้องเลือกจุดข้างเคียง
แทน 
ก. ลด y สมมต ิ y 22  จะได้ x 36  
(หาคา่ x จาก x 2y 80  )  C 348,000  
ข. เพิ่ม y สมมติ y 23  จะได ้ x 34.67  
ใช้ไม่ได้! 
เปลี่ยนเป็น y 24  จะได้ x 34  
(หาคา่ x จาก 3x 2y 150  )  C 348,000  
ปรากฏว่า C  เท่ากนั จงึเลอืกตอบจดุใดก็ได ้
ตอบ  (36 วัน, 22 วนั) หรอื (34 วัน, 24 วัน) 
[หมายเหต ุถ้าคา่ C ไม่เท่ากนั กใ็ห้เลอืกตอบจดุที่
ค่า C นอ้ยกวา่] 

 
 



A B 

C D 

e1 

e2 e3 e4 

e5 

 
 

บทที ่๑๖ 
ทฤษฎีกราฟ 

 
 

กราฟ (Graph) ในที่น้ีไม่ได้หมายถึงกราฟของ
ความสัมพันธ์หรือฟังก์ชัน แบบทีเ่คยศึกษาผ่านมาแล้ว 
(ที่เป็นกราฟของสมการระหว่าง x กับ y) แต่หมายถึง 
แผนภาพซึ่งประกอบด้วยจดุและเส้นที่เช่ือมจดุ เช่น 
แผนภาพแสดงเส้นทางเดินรถไฟ, โครงสร้างทางเคม,ี 
วงจรไฟฟ้า... บางตําราจะใช้คําว่า ข่ายงาน (Network) 

 

การศึกษาทฤษฎีกราฟ (Graph Theory) จะช่วยแก้ปัญหาบางอย่างได้ เช่น 
การหาเส้นทางเดินให้ผ่านทุกจุดโดยไม่ซ้าํทางเดิม, การหาเส้นทางเดินไปยัง
จุดหมายใหส้ั้นที่สุด, การเลือกวางเส้นทางใหเ้ช่ือมทุกจุดโดยประหยดัที่สุด 
เป็นต้น 

 
 

สมมติกราฟ G เป็นกราฟที่ใช้แทนเมือง 4 เมือง คือ A, B, C, D และมี
ถนนเชื่อมระหว่างเมือง A–B, A–C, B–C, B–D และ C–D จะเขียนแผนภาพของ G 
ได้ดังรูป 

 
 
 
 
 
 
 

๑๖.๑ ส่วนประกอบของกราฟ 
 

ส่วนประกอบของกราฟมี 2 เซต คือ 
เซตของ จุดยอด (Vertex) : V(G)  และเซตของ เส้นเช่ือม (Edge) : E(G) 
ในตัวอย่างข้างตน้จะได้ V(G) {A,B, C,D}  และ E(G) {AB, AC,BC,BD, CD}  
หรืออาจเขียนเป็น 1 2 3 4 5E(G) {e , e , e , e , e }  

ตัวอย่าง 
ของกราฟ 

(บทที่ ๕–๑๖ นํามาจาก R2.2.04 และจะทยอยปรับปรุงเนื้อหาทีละบท จนเป็น R2.9 ฉบับสมบูรณ์ครับ) 

G
, r
, A

, p
, H
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e6 
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C D 
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E 

การเกิดเป็นกราฟได้จะต้องมีจุดอย่างน้อยหนึ่งจดุ แต่กราฟอาจไม่มีเส้นเลย
ก็ได้ หมายความว่า เซต V(G)  ห้ามเป็นเซตว่าง แต่เซต E(G) สามารถเป็นเซตว่าง
ได้ นั่นเอง 
 

ข้อตกลงในการเขียนแผนภาพของกราฟ คือ จะวางจุดยอดจุดใดไว้ตําแหน่ง
ใดก็ได้ และจะลากเส้นเชื่อมเป็นเส้นตรงหรือโค้งก็ได้ (แต่หากเส้นเชื่อมสองเส้นที่
ลากข้ึนนั้นตัดกัน จุดตัดที่เกิดขึ้นจะไม่นับเป็นจุดยอดของกราฟ) ... ดังนั้นกราฟ G 
ดังที่กําหนดให้ อาจเขียนแผนภาพแบบอ่ืน ๆ  ได้มากมาย เช่น 

 
 
 
 
 
 

 
 

พิจารณากราฟ G ดังรูป 
1. พบว่า 5e  และ 6e  เป็นเส้นที่เชื่อมจุดปลาย คู่เดียวกัน 
เรียก 5e  และ 6e  ว่า เส้นเชื่อมขนาน (Parallel Edges) 
 
หมายเหตุ 
กราฟนี้มีเส้นเชื่อมขนาน เราไม่สามารถใช้คําว่า CD เขียนแทน 
ทั้ง 5e  กับ 6e  ได้ จะต้องเขียน 1 2 3 4 5 6 7E(G) {e , e , e , e , e , e , e }  เท่านั้น 
 

2. พบว่า 7e  เป็นเส้นเชื่อมที่มีปลายทั้งสองเป็นจุด ๆ  เดียว เรียก 7e  ว่า วงวน 
(Loop) 
 

3. เรียกจุดยอด A กับ B ว่า จดุยอดท่ีประชิดกัน (Adjacent Vertices) 
เนื่องจากมีเส้นเชื่อมระหว่างจุดยอดทั้งสอง 
(ตัวอย่างจุดยอดที่ไม่ประชิดกันเช่น จุดยอด A กับ D) 
 

4. เรียกเส้นเชื่อม 1e  “เกิดกับ (Incident) จุดยอด A” 
เนื่องจากจุดยอด A เป็นปลายของ 1e  
(หรือจะกล่าวว่า 1e  เกิดกับจุดยอด B ก็ถูกเช่นกัน) 
 

5. ดีกรี (Degree) ของจุดยอด คือจํานวนคร้ังที่มีเส้นเชื่อมเกิดกับจุดยอดนั้น 
“ดีกรีของจุดยอด A” ใช้สัญลักษณ์ deg A  
ดังนั้น ในกราฟรูปล่าง deg A 2 , deg B 3 , deg C 2 , deg D 3  และ 
deg E 0  

เรียกจุดยอดที่มีดีกรีเป็นจํานวนคู่ว่า จุดยอดคู่ (Even Vertex) เช่น จุด A, 
จุด C, จุด E และเรียกจุดยอดที่มีดีกรีเป็นจํานวนคี่ว่า จุดยอดคี่ (Odd Vertex) 
เช่น จุด B, จุด D 
 

ศัพท์ต่าง ๆ  
เกี่ยวกับกราฟ 
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ทฤษฎีบทท่ีสําคัญ ได้แก่ 
1. ผลรวมดีกรีของจุดยอดทั้งหมดในกราฟ จะเป็น 2 เท่าของจํานวนเส้น

เชื่อม (ดังนั้น ผลรวมดีกรีย่อมเป็นจํานวนคู่เสมอ) เช่นในตัวอย่างที่แล้ว deg รวม 

เท่ากับ 10 และจํานวนเส้นเชื่อมเท่ากับ 5 
2. เนื่องจากผลรวมดีกรีต้องเป็นจํานวนคู่ แสดงว่าจํานวนจุดยอดคี่ของ

กราฟต้องเป็นจํานวนคู่เสมอ เช่น 0 จุด, 2 จุด, 4 จุด, ฯลฯ (ส่วนจุดยอดคู่นั้นจะมี
กี่จุดก็ได้) เช่นในตัวอย่างที่แล้ว มีจุดยอดคี่อยู่ 2 จุด 

 
 

แบบฝึกหัด ๑๖.๑ 
 
(1) ให้เขียนแผนภาพของกราฟ G ข้อละ 1 แบบ เม่ือกําหนด V(G)  และ E(G) ให้ดังนี้ 

(1.1) V(G) {w, x, y, z}  และ E(G) {wx, wy, wz, xy, xz, yz}  
(1.2) V(G) {A,B, C,D}  และ E(G) {AB, AC,BC,DD}  
(1.3) 1 2 3 4 5 6V (G) {v , v , v , v , v , v }  และ 1 3 2 4 2 5 3 6 4 6 5 5E(G) {v v , v v , v v , v v , v v , v v }  

 
(2) จากกราฟ G ที่กําหนดให้แต่ละข้อ ให้เขียน V(G) , E(G) , deg A , deg D  
และตอบว่าจุดยอด D กับจุดยอดใดที่เป็นจุดยอดประชิด และเส้นเชื่อม 3e  เกิดกับจุดยอดใด 
   (2.1)           (2.3) 
 
          (2.2) 
 
 
 
 
 
 
 
(3) โดยอาศัยทฤษฎีเกี่ยวกับจุดยอดคี่ ให้ตอบว่าแต่ละเหตุการณ์ต่อไปนี้เป็นไปได้หรือไม่ 
 (3.1) กราฟ G มีจุดยอดทั้งส้ิน 4 จุด ซ่ึงแต่ละจุดมีดีกรีเท่ากับ 1, 2, 3 และ 3 
 (3.2) ในจํานวน 5 เมือง มีเมืองที่มีถนนเชื่อมไปยังเมืองอ่ืน 3 สาย อยู่ 1 เมือง, 
              2 สาย อยู่ 2 เมือง และเมืองที่เหลือมีถนนเชื่อมไปยังเมืองอ่ืนเพียงเมืองละ 1 สาย 
 (3.3) นักเทนนิส 15 คน ทุกคนลงแข่งกับใครก็ได้ในกลุ่มนี้ 3 คร้ัง 
 
 
 
 

วิธีการหาดีกรขีองจุดยอดอย่างงา่ย ๆ  คือให้เขียนวงกลมขนาดเล็ก ๆ  ล้อมรอบจดุยอดนัน้ 
วงกลมนี้ตดักับเส้นเช่ือมกี่ครั้ง จดุยอดก็จะมีดีกรเีท่านั้น S 
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เกาะ A เกาะ B 

แผ่นดิน C 

แผ่นดิน D 

(4) ให้ใช้ทฤษฎีกราฟเบื้องต้น ช่วยแก้ปัญหาต่อไปนี้ 
 (4.1) หากมีข้อมูลว่า ประเทศไทยมีอาณาเขตติดต่อกับประเทศพม่า ลาว กัมพูชา และ
มาเลเซีย, ประเทศลาวมีอาณาเขตติดต่อกับกัมพูชา พม่า และเวียดนาม, กัมพูชามีอาณาเขตติดต่อ
กับเวียดนาม, มาเลเซียติดกับสิงคโปร์ ... ต้องการระบายสีแผนที่ของประเทศที่กล่าวมานี้ โดยอาณา
บริเวณแต่ละประเทศที่ติดต่อกันต้องใช้คนละสี จะต้องเตรียมสีอย่างน้อยกี่สี 
(คิดโดยให้จุดยอดแทนประเทศ และให้เส้นเชื่อมแทนการมีอาณาเขตติดต่อกัน) 

 
(4.2) ร้านกาแฟแห่งหนึ่งมีลูกค้าประจํา 7 คน ซ่ึงจะมานั่งด่ืมกาแฟในเวลาดังนี้ 

เกษม และขจร จะมาด่ืมกาแฟด้วยกันทุกคร้ัง ภายในช่วงเวลา 8.15 – 8.45 น. 
คะนึง และงาม จะมานั่งด่ืมกาแฟด้วยกัน ภายในช่วงเวลา 8.30 – 9.00 น. 
จรูญ มานั่งด่ืมกาแฟคนเดียว ภายในช่วงเวลา 8.20 – 8.40 น. 
ฉลอง มานั่งด่ืมกาแฟคนเดียว ภายในช่วงเวลา 8.50 – 9.15 น. 
และชรัส มานั่งด่ืมกาแฟคนเดียว ภายในช่วงเวลา 8.00 – 8.25 น. 
ร้านกาแฟจะต้องจัดที่นั่งไว้รับรองลูกค้าประจํากลุ่มนี้ อย่างน้อยที่สุดกี่ที่ 
(คิดโดยให้จุดยอดแทนตัวลูกค้า และให้เส้นเชื่อมแทนการมีช่วงเวลาทับซ้อนกัน) 

 
(4.3) เพ่ือนสนิทกลุ่มหนึ่งซ่ึงมี 5 คน มีการคยุโทรศัพท์ระหว่างกันในรอบสัปดาห์ที่ผ่านมา 

เป็นจํานวน 2, 3, 3, 4, 4 คร้ัง ตามลําดับ แสดงว่ามีการโทรศัพท์เกิดขึ้นรวมทั้งหมดกี่คร้ัง 
 
 (4.4) การแข่งขันเทนนิสมีนักกีฬาเข้าร่วมแข่งขัน 10 คน เป็นการแข่งแบบพบกันหมด 
หากใน 1 วัน จดัแข่งได้ 4 คู่ จะต้องใช้เวลาทั้งหมดกี่วัน 
 
 

๑๖.๒ กราฟออยเลอร์ 
 

มีปัญหาที่คลาสสิคอยู่ข้อหนึ่ง กล่าวถึงสะพานข้ามแม่น้ําพรีเกลในเมืองเคอ
นิกส์แบร์ก ประเทศเยอรมนี เรียกว่า ปัญหาสะพานเคอนิกส์แบร์ก (Königsberg 
Bridge Problem) สะพานเหล่านี้เชื่อมเกาะและแผ่นดินในลักษณะดังรูป 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ปัญหาถามว่า เป็นไปได้ไหมที่เราจะเร่ิมต้นจากจุดหนึ่งบนแผ่นดิน แล้วเดิน
ข้ามสะพานให้ครบทุกอันจนกลับมายังจุดเร่ิมต้นโดยไม่ซํ้าสะพานเดิมเลย 
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ลักษณะของปัญหาเหมือนกับ “การลากเส้น 
วาดรูปโดยไม่ยกดินสอ” นั่นเอง ซ่ึงการจะตอบปัญหา 
ลักษณะนี้ได้ ต้องเข้าใจเกี่ยวกับกราฟออยเลอร์ก่อน 
ถ้าเราแปลงปัญหานี้เป็นกราฟ โดยให้แผ่นดินและเกาะ 
เป็นจุดยอดและให้สะพานเป็นเส้นเชื่อม จะได้แผนภาพ 
ของกราฟดังรูป 
 

เราสามารถเดินทางจากจุด C ไปยังจุด D ได้หลายทาง 
เช่น C B D   เขียนเป็นลําดับได้ว่า 7 6C, e , B, e ,D  
หรือ C A D   เขียนเป็นลําดับได้ว่า 1 3C, e , A, e ,D  หรือ 1 4C, e , A, e ,D  ฯลฯ 
หรือ C B A D    เขียนเป็นลําดับได้ว่า 7 5 3C, e , B, e , A, e ,D  ฯลฯ 
เรียกลําดับ (ที่ประกอบด้วยจุดสลับกับเส้น) เหล่านี้ว่า แนวเดิน (Walk) 
ที่กล่าวมาทั้งหมดก็คือตัวอย่างของ “แนวเดิน C–D” 
 
หมายเหตุ 
หากกราฟไม่มีเส้นเชื่อมขนานและไม่มีวงวน สามารถเขียนลําดับของแนวเดินโดยใช้
เฉพาะจุด ไม่ต้องบอกเส้นเชื่อมก็ได้ เช่น C, B, D หรือ C, A, D หรือ C, B, A, D 
ฯลฯ ... แต่ในตัวอย่างนี้ทําไม่ได้ เพราะมีเส้นเชื่อมขนาน (คําว่า C, A, D จะเป็นไป
ได้หลายทาง ไม่ชัดเจน) 
 

กราฟนี้เป็น กราฟเชื่อมโยง (Connected Graph) เนื่องจากทุก ๆ  จุดยอดมี
แนวเดินถึงกัน 

แนวเดินซ่ึงเร่ิมและจบที่จุดเดียวกัน โดยไม่ใช้เส้นเชื่อมซํ้ากันเลย เรียกว่า 
วงจร (Circuit) และถ้าวงจรน้ันผ่านจุดยอดและเส้นเชื่อมทั้งหมดที่มีในกราฟ จะ
เรียกว่า วงจรออยเลอร์ (Euler Circuit) 

กราฟใดที่สามารถหาวงจรออยเลอร์ได้ จะถูกเรียกว่าเป็น กราฟออยเลอร์ 
(Eulerian Graph) 
 

ปัญหาสะพานเคอนิกส์แบร์ก ถูกแก้โดยนักคณิตศาสตร์ชื่อ เลออนาร์ด 
ออยเลอร์ ในปี ค.ศ. 1736 ... เม่ือได้แผนภาพแล้ว การแก้ปัญหาก็เพียงพิจารณาว่า
แผนภาพที่ได้นั้น “เป็นกราฟออยเลอร์หรือไม่” และเหตุผลที่เขาอธิบายคือ 

“กราฟออยเลอร์จะต้องเป็นกราฟเชื่อมโยง จุดยอดทุกจุดต้องเป็นจุดยอดคู่” 
(เพราะไม่ว่าจุดใด จะต้องมีเส้นทางให้เดินเข้าเป็นจํานวนเท่ากับเส้นทางให้เดินออก) 

ดังนั้น คําตอบของปัญหาสะพานเคอนิกส์แบร์ก คือ “เป็นไปไม่ได้” เพราะ
เป็นจุดยอดคี่ทั้ง 4 จุด 
 
หมายเหต ุ
ปัจจุบันเมืองเคอนิกส์แบรก์ เปลี่ยนช่ือเป็น Kaliningrad และกลายเป็นสว่นหนึง่ของรัสเซยี 
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แบบฝึกหัด ๑๖.๒ 
 
(5) มีแนวเดินจากจุด A ไปยงัจุด D ซ่ึงไม่ซํ้าเส้นทางเดิม 
ทั้งหมดกี่แบบ ได้แก่อะไรบ้าง 
 
 

 
 
(6) สําหรับระบบเครือข่ายคอมพิวเตอร์ซ่ึงประกอบ 
ด้วยคอมพิวเตอร์ 6 เคร่ือง เชื่อมต่อเพ่ือรับส่งข้อมูล
ระหว่างกันตามรูป คอมพิวเตอร์เคร่ืองใดควรเฝ้าระวัง
ไม่ให้เสียหายมากที่สุด ให้อธิบายเหตุผลโดยอ้าง
ทฤษฎีกราฟ 

 
 
(7) กราฟต่อไปนี้เป็นกราฟออยเลอร์หรือไม่ ถ้าเป็นให้เขียนลําดับแสดงวงจรออยเลอร์ด้วย 
 (7.1)   (7.2)     (7.3) 
 
 
 
 
 
 (7.4)   (7.5)     (7.6) 
 
 
 
 
 
 (7.7)   (7.8)     (7.9) 
 
 
 
 
 
 
 
(8) จากกราฟต่าง ๆ  ในข้อ (7) ให้พิจารณาว่า กราฟในข้อใดสามารถลากเส้นจนครบทั้งรูปโดยไม่ทับ
เส้นทางเดิม และเส้นที่ลากนั้นไม่ขาดตอน ... เม่ือกําหนดเงื่อนไขว่า 
 (8.1) จุดเร่ิมต้นและจุดส้ินสุด ต้องเป็นจุดเดียวกัน 
 (8.2) จุดเร่ิมต้นและจุดส้ินสุด ต้องเป็นคนละจุดกัน 

      (มีจุดยอดคี่ได้ 2 จุด … ให้จุดหนึ่งเป็นจุดเร่ิมต้น อีกจุดเป็นจุดส้ินสุด) 
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(9) บ้านหลังหนึ่งมีแบบแปลนช้ันล่าง ดังรูป 
เป็นไปได้หรือไม่ที่จะออกเดินจากจุด ๆ  หนึ่ง 
ให้ผ่านครบทุกประตู ประตูละคร้ังเดียว 

  (9.1) แล้วกลับมาที่จุดเร่ิมต้นพอดี 
        (9.2) ไม่ต้องกลับมายังจุดเร่ิมต้นก็ได้ 

 
(คิดโดยให้จุดยอดแทนห้องและนอกตัวบ้าน (9 จุด) และให้เส้นเชื่อมแทนประตู (15 เส้น)) 
 
(10) ตอบคําถามต่อไปนี้ 

(10.1) หากปัญหาสะพานเคอนิกส์แบร์ก ยกเว้นเงื่อนไขที่ว่าจะต้องกลับมาส้ินสุดที่จุดเร่ิมต้น 
แล้ว คําตอบของปัญหานี้จะกลายเป็น “เป็นไปได้” หรือไม่ เพราะเหตุใด 

(10.2) ถ้าข้อที่แล้วตอบว่า “ไม่” ... ให้พิจารณาว่าเราสามารถสร้างสะพาน 1 อัน เพ่ิมเติม
ระหว่างจุดใด เพ่ือให้คําตอบกลายเป็น “เป็นไปได้” 
 
 

๑๖.๓ วิถีที่ส้ันที่สุด และต้นไม้แผ่ทั่วที่น้อยที่สุด 
 

เรานําทฤษฎีกราฟเบื้องต้นไปประยุกต์ใช้แก้ปัญหาบางอย่างได้ ดังที่เอ่ยถึง
แล้วเช่น การหาเส้นทางมุ่งไปยังจุดหมายให้ส้ันที่สุด และการเลือกวางเส้นทางให้
เชื่อมทุกจุดโดยประหยัดที่สุด ซ่ึงมีรายละเอียดคร่าว ๆ  ดังนี้.. (วิธีขั้นสูงจะยังไม่ศึกษา
ในระดับ ม.ปลาย) 
 

รูปนี้เป็นตัวอย่างของ กราฟถ่วงน้ําหนัก (Weighted Graph) 
 
 
 
 
 
 
 
คือกราฟที่เส้นเชื่อมทุกเส้นมีจํานวนจริงบวกเขียนกํากับไว้ เรียกจํานวนนี้ว่า ค่า
น้ําหนัก (Weight) ซ่ึงอาจใช้แทนระยะทางระหว่างจุด, ระยะเวลาที่ใช้เดินทาง
ระหว่างจุด, ค่าใช้จ่ายในการสร้างเส้นทาง, หรืออื่น ๆ  เพ่ือบ่งบอกให้ทราบความ
แตกต่างระหว่างแต่ละเส้น 
 
1. การหา วิถีที่สั้นที่สุด (Shortest Path) 
วิถี (Path) คือแนวเดินซ่ึงไม่ซํ้าจุดยอดเดิม ... วิถีที่ส้ันที่สุด คือวิถีที่ผลรวมค่า
น้ําหนักน้อยที่สุด 
เช่นในรูปตัวอย่าง วิถี A–F ที่ส้ันที่สุด คือ A, B, C, F ซ่ึงมีค่าน้ําหนักรวม 
1 2 3 6    
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H1 H2 

H3  H4 

วิถี D–E ที่ส้ันที่สุด คือ D, C, E ซ่ึงมีค่าน้ําหนักรวม 5 2 7   
วิถี B–D ที่ส้ันที่สุด คือ B, A, D หรือ B, D ก็ได้ เพราะมีค่าน้ําหนักรวมเป็น 4 
เหมือนกัน 
 
2. การหา ต้นไม้แผ่ทั่วที่น้อยที่สุด (Minimal Spanning Tree) 
ต้นไม้ (Tree) คือกราฟเชื่อมโยง ซ่ึงไม่มีรูปปิด 
(รูปปิด เรียกว่า วัฏจักร (Cycle)) 
 
ต้นไม้แผ่ทั่ว (Spanning Tree) คือต้นไม้ที่ใช้จดุยอดครบทุกจุด 
... ในตัวอย่างทีก่ําหนดให้ จะสร้างต้นไม้แผ่ทั่วได้มากมาย เช่น 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
นอกจากนี้ยังมีแบบอ่ืน ๆ  อีก ... แต่ “ต้นไม้แผ่ทั่วที่น้อยที่สุด” (คือมีค่าน้ําหนักรวม
น้อยที่สุด) ได้แก่ แบบ 3H  ซ่ึงมีค่าน้ําหนักรวมเท่ากับ 10 
 

วิธีหาต้นไม้แผ่ทั่วที่น้อยที่สุดคือ เลือกเส้นเชื่อมทีละเส้น ๆ  เรียงจากเส้นที่
ค่าน้ําหนักน้อยไปมาก โดยไม่เลือกเส้นที่ทําให้เกิดรูปปิด 

 
ข้อสังเกต 
ต้นไม้แผ่ทั่วของกราฟที่มีจุดยอด n จุด จะมีเส้นเชื่อม n – 1 เส้นเสมอ 
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แบบฝึกหัด ๑๖.๓ 
 
(11) ให้หาวิถี X–Y ที่ส้ันที่สุดของกราฟถ่วงน้ําหนักต่อไปนี ้
 (11.1)        (11.2) 
 
 
 
 
 (11.3)        (11.4) 
 
 
 
 
 
 
 
 

(12) กําหนดระยะเวลาเดินทางด้วยรถโดยสาร
ระหว่างจังหวัดต่าง ๆ  (หน่วยเป็นนาที) เป็นดังตาราง 
ให้หาเส้นทางที่เร็วที่สุดในการเดินทางด้วยรถโดยสาร 
จากจังหวัด A ไปยัง E 
 
 

 
(13) ให้หาต้นไม้แผ่ทั่วที่น้อยที่สุด ของกราฟถ่วงน้ําหนักในข้อ (11) 
 
(14) ให้หาเส้นทางการวางสายโทรศัพท์ไปตามถนนเพ่ือให้เชื่อมต่อกันได้ครบทุกหมู่บ้าน โดยเสีย
ค่าใช้จ่ายในการวางสายน้อยที่สุด (ค่าใช้จ่ายแปรผันตามระยะทาง) กําหนดให้ถนนระหว่างหมู่บ้านมี
ระยะทางเป็นดังนี้ ... AB 30 , AF 40 , BC 10 , BE 50 , BF 20 , CD 20 , CE 30 , 
DE 10 , DF 30  และ EF 60  (หน่วยเป็นกิโลเมตร) 
 
 

จังหวัด A B C D E 
A – 45 – 70 – 
B 45 – 40 55 – 
C – 40 – 30 60 
D 70 55 30 – 70 
E – – 60 70 – 
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เฉลยแบบฝึกหัด (คาํตอบ) 
 
(1) ดูในเฉลยวิธคีิด 
(2.1) V(G) {A,B, C,D} , 
   E(G) {AB, AC,BC,BD, CD} , 
   deg A 2 , deg D 2 , 
   จุดยอดประชิดกับ D คือ B กบั C, 
   เส้นเช่ือม 3e  เกิดกับจุด A และ C 
(2.2) V(G) {A,B, C,D} , 
   1 2 3 4 5 6E(G) {e , e , e , e , e , e } , 
   deg A 2 , deg D 4 , 
   จุดยอดประชิดกับ D คือ A, B, C, 
    เสน้เช่ือม 3e  เกิดกับจดุ C และ D 
(2.3) V(G) {A,B, C,D,E,F} , 
   E(G) {AA, AB, AE,BC, CE,EF} , 
   deg A 4 , deg D 0 , 
   จุดยอดประชิดกับ D ไม่มี, 
   เส้นเช่ือม 3e  เกิดกับจดุ A 
(3) เปน็ไปไม่ไดเ้ลยสกัขอ้ 
(4.1) 3 ส ี
(4.2) 5 ที ่
(4.3) 8 ครั้ง 
(4.4) 12 วนั 
(5) 5 แบบ ไดแ้ก่ A, C,D    A,B, C,D  
   A,B,E, C,D    A, C,B,E, C,D  
   และ A, C,E,B, C,D  

(6) เครื่อง B เพราะถ้าขาดไปกราฟจะไม่ 
   เช่ือมโยงถึงกนั (แตกเป็นสองกลุ่มคอื A, F 
   กับ C, D, E) 
(7) ขอ้ที่เป็นได้แก่ (7.1), (7.4), (7.7), (7.9) 
   โดยมีวงจรออยเลอร์ดังนี้ (วงจรออยเลอร ์
   ในแตล่ะขอ้สามารถเขียนได้หลายแบบ) 
(7.1) A,B, C,E, A  
(7.4) C,D, C,B,D, A, C  
(7.7) B, C,F,E,D,F,B,D, A,B  
(7.9) A, C,E, A,B, C,D,E,F, A  
(8.1) คําตอบเหมือนในข้อ (7) 
(8.2) กราฟที่ทาํได้คือ (7.2), (7.5), (7.8) 
(9.1) เป็นไปไม่ได้ เพราะไม่ใช่กราฟออยเลอร ์
(9.2) เป็นไปได ้เพราะมีจดุยอดคี่สองจดุ 
(10.1) ยังคงเปน็ไปไม่ได้ เพราะมีจุดยอดค่ี 
   มากกว่า 2 จดุ (มีถึง 4 จดุ) 
(10.2) ระหว่างจดุใดก็ได ้เพราะจะทําให้เหลือ 
   จุดยอดคี่เพียง 2 จุด 
(11.1) X,B, C, Y  
(11.2) X,D,B, C, Y  
(11.3) X,B, A, Y  
(11.4) X, Y  หรอื X,E,F, G, Y  
(12) A,D,E  
(13) ดูในเฉลยวธิีคิด 
(14) วางสายโทรศัพท์ไปตามถนน AB, BC, 
   BF, CD, DE
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พม่า ไทย กัมพูชา เวียดนาม 
มาเลเซีย 

สิงคโปร์ 

ลาว 

ช 
ค+ง ฉ 

จ 

ก+ข 

เฉลยแบบฝึกหัด (วธิีคิด) 
 
(1.1)           (1.2)        (1.3) 
 
 
 
 
 
 

          กราฟในข้อนี้เปน็เพยีงตัวอย่าง 1 แบบ คําตอบที่ถูกสามารถเขียนตา่งจากนี้ได้มากมาย 
 
(2.1) V (G) {A, B, C, D} , 
E(G) {AB, AC, BC, BD, CD} , 
deg A 2 , deg D 2 , 
จุดยอดประชิดกับ D  คือ B  กับ C , 
เส้นเช่ือม 3e  เกดิกบัจุด A  และ C  
 
(2.2) V (G) {A, B, C, D} , 

1 2 3 4 5 6E(G) {e , e , e , e , e , e } , 
deg A 2 , deg D 4 , 
จุดยอดประชิดกับ D  คือ A, B, C , 
เส้นเช่ือม 3e  เกดิกบัจุด C  และ D  
 
(2.3) V (G) {A, B, C, D, E, F} , 
E(G) {AA, AB, AE, BC, CE, EF} , 
deg A 4 , deg D 0 , 
จุดยอดประชิดกับ D  ไม่มี, 
เส้นเช่ือม 3e  เกดิกบัจุด A  

 
 
(3) เป็นไปไม่ไดเ้ลยสกัขอ้ เพราะแต่ละขอ้เป็นกราฟ
ที่มีจดุยอดคี่เปน็จํานวนคี่จดุ ดังนี ้
(3.1) จุดยอดทีมี่ดีกรี 1,3,3 เปน็จุดยอดคีส่ามจดุ 
เป็นไปไม่ได ้(ถ้าลองวาดจะพบว่าไม่สามารถวาดได้) 
(3.2) เป็นกราฟที่มีจุดยอด 5 จุด ดีกรเีทา่กับ 3, 
2, 2, 1, 1 ซึง่ก็เป็นจดุยอดคีส่ามจุด เป็นไปไม่ได ้
(3.3) มีจุดยอด 15 จดุ แต่ละจดุมีดีกรเีทา่กับ 3 
เป็นไปไม่ได ้

 
 
 
 
 
 

(4.1) นําขอ้มูลที่มีมาเขียนเป็นกราฟก่อน โดยให้
จุดยอดแทนประเทศ และถ้าประเทศใดมีอาณาเขต
ติดกนักจ็ะลากเสน้เช่ือมถึงกัน จะได้ลักษณะดังนี ้
(ไม่จําเป็นต้องไดรู้ปเหมือนเป๊ะนะครับ) 
 
 
 
 
 
 
 
ไทยและลาวมีเสน้เช่ือมมากที่สดุ คือ 4 เสน้ จงึให้
ไทยเป็นสทีี่ 1 และลาวเปน็สทีี่ 2 (ใช้คนละสีเพราะ
อยู่ตดิกนั) จากนัน้หาประเทศที่ไม่ติดกับไทย คอื
สิงคโปร์และเวยีดนาม จะให้ใช้สทีี่ 1 ได้ด้วย.. ส่วน
ประเทศที่ไม่ติดกบัลาว คือมาเลเซยี จะให้ใช้สทีี่ 2 
ด้วย.. ตอนนี้เหลอืพม่าและกัมพูชาที่ยงัไม่มีสี ก็ใหใ้ช้
สีที ่3 (ใช้สีเดียวกันได้เพราะไม่ตดิกัน) ดังนัน้ จะใช้
สีนอ้ยทีสุ่ด 3 ส ี
 
(4.2) ให้จุดยอดแทนตัวลูกค้า และให้เส้นเช่ือม
แทนการมีช่วงเวลาทับซ้อนกนั ขอ้นีพ้ิเศษตรงที่มี
ลูกคา้บางคนมาพร้อมกันเสมอ คือ ก+ข และ ค+ง 
จึงเขียนใหส้องคนเป็นจุดเดียวกัน เพือ่ใหค้ิดงา่ยขึน้ 
 
 
 
 
 
 
ให้ ก+ข นั่งที่ที ่1 กับ 2 ..และ ค+ง นั่งที่ที ่3 กบั 4 
จากนั้นหาคนที่ไม่ชนเวลากับ ก+ข จะให้นัง่ทีท่ี่ 1 
ด้วย คือ ฉ ... สว่นคนที่ไม่ชนกับ ค+ง จะให้นั่งทีท่ี่ 
3 ด้วย คือ ช ... เหลือ จ ซึ่งยังไม่มีที่นั่ง ก็ใหน้ั่งที่
ใหม่คือทีท่ี่ 5 สรปุแล้วต้องเตรยีมไว้อยา่งนอ้ย 5 ที ่
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(4.3) จุดยอด 5 จดุ แต่ละจุดมีดีกรี 2, 3, 3, 4, 
4 ซึ่งรวมดกีรีได้เป็น 16 ดังนัน้จาํนวนเสน้เช่ือมคือ 
16/2 = 8 เส้น 
 
(4.4) จุดยอด 10 จดุ ทกุจดุมีดกีรี 9 เหมือนกัน 
รวมดีกรีได้เปน็ 90 ดงันัน้จาํนวนครั้งทีแ่ข่งคือ 90/2 
= 45 ครั้ง (หรอื 45 คู)่ แสดงว่าตอ้งใช้เวลา 12 
วัน (คดิจาก 45 หารดว้ย 4 แลว้ปัดเศษขึ้น เพราะ
วันสดุทา้ยแม้แขง่ไม่ครบ 4 คู่ กต็้องนับเป็นวันแขง่
เชน่กัน) 

 
 
(5) 5  แบบ ได้แก่ 
A, C, D   A, B, C, D  
A, B, E, C, D  A, C, B, E, C, D  
และ A, C, E, B, C, D  

 
 
(6) เครื่อง B  ควรระวังมากที่สดุ เพราะถ้าเคร่ือง
ใด ๆ  ที่ไม่ใช่ B เสียไป เครือ่งอืน่ ๆ  ยังสง่ข้อมูลถึงกัน
ได้อยู่ (ส่งผา่นหลายทอดก็ได)้ แต่ถ้าเครื่อง B เสยี  
กราฟจะไม่เชือ่มโยงถึงกัน ..จะแตกเปน็สองกลุ่มคือ 
A, F  กับ C, D, E  ซึ่งสง่ขอ้มูลไปหาอกีกลุ่มไม่ได้
แล้ว 

 
 
(7) กราฟออยเลอร์จะตอ้งเป็นกราฟเช่ือมโยง (ทกุ
จุดเดินทางไปหากันได)้ และจุดยอดทุกจดุเปน็จดุ
ยอดคู่เทา่นัน้ .. ซึ่งขอ้ที่เป็นกราฟออยเลอร์ได้แก ่
(7.1), (7.4), (7.7) และ (7.9) โดยมีวงจรออย
เลอร์ 
ดังนี ้(วงจรออยเลอร์ในแตล่ะขอ้สามารถเขียนได้
หลายแบบ) 
(7.1) A, B, C, E, A  
(7.4) C,D, C, B, D, A, C  
(7.7) B, C, F, E, D, F, B, D, A, B  
(7.9) A, C, E, A, B, C, D, E, F, A  

 
 
(8.1) คําตอบเหมือนในขอ้ (7) เพราะถ้าเรา
สามารถลากเส้นจนครบทั้งรปูโดยไม่ทับเส้นทางเดมิ 
ไม่ขาดตอน และจบที่จดุเริ่มได ้แสดงว่ากราฟนั้น
ต้องเป็นกราฟออยเลอร์นัน่เอง 
 
 
 

(8.2) ถ้าเราสามารถลากเส้นจนครบทั้งรปูโดยไม่
ทับเส้นทางเดิม ไม่ขาดตอน และจบคนละจุดกับจดุ
เริ่ม แสดงว่าต้องเป็นกราฟเช่ือมโยง ซึง่มีจุดยอดคี ่2 
จุดเท่านั้น (ใช้จดุหนึ่งเปน็จดุเริ่มต้น อีกจุดเป็น
จุดสิ้นสุด) กราฟที่ทาํได้คอื (7.2), (7.5) 
และ (7.8) 

 
 
(9) เขียนกราฟโดยใหจุ้ดยอดแทนหอ้ง (A ถึง H) 
โดยมีจุดยอดแทนบริเวณนอกตวับ้านดว้ย (จดุ O) 
และให้เส้นเช่ือมแทนประต ูเพือ่แปลงปญัหาให้เปน็
กราฟซ่ึงตอ้งการเดินผา่นครบทกุเส้น (ทุกประตู) 
โดยไม่ซ้ําเส้นเดมิ (ประตูเดิม) 
 
 
 
 
 
 
 
 
มีจุดยอดคีอ่ยู ่2 จุด คอื O กับ D ดงันัน้ข้อ (9.1) 
ทําไม่ได ้เพราะไม่ได้มีจุดยอดคู่ทกุจุด (กราฟออย
เลอร์) แต่ขอ้ (9.2) ทําได้ โดยให้เริ่มตน้และสิน้สุด
ที่จดุ O กับ D 

 
 
(10.1) ยังคงเปน็ไปไม่ได้ เพราะมีจุดยอดคี่มากกว่า 
2 จดุ (มีถึง 4 จดุ) 
(10.2) ระหว่างจุดใดกับจุดใดก็ได้ เพราะจะทําให้
กลายเป็นจุดยอดคู่ไป 2 จุด และเหลือจดุยอดคี่เพยีง 
2 จดุ.. จะเหมือนข้อ (8.2) และ (9.2) 

 
 
(11) วิธีการคดิในระดับช้ันนี้ยังไม่ได้อธิบายไว้ ให้
ทดลองบวกคา่น้าํหนักของแตล่ะเสน้ทาง เพือ่เลอืก
เส้นทางทีน่้ําหนกัรวมนอ้ยทีสุ่ดเอง.. 
(11.1) X, B, C, Y  
(11.2) X,D, B, C, Y  
(11.3) X, B, A, Y  
(11.4) X, Y   หรือ X, E, F, G, Y  

 
 
 
 



คณิต มงคลพิทักษสุข  ทฤษฎีกราฟ 
kanuay.com 

559 

A 
C E 

D 

B 
45 

70 

55 
40 

30 
70 

60 

X 

A 
B 2 

C 

2 
Y 

3 

4 

A 
E 

F 

B 
30 

40 

20 50 

60 10 
20 

C 

D 

10 

30 

30 

X 

A 
C 

2 

1 
3 

B 

1 
Y 

1 

D 

C 

D A 

B 

E F 
G 

X Y 
3 

2 
1 

2 1 

1 
1 

1 

A 

X 

Y 

B 
4 

2 

C 1 

D 3 
3 

(12) แปลงตารางให้เป็นกราฟ ได้ดังนี ้
 
 
 
 
 
 
แล้วหาวิถี A–E ที่สัน้ทีสุ่ด ได้คาํตอบเป็น A,D,E 
(น้ําหนักรวมเป็น 140 นาที) 

 
 
(13) วิธีหาต้นไม้แผ่ทั่วที่นอ้ยที่สดุคือ เลอืกเส้นทีมี่
น้ําหนกันอ้ยทีสุ่ด เรียงไปมาก จนกว่าจะครบ n–1 
เส้น (เม่ือ n คอืจํานวนจุด) หากเส้นใดลากแลว้ทาํ
ให้เกิดรูปปดิ กจ็ะข้ามเส้นนั้นไปไม่ต้องเลือก 
 
(13.1) มี 5 จดุ จงึตอ้งเลือก 4 เสน้.. 
– เลือกน้าํหนักนอ้ยทีสุ่ด 2 คือ XA และ CB 
– เลือกน้าํหนัก 3 ..พบว่า XA โค้ง ๆ  เลอืกไม่ได ้
(เนื่องจากเลอืกแล้วเกดิรูปปดิ) จงึเลือกเฉพาะ CY 
– เลือกน้าํหนัก 4 คือ AB ... ไดถึ้ง 4 เส้นแล้วก็
หยุด 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(13.2) ได้คําตอบดังรูป 
(เลือก XA แทน XD ก็ได้) 
 
 
 
 
 
 
(13.3) 
 
 
 
 
 
 
(13.4) 
 
 
 
 
 
 

 
 
(14) เขียนแผนภาพกราฟ (พยายามวางจดุแบบ
ไม่ให้มีเส้นลากไขว้ทับกนั เพื่อไม่ให้งง) แลว้หาตน้ไม้
แผ่ทั่วที่นอ้ยที่สดุ ได้ดงัเสน้หนาในรูป จึงตอบวา่ตอ้ง
วางสายโทรศัพทไ์ปตามถนน AB, BC, BF, CD, DE  
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ข้อสอบฉบับที่ 7 
ตอนที่ 2 
ข้อที่ 15 

ข้อสอบเข้ามหาวิทยาลัย 
วิเคราะห์แยกตามเนื้อหา 

 
 
 
 
 
 
 
บทที่ 1 เซต 
1. นับจํานวนแบบของเซต, จํานวนสมาชิกเกี่ยวกับเพาเวอร์เซต 
  21/1 | 23/25 41/1 #1/10 !1/1 | 11/1 592/1 
2. จํานวนสมาชิกในแผนภาพเวนน์-ออยเลอร์ ... แบบตรงตามสูตร, แบบคิดแยกชิ้นส่วน 
  $8@2/1 | 12/21 51/1 672/1 02/4 
 
บทที่ 2 ระบบจํานวนจริง 
1. ทฤษฎีเศษและทฤษฎีตัวประกอบในพหุนาม 
  72/3 !1/3 62/3 12/10 &2/2 @2/3 
2. แก้สมการและอสมการ ดีกรีสองข้ึนไป หรือมีค่าสัมบูรณ์ 
  $2/3 72/2 ^1/1 #2/6 #2/1 | 22/1 $2/24 |  
  *1/5 %2/6 62/4 51/2 3182/2 *1/4 @92/2 &2/1 01/1 ^2/6 &1/3 02/5 
3. นับจํานวนเต็มที่หารลงตัว, สมบัติการหารลงตัว, ห.ร.ม. วิธีของยุคลิด 
  12/14 81/1 32/3 | !2/1 #2/2 %1/1 *1/3 92/3 |  
  542/2 %2/10 #1/7 ^2/1 &1/4 $1/10 $2/25 21/2 
 
บทที่ 3 ตรรกศาสตร์ 
1. ค่าความจริงของรูปแบบประพจน์, ตรวจสอบการสมมูลกัน (และตรวจสอบสัจนิรันดร์) 
  72/5 51/3 02/2 $2/6 82/4 %1/10 @2/4 62/5 | 12/3 22/2 
2. การอ้างเหตุผล ... สมเหตุสมผลหรือไม่, ผลในข้อใดที่ทําให้สมเหตุสมผล 
  12/4 22/3 32/4 !2/2 &1/1 *1/2 | 42/4 02/3 
3. หานิเสธของประโยคเปิดที่มีตัวบ่งปริมาณ, หาค่าความจริงของประโยคเปิดที่มีตัวบ่งปริมาณ 
  42/3 92/4 #2/8 ^1/2 $2/7 |  
  92/5 ^1/3 %1/9 82/3 @2/5 *1/1 62/6 32/5 !2/3 #2/9 
4. การให้เหตุผล (อุปนัย/นิรนัย) เป็นเนื้อหาในหลักสูตรใหม่ ซ่ึงอยู่ในข้อสอบ O-NET เท่านั้น 
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บทที่ 4 เรขาคณิตวิเคราะห์ 
1. การสร้างสมการเส้นตรงจากส่ิงที่กําหนดให้ เช่น จุด, ความชัน, เส้นขนานหรือเส้นตั้งฉาก 
  $2/2 11/2 02/11 
2. พาราโบลา และวงกลม 
  $1/8 @1/3 #2/7 | 62/12 *1/9 42/10 72/12 !2/8 ^1/8 32/8 |  
  51/11 82/10 42/9 92/11 
3. วงรี และไฮเพอร์โบลา 
  ^1/7 12/7 *1/8 22/9 %1/5 72/11 &1/12 | 31/1 62/11 02/10 $1/7 #2/4 |  
  ^2/2 %1/6 &1/11 92/10 22/8 !2/7 @2/10 #1/1 82/11 
 
บทที่ 5 ความสัมพันธแ์ละฟังก์ชัน 
1. นับจํานวนคูอ่ันดับ, จํานวนความสัมพันธ์, จํานวนฟังก์ชัน ... เช่น จาก A ไป B, หนึ่งต่อหนึ่ง 
  &1/10 12/5 %2/2 42/1 |  
  32/21 12/20 51/6 %2/9 71/1 62/2 *2/1 02/1 $2/18 13/25 
2. หาโดเมนและเรนจ์ของความสัมพันธ์ (อาจต้องพิจารณาจากกราฟ) และจัดรูปหา 1r  
  ^1/4 72/6 &1/9 42/5 22/4 | *1/6 !@2/6 02/8 | 62/7 
3. การใช้กราฟของฟังก์ชัน, การจัดรูปหา g f  และจัดรูปหา 1f   
  91/1 @2/8 | %2/1 31/2 &1/7 92/7 |  
  $2/15 62/8 22/5 02/7 &1/8 92/8 #2/13 %2/3 #2/10 !2/5 92/6 
4. การแก้ฟังก์ชัน (มี g f  กับ 1f   ร่วมด้วย) 
  ^1/5 ^2/7 5@1/7 !1/2 !2/4 72/8 02/6 82/8 
5. หาโดเมนและเรนจ์ของ g f , ฟังก์ชันที่มีโดเมนหรือเรนจ์เป็นเซตจํานวนเต็ม 
  72/7 @1/1 51/5 32/1 62/9 82/7 *1/7 | 13/26 82/6 43/25 
 
บทที่ 6 ฟังก์ชันตรีโกณมิติ 
1. พ้ืนฐานของตรีโกณมิติ 
  81/2 51/8 32/7 
2. แก้สมการหรืออสมการ (อาจปนเร่ืองอ่ืน เช่น อนุกรม, ฟังก์ชัน), ใช้สูตรผลบวกผลลบ  
  %1/8 &2/6 !2/9 *1/13 82/9 | 22/6 13/27 |  
  72/9 32/9 #2/15 $2/8 *1/12 &1/16 72/10 72/4 
3. เกี่ยวกับ arc- ... ให้หาค่า, แก้สมการ, พิจารณาโดเมนเรนจ์ 
  %1/7 11/3 @1/2 !1/4 42/8 | $2/9 ^1/12 51/9 91/2 02/9 22/7 |  
  33/26 32/6 
4. การหาระยะทางและความสูง, กฎของ sin และ cos (อาจติดมุมผลบวกผลลบ หรือติด arc) 
  92/9 #1/3 42/7 01/2 @2/9 ^1/13 62/10 
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บทที่ 7 ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลและลอการิทึม 
1. แก้สมการหรืออสมการ เอกซ์โพเนนเชียล 
  41/2 62/13 31/4 | $1/1 72/13 #2/14 | %1/2 23/26 
2. การจัดรูปลอการิทึม, แก้สมการหรืออสมการ ลอการิทึม 
  %1/11 | 21/3 42/11 | ^2/3 !2/10 |  
  *2/2 12/8 @1/4 &1/13 51/4 ^1/9 #1/2 81/3 *2/8 | 
  71/2 982/12 &2/5 $!@2/11 | 51/12 32/10 91/3 %1/12 61/1 | 02/12 22/10 
3. หาโดเมนเรนจ์, โจทย์ผสมเร่ืองอ่ืน (เช่น ลําดับ, ความชันเส้นตรง, กราฟความสัมพันธ์) 
  12/6 | 01/3 *1/10 51/13 82/5 
 
บทที่ 8 เมทริกซ ์
1. การหา det ..อาศัยสมบัติของ det, การแก้สมการเกี่ยวกับ det 
  ^1/6 *1/14 | 01/4 51/14 &1/17 91/4 32/11 | 72/14 42/12 |  
  61/6 12/12 *1/15 
2. adj และอินเวอร์สของเมทริกซ์ 2 2 , ไมเนอร์และโคแฟกเตอร์ของเมทริกซ์ 3 3  
  $2/12 | 802/13 82/14 | 3471/3 ^2/4 @2/12 61/2 21/4 !2/12 
3. การคํานวณเกี่ยวกับ adj ... เช่นหาค่า det (adj A) 
  12/11 &2/4 !92/13 62/14 @1/5 | #2/20 
4. การแก้ระบบสมการ, การดําเนินการตามแถว 
  22/11 %2/8 #1/5 %1/4 $2/13 
 
บทที่ 9 เวกเตอร์ 
1. สูตรของขนาดเวกเตอร์ลัพธ์ (กฎของ cos) 
  %2/4 | 01/6 232/13 72/16 42/15 #2/5 *1/11 
2. การคูณแบบดอทเพื่อหามุม, สมบัติการดอท, การคํานวณเกี่ยวกับการคูณ 
  42/14 11/4 @1/6 51/16 ^1/11 | 92/15 !1/5 62/16 $1/5 &1/14 
3. สูตรแบ่งเวกเตอร์ (ถ่วงน้ําหนัก), ภาพฉายบนเวกเตอร์อื่น 
  62/17 52/4 72/17 !2/15 82/16 @2/14 | 32/14 
4. การเขียนเวกเตอร์ในรูปเวกเตอร์อื่น, เวกเตอร์ในรูปสามเหลี่ยม (โจทย์แบบพิสูจน์) 
  22/14 | 02/14 92/16 | 82/17 #2/25 
5. เวกเตอร์ในสามมิติ และการคูณแบบครอส 
   ^1/10 &1/15 %1/13 
 
บทที่ 10 จาํนวนเชิงซอ้น 
1. การจัดรูปสมการ บวกลบคณูหาร, การยกกําลัง (เชิงขั้ว) 
  62/19 12/9 %1/15 | 32/15 71/4 42/16 51/17 62/18 
2. การถอดราก (เชิงข้ัว), โจทย์ประยุกต์เชิงข้ัว, ค่าสัมบูรณ์, สมการค่าสัมบูรณ์ 
  0@2/15 ^1/15 &1/6 92/18 | #2/24 | ^1/16 #1/6 21/5 | 
  51/18 !2/17 *1/16 $1/9 
3. สมการแบบอ่ืน ๆ , โจทย์แบบพิสูจน์ 
  &1/5 !2/16 82/18 | 82/19 92/17 @2/16 
4. ราก (คําตอบ) ของสมการพหุนาม 
  %1/14 42/17 *2/6 $2/10 32/16 | 72/18 02/16 ^2/8 22/15 #2/12 



ขอสอบเขามหาวิทยาลัย  Math E-Book 
Release 2.6.4 

564 

บทที่ 11 ลําดับและอนุกรม 
1. ลําดับเลขคณิต, ลําดับเรขาคณิต และสูตรอนุกรม 
  61/3 $1/4 51/20 92/19 62/20 %2/7 52/3 #2/11 81/4 
2. สูตรหาค่าซิกม่า, อนุกรมแบบอ่ืน ๆ  
  42/18 23/27 51/21 32/17 ^1/19 *1/18 | !2/19 
3. ลิมิตของลําดับใด ๆ  
  %1/16 *1/17 71/5 &2/8 @2/17 $2/14 13/28 
 
บทที่ 12 แคลคูลัส 
1. ลิมิตของฟังก์ชัน, ความต่อเนื่องของฟังก์ชัน 
  61/4 ^2/5 02/17 !2/18 $2/16 92/20 43/26 %1/17 | 
  12/15 22/16 72/19 @2/18 ^1/20 82/20 032/18 
2. หาอนุพันธ์ หรือเกี่ยวกับความชันของเส้นโค้ง 
  %1/18 ^1/21 82/21 21/6 31/5 51/19 42/21 92/22 |  
  &2/9 *1/19 51/22 42/6 92/21 
3. กฎลูกโซ่ และการประยุกต์ของกฎลูกโซ่ 
  $2/4 61/7 12/16 33/25 #2/3 72/20 
4. ค่าวิกฤต, จดุสูงสุดต่ําสุด, ช่วงที่เป็นฟังก์ชันเพ่ิมและลด, โจทย์ปัญหาค่าสูงสุดต่ําสุด 
  *1/20 42/19 62/21 !1/6 &1/20 22/17 72/21 | @2/20 @2/19 | 02/20 51/10 
5. อินทิกรัลไม่จํากัดเขต, บอกความชันหรือค่าสูงสุดต่ําสุดเพื่อหาสมการของเส้นโค้ง 
  62/22 32/19 &1/19 51/23 72/22 12/18 42/20 02/19 82/22 !2/20 
6. อินทิกรัลจํากัดเขต, พ้ืนที่ใต้กราฟ 
  @1/7 62/23 #2/16 92/23 | 02/21 !2/22 @2/21 22/18 91/5 | 
  12/17 *2/4 ^1/22 &2/10 !2/21 $2/17 %1/19 |  
  &1/2 52/5 82/23 71/6 02/22 81/5 | $2/5 #2/23 
 

บทที่ 13 ความน่าจะเป็น 
1. การนับเบื้องต้น และการเรียงสับเปล่ียน 
  $1/3 52/6 42/22 ^1/17 42/23 @2/22 91/6 |  
  31/6 *2/9 12/19 62/24 | 12/1 
2. การจัดหมู่, ทฤษฎีบททวินาม 
  !1/8 22/20 72/23 02/23 #1/8 82/24 | $1/2 22/19 61/5 #1/9 %1/3 
3. ความน่าจะเป็นของการนับเบื้องต้น และการเรียงสับเปล่ียน 
  92/25 22/21 92/24 | #2/22 81/6 $2/20 @2/24 41/4 51/25 &1/18 |  
  11/6 !2/24 33/27 | 02/24 @2/23 | 43/27 #2/21 
4. ความน่าจะเป็นของการจัดหมู่, สมบัติของความน่าจะเป็น 
  32/20 01/7 51/26 *1/22 %*1/21 ^1/18 $2/19 !2/23 %1/22 |  
  72/24 51/24 82/25 | *2/3 71/7 &2/3 62/25 
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บทที่ 14 สถิติ 
1. ค่ากลางของข้อมูล และตําแหน่งสัมพัทธ์ (ควอร์ไทล์) 
  72/26 %1/23 #2/17 22/23 | 61/8 $1/6 | 12/23 01/8 $2/23 
2. ค่าการกระจายของข้อมูล ... มักจะมีเร่ืองค่ากลางปนอยู่ด้วย 
  ^2/9 *1/25 82/26 !2/25 &1/21-22 *1/24 91/7 @2/26 %2/5 32/23 | 
  22/22 82/27 51/28 #2/18 43/28 ^1/23 72/25 
3. ค่ามาตรฐาน, สมบัติของค่ามาตรฐาน 
  62/26 92/28 *2/10 @2/25 &1/23 02/26 | %1/24 !2/26 
4. การคํานวณเกี่ยวกับพื้นที่ใต้โค้งปกต ิ
  72/28 %1/25 ^1/25 52/7 $2/22 | 
  23/28 82/28 &1/24 902/27 *1/23 6!2/27 | 
  42/24 33/28 ^1/24 | 12/24 @2/27 
5. การประมาณความสัมพันธ์เชิงฟังก์ชัน 
  81/7 92/26 | #2/19 ^2/10 51/27 *2/5 32/22 41/5 | 
  11/5 72/27 02/25 &1/25 | !1/7 @1/8 
 
บทที่ 15 กําหนดการเชิงเส้น 
1. คิดค่าสูงสุดต่ําสุด ... อาจเป็นโจทย์ปัญหาสถานการณ์ หรืออาจมีสมการมาให้เลย 
  #1/4 01/5 22/12 *2/7 ^1/14 &2/7 72/15 | 
  42/13 51/15 32/12 %1/20 12/13 82/15 | $2/21 
2. บอกค่าสูงสุดหรือต่ําสุดมาให้ แล้วให้ย้อนกลับไปหาค่าคงทีใ่นสมการจุดประสงค์ 
  62/15 92/14 @2/13 !2/14 
 
บทที่ 16 ทฤษฎีกราฟ 
   เร่ืองนี้ไม่อยู่ในขอบเขตเนื้อหาของข้อสอบเข้ามหาวิทยาลัย 
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ตารางสรุป สถิติคะแนนสอบจําแนกเป็นช่วง 
ที่มา : http://www.entrance.mis.mua.go.th  และ http://www.cuas.or.th 
สถิตทิี่ให้มาในตารางนี้ สําหรับผูท้ีต่้องการประเมินตนเองก่อนถึงการสอบจริงโดยทดลองทําข้อสอบฉบับเก่า ๆ  
(ตัวเลขในตารางคือจาํนวนผู้เขา้สอบ ที่ได้รับคะแนนภายในช่วงนัน้ ๆ ) 
 
คะแนน 0–10 

(ต่ําสุด) 
11–20 21–30 

(เฉล่ีย) 
31–40 41–50 51–60 61–70 71–80 81–90 91–100 

(สูงสุด) 
รวม 
(SD) 

ต.ค.41 
 

มี.ค.42 
 

ต.ค.42 
 

มี.ค.43 
 

ต.ค.43 
 

มี.ค.44 
 

ต.ค.44 
 

มี.ค.45 
 

ต.ค.45 
 

มี.ค.46 
 

ต.ค.46 
 

มี.ค.47 
 
ต.ค.47 

 
มี.ค.48 

 
2549 

 
2550 

 
2551 

 
2552 

4,495 
(0) 

1,141 
(3) 

5,884 
(0) 

2,464 
(0) 

6,958 
(2) 

1,866 
(3) 

5,341 
(2) 

3,733 
(3) 

3,805 
(2) 

2,589 
(0) 

1,508 
(3) 

3,636 
(0) 
930 
(5) 

3,758 
(0) 

7,186 
(0) 
897 
(6) 

8,586 
(0) 

8,277 
(0) 

40,972 
 

21,383 
 

46,996 
 

25,754 
 

53,464 
 

24,474 
 

47,058 
 

34,141 
 

43,527 
 

32,096 
 

31,938 
 

34,317 
 

49,375 
 

33,629 
 

50,964 
 

27,435 
 

60,140 
 

57,015 

61,452 
(25.28) 
52,528 
(28.77) 
65,383 
(24.58) 
50,432 
(28.73) 
71,551 

(24.46) 
53,865 
(29.23) 
77,649 
(24.66) 
58,352 
(25.48) 
85,139 
(24.91) 
59,202 
(26.20) 
86,787 
(27.26) 
61,414 
(24.61) 
74,967 
(25.48) 
51,122 

(25.76) 
62,813 
(23.75) 
78,092 
(27.09) 
67,204 
(21.96) 
68,485 
(22.64) 

25,434 
 

31,526 
 

25,631 
 

29,863 
 

22,916 
 

25,366 
 

21,070 
 

18,501 
 

25,799 
 

22,551 
 

34,843 
 

16,976 
 

31,154 
 

20,145 
 

15,523 
 

27,559 
 

13,637 
 

16,127 

6,044 
 

8,711 
 

5,766 
 

10,149 
 

6,543 
 

9,860 
 

6,007 
 

6,493 
 

5,564 
 

6,324 
 

8,895 
 

4,458 
 

4,606 
 

6,317 
 

5,149 
 

6,926 
 

3,224 
 

4,069 

1,867 
 

2,684 
 

1,611 
 

3,720 
 

2,445 
 

4,107 
 

2,271 
 

2,472 
 

1,370 
 

2,199 
 

2,443 
 

1,416 
 

917 
 

2,264 
 

2,256 
 

2,163 
 

1,046 
 

1,624 

621 
 

1,015 
 

582 
 

1,481 
 

1,138 
 

2,045 
 

1,011 
 

858 
 

384 
 

836 
 

858 
 

492 
 

364 
 

970 
 

1,237 
 

850 
 

424 
 

596 

243 
 

368 
 

211 
 

628 
 

570 
 

1,010 
 

412 
 

203 
 

96 
 

310 
 

287 
 

139 
 

120 
 

323 
 

668 
 

252 
 

167 
 

206 

74 
 

105 
 

62 
 

181 
 

255 
 

541 
 

128 
 

50 
 

14 
 

70 
 

79 
 

36 
 

16 
 

87 
 

325 
 

52 
 

40 
 

56 

30 
(100) 

15 
(100) 

13 
(97) 
46 

(100) 
57 

(98) 
177 

(100) 
43 

(100) 
1 

(92) 
3 

(95) 
13 

(97) 
9 

(97) 
5 

(94) 
7 

(97) 
24 

(100) 
130 

(100) 
13 

(100) 
15 

(100) 
9 

(97) 

141,232 
(9.74) 

119,476 
(10.20) 
152,139 
(9.51) 

124,718 
(11.49) 

165,897 
(10.64) 
123,311 
(12.64) 
160,990 
(10.01) 

124,804 
(10.31) 
165,701 
(8.61) 

126,190 
(10.05) 
167,647 
(9.23) 

122,889 
(9.26) 

162,456 
(7.87) 

118,639 
(10.70) 
146,251 
(11.15) 

144,239 
(9.07) 

154,483 
(8.79) 

156,464 
(9.37) 

 
ข้อสังเกต คะแนนต่าํสดุนา่จะเป็น 0 คะแนนทุกครั้ง เพราะนา่จะมีผู้ไม่เข้าสอบอย่างน้อย 1 คน ..สว่นครัง้ที่
เป็น 2, 3, 5, หรือ 6 คะแนน เป็นเพราะมีข้อที่โจทย์ผดิ ทุกคนจงึได้คะแนนฟรีรวมถึงผู้ที่ไม่ได้เขา้สอบดว้ย 



ข้อสอบเข้ามหาวิทยาลัย ต.ค.41 (1) 
 
ตอนที่ 1   ข้อ 1 – 6 เป็นข้อสอบแบบอัตนัย ขอ้ละ 2 คะแนน 
 
1. ถ้า A { , 0, 1, {0}, {0, 1}}   และ P(A) เป็นเพาเวอร์เซตของ A 
แล้ว เซต P(A) A  มีสมาชิกกี่ตัว 
 
2. ถ้า 1L  เป็นเส้นตรงที่ผ่านจุด ( 2, 0)  และ ( 1, 2)  และ 2L  เป็นเส้นตรงที่ผ่านจุดกําเนิด 
และตั้งฉากกับ 1L  แล้ว พ้ืนที่ของรูปสามเหลี่ยมที่ล้อมรอบด้วยแกน X เส้นตรง 1L  และเส้นตรง 2L  
เท่ากับกี่ตารางหน่วย 
 

3. 1sec (2 arcsin )3  มีค่าเท่ากับเท่าใด 

 
4. ให้ u a i b j   โดย a 0   ถ้า u  ตั้งฉากกบัเวกเตอร์ i 2 j   
แล้ว มุมระหว่างเวกเตอร์ u  กับเวกเตอร์ 3 i j  (มุมแหลม) มีขนาดกี่องศา 
 
5. กําหนดให้ ความสัมพันธ์ระหว่างรายได้ (x) และรายจ่าย (y) ต่อเดือนของครอบครัวที่อาศัยใน
อําเภอหนึ่งมีสมการเป็น y 200 0.85x   ครอบครัวสองครอบครัวในอําเภอน้ีซ่ึงมีรายได้ต่างกัน 
1,000 บาท จะมีรายจ่ายโดยประมาณต่างกันเท่าใด 
 
6. ชาย 3 คน และหญิง 3 คน เข้าคิวในแถวเดียวกันเพ่ือซ้ือตั๋วภาพยนตร์ 
ความน่าจะเป็นที่หญิงทั้ง 3 คน จะยืนเรียงตดิกันทั้งหมดในแถวมีค่าเท่ากับเท่าใด 
 
 

ตอนที่ 2   ข้อ 1 – 24 เป็นข้อสอบแบบปรนัย ข้อละ 3 คะแนน 
 
1. จํานวนเต็มบวกทั้งหมดที่หาร 210 ลงตัว มีจํานวนเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 14       2. 15  3. 16       4. 17 
 

2. กําหนดให้ A และ B เป็นเซตคําตอบของอสมการ 
23 x 0x 2




>  และ 22 x 2 <  ตามลําดับ 

เซตในข้อใดเป็นสับเซตของ B A  
 1. { 1.6, 1.6}    2. { 1.7, 1.7}  
 3. { 1.8, 1.8}    4. { 1.8, 1.7}  
 
3. ประพจน์ ~ p (q (r p))    สมมูลกับประพจน์ในข้อใดต่อไปนี้ 
 1. (~ p) q r     2. p (~ q) r   
 3. p q (~ r)     4. p (~ q) (~ r)   
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4. พิจารณาการอ้างเหตุผลต่อไปนี้ เม่ือ p, q และ r เป็นประพจน์ 
     ก. เหต ุ 1) p (p ~ q)    ข. เหต ุ      1) ~ p r  
  2) p q         2) ~ r s  
         ผล      q         3) ~ s  

    ผล           p 
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก สมเหตุสมผล ข สมเหตุสมผล    2. ก สมเหตุสมผล ข ไม่สมเหตุสมผล 
 3. ก ไม่สมเหตุสมผล ข สมเหตุสมผล 4. ก ไม่สมเหตุสมผล ข ไม่สมเหตุสมผล 
 
5. กําหนดให้ S { x | x  เป็นจํานวนเต็ม และ x 5 }<  

และ 
3 2 2

4
x x 4x af (x) x bx 4

  


 
 โดยที่ a S, b S   

จํานวนคู่ลําดับ (a, b) S S   ทั้งหมดที่ทําให้ f (1) 0  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 15       2. 18  3. 20       4. 22 
 
6. กําหนดให้ 2f {(x, y) | y log (x 1) log (x 2) log (4 x )}        
และ x 1g {(x, y) | y 2    และ x 0 }>  
ถ้า fD   โดเมนของ f  และ gR   เรนจ์ของ g 
แล้ว f gD R  เป็นสับเซตของเซตในข้อใดต่อไปนี้ 
 1. [0, 1.5)       2. [0.5, 2.5) 3. [1, 3)       4. [1.5, 4) 
 
7. สมการของพาราโบลาที่มีจุดยอดเป็น (0, 1)  
และผ่านโฟกัสทั้งสองของวงรี 2 23x 4y 16y 4 0     
ผ่านจุดในข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 2( , 1)3       2. 3( , 1)2   3. 1( , 1)2       4. 1( , 1)3  

 
8. เซตคําตอบของสมการ 22

2 0.1log (x x 4) log (0.01)    เป็นสับเซตของเซตในข้อใดต่อไปน้ี 
 1. [ 2, 2] R       2. [ 1, 3] R  3. [ 4, 2]       4. [ 3, 3]  
 
9. ถ้า z  เป็นจํานวนเชิงซ้อนซ่ึง (1 i)(z 1) 1     
แล้ว ส่วนจริงของจํานวนเชิงซ้อน 15z (z z)  เท่ากับข้อใด 

 1. 3
2        2. 3

2   3. 1
2        4. 1

2  

 
10. กําหนด 6 3p(x) x ax x b      โดยที่ a และ b เป็นจํานวนจริง 
ถ้า x 1  หาร p(x) เหลือเศษ 1  และ x 1  หาร p(x) เหลือเศษ 1 
แล้ว x หาร p(x) จะเหลือเศษเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 1        2. 0  3. 1       4. 2 
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11. กําหนดให้ 1 1A 2 1
    

 ถ้า B เป็นเมทริกซ์ที่ 1B 2A  

แล้ว ข้อใดต่อไปนี้เป็นค่าของ det (3 adj B) 
 1. 6       2. 9  3. 12       4. 18 
 

12. ในการสร้างเมทริกซ์ในรูปแบบ 
2x 1 y
0 2 x

 
  

 แบบสุ่ม 

โดย x และ y เป็นสมาชิกของเซต { 2, 1, 0, 1, 2}   
ความน่าจะเป็นที่จะได้เมทริกซ์เอกฐาน มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 2
25        2. 3

25   3. 25        4. 3
5  

 
13. บริษัทผลิตโทรศัพท์แห่งหนึ่ง ได้ผลิตโทรศัพท์รุ่นใหม่ออกมา 2 รุ่น คือรุ่น 1P  และ 2P  โดยที่รุ่น 

1P  จะขายได้กําไรเคร่ืองละ 1,000  บาท และรุ่น 2P  จะขายได้กําไรเคร่ืองละ 500 บาท ในแต่ละวัน
บริษัทตั้งใจจะผลิตโทรศัพท์รุ่น 1P  ไม่น้อยกว่า 80 เคร่ือง และรุ่น 2P  ระหว่าง 50 ถึง 100 เคร่ือง 
ถ้าบริษัทมีความสามารถในการผลิตโทรศัพท์ทั้ง 2 รุ่นรวมกันในแต่ละวันไม่เกิน 150 เคร่ือง แล้ว
บริษัทจะได้กําไรสูงสุดจากการผลิตโทรศัพท์ทั้ง 2 รุ่น เป็นจํานวนเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 105,000 บาท    2. 115,000 บาท 
 3. 125,000 บาท    4. 130,000 บาท 
 
14. จํานวนสมาชิกในเซต {100, 101, 102, ..., 600} ซ่ึงหารด้วย 8 หรือ 12 ลงตัว 
เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 84       2. 92  3. 100       4. 125 
 

15. กําหนดให้ 

1 , 0 x 13x 1
    1 ,  x 1f (x)
2 5 x ,  x 1  x 1

     
  
 



 

พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. 

x 1 x 1
lim f (x) lim f (x)

  
       ข. f เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที่ x 1  

ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
16. กําหนด f เป็นฟังก์ชันที่มีอนุพันธ์ และ 3F(x) (f(x)) 15   
ถ้า F(1) f (1) 4   แล้ว F(1)  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1
2        2. 3

2   3. 8       4. 24 
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17. พ้ืนที่ที่ปิดล้อมด้วยเส้นโค้ง 2y x 3x 2    จาก x 0  ถึง x 2  
เฉพาะส่วนที่อยู่เหนือแกน X เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 3
2  ตารางหน่วย   2. 1

6  ตารางหน่วย 

 3. 23  ตารางหน่วย   4. 56  ตารางหน่วย 

 
18. กําหนดให้ f เป็นฟังก์ชันซ่ึง f (2) 1  , f (1) 3    และ f (x) 3   ทุกค่า x 
แล้ว f(0) มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 5       2. 6  3. 12       4. 15 
 
19. ถ้าจัดนักเรียน 6 คน ซ่ึงมีเมตตาและปรานีรวมอยู่ด้วยให้เรียงแถวเป็น 2 แบบ แบบที่หนึ่ง
นักเรียนทั้งหมดยืนเป็นแถวตรงโดยที่เมตตาและปรานียืนติดกัน และแบบท่ีสองนักเรียนทั้งหมดยืน
เป็นวงกลมโดยท่ีเมตตาและปรานียืนตรงกันข้าม แล้วจํานวนวิธีของการจัดแต่ละแบบแตกต่างกัน
เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 96       2. 120  3. 196       4. 216 
 
20. ให้ A {1, 2, 3}  และ B {a, b, c, d}  
แล้ว จํานวนสมาชิกของเซต { f : A B | f  ไม่เป็นฟังก์ชัน 1 1}  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 40       2. 34  3. 30       4. 24 
 
21. จากการสํารวจแม่บ้านที่ดูละครโทรทัศน์จํานวน 200 คน ปรากฏว่ามี 
     65 คน ดูละครเร่ืองที่ 1   90 คน ดูละครเรื่องที่ 2 
     45 คน ดูละครเร่ืองที่ 2 เร่ืองเดียว  35 คน ดูละครเร่ืองที่ 3 เร่ืองเดียว 
     15 คน ดูละครเร่ืองที่ 1 และเร่ืองที่ 3  35 คน ดูละครเร่ืองที่ 2 และเร่ืองที่ 3 
และมี 30 คน ที่ไม่ได้ดูละครทั้ง 3 เร่ืองนี้ 
ถ้าสุ่มเลือกแม่บ้านจากกลุ่มนี้มา 1 คน แล้ว ข้อใดต่อไปนี้ผิด 
 1. ความน่าจะเป็นที่จะได้ผู้ที่ดูละครทั้ง 3 เร่ืองนี้ เท่ากับ 0.05 
 2. ความน่าจะเป็นที่จะได้ผู้ที่ดูละครอย่างน้อยหนึ่งเร่ือง เท่ากับ 0.85 
 3. ความน่าจะเป็นที่จะได้ผู้ที่ดูละครเรื่องที่ 1 เร่ืองเดียว เท่ากับ 0.2 
 4. ความน่าจะเป็นที่จะได้ผู้ที่ดูละครเรื่องที่ 3 เท่ากับ 0.45 
 
22. ถ้าในปี 2538 นายเสริมได้รับเงินเดือน เดือนละ 16,000 บาท และในปี 2541 นายเสริมได้รับ
เงินเดือนใหม่เป็น 24,000 บาท โดยที่ดัชนีราคาผู้บริโภคของปี 2541 เทียบกับปี 2538 มีค่าเท่ากับ 
125 
พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. ถ้านายเสริมได้รับการปรับเงินเดือนขึ้นตามดัชนีราคาผู้บริโภค แล้ว 
        นายเสริมควรได้รับเงินเดือนใหม่เท่ากับ 25,000 บาท 
     ข. รายได้ที่แท้จริงของนายเสริมในปี 2541 เม่ือเทียบกับปี 2538 เท่ากับ 19,200 บาท 
ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
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23. ข้อมูลชุดหนึ่งเรียงลําดับจากน้อยไปมากได้เป็น 10, 20, 30, 30, a, b, 60, 60, 90, 120 
ถ้าฐานนิยมและมัธยฐานของคะแนนชุดนี้เป็น 30 และ 40 ตามลําดับ 
แล้ว ข้อมูลชุดต่อไปนี้คือ 11, 22, 33, 34, a+5, b+6, 67, 68, 99, 130 มีค่าเฉล่ียเลขคณิตเท่ากับ
ข้อใดต่อไปนี้    
 1. 50       2. 55.5  3. 60       4. 60.5 
 
24. ถ้าน้ําหนักแรกเกิดของเด็กไทยมีการแจกแจงปกติ โดยในปี 2533 มีน้ําหนักเฉล่ีย 2,500 กรัม 
และส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานเป็น 250 กรัม และในปี 2540 มีน้ําหนักเฉล่ีย 3,240 กรัม และส่วน
เบี่ยงเบนมาตรฐานเป็น 200 กรัม น้ําหนักแรกเกิดของเด็กไทยที่อยู่ในตําแหน่งเปอร์เซนไทล์ที่ 97.73 
ในปี 2533 จะอยู่ในตําแหน่งเปอร์เซนไทล์ตามข้อใดต่อไปนี้ในปี 2540 
 

 กําหนดตารางแสดงพ้ืนที่ใต้โค้งปกติดังนี้ 
z 1.0 1.2 2.0 2.2 
A 0.3413 0.3849 0.4773 0.4861 

  

1. 11.51       2. 38.49  3. 48.61      4. 61.51 
 
 

ตอนที่ 3   ข้อ 25 – 28 เป็นข้อสอบแบบปรนัย ข้อละ 4 คะแนน 
 
25. ถ้า A {1, 2, 3, 4, 5,6}  และ B {1, 2, 3}  แล้ว 
จํานวนฟังก์ชัน f : A B  ทั้งหมดซ่ึง f (1) 1  หรือ f (2) 2  หรือ f (3) 3  
เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 530       2. 612  3. 702       4. 814 
 
26. ให้ I  เป็นเซตของจํานวนเต็ม ถ้า f และ g เป็นฟังก์ชันซ่ึงกําหนดโดย 
    f (x) 2x  และ g(x) x 1     ทุก x  I  
แล้ว เรนจ์ของ (f g) f  คือเซตในข้อใดต่อไปนี้ 
 1. x{ x | 2 I  เป็นจํานวนเต็มคี่}   2. x{ x | 2 I  เป็นจํานวนเต็มคู่ }  

 3. เซตของจํานวนเต็มคี่ทั้งหมด  4. เซตของจํานวนเต็มคู่ทั้งหมด 
 
27. ให้ S ( , )2 2 

   และ 2 4 6F(x) sin x sin x sin x ...     โดย x S  

ถ้า a เป็นสมาชิกของเซต S ที่น้อยที่สุดที่ทําให้ F(a) 1<  แล้ว F(a)  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 0       2. 1

4   3. 1
2        4. 1 

 
28. ให้ 8 6f (x) x x   และ f  คืออนุพันธ์ของ f 
ถ้า n{a }  เป็นลําดับซ่ึงมี nn

lim a 1


  แล้ว nn
lim (f f )(a )


  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 68       2. 92  3. 150       4. 192 
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เฉลยคําตอบ 
 

อัตนัย 1. 29 2. 0.8 3. 3 4. 45 5. 850 6. 0.2 
ปรนัย 1. 3  2. 3 3. 2 4. 1 5. 3 6. 2 7. 1 8. 4 
 9. 4 10. 1 11. 3 12. 4 13. 3 14. 1 15. 2 16. 2 
 17. 4 18. 1 19. 4 20. 1 21. 4 22. 3 23. 2 24. 1 
 25. 3 26. 1 27. 4 28. 4 

 
เฉลยวิธีคิด 

 
ตอนท่ี 1 
1. P(A) มีสมาชิก 52 32  ตัว และ A มีสมาชิก 
5 ตวั ..แต่สมาชิกของ A  ที่อยู่ใน P(A) นั้นมีเพียง 
3 ตัว คือ , {0}, {0, 1}  

 n P(A) A 32 3 29      ตัว   ตอบ 

 
 

2. L1
2 0m 2( 1) ( 2)


 
  

 ดงันัน้ L2
1m 2   

แสดงว่าสมการ 2L  (ผ่านจดุ O) คือ 1y x2   

สมการ 1L  คือ  y 2(x 2) 2x 4     
แก้ระบบสมการ หาจุดตัดของสองเส้นตรง 

ได้เป็น 8 4( , )5 5  

 
 
 

พื้นที่ 1 4( ) (2) 0.82 5      ตร.หน่วย  ตอบ 

 
 

3. หาคา่ 1cos(2 arcsin )3  ก่อน 

โดยให้ 1arcsin A3   ..จะได ้

2
2 1 1cos(2A) 1 2 sin A 1 2 33

      
 

 

ตอบ 1 1sec(2 arcsin ) 3cos(2A)3    

 
 
 

4. หามุมระหว่าง i 2 j   กับ 3 i j  
โดยการดอทกัน ดังนี ้

2 2 2 2( 1)(3) (2)( 1) ( 1) 2 3 ( 1) cos          
1cos
2

         135     

 

..และเนือ่งจาก u  ทํามุม 90  กับ i 2 j   
 

     มุมแหลมระหวา่ง u  
      กับ 3 i j  มีขนาด 
     135 90 45      ตอบ 

 
 
5. จากความสัมพันธ์ y 200 0.85x   
เป็นเส้นตรงที่มีความชันเทา่กับ 0.85 

จึงสรุปไดว้่า Ŷ0.85 X





 

ตอบ ถ้า X 1000   จะได ้ Ŷ 850   บาท 

 
 
6. วิธทีั้งหมด เท่ากับ 6! 
วิธีทีต่อ้งการคดิ (หญิงติดกนัหมด) คอื 4! 3! 
 

           ช   ช   ช   ญญญ 
(รวมผู้หญิงไว้ด้วยกัน สลับร่วมกับผู้ชายได้ 4! 
และสลับตําแหน่งภายในกลุ่มผู้หญิงด้วยกันเอง 3!) 
 

ตอบ ความน่าจะเป็นเท่ากับ 4!3! 0.26!   

 
 
 
 

O  –2 

L1 L2 

(–8/5,4/5) 

3 i j

u
i 2 j 

 ? 
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ตอนท่ี 2 
1. เนือ่งจาก 1 1 1 1210 2 3 5 7     
..ดังนัน้ จํานวนเต็มบวกทีห่าร 210 ลงตัว 
จะตอ้งอยู่ในรูป a b c d2 3 5 7    
โดยที่ a, b, c, d เป็น 0 หรอื 1 ก็ได ้
 

จะมีอยูท่ั้งหมด 2 2 2 2 16     จํานวน  ตอบ 
 

หมายเหต ุแยกตัวประกอบให้เป็นจํานวนเฉพาะ 
จากน้ันนําเลขชี้กําลังแตล่ะตัวมาบวกหน่ึงแล้วคูณกัน 

 
 

2. A; 
2x 3 (x 3)(x 3)0 0x 2 x 2
  


 

< <  

เขียนเส้นจํานวนได้ A ( , 2) [ 3, 3]      
 

B;  22 2 2 x 2 2x 2    < < <  
20 x 4 2 x 2 B [ 2,2]     < < < <  

จะได้ B A  คอืช่วง [ 2, 3) ( 3,2]    
ซึ่ง 3 1.732    ดังนั้น ตอบ ขอ้ 3. 

 
 
3. จากโจทย์ ~p (q (r p))    
   p (~ q (r p)) p (~ q) r         ขอ้ 2. 

 
 
4. ข้อ ก. ใช้วิธตีรวจสอบสัจนิรนัดร ์ถ้าเหตเุป็นจริง
ทุกขอ้และผลเปน็เทจ็ได้ จะไม่สมเหตสุมผล 
 

..จากผล q บังคับให้เป็นเท็จ นาํไปคิดที่เหตุ (2) 
บังคับให้เหตุเปน็จริง จะไดว้่า p ต้องเป็นเท็จด้วย 
..แต่เม่ือนําค่าความจรงิของ p กบั q ไปคิดที่เหต ุ
(1) พบว่าเป็นเทจ็เสมอ 
ดังนัน้เราไม่สามารถทาํเหตุเป็นจริงทุกข้อและผลเป็น
เท็จได้ ขอ้นีจ้ึงสมเหตสุมผล 
 

ข้อ ข. จากเหตุ (1) รวมกับเหตุ (2) ซึ่งเขียนใหม่ได้
ว่า r s  ก็จะได้ผลเปน็ ~p s ~ s p    
..นําไปรวมกับเหตุ (3) คอื ~ s  ได้ผลสรปุเป็น p 
ตรงกับที่ให้มาในโจทยพ์อดี ดังนัน้ข้อนีส้มเหตุสมผล 

 
 
 
 
 

5. จาก S { 5, 4, 3, 2, 1, 0, 1,2, 3, 4,5}       

ถ้า f(1) 0  จะได ้
2 21 1 4 a a 4 01 b 4 b 5

   
 

  
 

นั่นคอื a ต้องเปน็ 2 หรอื –2 เทา่นัน้ 
และ b เป็นจํานวนใดก็ได้ที่ไม่ใช่ –5 (เพราะจะเกิด
ส่วนเป็นศูนย์) 
 

ดังนัน้ จํานวนวิธเีลือกค่า a กับ b จากเซต S 
เป็น 2 กับ 10 แบบ ตามลาํดับ 
..จึงจับคูก่ันได ้2 10 20   คู่อันดับ   ตอบ 

 
 
6. Df; คิดจาก x 1 0   และ x 2 0   
       และ 24 x 0   
แสดงว่า x 1   และ x 2   และ 2 x 2    
อินเตอร์เซคได้เปน็ fD ( 1,2)   
 

Rg; จาก x 0>  จะได้ x 1 1 >  
ทําให้ x 1 12 2 y 1/2  > >  
จึงได้วา่ gR [0.5, )   
 

ตอบ f gD R [0.5,2)     (เปน็สบัเซตของขอ้ 2.) 

 
 
7. จัดรูปสมการวงร;ี 

  
2 23x 4(y 4y 4) 4 16       

2 2
2 2 x (y 2)3x 4(y 2) 12 14 3


        

แสดงว่า จดุศูนยก์ลางอยู่ที ่C(0,2)  
ค่า c 4 3 1    ดงันัน้จดุโฟกัสคอื ( 1,2)  
 

และจะไดพ้าราโบลาลักษณะดังรปู 
มีสมการ 2(x h) 4c(y k)    

2x 4c(y 1)    
แทนค่าจุด ( 1,2)  ลงไป 
จะได้ 4c 1/3  
 

 สมการพาราโบลานี้คือ  2x (1/3)(y 1) 
เลือกตัวเลือกได้โดยแทนคา่ y ด้วย 1   ตอบ ขอ้ 1. 

 
 
 
 
 
 

 V(0,–1) 

(–1,2) (1,2) 
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  A 
หารด้วย8ลงตัว 

B 
หารด้วย12ลงตัว 

O 

(100,50) 
(80,50) 

 (80,70) 

80  150 

50 

100 

8. จาก 2 2 2
2 0.1log (x x 4) log (0.1) 2     

2 2 2(x x 4) 2 4      
2x x 4 2     หรอื 2  

นั่นคอื 2x x 6 0    หรือ 2x x 2 0    
แยกตัวประกอบ ได้เปน็ 
(x 3)(x 2) 0    หรอื (x 2)(x 1) 0    
..ดังนัน้เซตคาํตอบคือ { 2, 1, 2, 3}    ตอบ ขอ้ 4. 

 
 

9. จาก 1 1(z 1) z 11 i 1 i      
 

 

ดังนัน้ 1 1 i 3 iz 1 11 i 2 2 2


        


 

..จะได้วา่ 15 153 iz (z z) ( )( i)2 2      

                   3 i 3 1( )(i) i2 2 2 2       

ตอบ ส่วนจรงิคอื 1
2  

 
 
10. x 1  หาร p(x) เหลือเศษ 1  แสดงว่า 
p(1) 1 1 a 1 b 1         .....(1) 
x 1  หาร p(x) เหลอืเศษ 1 แสดงว่า 
p( 1) 1 1 a 1 b 1        .....(2) 
แก้ระบบสมการได้ a 0, b 1    
ดังนัน้เม่ือ x (คือ x 0 ) หาร p(x) จะเหลอืเศษ
เท่ากับ p(0) b 1     ตอบ 

 
 
11. หา adjB  กอ่น โดย 1adjB adj(2A )  
และข้อนี้คา่ของ det(A) 3  

..จาก 
1

1 1 1
1

adj A adj(2A )A (2A )
A 2A


  


    

                    
1

2
adj(2A ) 1 A22 /3



   

ดังนัน้ในขอ้นี้ 1 2adj B adj(2A ) A3
   

ตอบ 2det(3 adjB) det(2A) 2 (3) 12    

 
 
 
 

12. จากเงือ่นไข “เมทริกซ์เอกฐาน” 
แสดงว่า 2(x 1)(2 x) 0    

x 1   หรอื 1  หรือ 2  
 

ดังนัน้ เลือก x ได้ 3 แบบ 
และ y เป็นอะไรก็ได้ (เลอืกไดท้ั้ง 5 แบบ) 

..ความน่าจะเปน็ 3 5 3
5 5 5


 


   ตอบ 

 
 
13. เม่ือผลิต 1P x  เครื่อง และ 2P y  เครือ่ง 
จะได้ กําไร 1000x 500y   
 

เงื่อนไขได้แก ่ x 80,>  
50 y 100< <  
และ x y 150 <  
ซึ่งเขียนกราฟ แรเงา 
และหาจดุยอดมุมได้ดังรปู 
 

(80, 70)   กําไร 115,000 บาท 
(100,50)   กําไร 125,000 บาท (สูงสุด) ตอบ 
 

หมายเหต ุโจทยข์้อน้ีควรเปลีย่นคําว่า “ระหว่าง” ให้
เป็นคําว่า “ตั้งแต่” ..มิฉะน้ันจะมีกราฟเป็นเส้นประ 
และจุดยอดมุมน้ีใช้ไม่ได้ ต้องเลือกจุดข้างเคียงท่ีอยู่
ในบริเวณท่ีแรเงาแทน ทําให้ไม่มีตัวเลือกใดที่ถูกเลย 

 
 
14. 
 
 
 
..ภายใน A มีสมาชิก 104, 112, 120, ..., 600 
คือเริ่มจาก 8x13 ถึง 8x75 รวม 63 ตัว 
..ภายใน B มีสมาชิก 108, 120, 132, ..., 600 
คือเริ่มจาก 12x9 ถึง 12x50 รวม 42 ตัว 
..และภายใน A B  (คือหารด้วย ค.ร.น. 24 ลงตวั) 
มีสมาชิกเป็น 120, 144, ..., 600 
เริ่มจาก 24x5 ถึง 24x25 รวม 21 ตวั 
 

ตอบ n(A B) 63 42 21 84      
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“1” 

 C  D 
 B 

  F 

“3” 
G 

A E 
“2” 

H 

45 

35 

35 30 

15. 
x 1 x 1

1 1lim f(x) lim 3x 1 4  
 


 

และ 
x 1 x 1

2 5 xlim f(x) lim x 1  

 



 

           
x 1

2 5 x2 5 xlim 2 5 xx 1

     
          

 

           
x 1

4 5 xlim (2 5 x)(x 1)

  
     

 

           
x 1

1 1 1lim 2 2 4(2 5 x)
  

 
 

พบว่าลิมิตซ้ายกบัขวาเท่ากัน ดังนั้น ก. ถูก 

แต่เนือ่งจาก f(1) 1  ไม่เท่ากับ 1
4  ดังนัน้ ข. ผิด 

 
 

16. 3 1/2 21F(x) ((f(x)) 15) 3(f(x)) f(x)2
      

เม่ือแทนคา่ x ดว้ย 1 จะได ้
3 1/2 21F(1) ((f(1)) 15) 3(f(1)) f(1)2

      
 

..หาค่า f(1) จาก 3F(1) (f(1)) 15 4    

จะได้ f(1) 1  

ตอบ 1/2 21 3F(1) (1 15) 3(1) 42 2
       

 
 
17. แยกตัวประกอบเพือ่หาจุดตดัแกน X 
ได้เป็น x 1, 2  
และวาดกราฟ 
คร่าว ๆ  ได้ดังนี ้
 
 
 
พื้นที่เหนอืแกน X เทา่กับ 1 2

0 (x 3x 2)dx   

     
13 2

0

x 3x 2x3 2
 

   
 

 

     1 3 523 2 6     ตารางหนว่ย  ตอบ 

 
 
 
 
 
 

18. จาก f (x) 3   จะได ้ 1f (x) 3x C    
แต่ f (1) 3    ..ดังนั้น 1C 6   

f(x) 3x 6    
 

และจะได ้
2

2
3xf(x) 6x C2    

แต่ f(2) 1   ..ดังนั้น 2C 5  
23xf(x) 6x 52        ตอบ 2f(0) C 5   

 
 
19. ..จดัแถวตรง ได้ 5!2! 240  วิธ ี
(5! คือสลับภายนอก และ 
2! คือสลับกันเองภายใน) 
 

..จัดวงกลม ได้ 4! 24  วิธ ี
(สองคนวางตรงข้ามกันตรงไหนก็ได้ 
จัดเฉพาะคนอ่ืนที่เหลอืเป็นเส้นตรง) 
 

..ดังนัน้ ต่างกันอยู่ 216 วธิี  ตอบ 

 
 
20. คดิด้วยการลบออก นัน่คอื 
จํานวนแบบทัง้หมด – จํานวนแบบที่เป็นหนึง่ตอ่หนึ่ง 

(4 4 4) (4 3 2) 40        แบบ 
ตอบ  จาํนวนสมาชิกของเซตนี้คอื 40 

 
 
21. ข้อมูลจากโจทย์ ใสล่งในแผนภาพได้ดังรูป 
 
 
 
 
 
 
 
จากข้อมูล A B C D 65     
แต่ C D 15   ดังนั้น A B 50   
และจะไดว้่า (ยูเนียนกนัทั้ง 3 เซตโดยการบวก) 
200 H (A B) E (D F) G C         

200 30 170 50 45 35 35 C         
C 5   ..จึงได้ D 10  และได ้F 25  

จาก B 90 35 45 10     จะได้ A 40  
 
 

[ยังมีตอ่ ในหน้าถัดไป] 
 

0   1      2 
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ข้อ 1. ถูก.. ดูทั้งสามเรือ่ง 10 0.05200   

ข้อ 2. ถูก.. ดอูย่างน้อยหนึง่เรือ่ง 170 0.85200   

ข้อ 3. ถูก.. ดเูรือ่งทีห่นึ่งเท่านั้น 40 0.2200   

ข้อ 4. ผดิ.. ดเูรือ่งทีส่าม 5 35 35 0.375200
 

  

 
 

22. ก. 12516,000 20,000100   บาท 

ข. 10024,000 19,200125   บาท 

ตอบ ก. ผดิ ข. ถูก 

 
 
23. จาก 10, 20, 30, 30, a, b, 60, 60, 90, 120 
 

มี “30” กับ “60” อย่างละสองตัว แต่เนื่องจาก 
ฐานนิยมเป็น 30 ดังนั้นต้องมีข้อมูล “30” อยู่
มากกวา่สองตัว  ..แสดงว่า a 30  แนน่อน 
 

และจากมัธยฐาน a b40 2


   ดังนัน้ b 50  

ตอบ 11 22 33 34 ... 130X 10
    

  

       500 55 55.510


   

 
 
24. ปี 2533; ตําแหนง่ 97.73P  อยูซ่ีกขวาของโค้ง 
มีพื้นที่วดัไปยังแกนกลางเทา่กับ 0.4773 

จะได ้ x 2500z 2.0 250


   x 3000   กรัม 
 

ปี 2540; คิดที่น้าํหนัก x 3000  กรัม 

จะได้ 3000 3240z 1.2200


    

..อยู่ทางซีกซา้ยของโค้ง มีพืน้ทีว่ัดไปยังแกนกลาง
เท่ากับ 0.3849 
ตอบ คิดเปน็เปอร์เซนไทล์ที่ 50 38.49 11.51   

 
 
 
 
 
 
 

25. คําวา่ “หรอื” ควรคิดจากทั้งหมดลบด้วยนิเสธ 
 

..นั่นคอื จํานวนแบบทั้งหมด ลบออกดว้ย จํานวน
แบบที่ “f(1)=1 และ f(2)=2 และ f(3)=3” 
 

จะได้ (3 3 3 3 3 3) (1 1 1 3 3 3)            
     702  แบบ   ตอบ 

 
 
ตอนท่ี 3 
26. (f g)(x) f(x) 2(x 1) 2x     
                   4x 2     โดย x  I  
คือ f g f {...,( 1, 6),(0, 2),(1,2),(2,6), ...}      
..ดังนัน้ fog fR { 2, 6, 10, 14, ...}       

เท่ากับเซตในขอ้ 1.  ตอบ 

 
 
27. F(a) 1<  คือ 2 4 6sin a sin a sin a ... 1   <  
..ยุบรูปอนกุรมเรขาคณติได้เปน็ 

2 2

2 2
sin a sin a1 1

1 sin a cos a



< <  

2tan a 1 1 tan a 1  < < <  
 

หาก a ( , )2 2 
   จะได้ช่วงคําตอบ 

ดังเสน้ทึบในรูป 

และค่า a ที่นอ้ยที่สดุคอื 4
  

 
 
 

2
2

sin ( / 4)F(a) F( )4 1 sin ( / 4)


   
 


  

               1/2 11 1/2 


   ตอบ 

 
 
28. เนือ่งจาก 7 5f (x) 8x 6x    ..ดังนั้น 

7 5
n n nn n

lim (f f )(a ) lim f(8a 6a )
 

    

             7 5 8 7 5 6
n n n nn

lim [(8a 6a ) (8a 6a ) ]


     

ซึ่งโจทย์กําหนด nn
lim a 1


  

ตอบ 8 6(8 6) (8 6) 192     

 
 



4  


4  



ข้อสอบเข้ามหาวิทยาลัย มี.ค.42 (2) 
 
ตอนที่ 1   ข้อ 1 – 6 เป็นข้อสอบแบบอัตนัย ขอ้ละ 2 คะแนน 
 
1. ถ้า A {1, 2, 3, 4, ...}  
และ B {{1, 2}, {3, 4,5},6, 7, 8, ...}  
แล้ว (A B) (B A)    มีสมาชิกกี่ตัว 
 
2. ถ้า A {p | p เป็นจํานวนเฉพาะบวก และ 3p|(980 p) }  
แล้ว ผลบวกของสมาชิกทั้งหมดใน A มีค่าเท่าใด 
 
3. 1 1

10 100
10log 28 log 325 log 91   มีค่าเท่าใด 

 

4. ถ้า ij 3 3

x y 0
A [a ] 1 2 0

1 x 1


 
  
 
   

, det A 1  และโคแฟกเตอร์ของ 21a 3  

แล้ว det (A I)  เท่ากับเท่าใด 
(เม่ือ I เป็นเมทริกซ์เอกลักษณ์ขนาด 3 3 ) 
 
5. ถ้า z เป็นจํานวนเชิงซ้อนซ่ึง 6(7 24 i)(3 4 i)z 1    แล้ว z z  มีค่าเท่าใด 
 
6. ให้ f เป็นฟังก์ชันที่หาอนุพันธ์ได้ และ f (3) 2  , f(3) 5   

ถ้า 2
f (x)g(x) x 1


 แล้ว g(3)  มีค่าเท่าใด 

 
 
ตอนที่ 2   ข้อ 1 – 24 เป็นข้อสอบแบบปรนัย ข้อละ 3 คะแนน 
 
1. ให้ S เป็นเซตของจํานวนจริง m ทั้งหมด 
ที่ทําให้เส้นตรง y mx  ตัดกับวงกลม 2 2x y 10x 16 0     
ขอบเขตบนค่านอ้ยที่สุดของ S คือจํานวนในข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1
2        2. 23   3. 3

4        4. 4
5  

 
2. กําหนดให้ p, q และ r เป็นประพจน์ 
ประพจน์ ~ [(p q) (~ q r)]    สมมูลกับประพจน์ในข้อใดต่อไปนี้ 
 1. p ~(q r)      2. ~ q (~ p r)   
 3. ~(p q) (q r)      4. ~(p q) (q ~ r)    
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3. พิจารณาการให้เหตุผลต่อไปนี้ 
     ก. เหต ุ 1) p (q r)    ข. เหต ุ      1) p (q ~ s)   
  2) p         2) p s  
  3) ~ r q       ผล          q 
         ผล  r t  
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก และ ข สมเหตุสมผล        2. ก สมเหตุสมผล แต่ ข ไม่สมเหตุสมผล 
 3. ก ไม่สมเหตุสมผล แต่ ข สมเหตุสมผล    4. ก และ ข ไม่สมเหตุสมผล 
 
4. กําหนดให้ r เป็นความสัมพันธ์ในเซตของจํานวนจริง 

โดยที่ 
2
2

1 xr {(x, y) | y }1 x


 


  ข้อใดต่อไปนี้ถูก 

 1. 1r rD [ 1, 1], D [ 1, 1]      2. 1r rD [ 1, 1], D [0, 1]    
 3. 1r rD [0, 1], D [ 1, 1]      4. 1r rD [0, 1], D [0, 1]   
 
5. กําหนดให้ f (x) x  และ 21A { x | f (x) [f (x)] 2 }   R  
พิจารณาค่าความจริงของข้อความต่อไปนี้ 
     ก. 2x A [ x x 6 0 ]            ข. 2x A [ x 2x 3 0 ]      
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. จริง ข. จริง    2. ก. จริง ข. เท็จ 
 3. ก. เท็จ ข. จริง    4. ก. เท็จ ข. เท็จ 
 
6. ถ้า 2 41 cos cos ... a        โดยที่ a เป็นจํานวนจริง 

แล้ว cos( 2 ) sin( 2 )2   
  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 
2a 2

a
   

 
      2. 

2a 2
a
 

 
 

  3. 
2a

a 2
 

    
      4. 

2a
a 2

 
   

 

 
7. ให้ A เป็นเซตคําตอบของสมการ 2cos (2 arcsin x) 2 4 sin (arccos x)   
ข้อใดต่อไปนี้คือผลคูณของสมาชิกในเซต A 

 1. 1
4        2. 1

2   3. 1
4        4. 1

2  

 
8. ถ้าไฮเพอร์โบลา H มีสมการเป็น 2 216x 64x 9y 80 0     แล้ว วงรีที่มีจุดยอด 
อยู่ที่จุดโฟกัสทั้งสองของ H และมีแกนโทคือแกนสังยุคของ H มีสมการเป็นข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 2 216x 64x 25y 464 0      2. 2 216x 64x 25y 336 0     
 3. 2 225x 100x 16y 464 0      4. 2 225x 100x 16y 336 0     
 
 
 
 
 



คณิต มงคลพิทักษสุข  ฉบับมีนาคม 2542 (2) 
kanuay.com 

579 

9. วงรีวงหนึ่งมีจุดศูนย์กลางที่ (3, 1)  จุดโฟกัสจุดหนึ่งที่ (5, 1) และสัมผัสแกน Y ที่จุด (0, 1)  
สมการของวงกลมที่มีจุดศูนย์กลางที่ ( 2, 1)  และมีรัศมีเท่ากับความยาวแกนโทของวงรี คือข้อใด
ต่อไปนี้ 
 1. 2 2x y 4x 2y 0       2. 2 2x y 4x 2y 1 0      
 3. 2 2x y 4x 2y 4 0       4. 2 2x y 4x 2y 15 0      
 
10. ถ้า x, y  สอดคล้องกับระบบสมการ 
     3 2log x log y9 4 16   
     1

33 3log x log y 2 log 2    

แล้ว 2 2x y  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 5 7       2. 5 7   3. 5 7        4. 10 7  
 
11. ถ้า 1x  สอดคล้องระบบสมการ 
     1 2 3x 2x x 0    
     1 2 33x x 2x 5    
     1 2 32x 3x 3x 9    

และ 1 1x y 2xA 3 y
    

 

แล้ว ผลบวกของ y ทั้งหมดที่ทําให้ A เป็นเมทริกซ์เอกฐาน เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 0       2. 1   3. 2        4. 3  
 
12. กําหนดสมการจุดประสงค์ P 7x 5y   และอสมการข้อจํากัดคือ 
2x y 40 > , 2x 3y 60 < , 0 x 24< < , y 0>  
ถ้า (a, b)  เป็นจุดมุมที่ได้จากอสมการข้อจํากัด และให้ค่า P น้อยที่สุด 
แล้ว a b  เท่ากับขอ้ใดต่อไปนี้ 
 1. 20       2. 24  3. 25       4. 28 
 
13. ให้ u v 5 2   และ u v 26   แล้ว u v  เท่ากับขอ้ใดต่อไปนี้ 
 1. 3       2. 6  3. 8       4. 12 
 
14. กําหนดให้ ABC เป็นสามเหลี่ยมใด ๆ  และ E เป็นจุดที่ทําให้ CE 2 BA˜ ˜ 
ถ้า BE a CB b CA ˜ ˜˜  เม่ือ a, b เป็นค่าคงตัว แล้ว b a  คือค่าในข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 1        2. 2  3. 3       4. 5 
 
15. ให้ P(x)  เป็นฟังก์ชันพหุนามกําลังสาม ซ่ึงมีสัมประสิทธิ์เป็นจํานวนจริง และสัมประสิทธิ์ของ 

3x  เป็น 1  ถ้า x 2  หาร P(x)  เหลือเศษ 5 และ (1 3 i)  เป็นรากหนึ่งของ P(x)  แล้ว รากที่
เป็นจํานวนจริงของ P(x)  คือค่าในขอ้ใดต่อไปนี้ 
 1. 3

4        2. 4
3   3. 54        4. 4

5  
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16. กําหนดให้ 

  
      
  
 

2
3/2 ,     x 1  

2x x 1 ,  1 x 12(x 1)f (x)
1 x ,     x 11 x

<

<
 

พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. f ต่อเนื่องที่จุด x 1        ข. f ต่อเนื่องที่จุด x 1  
ข้อใดต่อไปนี้เป็นจริง 
 1. ก. ถูก, ข. ถูก    2. ก. ถูก, ข. ผิด 
 3. ก. ผิด, ข. ถูก    4. ก. ผิด, ข. ผิด 
 
17. กําหนดให้ a, b, c, d เป็นจํานวนจริง และ 3 2f(x) ax bx cx d     โดยที่ f มีค่าสูงสุดสัมพัทธ์
เป็น 2 ที่ x 1   และ f (1) 4     ถ้า f(0) 1  แล้ว f มีค่าต่ําสุดสัมพัทธ์ที่จุดในข้อใดต่อไปนี้ 
 1. x 3      2. x 1/3   
 3. x 1/3     4. x 3  
 
18. ถ้า  R  และ 1

sin (4x 3)dx 0


   แล้ว cos 2  เท่ากับขอ้ใดต่อไปนี้ 

 1. 0 หรือ 3
2     2. 0 หรือ 3

2  

3. 1  หรือ 1
2     4. 1  หรือ 1 

 

19. ถ้า a และ b เป็นสัมประสิทธิ์ของ 2x  และ 4x  ของการกระจาย 
10

4
2
1x 2x

  
 

 ตามลําดับ 

แล้ว a
b  เท่ากับขอ้ใดต่อไปนี้ 

 1. 2
7        2. 1

2   3. 1
3        4. 4

15  

 
20. ในการเก็บตัวนักกีฬา ได้จดัให้นักกีฬาพักรวมกันห้องละ 2 คน ถ้ามีนักกีฬาจากต่างจังหวัด 4 
คน และจากกรุงเทพฯ 4 คน แล้วจํานวนวิธีที่จะจัดให้มีเพียง 2 ห้องเท่านั้นที่แต่ละห้องมีนักกีฬาจาก
ต่างจังหวัดและนักกีฬาจากกรุงเทพฯ พักด้วยกัน มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 36       2. 72  3. 108       4. 144 
 
21. ถุงใบหนึ่งมีลูกแก้วขนาดเดียวกันอยู่ 10 ลูก เป็นสีแดง 3 ลูก สีขาว 5 ลูก สีดํา 2 ลูก สุ่มหยิบ
ลูกแก้วจากถุงสองคร้ัง ๆ  ละลูกโดยไม่ใส่คืน ความน่าจะเป็นที่จะหยิบได้ลูกที่สองเป็นสีแดงเท่ากับข้อ
ใดต่อไปนี้ 

 1. 1
3        2. 3

10   3. 27
100        4. 33

100  

 
22. ข้อมูลชุดหนึ่งมี 5 จํานวน มีฐานนิยม มัธยฐาน และค่าเฉล่ียเลขคณิตเป็น 15, 16 และ 17 
ตามลําดับ และพิสัยของข้อมูลชุดนี้เท่ากับ 5 ความแปรปรวนของข้อมูลชุดนี้มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 31
5        2. 245   3. 225        4. 19

5  
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23. เม่ือสร้างตารางแจกแจงความถี่ของคะแนนของนักเรียน 36 คน โดยใช้ความกว้างของแต่ละ
อันตรภาคชั้นเป็น 10 แล้ว ปรากฏว่ามัธยฐานของคะแนนทั้งหมดอยู่ในช่วง 50 – 59 ถ้ามีนกัเรียนที่
สอบได้คะแนนตํ่ากว่า 49.5 คะแนน อยู่จํานวน 12 คน และมีนักเรียนได้คะแนนต่ํากว่า 59.5 
คะแนน อยู่จํานวน 20 คน แล้วมัธยฐานของคะแนนการสอบคร้ังนี้มีค่าเท่ากับเท่าใด 
 1. 53       2. 54  3. 56       4. 57 
 
24. ตัวแทนจําหน่ายหม้อหุงข้าวไฟฟ้ายี่ห้อหนึ่ง ขายหม้อหุงข้าวขนาด 1 ลิตร, 2 ลิตร, 3 ลิตร และ 
4 ลิตร ในรอบ 2 ปีที่ผ่านมาด้วยราคาและปริมาณดังต่อไปนี้ 
 

ขนาดของ 
หม้อหุงข้าวไฟฟา้ 

ปริมาณหม้อ ราคา 

2540 2541 2540 2541 

1 ลิตร 300 250 400 400 
2 ลติร 220 230 500 450 
3 ลิตร 200 200 600 a 
4 ลติร 150 130 1000 950 

 

ถ้าดัชนีราคาอย่างง่ายแบบใช้ราคารวมของ พ.ศ. 2541 เม่ือเทียบกับ พ.ศ. 2540 เท่ากับ 96.00 
แล้ว ดัชนีราคาแบบใช้ราคารวมโดยถ่วงน้ําหนักด้วยปริมาณในปีฐาน (วิธีของลาสไพเยอเรส) ของ 
พ.ศ. 2541 เม่ือใช้ พ.ศ. 2540 เป็นปีฐาน เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 80.00      2. 86.80  3. 90.00      4. 96.30 
 
ตอนที่ 3   ข้อ 25 – 28 เป็นข้อสอบแบบปรนัย ข้อละ 4 คะแนน 
 
25. ถ้า A {5,6, 7, ..., 20}  และ B {1, 2, 3, ..., 15}  แล้ว 
จํานวนสมาชิกในเซต { x | x  เป็นสับเซตของ A และ x ไม่เป็นสับเซตของ B }  
เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 107 2       2. 1131 2   3. 1031 2       4. 1163 2  
 

26. กําหนด 1 ,    x 0f (x) 0 ,   x 0
 

 >
 

ถ้า xg {(x, y) | y f (1 e )    และ y 0 }  แล้ว ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. g gD R '     2. g gD ' R  
 3. g gD R [1, )      4. g gR D [1, )    
 

27. ถ้า f (x) x 1   แล้ว 
30 2

n 10
(f f)(n )


   มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 9028       2. 9030  3. 9128       4. 9170 
 
28. คะแนนสอบวิชาคณิตศาสตร์ของนักเรียนชั้นหนึ่งมีการแจกแจงปกติ โดยมีค่าเฉล่ียเลขคณิตเป็น 
64 คะแนน ถ้านักเรียนที่สอบได้คะแนนมากกว่า 80 คะแนนมีอยู่ 15.87% แล้ว สัมประสิทธิ์ของ
การแปรผันของคะแนนสอบวิชานี้คือข้อใดต่อไปนี้ 
(พ้ืนที่ใต้เส้นโค้งปกติระหว่าง z 0  ถึง z 1  คือ 0.3413) 
 1. 35%       2. 30%  3. 25%       4. 20% 
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เฉลยคําตอบ 
 

อัตนัย 1. 7 2. 14 3. 1 4. 6 5. 0.2 6. 0.62 
ปรนัย 1. 3  2. 1 3. 4 4. 2 5. 3 6. 1 7. 2 8. 2 
 9. 4 10. 3 11. 4 12. 1 13. 2 14. 4 15. 1 16. 1 
 17. 2 18. 3 19. 1 20. 2 21. 2 22. 3 23. 4 24. 4 
 25. 2 26. 4 27. 3 28. 3 

 
เฉลยวิธีคิด 

 
ตอนท่ี 1 
1. A B {1,2, 3, 4,5}   
B A {{1,2}, {3, 4,5}}     ตอบ 7 ตัว 

 
 
2. จากการกระจาย 

3 3 2 2 3(980 p) 980 3(980) (p) 3(980)(p) p      
พบว่าสามพจนห์ลังย่อมหารดว้ย p ลงตัวเสมอ 
(เพราะม ีp คณูอยู่ในนั้น) 

3p | (980 p)   ก็ตอ่เม่ือ 3p | 980  
ซึ่ง 3 6 3 6980 2 5 7    
แสดงว่าจํานวนเฉพาะทีห่าร 3980  ลงตัว มีอยู่ 3 
จํานวน คอื 2, 5, 7  ..นั่นคือ A {2,5, 7}  
ตอบ  ผลบวกสมาชิกเท่ากับ 14 

 
 
3. 1 210 10 10log 28 log 325 log 91    

10 10 10
1log 28 log 325 log 912    

10 10
28 325 9100log ( ) log ( )91 91


   

10log 10 1    ตอบ 

 
 
4. จาก |A| 1 2x y 1     .....(1) 

และจาก 21
y 0C 3 y 3x 1       .....(2) 

แก้ระบบสมการได้ y 3, x 1     

ตอบ 
0 3 0

A I 1 3 0 6
1 1 2


  


 

 

5. จากสมการในโจทย์ 
จะได้ 67 24 i 3 4 i z 1      

6 6 125 5 z 1 z 125       

ตอบ 2 1z z z 0.25    

 
 

6. จาก 
2

2 2
(x 1)f(x) f(x)[2x]g(x) (x 1)

  


 

จะได้ 
2

2 2
(3 1)f(3) f(3)[2(3)]g(3) (3 1)

  


 

          (10)(5) ( 2)(6) 0.62100
 

   ตอบ 

 
 
ตอนท่ี 2 
1. เสน้ตรง y mx  ตดักับวงกลม 

2 2x y 10x 16 0     แสดงว่า 
จะตอ้งสามารถแก้ระบบสมการเพือ่หาจดุตดัได ้

2 2x (mx) 10x 16 0      
2 2(m 1)x 10x 16 0      

2

2
10 100 64(m 1)x

2(m 1)
  

 


 

จะมีคําตอบ (มีจดุตดั) เม่ือ 2100 64(m 1) 0  >  
2 2100 36m 1 m64 64  < <  

6 6m8 8  < <  

ดังนัน้ ขอบเขตบนค่านอ้ยทีสุ่ดคือ 6 3
8 4   ตอบ 
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2. จากโจทย์ ~ [~(p q) ~q r]     
             (p q) q ~r p q (~r)        
ซึ่งจากขอ้ 1. นัน้ p ~(q r) p (q ~r)      
ตอบ ข้อที่สมมูลคือ ข้อ 1. 

 
 
3. ข้อ ก. จากเหต ุ(1) กับเหตุ (2) รวมกนั ได้เป็น 
q r  ..นาํไปรวมกับเหตุ (3) ได้เปน็ ~r r  
ซึ่งหากเหตุ ~r r  เปน็จรงิ ก็แปลวา่ r เป็นจริง 
..แต่ผลในโจทย์คอื r t  เราสามารถทาํให้เปน็เท็จ
ได้ โดยให้ t เปน็เทจ็ ดังนัน้ขอ้ ก. ไม่สมเหตสุมผล 
 

ข้อ ข. จากเหตุ (2) เราสามารถแยกเป็นเหตุ p 
และเหตุ s ไว้คนละข้อกันก็ได้ (เป็นจรงิทัง้คู่) 
..จากเหตุ (1) ไปรวมกับเหตุ p ได้เป็น q ~s  
หรือเขียนเป็น s ~q  ดังนัน้ เม่ือนาํไปรวมกับเหตุ 
s ก็จะได้ผลเปน็ ~q   ซึ่งพบว่าตรงขา้มกับผลที่ให้
มาในโจทย์ แสดงว่า ขอ้ ข. ไม่สมเหตสุมผล

 
 

4. หาโดเมน จากสมการ 
2
2

1 xy 1 x





 

จะได้เงือ่นไขภายในรู้ท วา่ 21 x 0 >  
(เพราะตัวส่วน 21 x 0   เสมออยู่แลว้) 
ดังนัน้ 2x 1 1 x 1 < < <    rD [ 1, 1]    
 

หาเรนจ์ (เพราะ 1 rrD R   นัน่เอง) 

จัดรูป 
2

2 2 2 2 2
2

1 xy y x y 1 x
1 x


    


 

2
2 2 2 2 2

2
1 yx x y 1 y x
1 y


     


 

ดังนัน้เงือ่นไขคือ 
2

2
2

1 y 0 1 y 0
1 y


 


> >  

นั่นคอื 2y 1 1 y 1 < < <  
แต่อยา่ลืมว่ามีการยกกําลังสองเอง ต้องมองเงื่อนไข
รู้ทในโจทย์ คือ y 0>  ด้วย    1rD [0, 1]   

ตอบ  ขอ้ 2. 

 
 
 
 
 
 
 

5. จาก f(x) x (y 0) >  
จะกลายเปน็ 1 2f (x) x (x 0)  >  ดงัรูป 
 
 
 
 
 
ดังนัน้ 2A {x | x x 2 0} {1, 2      R }  
( x 2   ไม่ได้ เพราะ 1f  จะมีค่าเม่ือ x 0> ) 
สรุปวา่ A {1}  เท่านั้น 
 

ข้อ ก. 21 1 6 0     เท็จ 
ข้อ ข. 21 2 3 0     จริง     ตอบ ขอ้ 3. 

 
 

6. ยุบอนกุรมเรขาคณติ ได ้ 2
1 a1 cos 

 
 

ย้ายขา้งสมการได้เป็น 2 a 1cos a
    

 
 

..โจทย์ถามค่าของ cos( 2 )sin( 2 )2   
  

    2[ cos(2 )] [cos(2 )] cos 2         

    
2

2 2 a 1(2 cos 1) 2 1a
            

 

    
2a 2

a
    

 
  ตอบ 

 
 
7. 2cos(2 arcsin x) 2(1 2 sin (arccos x))    
ให้ A arcsin x, B arccos x   
จะได้สมการเป็น cos 2A 2 cos 2B   

2 21 2 sin A 2(2 cos B 1)      
2 2 21 2x 2(2x 1) 2x 1        

1x 2  หรอื 1
2   ตรวจคาํตอบพบวา่ใช้ไดท้ัง้คู ่

 ผลคณูของคําตอบคือ 1
2    ตอบ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

f(x) 
f–1(x) 
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B 

A 

E 

C 

O  20   24 30 

(15,10) 
(24,4) 

40 

20 

8. จัดรูปสมการไฮเพอร์โบลา; 
  

2 216(x 4x 4) 9y 80 64      
2 2(x 2) y 19 16


    

เป็นไฮเพอร์โบลาเปิดซา้ยขวา จดุศูนย์กลาง (2, 0) 
ระยะโฟกสั c 9 16 5    
แสดงว่า จดุโฟกัสคือ ( 3, 0)  กับ (7, 0) 
และจดุปลายแกนสังยุคคอื (2, 4) , (2, 4)  
 
 
 
 
 
 

 สมการวงรีคอื 
2 2

2 2
(x 2) (y) 15 4


   

แจกแจงเปน็ 2 216x 64x 25y 336 0      ตอบ 

 
 
9. 
 
 
 
 
จากรูป a 3, c 2   ..จะได ้b 9 4 5    
แสดงว่า แกนโทของวงรีนี้ยาว 2 5 หน่วย 
 

 สมการวงกลมทีต่้องการ (รัศมี 2 5  หน่วย) 
คือ 2 2 2(x 2) (y 1) (2 5)     

2 2x y 4x 2y 15 0         ตอบ 

 
 
10. จดัรูปสมการแรก; 3 2log 9 log 4x y 16   

2 2x y 16    .....(1) 
สมการทีส่อง; 3 3 3 3log x log y log 9 log 2    

xy 9/2     นั่นคือ 2xy 9  .....(2) 
 

(1)+(2) จะได ้ 2 2x 2xy y 25    
              นั่นคอื (x y) 5    
และ (1)–(2) จะได้ 2 2x 2xy y 7    
              นั่นคอื (x y) 7    
 

 โจทย์ถามคา่ 2 2|x y | (x y) (x y)     

                        5 7    ตอบ 

 

11. จากสมการ 1
2
3

1 2 1 0x
3 1 2 x 5

x2 3 3 9
    

     
          

 

..หาค่า 1x  โดยอาศัยกฎของคราเมอร ์

จะได้ 1
0 2 1 1 2 1

x 5 1 2 3 1 2
9 3 3 2 3 3

   
   

 

        9 30 15 36 32 18 6 3 9 8
   

 
     

 

3 y 6A 3 y
     

 

เป็นเมทริกซเ์อกฐาน แสดงว่า A 0  
23y y 18 0 y 3, 6        

ตอบ ผลบวกของค่า y ทั้งหมดคอื 3  

 
 
12. เขียนกราฟ แรเงา 
และหาจดุยอดมุมได้ดังรปู 
 

(15, 10) P 155   
(20, 0) P 140   
(24, 4) P 188   
(24, 0) P 168   
 น้อยสดุP  เกดิทีจุ่ด (20, 0)     ตอบ a b 20   

 
 
13. จาก |u v| 5 2   
จะได้ 2 2|u| |v| 2u v 50    .....(1) 
และจาก |u v| 26   
จะได้ 2 2|u| |v| 2u v 26    .....(2) 
สมการที ่(1)–(2) ได้เปน็ 4u v 24   
ตอบ u v 6   

 
 
14. 
 
 
 
 
 
BE BC CE CB 2 BA    ˜ ˜ ˜˜ ˜  

     CB 2(CA CB) 3 CB 2 CA      ˜ ˜ ˜ ˜ ˜  
a 3, b 2        ตอบ b a 5   

 

(3,1) (0,1) (5,1) 

(2,0) O (–3,0) 

(2,4) 

(2,–4) 

(7,0) 
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15. เนื่องจากสัมประสทิธิท์ุกตัวเปน็จาํนวนจริง 
และ 1 3 i  เป็นรากหนึ่งของ P(x)  
แสดงว่าต้องมีสังยุคคือ 1 3 i  เป็นรากด้วย 
 

สมมติรากที่เหลอื (ที่เป็นจํานวนจริง) คอื c 
จะได้ P(x) (x c)(x 1 3 i)(x 1 3 i)       
          2(x c)(x 2x 4)     
 

หาค่า c จากทฤษฎีบทเศษเหลือ คือ P(2) 5  
5 (2 c)(4 4 4)      

..ดังนัน้ 3c 4   ตอบ 

 
 

16. ขอ้ ก. 
2

x 1 x 1
2x x 1lim f(x) lim 2(x 1)  

 



 

                  
x 1

(2x 1)(x 1)lim


 
 2 (x 1)

3
2   

ซึ่ง 
x 1

3lim f(x) f( 1) 2
     ด้วย  ..ดังนัน้ ก. ถูก 

 

ข้อ ข. 2(1) 1 1 1f(1) 2(2) 2
 

   

และ 
x 1 x 1

1 xlim f(x) lim
  




(1 x)

1
2(1 x)




 

..ดังนัน้ ข. ถูก 

 
 
17. โจทย์กําหนด f(0) 1  .....(1) 
และ f (1) 4    .....(2) 
ส่วนข้อความ “f มีค่าสงูสดุสัมพทัธ์เป็น 2 ที่ x=1” 
แปลวา่ f(1) 2  .....(3)  และ f (1) 0   .....(4) 
 

จากสมการ (1);  0 0 0 d 1 d 1       
แทนลงในสมการ (3); a b c 1 2     
จาก (4) จะได ้ 3a 2b c 0    
และจาก (2) จะได้ 6a 2b 4    
..แก้ระบบสมการได้ a 1  , b 1 , c 1  

3 2f(x) x x x 1       
 

..หาค่าวิกฤตจาก 2f(x) 3x 2x 1 0       
(3x 1)(x 1) 0 x 1/3         หรอื 1 

แต่โจทย์บอกวา่คา่สูงสุดเกิดที่จดุ x 1  ไปแล้ว 
ดังนัน้ ค่าต่ําสุดต้องเกิดที่จดุ x 1/3   ตอบ 

 
 

18. จากโจทย์ จะได้ 12
sin(2x 3x) 0   

2( 1) (2 sin 3 sin ) 0        
22 sin 3 sin 1 0        

(sin 1)(2 sin 1) 0        
sin 1    หรอื 1/2 

 

แทนลงในสูตร 2cos 2 1 2 sin     
จะได้ cos 2 1    หรือ 1/2     ตอบ  ขอ้ 3. 

 
 
19. พจนท์ั่วไปจากการกระจาย คือ 

   4 10 r r r 40 6r
2
1 110 10(x ) ( ) ( ) xr r 22x

     

 

หาพจน์ทีเ่ป็น 2x  โดยบังคับให ้40 6r 2    

จะได้ r 7   สัมประสิทธิ์คอื 7110 ( ) a7 2
    
 

 

หาพจน์ทีเ่ป็น 4x  โดยบังคับให ้40 6r 4   

จะได้ r 6   สัมประสิทธิ์คอื 6110 ( ) b6 2
    
 

 

ตอบ 
10
7 10! 6!4!a 1 1 2( ) ( )10b 2 7!3! 10! 2 7
6

  
      
 
 
 

  

 
 
20. มีหอ้งในลักษณะดังนี ้ กก  ตต  กต  กต 
จึงตอ้งแบ่ง กรุงเทพฯ 4 คน ออกเป็น 2, 1, 1 
และแบ่ง ต่างจังหวัด 4 คน ออกเป็น 2, 1, 1 ดว้ย 

..แบ่งกลุ่มไดส้่วนละ 2
4!

2!(1!) 2!  วิธ ี
 

เม่ือแบ่งเรียบรอ้ย จะมีกลุ่ม กก, ก, ก, ตต, ต, ต 
ซึ่งกลุ่มที่มี 1 คน สามารถเลือกจบัคู่กัน ได้ 2 แบบ 
 

..ดังนัน้ ตอบ  2 2
4! 4! 2 722!(1!) 2! 2!(1!) 2!    วิธ ี

 

หมายเหต ุ ถ้าคิดว่าห้องต่างกันจะสามารถสลับหอ้ง
ด้วย จะได้ 72 4! 1,728   วิธี (ไม่มีในตัวเลือก) 

 
 
21. มี 2 กรณีคอื แดง-แดง กับ สีอืน่-แดง 

จึงได้ความน่าจะเป็น (3 2) (7 3) 3
10 9 10

  



  ตอบ 
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22. สมมติให้ขอ้มูลเป็น  a, b, c, d, e 
มัธยฐาน 16   แสดงว่า c 16  
ฐานนิยม 15   แสดงว่า a b 15   
พิสัย 5  แสดงว่า e 15 5 20    
ค่าเฉลี่ยเลขคณติ 17  แสดงว่า 
15 15 16 d 20 17 d 195

   
    

..สรุปวา่ ข้อมูลชุดนี้ได้แก ่ 15, 15, 16, 19, 20 

ตอบ 
2 2 2 2 2

2 2 2 1 2 3 22s 5 5
   

   

 
 

23. L
Med

N/2 fMed L I f
  

   
 

 

          18 1249.5 10 20 12
     

 

          57  คะแนน  ตอบ 

 
 

24. จาก 400 450 a 9500.96 400 500 600 1,000
  


  

 

จะได้ a 600  ดังนั้น LI  คํานวณได้จาก 
400(300) 450(220) 600(200) 950(150) 100400(300) 500(220) 600(200) 1,000(150)

  


  
 

96.30    ตอบ 

 
 
ตอนท่ี 3 
25. วธิีที ่1  คิดโดยตรง 
จาก A {5,6, 7,8, ..., 15 , 16, 17, 18, 19,20}   
และ B {1,2, 3, 4, 5, ..., 15}  
X A  และ X B  แสดงว่า 5 ถึง 15 จะอยู่ใน 
X กี่ตวัก็ได ้ไม่อยู่ก็ได้ ..ส่วนนีจ้ัดได้ 112  แบบ 
แต่ 16 ถึง 20 บังคับว่าจะต้องอยู่ใน X ด้วย กีต่วัก ็
ได้ แต่ไม่อยู่เลยไม่ได้ ..สว่นนี้จดัได้ 52 1  แบบ 
 ตอบ 11 5 11(2 ) (2 1) 31 2     
 

วิธีที ่2  คดิโดยลบออก (วิธนีี้สะดวกกว่า) 
คือ จํานวนสับเซตของ A ทุกแบบ ลบออกด้วยแบบ
ที่เป็นสับเซตของ B ด้วย 
จะได้เท่ากับ 16 11 112 2 31 2     ตอบ 

 
 
 

26. จาก xy f(1 e )   และ y 0  
..แสดงว่า y 1  เท่านัน้ 
(เพราะสิ่งที่ไดอ้อกมาจาก f มีเพยีงเลข 0 กับ 1) 
จึงสรุปวา่ gR {1}  
 

และจาก xf(1 e ) 1    จึงได ้ x1 e 0   
xe 1 x 0      ..สรุปวา่ gD (0, )   

 

ดังนัน้ขอ้ที่ถูกคือ ข้อ 4. ตอบ 

 
 

27. 
30 302 2

n 10 n 10
(f f)(n ) f(n 1)

 
    

      
30 30 9 302 2 2

n 10 n 1 n 1 n 10
(n 2) n n 2

   

       
     

      30(31)(61) 9(10)(19) (21)(2)6 6    

         9455 285 42 9128  ตอบ 

 
 
28. คา่ x 80  อยูท่างซีกขวาของโคง้ 
มีพื้นที่วดัไปยังแกนกลาง เทา่กับ 
0.5 0.1587 0.3413   
 
 
 
 
 
เปิดตารางไดค้่า z 1  

..ดังนัน้ 80 641 s 16s


    

 

ตอบ s 16 0.2564X    หรอื 25% 

 
 

        64     80      x 

0.
15

87
 

0.
34

13
 



ข้อสอบเข้ามหาวิทยาลัย ต.ค.42 (3) 
 
ตอนที่ 1   ข้อ 1 – 6 เป็นข้อสอบแบบอัตนัย ขอ้ละ 2 คะแนน 
 
1. พ้ืนที่ของสามเหล่ียมที่มีจุดยอดเป็น จุดกําเนิด 
และจุดโฟกัสทั้งสองของวงรี 2 2x 2y 4x 4y 2 0      เท่ากับเท่าใด 
 

2. ถ้า f (x) 4x  และ 2g(x) x 1


 

แล้ว ค่า x ที่ทําให้ (f g)(x) (g f)(x)   เท่ากับเท่าใด 
 
3. ให้ A เป็นเมทริกซ์มิติ 3 3  

ถ้า 13
1 3M 1 2
    

, 21
1 1M 2 4
    

 และ 32
2 1M 1 0
    

 

แล้ว det A  มีค่าเท่ากับเท่าใด 
 

4. กําหนดให้ 
1x2x 23 3 5(3 )A { x | 5 25 }


  R  

ผลบวกของสมาชิกทั้งหมดของ A มีค่าเท่ากับเท่าใด 
 

5. ให้ u และ v เป็นฟังก์ชันของ x  โดยที่ 2v (x) x 2x   และ u(x)f (x) v (x)  

และ u(3) 9  , u(3) 3   แล้ว ค่าของ f (3)  เท่ากับเท่าใด 
 
6. ในการประชุมคร้ังหนึ่ง มีผู้แทนจาก 3 ประเทศเข้าร่วมประชุม โดยมีผู้แทนประเทศละ 3 คน 
จํานวนวิธีทั้งหมดที่จะจัดให้ผู้แทนแต่ละประเทศต้องนั่งติดกันในการประชุมโต๊ะกลม เท่ากับเท่าใด 
 
 

ตอนที่ 2   ข้อ 1 – 24 เป็นข้อสอบแบบปรนัย ข้อละ 3 คะแนน 
 
1. กําหนดให้ xf (x) 1 x


 และ 2g(x) x 1   

ถ้า gofA D  และ gB D  แล้ว (A B ')  คือเซตในข้อใดต่อไปนี้ 
 1. { 1, 1} R     2. ( 1, )   

3. 1( , 1) (1, )2       4. ( 1, 1) (1, )    
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2. ให้ A { x | x 2 4 }    และ 2 1B { x | 15x 8x 1 0 }      
แล้ว A B  คือเซตในข้อใดต่อไปนี้ 
 1. ( 2, 3) (5,6)      2. (0, 3) (5,6)  
 3. (0, 3) (3, 5) (5,6)     4. ( 2, 0) (0, 3) (5,6)    
 
3. สําหรับจํานวนเต็ม a, b ใด ๆ   ให้ (a, b)   ห.ร.ม. ของ a และ b 
ให้ A {1, 2, 3, ..., 400}   จํานวนสมาชิกของเซต { x A | (x, 40) 5 }   มีค่าเท่ากับข้อใด 
 1. 30       2. 40  3. 60       4. 80 
 
4. พิจารณาการอ้างเหตุผลต่อไปนี้ 
     ก. เหต ุ 1) p (q ~ r)     ข. เหต ุ     1) (p q) r   
  2) q         2) ~(r s)  
  3) r             3) p 
         ผล     p       ผล        ~ q  
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก และ ข สมเหตุสมผล        2. ก สมเหตุสมผล แต่ ข ไม่สมเหตุสมผล 
 3. ก ไม่สมเหตุสมผล แต่ ข สมเหตุสมผล    4. ก และ ข ไม่สมเหตุสมผล 
 
5. เอกภพสัมพัทธ์ U  ที่กําหนดในข้อใดต่อไปนี้ที่ทําให้ประโยค 

2 2x [ 2x x 1 0 x 4x 4 3 ]     < <  มีค่าความจริงเป็นจริง 
 1. U  เซตของจํานวนเต็มบวกคู่  2. U  เซตของจํานวนเต็มบวกคี่ 
 3. U  เซตของจํานวนเต็มลบคู่  4. U  เซตของจํานวนเต็มลบคี่ 
 
6. ให้ f (x) arcsin x , g(x) cos x  และ h(x) (f g)(x)   
พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. โดเมนของ h คือเซตของจํานวนจริง และ g( h(x)) g(x)2  

  

     ข. h เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 
ข้อใดต่อไปนี้เป็นจริง 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 

7. 4{cos A | 0 A 3


< <  และ 5 3 sin 3A  มีค่ามากที่สุด}  

เป็นสับเซตของเซตในข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1 3{ , 0, }2 2     2. 3 1{ , , 0}2 2   

 3. 1 3{0, , }2 2     4. 3 1 3{ , , }2 2 2  
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8. ถ้า A เป็นจุดบนวงกลม 2 2x y 4x 6y 11 0      ซ่ึงอยู่ใกล้กับจุดโฟกัส F ของพาราโบลา 
2x 12x 4y 52 0     มากที่สุด แล้ว ระยะระหว่างจุด A กับ F มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 7 2        2. 8 2   3. 7 2 2       4. 8 2 2  
 
9. ให้ O เป็นจุดกําเนิด, A เป็นจุดบนแกน X และ 
B เป็นจุดในระนาบซ่ึงทําให้เส้นตรง OB มีความชันเท่ากับ 2 และเส้นตรง AB มีความชันเท่ากับ 1 
ถ้า ˆABO   แล้ว 2sec   เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 10
9        2. 11

9   3. 10       4. 11 

 
10. กําหนดให้ a, b เป็นคําตอบของสมการ 3 xlog x 6 log 3 5   โดยท่ี a b  
ถ้า A { x | x [a, b]  I  และ 3 x }  เม่ือ I  เป็นเซตของจํานวนเต็มบวก 
แล้ว A มีจํานวนสมาชิกเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 6       2. 7  3. 18       4. 19 
 

11. กําหนดให้ 
x 5 1

A 0 4 2
0 0 x

 
   

  

 โดยที่ det A 1   และ x เป็นจํานวนจริง 

ถ้า I เป็นเมทริกซ์เอกลักษณ์ขนาด 3 3  แล้ว tdet (2(I A)A )  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 4       2. 8  3. 12       4. 18 
 
12. โรงงานแห่งหนึ่งต้องการผลิตสินค้า A และ B โดยที่มีราคาขายต่อชิ้นเป็น 10 และ 15 บาท 
ตามลําดับ ถ้าโรงงานนี้ผลิตสินค้า A ได้ x ชิ้น และผลิตสินค้า B ได้ y ชิ้น โดยมีอสมการข้อจํากัด
ดังนี้ 
     x 0>          0 y 5< <        x y 10 <       และ  2x y 16 <  
แล้วโรงงานจะขายสินค้าได้เงินมากที่สุดเป็นจํานวนเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 120       2. 125  3. 130       4. 150 
 
13. ถ้า u  และ v  ทํามุมกัน 60  และ u v 37  , u v 13   
แล้ว u v  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 5       2. 7  3. 37        4. 50  
 
14. กําหนดให้ O เป็นจุดกําเนิด OA 3 i 4 j ˜ , OB 5i 2j ˜  
จากจุด A ลากเส้นตรงไปตั้งฉากกับ OB̃  ที่จุด D แล้ว OD̃  คือข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 7 (5 i 2 j)29      2. 7 (5 i 2 j)29   

3. 8 (5 i 2 j)29     4. 8 (5 i 2 j)29   

 
15. ถ้า z 2 2 3 i    เม่ือ 2i 1    แล้ว 17z  อยู่ในควอดรันต์ในข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 1       2. 2  3. 3       4. 4 
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16. พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. ถ้า 3 2A { x | (1 i)x (1 2i)x (1 i)x (1 2i) 0 }         R  แล้ว A [ 1.5, 1.5]   

     ข. ถ้า z เป็นจํานวนเชิงซ้อนซ่ึง 6 1z i8  แล้ว z  เท่ากับ 1
2  

ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 

17. ให้ a เป็นจํานวนจริง กําหนดพจน์ที่ n ของอนุกรมคือ 1 (n 2) a
1 a

 


 

ถ้าพจน์ที่ m คอื 1 38 a
1 a



 แล้ว ผลบวก m พจน์แรกของอนุกรมนี้มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 40 740 a
1 a



    2. 40 790 a
1 a



 

3. 20 720 a
1 a



    4. 20 760 a
1 a



 

 

18. กําหนดให้ f เป็นฟังก์ชันต่อเนื่อง โดยที่ 
3 2

2
x x 4x 4f (x) 4 x
  




 เม่ือ x 2   

และ f (2) a, f ( 2) b    แล้ว a และ b เป็นจริงตามข้อใดต่อไปนี้ 
 1. a 1, b 3       2. a 1, b 3   

3. a 1, b 3       4. a 1, b 3    
 
19. ถ้า f เป็นฟังก์ชันซ่ึงมีกราฟผ่านจุด (0, 2) และ 2f(x) 3x 12x 9     
แล้ว ค่าสูงสุดสัมพัทธ์ของ f เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 2       2. 3  3. 6       4. 8 
 
20. ในจํานวนเด็ก 12 คน มีเด็กถนัดซ้าย 4 คน ถ้าเลือกเด็ก 5 คนโดยการสุ่มจากเด็กเหล่านี้ 
แล้ว ความน่าจะเป็นที่จะมีเด็กถนัดซ้ายอยู่ในกลุ่มที่เลือกเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 35
99        2. 47

99   3. 6399        4. 9299  

 
21. ให้ A {1, 2, 3}  และ B {3, 4}  
ถ้า S { f : A B  A B | f   เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง}  
แล้ว จํานวนสมาชิกของ S เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 120       2. 240  3. 360       4. 480 
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22. พิจารณาข้อมูลของ x และ y ดังนี้ 
 

x –3 –1 0 1 3 
y 0 a a+3 a+4 a+6 

เม่ือ a เป็นค่าคงที่ 
 

ให้ x และ y มีความสัมพันธ์เชิงฟังก์ชันเป็นกราฟเส้นตรง โดยที่ความชันเท่ากับ 1.55 
ถ้า x 4  จะประมาณค่า y ได้เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 8.7       2. 10.8  3. 11.2       4. 12.8 
 
23. แผนภูมิวงกลมต่อไปนี้แสดงจํานวนนักเรียนทั้งหมด 500 คนของโรงเรียนแห่งหนึ่ง 
จําแนกตามคะแนนสอบวิชาหนึ่ง 
 

          1. นักเรียนที่ได้คะแนน 1 – 20 คะแนน 
     2. นักเรียนที่ได้คะแนน 21 – 40 คะแนน 
     3. นักเรียนที่ได้คะแนน 41 – 60 คะแนน 
     4. นักเรียนที่ได้คะแนน 61 – 80 คะแนน 
     5. นักเรียนที่ได้คะแนน 81 – 100 คะแนน 

 
ถ้าความแปรปรวนของคะแนนสอบเท่ากับ 481.44 
พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. คร่ึงหนึ่งของนักเรียนโรงเรียนนี้ได้คะแนนมากกว่า 40 คะแนน 
     ข. สัมประสิทธิ์ของการแปรผันของคะแนนสอบวิชานี้เท่ากับ 0.50 
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
24. ในปี พ.ศ. 2540 สุเมธมีรายได้เดือนละ 15,000 บาท โดยที่รายได้ต่อเดือนที่แท้จริงของเขาเป็น 
12,500 บาท เทียบกับปี พ.ศ. 2538 
ถ้าดัชนีราคาผู้บริโภคในปี พ.ศ. 2541 สูงกว่าปี พ.ศ. 2540 อยู่ 5% 
แล้ว ค่าครองชีพในปี พ.ศ. 2541 สูงกว่าปี พ.ศ. 2538 เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
(โดยคิดจากดัชนีราคาผู้บริโภค เม่ือใช้ปี พ.ศ. 2538 เป็นปีฐาน) 
 1. 20%       2. 25%  3. 26%       4. 30% 
 
 

ตอนที่ 3   ข้อ 25 – 28 เป็นข้อสอบแบบปรนัย ข้อละ 4 คะแนน 
 
25. ให้ F(x) f (g(x))   ถ้า 3g(x) x 2x 2    และ 3F(x)dx 5x 2x c    
แล้ว ค่าของ f (5)  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 6       2. 5  3. 4       4. 3 
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26. กําหนดให้ x 7f (x) 24
   

 
  เม่ือ 3 x 3  <  

และ f (x 6) f (x)   ทุก ๆ  x  R  
ถ้า g(x) A arcsin x   โดยที่ A [0, ]   และ cos A 2/ 5  
แล้ว ค่าของ 1(g f)(5)   เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1
10        2. 1

5   3. 1
5
        4. 1

10
  

 
27. กล่องใบหนึ่งบรรจุขนมชั้น 24 ชิ้น แต่ละชิ้นมี 4 ชั้น ๆ  ละสี ซ่ึงมีสีเขียว ขาว แดง เหลือง 
และการเรียงลําดับสีของแต่ละชิ้นทั้ง 24 ชิ้นแตกต่างกันหมด ถ้าหยิบขนม 1 ชิ้นจากกล่องนี้โดยสุ่ม 
แล้ว ความน่าจะเป็นที่ชิ้นที่หยิบได้มีสองชั้นบนไม่ใช่สีแดงและไม่ใช่สีเหลืองเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1
24        2. 1

12   3. 1
6        4. 1

4  

 
28. ถ้าคะแนนสอบวิชาภาษาอังกฤษของนักศึกษาในมหาวิทยาลัยแห่งหนึ่งมีการแจกแจงปกติ โดยมี
คะแนนเฉล่ียและความแปรปรวนของคะแนนเท่ากับ 60 และ 25 ตามลําดับ และผู้สอนกําหนดว่า
นักศึกษาที่จะสอบผ่านต้องได้คะแนนไม่น้อยกว่า 54 คะแนน ถ้านายขาว นายแดง และนายดํา สอบ
ได้คะแนนอยู่ในตําแหน่งเปอร์เซนไทล์ที่ 10, 15 และ 33 ตามลําดับ 
จงพิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. นายขาวสอบไม่ผ่าน แต่นายแดงและนายดําสอบผ่าน 
     ข. นายดําสอบได้ 57.8 คะแนน 
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 

กําหนดตารางแสดงพืน้ที่ใต้โค้งปกติดังนี ้
พื้นที่จาก z=0 ถึง z=0.24 เท่ากบั 0.0948 
พื้นที่จาก z=0 ถึง z=0.44 เท่ากบั 0.1700 
พื้นที่จาก z=0 ถึง z=1.2 เท่ากับ 0.3849 
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เฉลยคําตอบ 
 

อัตนัย 1. 2 2. 0.2 3. 15 4. 1 5. 5 6. 432 
ปรนัย 1. 4  2. 4 3. 2 4. 3 5. 4 6. 2 7. 2 8. 1 
 9. 1 10. 2 11. 4 12. 2 13. 2 14. 2 15. 3 16. 1 
 17. 1 18. 4 19. 3 20. 4 21. 3 22. 3 23. 4 24. 3 
 25. 1 26. 1 27. 3 28. 1 

 
เฉลยวิธีคิด 

 
ตอนท่ี 1 
1. จัดรูปสมการ; 

   
2 2(x 4x 4) 2(y 2y 1) 2 4 2         

2 2(x 2) 2(y 1) 8       
2 2(x 2) (y 1) 18 4

 
    

เป็นวงรีแนวนอน มีจุดศูนย์กลางที่ ( 2, 1)  
ระยะโฟกสั c 8 4 2     
 จุดโฟกสัคือ 
( 4, 1)  กับ (0, 1) 
เขียนรปูไดด้ังนี้.. 
 

ตอบ  พืน้ที ่ 1 4 1 22      ตร.หน่วย 

 
 
2. จาก (f g)(x) (g f)(x)   

นั่นคอื 2 24 x 1 4x 1
     

 

8 2 8(4x 1) 2(x 1)x 1 4x 1     
 

 

30x 6        ..ดังนั้น x 0.2   ตอบ 

 
 

3. สมมต ิA
   
    
    

 

จาก 13M  จะได้ A 1 3
1 2
   

   
  

 

จาก 21M  จะได้ 
1 1

A 1 3
1 2 4
  

   
  

 

และจาก 32M  จะได้ 
2 1 1

A 1 3 0
1 2 4
 

  
  

 

ตอบ det(A) 3 4 24 2 15       

 
 
4. จาก x 1/ 22x3 3 10(3 )5 5    
ตัดฐานที่เท่ากันออก จะได้ x 1/22x3 3 10(3 )   

ให้ x3 A  จะไดส้มการเป็น 2 10A 3 A3   

23A 10A 3 3 0     

( 3A 1)(A 3 3) 0     

ดังนัน้ 1A 3  หรอื 3 3  

x 1/23 3   หรอื 3/23   ..จะได้ 1 3x ,2 2   

ตอบ  ผลบวกคําตอบคอื 1 

 
 

5. จาก 2
v(x)u(x) u(x)v(x)f(x) [v(x)]

 
   

จะได้ 
 2

v(3)u(3) u(3)v(3)f(3) v(3)
 

   

( 2v(3) 3 2(3) 3    และ v(3) 2(3) 2 4    ) 
 

ตอบ  2
(3)(3) ( 9)(4)f(3) 5(3)

     

 
 
 
 
 
 

1 
2     2 
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6.             มองเป็นกลุ่มละ 3 คน 
    จาํนวน 3 กลุม่ ดังรปู 
 
 
สลับคนภายในกลุ่ม (เสน้ตรง) ได้ 3!3!3!  แบบ 
สลับระหวา่งกลุ่มภายนอก (วงกลม) ได้ 2!  แบบ 
ตอบ  3(3!) 2! 432   วิธ ี

 
 
ตอนท่ี 2 
1. หา gD  จากเงือ่นไขในรูท้ 

คือ 2x 1 0 (x 1)(x 1) 0   > >  
ดังนัน้ gB D ( , 1] [1, )       
 

หา gofD   ..เนือ่งจาก 2(g f)(x) (f(x)) 1   

แสดงว่า f(x) ต้องอยู่ในช่วง ( , 1] [1, )     

กรณซี้าย x x 1 x1 01 x 1 x
 

 
 

< <  

1 0x 1


>    ..จะได้ x 1  

กรณขีวา x x 1 x1 01 x 1 x
 


 

> >  

2x 1 0x 1





<    ..จะได้ 1/2 x 1<  

ดังนัน้ gofA D [1/2, 1) (1, )     
 

ตอบ A B' ( 1, 1) (1, )      

 
 
2. เซต A;  4 x 2 4 2 x 6         
ดังนัน้ A ( 2,6)   
เซต B;  นํา 2x  คูณสองขา้ง (โดยที่ x 0 ) 
จะได้ 215 8x x 0 (x 3)(x 5) 0        

x 3 หรือ x 5, x 0          
ดังนัน้ B ( , 0) (0, 3) (5, )      
ตอบ A B ( 2, 0) (0, 3) (5,6)      

 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. เนือ่งจาก 340 2 5   
“ห.ร.ม. ของ x กับ 40 เท่ากับ 5” แสดงว่า 
ตัวประกอบของ x ต้องมี 5 อยู ่และตอ้งไม่มี 2 อยู ่
..สรุปวา่ x เป็นเลขคี ่ที ่หารด้วย 5 ลงตวั นั่นเอง 
ได้แก่ 5, 15, 25, 35, ..., 395 
รวม 40 จํานวน  ตอบ 
 

หมายเหต ุ วิธีคิดแบบละเอียดเป็นดังน้ี 
“หรม. ของ x กับ 40 เป็น 5” แปลว่า x หารด้วย 
5 ลงตัว แต่ x หารด้วย 2 ไม่ลงตัว จะนับได้จาก 
n (หารด้วย5ลงตัว) – n (หารด้วยทั้ง5และ2ลงตวั) 

n{5, 10, 15, ..., 400} n{10,20, 30, ...400}   
80 40 40    จํานวน 

 
 
4. ข้อ ก. จากเหต ุ(1) เขียนเปน็ q (p ~r)   
นําไปรวมกับเหต ุ(2) จะได้เปน็ p ~r  
หรือเขียนเป็น r ~p  ..จากนั้นนําผลที่ได้ไปรวม 
กับเหต ุ(3) อกี ก็จะได้ผลสรุปคอื ~p  
..แต่ผลที่ให้มาในโจทย์คอื p ตรงข้ามกับผลท่ีเราได้ 
ดังนัน้ ข้อ ก. ไม่สมเหตุสมผล 
 

ข้อ ข. จากเหตุ (2) คอื ~r ~s  สามารถแยกข้อ
เป็นเหต ุ~r  และเหตุ ~s  ได้ (เปน็จรงิทั้งคู)่ 
..นําเหต ุ~r  ไปรวมกับเหต ุ(1) จะได้ผลเป็น 
~(p q)  ก็คอื ~p ~q  ก็คอื p ~q  
ดังนัน้เม่ือรวมกับเหต ุ(3) ก็จะไดผ้ลสรุป ~q  
ดังนัน้ ข้อ ข. สมเหตสุมผล 

 
 
5. จาก 22x x 1 0  <  

(2x 1)(x 1) 0   <   ..จะได้ 1 x 1/2 < <  

และจาก 2(x 2) 3 |x 2| 3  < <  
3 x 2 3  < <    ..จะได้ 1 x 5 < <  

นํามาอนิเตอร์เซค เพราะเช่ือมด้วย “และ” 
จะได้วา่ ข้อความในโจทย์คือ x [ 1 x 1/2]  < <  
..ดังนัน้ ตอบ ข้อ 4. (เพราะมี x 1   ที่ใช้ได้) 
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C(–2,3) 
A 

F(6,–5) 

A O C 

B 

  



6. ข้อ ก. h(x) arcsin(cos x)  
๏ โดเมนเปน็จาํนวนจริงใด ๆ    ..ถูกต้อง 
เพราะไม่ว่า x เป็นเทา่ใดก็หา cos x ได้เสมอ และ 
ไม่ว่า cos x จะมีค่าเท่าใด ก็ยงัหา arcsin ได้เสมอ.. 
 

๏ ต่อมาพจิารณา g( h(x)) cos( h(x))2 2  
   

sin[h(x)] sin(arcsin(cos x)) cos x g(x)     
ก็ถูกตอ้งเช่นกัน       ดังนั้น ขอ้ ก. ถูก 
 

ข้อ ข.  h เปน็ฟงัก์ชันหนึง่ตอ่หนึง่  ..ผดิ 
เพราะ x ที่ตา่งกนัสามารถให้คา่ h(x) เหมือนกนัได ้
เช่น x 0 h(x) arcsin(cos 0) arcsin 1 /2      
x 8 h(x) arcsin(cos 8 ) arcsin 1 /2       
ดังนัน้ ข้อ ข. ผดิ 

 
 
7. 5 3 sin 3A  มีคา่มากทีส่ดุ 
แสดงว่า sin 3A  จะตอ้งมีค่านอ้ยที่สดุ 
นั่นคอื sin 3A 1   
 

พิจารณาในช่วง 0 3A 4< <  

จะได้วา่ 3 7 73A , A ,2 2 2 6  
     


3cos A 0, 2       ตอบ ข้อ 2. 

 
 
8. จัดรูปสมการพาราโบลา; 

  
2(x 12x 36) 4y 52 36       

2(x 6) 4( 1)(y 4) c 1         
เป็นพาราโบลาคว่ํา, จุดยอดอยู่ที ่(6, 4)  
จุดโฟกัสอยู่ที ่(6, 5)  
 

จัดรูปสมการวงกลม; 
   

2 2(x 4x 4) (y 6y 9) 11 4 9          
2 2(x 2) (y 3) 2      

 จุดศูนย์กลางอยูท่ี่ ( 2, 3) , รัศมี 2  หน่วย 
 
 
 
 
 

จากรูป ระยะ 2 2AF CF CA ( 8 8 ) ( 2)      

              8 2 2 7 2    หน่วย  ตอบ 

 

9. 
 
 
 
 
 
 
 

ˆtan 1 tan ABC 1       
1ˆtan 2 tanOBC 2     

ดังนัน้ ˆ ˆtan tan (ABC OBC)    
1 1/2 1

1 (1)(1/2) 3


 


 

หรือคิดจากสูตร 1 2
1 2

m m 2 1 1tan 1 mm 1 2 3
 

   
 

 

ตอบ 2 2 1 10sec tan 1 19 9        

 
 

10. ให ้ 3A log x  จะได้ 6A 5A   
2A 5A 6 0 A 2, 3       

x 9, 27         a 9, b 27    
 

สมาชิกของ A คือจาํนวนเต็มในช่วง [9,27]  ทีห่าร
ด้วย 3 ลงตัว ..ซึ่งได้แก ่9, 12, 15, 18,21,24,27  
ตอบ  เซต A มีจํานวนสมาชิกเทา่กับ 7 

 
 

11. 2det A 4x 1      1x 2   หรือ 1
2  

โจทย์ถาม t 3det(2(I A)A ) 2 det(I A)det(A)    
                        8 det(I A)    
ดังนัน้ตอ้งหาค่า det(I A)  ก่อน 
 

กรณ ี
1/2 5 11x A 0 4 22 0 0 1/2
 
    
  

 

1/2 5 1 9I A 0 3 2 det(I A) 40 0 3/2
 
        
 
 

 

กรณ ี
3/2 5 11x I A 0 3 22 0 0 1/2
 
      
 
 

 

9det(I A) 4     เช่นกัน 

ดังนัน้ คําตอบคอื 98( ) 184      ตอบ 
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O B 

A 


D 

O     8   10 

(6,4) 5 
(5,5) 

12. เงินได้ 10x 15y   
เขียนกราฟอสมการขอ้จํากดั 
และหาจดุยอดมุมได้ดังรปู 
 

(0,5)  ..ได ้75 บาท 
(5,5)  ..ได ้125 บาท 
(6, 4)   ..ได ้120 บาท 
(8, 0)   ..ได ้80 บาท 
ตอบ  ได้เงนิมากที่สดุเท่ากับ 125 บาท 

 
 
13. จาก |u v| 37   
จะได้ 2 2|u| |v| 2|u||v| cos60 37    
นั่นคอื 2 2|u| |v| |u||v| 37    .....(1) 
 

..และเช่นเดียวกนั จาก |u v| 13   
จะได้ 2 2|u| |v| |u||v| 13    .....(2) 
 

สมการ (1)+(2) หาร 2;  2 2|u| |v| 25   
สมการ (1)–(2);  2 |u||v| 24  
บวกกันได ้ 2 2|u| 2|u||v| |v| 49    

2(|u| |v|) 49 |u| |v| 7        ตอบ 
(เป็นค่าบวกเสมอ เพราะเป็นขนาดเวกเตอร์) 

 
 
14.   จากรูป จะได ้

|OD| |OA|cos ˜ ˜  
 
 
 
 
ซึ่งหาค่าไดจ้าก OB OA |OB||OA| cos  ˜ ˜ ˜ ˜  

จะได้ (5)(3) ( 2)(4) 29 |OA| cos   ˜  

|OA| cos 7/ 29  ˜  
 

ดังนัน้ OD̃  คือเวกเตอร์ขนาด 7/ 29  หนว่ย 

ในทิศเดียวกับ OB̃  

ตอบ 7 5 i 2 j 7OD ( ) (5 i 2 j)2929 29


  ˜  

 
 
 
 

15. จากโจทย์ 2z 4 3 
  

ดังนัน้ 17 17 34z 4 3 
  

ซึ่งมุม 34 4103 3 
     ..อยู่ใน 3Q  ตอบ 

 
 
16. ขอ้ ก. จดัรปูสมการไดด้ังนี ้

2 2(1 i)x [x 1] (1 2i)[x 1] 0       
2[(1 i)x (1 2i)] [x 1] 0       

คําตอบของสมการคอื 1 2ix , 1, 11 i


  


 

แต่มีเงื่อนไข x  R  เทา่นัน้ ..จงึได ้A {1, 1}   
เป็นสับเซตของช่วง [ 1.5, 1.5]  จริง ๆ   ..ข้อ ก. ถูก 
 

ข้อ ข.  จะได ้ 6 6 1 1|z | |z| i8 8    

ดังนัน้ 6 1 1|z| |z| 8 2    จรงิ ๆ   ..ข้อ ข. ถูก 

ตอบ ข้อ 1. 

 
 
17. จากพจน์ที ่m ที่กาํหนดมา เม่ือเทียบกับรูป
ทั่วไป จะได ้m 2 38      m 40   
..และเม่ือสังเกตรูปแบบของรปูทัว่ไป จะพบว่า
อนุกรมนี้เปน็อนกุรมเลขคณติ (เป็น n ดีกรี 1) 
 

จึงใช้สตูร n 1 n
nS (a a )2   

40
40 1 a 1 38 aS 2 1 a 1 a

  
   

  
 

      2 37 a 40 740 a20 1 a 1 a
  

  
  

 ตอบ 

 

หมายเหต ุถ้าไม่ได้สังเกตว่าเป็นอนุกรมเลขคณติ 
จะหาผลรวมด้วยสูตรซิกม่าก็ได้ 

 
 

18. 
2

2
(x 4)(x 1)f(x) x 14 x

 
   


  เม่ือ x 2   

..ถ้าจะใหเ้ป็นฟังก์ชันตอ่เนื่อง 
จะตอ้งให ้

x 2
f(2) lim f(x) 2 1 1


       

และ 
x 2

f( 2) lim f(x) ( 2) 1 3


        

ตอบ ข้อ 4. 
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19. จากโจทย์จะได้ 3 2f(x) x 6x 9x C     
..กราฟผ่านจุด (0,2)  หมายความวา่ f(0) 2  
นั่นคอื C 2  

3 2f(x) x 6x 9x 2      
 

หาค่าสูงสุด คิดจาก 2f(x) 3x 12x 9 0      
จะได้คา่วิกฤตเปน็ x 1  หรอื 3 
..ซึ่งคา่ของ f(1) 1 6 9 2 6      
และค่าของ f(3) 27 54 27 2 2      
 

ตอบ ค่าสูงสุดสมัพัทธ์เทา่กับ 6 

 
 
20. ความนา่จะเป็นที ่“มี” ควรคดิโดยวธิีลบออก 
..คือ ความนา่จะเป็นรวม (เทา่กับ 1) ลบด้วย ความ
น่าจะเป็นที่ “ไม่มี” (นั่นคือ ได้เดก็ถนัดขวาล้วน) 

ตอบ 
8
5 8!5!7! 921 112 5!3!12! 995

  
    
  
 

 

 
 
21. เนือ่งจาก n(A B) 4   
และ n(A B) 3 2 6     
..ดังนัน้ ฟังก์ชัน 1–1 จาก (A B)  ไป (A B)  
มีทั้งหมด 6 5 4 3 360     แบบ 
ตอบ  จาํนวนสมาชิกของ S คือ 360 

 
 
22. จาก y m x cN     
จะได้ 4a 13 1.55(0) c(5)    .....(1) 
และจาก 2xy m x c x      
จะได้ 3a 22 1.55(20) c(0)    .....(2) 
..แก้ระบบสมการได้ a 3, c 5   
ดังนัน้ สมการที่ใช้ประมาณคา่คอื Ŷ 1.55X 5   
ตอบ ถ้า x 4  จะได ้ Ŷ 1.55(4) 5 11.2    

 
 
 
 
 
 
 
 

23. ขอ้ ก. 
เกิน 40 คะแนน มีอยู่ 24 10 6 40%    
(ไม่ใช่ครึ่งหนึง่ของนกัเรียน)    ..ดังนัน้ ข้อ ก. ผิด 
 

ข้อ ข. 
 
 
 
 
 
 

X a ID   

  40 40 10 12
10050.5 (20)        

 
 

  38.9  คะแนน 

สัมประสิทธิ์การแปรผัน s 481.44 0.5638.9X    

..ดังนัน้ ข้อ ข. ผดิ         ตอบ ข้อ 4. 

 
 

24. ดัชนีปี 40 เทียบ 38 15,000
12,000 100 120    

ดัชนีป ี41 สูงขึน้ 5% ดังนัน้ 

ดัชนีป ี41 เทียบ 38 105120 126100    

ตอบ 26% 

 
 
ตอนท่ี 3 
25. จาก 3 2dF(x) (5x 2x c) 15x 2dx      

ดังนัน้ 2(f g)(x) 15x 2   
 

..จากกฎลูกโซค่ือ (f g) (x) f(g(x)) g(x)     
ในข้อนี้จะได้ 230x f(g(x)) (3x 2)    
ต้องการหาคา่ f (5)  จึงตอ้งให้ g(x) 5  
จะสังเกตได้วา่ควรแทน x ดว้ย 1 
(ใช้วิธีเดาเลข เพราะแก้สมการได้ยาก) 
..จะได้ 30 1 f(5) (3 2)     

ตอบ 30f(5) 65    

 
 
 
 
 
 

คะแนน ความถี่ d 
1 – 20 
21 – 40 
41 – 60 
61 – 80 
81 – 100 

20% 
40% 
24% 
10% 
6% 

–2 
–1 
0 
1 
2 
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26. 1 1(g f)(5) g (f(5))   
แทน x 5  ทันทีไม่ได ้เพราะนิยามแคใ่นช่วง 
3 x 3  <  ..จึงต้องใช้วิธลีดทอนค่า x 

ตามเงือ่นไข f(x 6) f(x)    
แทนค่า x ด้วย –1 จะได้ f(5) f( 1)   

1 1 1 16g (f(5)) g (f( 1)) g ( ) g ( )24 4
       

   

 
..จาก g(x) A arcsin x   

ค่า 1g ( )4
   ก็คอืคา่ x ที่ทาํให ้A arcsin x 4 

  

x sin( A) sin cos A cos sin A4 4 4    
    

          1 2 1 1 1
5 52 2 10      ตอบ 

 
 
27. สองช้ันบนไม่ใช่สีแดงและเหลือง 
แสดงว่าต้องเป็นสีเขียวและขาว สลับกันได ้2! แบบ 
สองช้ันลา่งก็จะเป็นแดงและเหลอืง สลับได้ 2! แบบ 

..ดังนัน้ ความนา่จะเป็น 2!2! 1
24 6   ตอบ 

 

หมายเหต ุวิธีทั้งหมด 24 แบบ ก็มาจาก 4! น่ันเอง 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

28. ขอ้ ก. ทดลองคิดที่เกณฑ์ 54 คะแนนพอด ี

จะได้ 54 60z 1.25


    

..อยู่ทางซีกซา้ยของโค้ง มีพืน้ทีว่ัดไปยังแกนกลาง
เท่ากับ 0.3849  ..จึงคิดเปน็ 11.51P  
ข้อ ก. ถูก เพราะมีขาวคนเดียวทีไ่ด้ไม่ถึง 11.51P  
 

ข้อ ข. คดิที่ตาํแหน่งนายดาํ คือ 33P  
..อยู่ทางซีกซา้ยของโค้ง มีพืน้ทีว่ัดไปยังแกนกลาง
เท่ากับ 0.1700 

จึงได ้ ดําx 60z 0.44 5


    

ดําx 57.8    คะแนน    ..ข้อ ข. ถูก 

 
 



ข้อสอบเข้ามหาวิทยาลัย มี.ค.43 (4) 
 
ตอนที่ 1   ข้อ 1 – 6 เป็นข้อสอบแบบอัตนัย ขอ้ละ 2 คะแนน 
 
1. ให้ A {0, 1, 2, ..., 20}     
และ B { x A | |x|   เป็นจํานวนเต็ม }  
จํานวนสมาชิกของเซต { C B | 0 C   และ 1 C }  เท่ากับเท่าใด 
 
2. ถ้า x เป็นรากของสมการ 3x 1 x 5x 1 x2 6 25 75     แล้ว x มีค่าเท่ากับเท่าใด 
 

3. ถ้า 
5 4 6

A 2 0 7
1 2 0

 
   
  

 และ 13 23C (A) C (A)B 3 2
    

 แล้ว 1det (B )  มีค่าเท่ากับเท่าใด 

 
4. ในการทอดลูกเต๋า 2 ลูกพร้อมกัน 1 คร้ัง ความน่าจะเป็นที่ผลบวกของแต้มบนหน้าลูกเต๋า 
ทั้งสองลูก จะเป็นเลขที่หารด้วย 4 ไม่ลงตัว มีค่าเท่ากับเท่าใด 
 
5. ถ้าให้สมการที่ใช้แทนความสัมพันธ์เชิงฟังก์ชันที่ใช้สําหรับการประมาณจํานวนห้องพักที่มีแขกมา
พักจริง (แทนด้วย y) จากจํานวนห้องพักที่มีการจองล่วงหน้า (แทนด้วย x) คือ y a 0.75x   
โดยที่ X 40  และ Y 60  
ถ้า x 60  แล้ว จํานวนห้องพักที่มีแขกมาพักจริงโดยประมาณเท่ากับเท่าใด 
 
6. กําหนดดัชนีราคาผู้บริโภคของปีต่าง ๆ  โดยมีปี 2535 เป็นปีฐาน ดังนี้ 
 

ปี 2535 2536 2537 
ดัชนี 100 90 108 

 

ถ้ารายได้ที่เป็นตัวเงินของชายผู้หนึ่งในปี 2536 เท่ากับ 900 บาท และรายได้ที่แท้จริงของเขา 
ในปี 2537 เท่ากับรายได้ที่แท้จริงของเขาในปี 2536 เม่ือเทียบกับรายได้ในปี 2535 
แล้ว รายได้ที่เป็นตัวเงินที่เขาควรจะได้รับในปี 2537 เท่ากับเท่าใด 
 
 

ตอนที่ 2   ข้อ 1 – 24 เป็นข้อสอบแบบปรนัย ข้อละ 3 คะแนน 
 
1. กําหนดให้ S เป็นเซตคําตอบของอสมการ 2x 8x 20<  
ถ้า A { x S | x   เป็นจํานวนเฉพาะบวก}  และ B { x S | x   เป็นจํานวนเต็มคี่ }  
แล้ว (A B) (B A)    มีจํานวนสมาชิกเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 11       2. 15  3. 21       4. 23 
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2. ให้ S {0, 1, 2, ..., 7}  
และ นิยาม a b   เศษเหลือจากการหารผลคูณ ab ด้วย 6 ทุก a, b S  
พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. x 1 x   ทุก x S       ข. {4 x | x S} {0, 2, 4}    
ข้อใดต่อไปนี้เป็นจริง 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก แต่ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด แต่ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
3. นิเสธของข้อความ x [P(x) ~ Q(x)]   คือข้อความในข้อใดต่อไปนี้ 
 1. x [P(x) ~ Q(x)]     2. x [~P(x) Q(x)]   
 3. x [P(x) Q(x)]     4. x [Q(x) P(x)]   
 
4. กําหนดให้ เหตุ 1) ~ p ~ q    3) q t  
   2) p (r s)     4) ~ t  
ผลในข้อใดต่อไปนี้ทําให้การอ้างเหตุผลนี้ สมเหตุสมผล 
 1. s r      2. s ~ r  
 3. r ~ s     4. ~ r s  
 

5. กําหนดให้ 2r {(x, y) | y 9 x }    และ 2
1s {(x, y) | y }

x 9
 


 

พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. 1r sD R           ข. 1r sR D (0, )    

ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
6. กําหนดให้ 3 2f (x) ax x x b     เม่ือ a, b เป็นจํานวนจริง 
และ f (1) 3 , f (1) 0   
ถ้า g(x) f (x)  แล้ว (g f)( 1)  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 16        2. 4   3. 4       4. 16 
 
7. ถ้าสามเหล่ียม ABC มีมุม BAC 45  , มุม ACB 60   และด้าน AC ยาว 20 นิ้ว 
แล้วพ้ืนที่ของสามเหล่ียม ABC มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 300 2
3 1

 ตารางหน่วย  2. 300 3
3 1

 ตารางหน่วย 

3. 200 2
3 1

 ตารางหน่วย  4. 200 3
3 1

 ตารางหน่วย 

 

8. 1 3 3 1 4 4sec (arcsin arccos ) tan (arcsin arccos )2 5 5 2 5 5
       

  
 มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 2        2. 3   3. 1 2       4. 2 3  
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9. กําหนดให้เส้นตรง 3x 4y 5 0    ขนานกบัเส้นตรง x ky 5 0    เม่ือ k เป็นจํานวนจริง 
ถ้าวงกลมซ่ึงมีเส้นตรงทั้งสองนี้เป็นเส้นสัมผัส มีจุดศูนย์กลางอยู่บนแกน Y และผ่านจุด (a, 1/4)  
แล้ว a  เท่ากับขอ้ใดต่อไปนี้ 
 1. 6/2        2. 7/2   3. 2        4. 3  
 
10. ให้ C เป็นวงกลม 2 2x y 2x 4y 20 0      มีจุดศูนย์กลางอยู่ที่จุด (h, k) และมีรัศมี r 
สมการพาราโบลาซ่ึงมี (h, k) เป็นจุดยอด และ x r  เป็นสมการไดเรกตริกซ์ คือข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 2y 4y 20x 16 0       2. 2y 4y 16x 12 0     
 3. 2y 4y 16x 12 0       4. 2y 4y 16x 14 0     
 

11. 3
3 3 27log

( 3 5 3 6)


 
 มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1/ 4
3

3 log (3 2)4      2. 1/2
3

1 log (3 2)4    

 3. 3
3 1 log 194 4     4. 3

1 1 log 194 4  

 

12. กําหนดให้ cos 2x sin x cos xA 2 sin 3x cos 3x
    

 และ 

2S { x [0, ] | 2det(A ) 3 3 det(A) det( 3I) 9      เม่ือ I คือเมทริกซ์เอกลักษณ์มิติ 2 2 }       
ผลบวกของสมาชิกทั้งหมดของ S มีค่าเท่ากับขอ้ใดต่อไปนี้ 

 1. 26
        2. 3

6
   3. 4

6
        4. 56

  

 
13. แม่ค้าคนหนึ่งทําขนมขายส่งสองชนิด โดยขายขนมชนิดแรกราคาชิ้นละ 12 บาท ชนิดทีส่องราคา
ชิ้นละ 10 บาท ถ้าแม่ค้าทําขนมชนิดแรก x ชิน้ และชนิดที่สอง y ชิ้น โดยมีอสมการข้อจํากัดดังนี้ 
     x 0, y 0> >        5x 6y 15000 <       และ  3x 2y 6000 <  
แล้ว แม่ค้าจะขายขนมได้เงินสูงสุดเม่ือขายขนมทั้งสองชนิดรวมกันเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 2575 ชิ้น      2. 2625 ชิ้น 3. 2875 ชิ้น      4. 3205 ชิ้น 
 
14. ให้ u i 3 j  , v 2 i j   
ถ้า   เป็นมุมระหว่าง (u v)  และ (u v)  แล้ว cos   มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1
5        2. 2

5   3. 1
5        4. 25  

 
15. กําหนดให้ u v 3   และ u v 2    จงพิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. u v  เป็นเวกเตอร์หนึ่งหน่วย     ข. 2 2u v 3   
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
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16. ถ้า 1z cos 12 i sin 12     และ 2z cos 16 i sin 16      

แล้ว 
15

1
2

z
z

 
 
 

เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1 3 i
2

        2. 1 3 i
2

   3. 3 i
2

        4. 3 i
2

   

 
17. ให้ 1 2 3 4z , z , z , z  เป็นรากของสมการ 4 2z z 2 0    

1 2 3 4z z z z    มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 2       2. 4  3. 5/22        4. 9/42  
 
18. ถ้าลําดับเลขคณิต 1 2 3a , a , a , ...  มีพจน์ที่ 10 และพจน์ที่ 15 เป็น 19  และ 34  ตามลําดับ 

แล้ว 
20

i
i 1

(a 2 i)


  เท่ากับขอ้ใดต่อไปนี้ 

 1. 30        2. 15   3. 10       4. 20 
 
19. กําหนดให้ 3 2f (x) x cx 9x    เม่ือ c เป็นจํานวนจริง 
ถ้าค่าวิกฤตค่าหนึ่งของ f คือ 1 แล้ว f เป็นฟังก์ชันลดในเซตใดต่อไปนี้ 
 1. ( 3, 1)     2. ( , 3) (1, )     
 3. ( 1, 4)     4. ( , 1) (4, )     
 
20. ให้ F เป็นปฏิยานุพันธ์ของ f โดยที่ 2f (x) 3x 6x 3    
ถ้า F(0) 1    และ F มีค่าสูงสุดสัมบูรณ์ในช่วง [0, 2]  ที่จุด x c  
แล้ว F(c)  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 1        2. 0  3. 1       4. 2 
 
21. กําหนดให้ f เป็นฟังก์ชันที่มีอนุพันธ์ และ g(x) (x 1) f (x)   
ถ้า 2g(x)dx x x c    แล้ว f (1)  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 3
4        2. 54   3. 3

2        4. 52  

 
22. ในโรงเรียนแห่งหนึ่ง มีนักกีฬาฟุตบอลและนักกีฬาบาสเกตบอลรวมกัน 30 คน เป็นนักกีฬา
ฟุตบอล 17 คน และนักกีฬาบาสเกตบอล 18 คน ถ้าจะเลือกประธานกีฬาของโรงเรียน 1 คน และ
รองประธานกีฬา 1 คน จากนกักีฬากลุ่มนี้ โดยท่ีประธานต้องเป็นทั้งนักกีฬาฟุตบอลและนักกีฬา
บาสเกตบอล แล้วจํานวนวิธีการเลือกดังกล่าวมีทั้งหมดเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 125       2. 130  3. 145       4. 150 
 
23. ถ้าต้องการเขียนจํานวนที่มี 7 หลัก โดยใช้ตัวเลขโดด 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 
และให้มีเลขโดด 3, 4, 5 อยู่ติดกันตรงกลางระหว่างเลขโดดคู่และเลขโดดคี่ 
โดยแต่ละจํานวนไม่มีเลขซํ้า แล้ว จะเขียนได้ทั้งหมดเป็นจํานวนเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 8       2. 16  3. 24       4. 48 
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24. โรงเรียนแห่งหนึ่งมีนักเรียนชั้น ม.6 จํานวน 300 คน 
สมชาย สมศักด์ิและสมศรี เป็นนักเรียนชั้น ม.6 ของโรงเรียนนี้ โดยที่ 
     เกรดเฉล่ียของสมชายอยู่ในตําแหน่งเดไซล์ที่ 8.15 
     เกรดเฉล่ียของสมศักด์ิคิดเป็นค่ามาตรฐานเท่ากับ 1 
     นักเรียนชัน้ ม.6 ที่ได้เกรดเฉลี่ยมากกว่าสมศรีมีจํานวน 50 คน 
ถ้าสมมติว่าเกรดเฉลี่ยของนักเรียนชั้น ม.6 มีการแจกแจงปกติ ข้อใดต่อไปนี้เป็นรายชื่อนักเรียน
เรียงลําดับจากคนที่ได้เกรดเฉลี่ยมากที่สุดไปน้อยที่สุด 
(กําหนดพ้ืนที่ใต้โค้งปกต ิz=0 ถึง z=1 มีค่าเท่ากับ 0.3413) 
 1. สมชาย สมศักด์ิ สมศรี  2. สมศักด์ิ สมศรี สมชาย 
 3. สมศรี สมศักด์ิ สมชาย  4. สมศักด์ิ สมชาย สมศรี 
 
 

ตอนที่ 3   ข้อ 25 – 28 เป็นข้อสอบแบบปรนัย ข้อละ 4 คะแนน 
 
25. ให้ f, g : R  R  กําหนดโดย xf (x) x 1


 

และ g(x)   จํานวนเตม็ซ่ึงน้อยที่สุด ที่มากกว่าหรือเท่ากับ x 
(เช่น g(1.01) 2 , g( 6) 6   , g( 7.99) 7    เป็นต้น) 
ถ้า F(x) (f g)(x)   และ G(x) (g f)(x)   แล้วข้อใดต่อไปนี้เป็นเท็จ 
 1. FD ( , )       2. FR (0, 1)  
 3. G(x) 1  เม่ือ x 0    4. G(x) 0  เม่ือ x 0  
 

26. ถ้า 
2x , x 1

x 1 , 0 x 1f (x)
0 , x 0

 
   



<

<

   แล้ว 2
x 0 x 1

f (x 1)lim f (x ) lim x 2  

 
  

 
 เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 4
3        2. 1   3. 0       4. 1

3  

 
27. กล่องใบหนึ่งมีลูกหินสีขาว 5 ลูก สีเขียว 3 ลูก สีน้ําเงิน 2 ลูก 
ถ้าหยิบลูกหินอย่างสุ่มคร้ังละ 1 ลูก โดยไม่ใส่คืน 3 คร้ัง 
แล้ว ความน่าจะเป็นที่จะหยิบได้ลูกหินสีเดียวกันอย่างน้อย 2 ลูก มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1
24        2. 2324   3. 1

4        4. 3
4  

 
28. ข้อมูลชุดหนึ่งประกอบด้วย 1 2 3 20x , x , x , ..., x  โดยมีสมบัติดังนี้ 
20 2

i
i 1

(x 5) 500


  ,  
20

i
i 1

|x a|


  มีค่าน้อยทีสุ่ด เม่ือ a 5  

และ 
20 2

i
i 1

(x b)


  มีค่าน้อยที่สุด เม่ือ b 8    ขอ้ใดต่อไปนี้ถูก 

 1. ข้อมูลชุดนี้มีค่าเฉล่ียเลขคณิตน้อยกว่าค่ามัธยฐาน 
 2. ผลรวมของข้อมูลชุดนี้ทั้งหมดเท่ากับ 100 
 3. ส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานของข้อมูลชุดนี้มีค่าเท่ากับ 5 
 4. สัมประสิทธิ์ของการแปรผันของข้อมูลชุดนี้มีค่าเท่ากับ 50% 
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เฉลยคําตอบ 
 

อัตนัย 1. 128 2. 0.25 3. 0.1 4. 0.75 5. 75 6. 1080 
ปรนัย 1. 2  2. 3 3. 3 4. 4 5. 2 6. 1 7. 4 8. 3 
 9. 4 10. 3 11. 1 12. 4 13. 2 14. 1 15. 2 16. 1 
 17. 4 18. 3 19. 1 20. 3 21. 1 22. 3 23. 4 24. 2 
 25. 2 26. 1 27. 4 28. 4 

 
เฉลยวิธีคิด 

 
ตอนท่ี 1 
1. B {0, 1, 4, 9, 16} n(B) 9        
จํานวนแบบของ C B  โดย 0 C  และ 1 C  
มีตัวอสิระให้เลอืก 7 ตัว    ตอบ 72 128  
(เสมือนว่าจัดสับเซตของสมาชิกทีเ่หลอืนัน่เอง) 

 
 

2. 
xx

3x 1 5x 1 75 252 25 6 2
         

   
 

4x 1 4x 1 4x 12 25 1 (50) 1        
4x 1 0 x 0.25        ตอบ 

 
 

3. หาคา่ 13
2 0C (A) 41 2
    

และ 23
5 4C (A) 61 2     (อย่าลืมใส่ลบ) 

ดังนัน้ 4 6B 3 2
     

 

ตอบ 1 1 1det(B ) 0.1det(B) 8 18
   

 
 

 
 
4. ควรคิดโดย “ความน่าจะเปน็รวม (1)” ลบด้วย 
“ความน่าจะเปน็ที่ผลบวกแต้มหารด้วย 4 ลงตัว” 
 

..แจกแจงเพือ่นับจํานวนวิธ ีที่ผลบวกหารด้วย 4 ลง
ตัว (คอืมีผลรวมเป็น 4, 8, หรอื 12) 
ได้แก่ (1, 3) (3, 1) (2,2)  (2,6) (6,2) 
      (3,5) (5, 3) (4, 4) (6,6)    รวม 9 วธิ ี
ตอบ 91 0.756 6 


 

 

5. จากสมบตัิของค่ากลาง จะได้วา่.. 
หาก y a 0.75x   แล้ว Y a 0.75X   ด้วย  
 

แทนค่าไดเ้ป็น 60 a 0.75(40) a 30     
ดังนัน้สมการที่ได้คือ Ŷ 30 0.75X   
..และถ้า x 60  หอ้ง จะประมาณได้ 
Ŷ 30 0.75(60) 75    หอ้ง  ตอบ 

 
 
6. ปี 2536 ได้ 900 บาท 

คิดเปน็รายได้แทจ้ริง 100900 1,00090   บาท 

 ปี 2537  มีรายได้แทจ้ริง 1,000  บาทด้วย 

คิดเปน็ตวัเงิน 1081,000 1,080100   บาท   ตอบ 

 
 
ตอนท่ี 2 
1. เซต S;  2x 8x 20 0  <  

(x 10)(x 2) 0   <    ..นั่นคือ S [ 2, 10]   
จึงได ้A {2, 3,5, 7}  และ B { 1, 1, 3,5, 7, 9}   

n(A B) 4 6 24      
 

จากนั้นหาวา่ (A B)  กบั (B A)  มีตัวซ้ํากันกีต่ัว 
..เนื่องจาก A B {3,5, 7}   ดังนัน้ ใน A B  
กับ B A  จะมีตัวซ้าํกนั 3 3 9   ตัว 
[ได้แก่ (3, 3)  (3,5) (3, 7) (5, 3) (5,5) (5, 7) 
(7, 3) (7,5) และ (7, 7) ] 
 

ตอบ  24 9 15   
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2. ก. ผดิ เพราะว่า 6 1 0, 7 1 1     
ข. ถูก เพราะ 4 0 0, 4 1 4, 4 2 2       
4 3 0, 4 4 4, 4 5 2       
4 6 0, 4 7 4        ตอบ ขอ้ 3. 

 
 
3. ~ x [P(x) ~Q(x)] x [~P(x) Q(x)]      
                     x [P(x) Q(x)]     ข้อ 3. 

 
 
4. จากเหตุ (3) เขียนเป็น ~t q  รวมกับเหต ุ
(4) จะสรุปไดว้่า q  ..จากนัน้นาํไปรวมกับเหตุ (1) 
ซึ่งเขียนได้เป็น q p  ก็จะได้ผลเปน็ p 
..สุดท้ายไปรวมกบัเหตุ (2) ไดผ้ลเป็น r s  
(สมมูลกับ ~ r s )     ตอบ ขอ้ 4. 

 
 
5. rD  คดิจาก 2 29 x 0 x 9 0  > <  
..ดังนัน้ rD [ 3, 3]   

rR  เริ่มคดิจาก 2x 0>  เสมอ  29 x 9  <  
20 9 x 3 < <    ..ดังนัน้ rR [0, 3]  

 

1sR   คือ sD  คิดจาก 2x 9 0   (ห้ามเป็น 0) 

..ดังนัน้ 1sR ( , 3) (3, )       

1sD   คือ sR  เริ่มคิดจาก 2x 9 0   

2
2
1x 9 0 0

x 9
    


 

..ดังนัน้ 1sD (0, )    
 

ข้อ ก. จาก 1r sD R        ก. ถูก 

ข้อ ข. จาก 1r sR D [0, )       ข. ผิด 

 
 
6. จาก f(1) 3  ..จะได ้ a 1 1 b 3     
และจาก f (1) 0   ..จะได ้ 3a 2 1 0    
แก้ระบบสมการได้ a 1   และ b 2  
ดังนัน้ 3 2f(x) x x x 2      
 

..แสดงว่า 2f (x) 3x 2x 1      
และทาํให ้ g(x) f (x) 6x 2     
ตอบ (g f)( 1) g(f( 1)) g(3) 16       

 
 

7. 
 
 
 
 
จะได้ ˆABC 180 45 60 75         

หาความยาว AB ได้จากกฎของไซน์ sin C sinB
AB AC  

..ซึ่ง sinB sin 75   
3 1sin 45 cos 30 cos 45 sin 30 2 2


        

กฎของไซนจ์ึงเปน็ดังนี้  sin60 sin 75
AB 20

 
  

20( 3/2) 20 6AB
3 13 1

2 2

  
   
 
 

 

..พื้นที่สามเหล่ียม 1 (AB)(AC)(sin A)2  

      1 20 6 1 200 3(20)2 3 1 2 3 1
           

   ตอบ 

 
 
8. จากการสงัเกต จะพบวา่ 
arcsin arccos 90     เสมอ เม่ือ 0 1   

เช่น 3 3arcsin arccos 90 ,5 5    

4 4arcsin arccos 905 5    ดังรปู 

 
 

ดังนัน้ โจทย์ถาม 1 1sec 90 tan 902 2
          
   

 

     sec 45 tan 45 2 1        ตอบ 
 

หมายเหต ุถ้าไม่คิดในลักษณะน้ี อาจจะเปลีย่น arc- 
ทั้งหมด ให้เป็น arctan แล้วคํานวณด้วยสูตรก็ได้ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3 
A 

4 

B 
5 

20 นิ้ว 

B C 
60 

A 
45 
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O    2000 

3000 
2500 (750,1875) 

9. 3x 4y 5 0    ขนานกับ x ky 5 0    
..นํา 3 คณูสมการหลังจะได้ 3x 3ky 15 0    
แสดงว่าต้องเป็น 3x 4y 15 0    แนน่อน 
(คือบังคับให้ 3k 4   เทา่นัน้ ความชันจงึเท่ากัน) 
 

ระยะหา่งระหวา่งเส้นตรง 2 2
15 ( 5) 4
3 4
 




 หนว่ย 

 

..จะหาวงกลมรัศมี 2 หน่วย 
ซึ่งอยู่ในเสน้คูข่นานนี้ แสดงว่า 
จุดศูนยก์ลางอยู่ตรงกลางพอดี 

เส้นแรกตดัแกน Y ที่ 5(0, )4 , 

เส้นหลงัตดัแกน Y ที่ 15(0, )4  

..ดังนัน้จดุ C (จุดกึ่งกลาง) มีพิกดั 5(0, )4  

จะได้สมการวงกลมเป็น 2 2 25x (y ) 24    

..ผ่านจุด 2 2 21 1 5(a, ) a ( ) 24 4 4     

2a 4 1 3 a 3         ตอบ 

 
 
10. จัดรูปสมการวงกลม; 

   
2 2(x 2x 1) (y 4y 4) 20 1 4         

2 2 2(x 1) (y 2) 5      
(h, k) (1,2)   และ r 5  

 

หาพาราโบลาที่มีจุดยอดอยู่ที่ (1,2) 
และมีไดเรกตริกซ์เป็น x 5  
แสดงว่าพาราโบลาเปดิซา้ย 
ดังรูป  และ c 4   
 

จาก 2(y k) 4c(x h)    
จะได้ 2(y 2) 16(x 1)     

2y 4y 4 16x 16       
2y 4y 16x 12 0       ตอบ 

 
 
11. 3/4 3/43 3 27 3 3(3 ) 3(1 3 )      

และ 3 5 3 6 ( 3 2)( 3 3)      
   1/ 4 1/ 4 1/ 4 3/ 4 1/ 4(3 2)(3 3) (3 2)(1 3 )(3 )       
 
 

ดังนัน้ จากโจทย ์
3/4

3
3 (1 3 )log 

 1/ 4 3/4(3 2)(1 3 )  1/ 4(3 )
 
 
 
 

 

3/4
1/ 4

3 31/4
3 3log log (3 2)43 2

 
      

   ตอบ 

 
 
12. cos 2x cos 3x 2 sin x cos x sin 3xdet(A)   
..ซึ่ง 2 sin x cos x sin2x  
ดังนัน้ det(A) cos(3x 2x) cos x    
 

จากสมการ 22 A 3 3 A 3I 9    

จะได้ 2 22 cos x 3 3 cos x ( 3) 9    
22 cos x 3 3 cos x 6 0     

(2 cos x 3)(cos x 2 3) 0     

3cos x 2    เทา่นัน้  (cos เป็น 2 3  ไม่ได้) 

..ในช่วง x [0, ]   จะได้ 5x 6
  เพียงคา่เดียว 

ตอบ  ผลบวกสมาชิกใน S เท่ากับ 56
  

 
 
13. สมการจุดประสงค ์(เงินที่ได)้ 
คือ P 12x 10y   
เขียนกราฟอสมการขอ้จํากดั 
และหาจดุยอดมุมได้ดังรปู 
 

(0,2500) P 25,000   
(2000, 0) P 24,000   
(750, 1875) P 27,750   
แสดงว่า แม่คา้จะได้เงินสูงสุด เม่ือขายขนมได้ 
750 1,875 2,625   ช้ิน  ตอบ 

 
 
14. จาก u v 3 i 4 j    
และ u v i 2 j     
หามุมระหวา่งกันได้จากการดอท 

(3)( 1) (4)(2) (5)( 5)cos      
5 1cos 5 5 5       ตอบ 

 
 
 

2 

1     5 

L1 

L2 
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ฟุต17    บาส18 

 x 

15. ข้อ ข. จาก u v 3   

จะได้ 2 2u v 2 u v 9     

แทนค่า u v 2    ..จะได ้ 2 2u v 5   

ดังนัน้ ข. ผดิ 
 

ข้อ ก. หาขนาดของ u v  

เท่ากับ 2 2u v 2 u v 5 2( 2) 1        

แสดงว่า ก. ถูก 

 
 
16. จากโจทย์ จะได้ 1 2z 1 12 , z 1 16        

15 15
151

2

z 1 (12 16 ) ( 1 ( 4 ))z 1
                 

 

       1 ( 60 ) cos( 60 ) i sin( 60 )             

       1 3 icos 60 i sin60 2
 

       ตอบ 

 
 
17. จากสมการ 4 2z z 2 0    
ใช้สูตรหาคําตอบได้เป็น 
2 1 1 8 1 7z i2 2 2

  
     

..ดังนัน้ 
22

2 1 7z 22 2
      

   
 

จึงได ้ 1/ 4z 2   (เท่ากนัทั้งสีค่ําตอบ) 

ตอบ 1/ 4 1/ 4 1/ 4 1/4 1/ 4 9/ 42 2 2 2 4 2 2       

 
 
18. จากพจน์ที ่10 และ 15 จะได้สมการเปน็ 

119 a 9d    และ 134 a 14d    
แก้ระบบสมการได้ d 3   และ 1a 8  
 รูปทัว่ไปคอื na 8 (n 1)( 3) 11 3n       
 

ดังนัน้ 
20 20

i
i 1 i 1

(a 2i) (11 3i 2i)
 

      

       
20

i 1
(11 i)


   20(21)220 102    ตอบ 

 
 
 
 
 
 

19. “1 เป็นคา่วกิฤตของ f” แสดงวา่ f (1) 0   
ซึ่งจากโจทย์ 2f (x) 3x 2cx 9     

จึงได้วา่ 23(1) 2c(1) 9 0 c 3      
 

..ดังนัน้ 2f (x) 3x 6x 9     
หาช่วงทีเ่ป็นฟังกชั์นลด โดย 23x 6x 9 0    

3(x 3)(x 1) 0          ตอบ ช่วง ( 3, 1)  

 
 
20. จากโจทย์จะได้ 3 2F(x) x 3x 3x C     
แต่ F(0) 1   ..ดังนั้น C 1   
 

..หาค่าสูงสุดโดย 2F(x) f(x) 3x 6x 3 0       
จะได้คา่วิกฤตคอื x 1, 1  
พบว่า มี 1 ซ้ําสองคร้ัง แสดงว่า 
เป็นจดุเปลี่ยนความเวา้เทา่นัน้ 
ไม่ใช่จุดสูงสดุต่าํสุด 
(กราฟไม่มีการวกกลับ) 
 

..จึงตรวจสอบเฉพาะปลายช่วง 
คือ F(0) 1, F(2) 1    
ดังนัน้ ค่าสูงสุดสมับูรณ์เทา่กับ 1  ตอบ 

 
 
21. เนื่องจาก 2g(x)dx x x c    

จึงได ้ 2dg(x) (x x c) 2x 1dx      
 

..ดังนัน้ g(x) 2x 1f(x) x 1 x 1


 
 

 

และ 2
(x 1)(2) (2x 1)(1)f(x) (x 1)

   


 

ตอบ 2
(2)(2) (1)(1) 3f(1) 42

    

 
 
22. คํานวณจํานวนคน 
จากสูตรในเร่ืองเซต 
x 17 18 30 5     คน 
 
 เลอืกประธานได้ 5 แบบ 
เลือกรองประธานจากคนอืน่ที่เหลือ ได้ 29 แบบ 
ตอบ  5 29 145   วิธ ี

 
 

O 
–1 

1 

1 2 
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23.   3 45    

สลับภายในแต่ละกลุ่ม ได ้2!, 3!, 2! วิธี ตามลาํดับ 
และสลับระหวา่งกลุ่มเลขคู่กับเลขคี่ ได ้2 แบบ 
ตอบ  (2!3!2!) 2 48   จํานวน 

 
 
24. แปลงคะแนนทุกคนเป็นตําแหน่งเดไซล ์
 

สมชาย; อยูท่ี่ตาํแหน่ง 8.15D  
 

สมศักดิ;์ z 1  อยูท่างซีกขวาของโค้ง และมีพืน้ที่
วัดไปยังแกนกลางเท่ากับ 0.3413 ..นั่นคือ 8.413D  
 

สมศรี; มีคนได้เกรดน้อยกว่าสมศรีอยู ่
250 100 83.3%300     ..นัน่คอื 8.33D  
 

ตอบ เรียงลาํดับได้เป็น “สมศักดิ ์สมศรี สมชาย” 

 
 
ตอนท่ี 3  
25. พิจารณา f(x) ; 
ค่า x เป็นอะไรก็ได้ (เพราะ x 1   อยูแ่ล้ว) 

เม่ือแทนคา่แลว้จะพบว่า x
x 1

 เป็นเศษส่วนที่มีค่า

อยู่ระหวา่ง –1 กบั 1 เสมอ (นัน่คือ fR ( 1, 1)  ) 
 

พิจารณา g(x) ; 
ค่า x เป็นอะไรก็ได้ และจะได้คา่ของ g(x) เป็น
จํานวนเต็ม “ปัดขึ้น” เสมอ (นัน่คือ gR  I ) 
 

ข้อ 1. fogD  R  ..ถูก 

เพราะไม่ว่า x เป็นอะไรก็หา f g  ได้ 
ข้อ 2. fogR (0, 1)  ..ผิด ตอ้งได ้( 1, 1)  

ข้อ 3. (g f)(x) 1  เม่ือ x 0  ..ถูก 

f(x) 0.1  


 จะถูกปดัขึน้เปน็ 1 เสมอ 

ข้อ 4. (g f)(x) 0  เม่ือ x 0  ..ถูก 

f(x) 0.1    


 จะถูกปดัขึน้เปน็ 0 เสมอ 

ตอบ ข้อ 2. 

 
 
 
 
 

26. ประเด็นของข้อน้ีคือ ต้องเลอืกเง่ือนไขของ f 
มาใช้ให้ถูกกรณ ีจึงจะได้คําตอบท่ีถูก 
 

2 2
2 2 2

x 0 x 0 x 0
lim f(x ) lim f(x ) lim (x 1) 1

    
      

และ 
x 1 (x 1) 0

f(x 1) f(x 1)lim limx 2 x 2   

           
 

                   
x 1

(x 1) 0

(x 1) 1 1lim x 2 3
 

 
  


 

ตอบ ผลบวกเท่ากับ 4
3  

 

หมายเหต ุเพื่อช่วยให้เลอืกกรณีได้สะดวก จะเขียน
รูปแบบของ 2f(x ) กับ f(x 1)  ออกมาก่อนก็ได้.. 

 
 
27. ความนา่จะเป็นรวม (เทา่กับ 1) 
ลบด้วย ความนา่จะเป็นทีห่ยิบได้สไีม่ซ้ําเลย 

ตอบ 
5 3 2 3!1 1 1 31 10 9 8 4

         
      

 
 

 

หมายเหต ุมีการคูณ 3! เพราะในข้อน้ีหยิบแบบมี
ลําดับ (หยิบทลีะลูก ๆ ) จึงต้องนับกรณีที่ได้สีต่าง ๆ  
ก่อนหรือหลังกันให้ครบทุกแบบด้วย 

 
 
28. ix a   น้อยสุด แสดงว่า a Med 5   

2
i(x b)   น้อยสดุ แสดงวา่ b X 8   

                              ..ข้อ 1. จึงผิด 
จะได้ x NX (20)(8) 160       ..ข้อ 2. จึงผิด 
 

..ต่อมา จาก 2
i(x 5) 500    

แจกแจงได้ 2x 10 x 25 500       
2x 10(160) (500) 500      

จะได้ 2x 1,600   

..ดังนัน้ 
2

2 2x 1,600s X 8 4N 20


      

                              ..ข้อ 3. จึงผดิ 

และ สปส.การแปรผัน 4 0.58   (หรือ 50%) 

ตอบ ข้อที่ถูกคอื ข้อ 4. 

 
 



ข้อสอบเข้ามหาวิทยาลัย ต.ค.43 (5) 

 
ตอนที่ 1   ข้อ 1 – 28 เป็นข้อสอบแบบปรนัย ข้อละ 3 คะแนน 
 
1. กําหนดให้ A, B, C เป็นเซต โดยที่ A B B C    
ถ้า n(A) 25, n(C) 23, n(B C) 7, n(A C) 10       และ n(A B C) 49    
แล้ว n(B) เท่ากับขอ้ใดต่อไปนี้ 
 1. 11       2. 14  3. 15       4. 18 
 
2. กําหนดให้  A { x | x 4 5 }    

B { x | x 3 x 1}   <  
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. A B ( , 1) (1, )        2. (A B) ' (9, )    
 3. B A [1, 9)      4. A B ( , 1)     
 
3. ให้ p, q, r, s และ t เป็นประพจน์ 
ถ้าประพจน์ (p q) (r s)    มีค่าความจริงเป็นเท็จ 
แล้ว ประพจน์ในข้อใดต่อไปนี้มีค่าความจริงเป็นเท็จ 
 1. (p r) (s t)      2. (p s) (q t)    
 3. (p s) (r t)       4. (r p) (s t)    
 
4. กําหนดให้เอกภพสัมพัทธ์คือ {2n | n } U I   เม่ือ I  เป็นเซตของจํานวนเต็มบวก 
พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. 2x 3 xx [2 18(2 ) 4 0]     มีค่าความจริงเป็นจริง 
     ข. 2 2x [log (x 2) log (x 1) 2]      มีค่าความจริงเป็นจริง 

ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
5. ให้ 2f (x) (x 1)   และ g(x) x 1   

fog gofD R '  คือเซตในข้อใดต่อไปนี้ 
 1. [0, 1)       2. [0, 2)  3. [1, )        4. [2, )  
 
6. ให้ A {1, 2, 3, 4,5}  และ B {a, b}  
และให้ S { f | f : A B  เป็นฟังก์ชันทั่วถึง}  
จํานวนสมาชิกของเซต S เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 22       2. 25  3. 27       4. 30 
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7. ถ้า (f g)(x) 3x 14   และ 1f ( x 2) x 23     

แล้ว 1(g f)(x)   เท่ากับขอ้ใดต่อไปนี้ 
 1. 3x 4       2. 3x 6   3. 3x 8       4. 3x 10  
 

8. ถ้า 3sin x 5  และ 3tan x 4   

แล้ว cosec x sec xdet 2 1 cos x
  
    

 เท่ากับขอ้ใดต่อไปนี้ 

 1. 1
6        2. 1

3   3. 2
3        4. 1  

 

9. ถ้า 1 1arctan x arctan 2 arctan4 2   

แล้ว sin(180 arctan x)   มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 13
5 17       2. 16

5 17   3. 13
5 17
       4. 16

5 17
  

 
10. กําหนดให้ P เป็นพาราโบลา 2y x  และ L เป็นเส้นตรง x y 2 0    
ระยะทางที่ส้ันที่สุดระหว่าง P และ L มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 7 2
8  หน่วย      2. 7

8  หน่วย 3. 7 2
16  หน่วย      4. 7

16  หน่วย 

 
11. กําหนดวงกลม C มีจุดศูนย์กลางที่ ( 1, 2)  และสัมผัสแกน X ที่จุด P 
เส้นตรง L ผ่านจุดศูนย์กลางของวงกลม C และมีความชันเป็น 1 
ถ้า Q เป็นจุดตัดของ C และ L ที่อยู่ในควอดรันต์ที่ 2 
แล้ว กําลังสองของระยะ PQ เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 6 4 2  หน่วย   2. 7 4 2  หน่วย 

3. 8 4 2  หน่วย   4. 9 4 2  หน่วย    
 

12. กําหนดให้ A เป็นเซตคําตอบของสมการ 
33log xx 9x  

และ B เป็นเซตคําตอบของสมการ x
3

xlog x 3  

ถ้า C { ab | a A   และ b B }  แล้วเซตในข้อใดต่อไปนี้เป็นสับเซตของ C 
 1. 1/ 3 2{ 3 , 3 }     2. 1/3 4/3{ 3 , 3 }  

3. 4/3 2{ 3 , 3 }     4. 1/ 3 2/3{ 3 , 3 }  
 
13. กําหนดให้เส้นโค้ง 2x x 2y 2 2 45    ตัดแกน X ที่จุด A 
ถ้าเส้นตรงที่ผ่านจุด A และจุด B(0, b) ขนานกับเส้นตรง 3y (log 2)x 4   
แล้ว b มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 2       2. 1  3. 1        4. 2  
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14. ให้ A, B และ C เป็นเมทริกซ์มิติ 3 3  
ถ้า det (A) 3   และ t t t 1A B 2A C 3A    แล้ว tdet (2C B )  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 3        2. 1   3. 1       4. 3 
 
15. บริษัทแห่งหนึ่งผลิตเก้าอ้ีโยกมีกําไร 50 บาท/ตัว และผลิตเก้าอ้ีนั่งธรรมดามีกําไร 30 บาท/ตัว 
ถ้าบริษัทผลิตเก้าอ้ีโยก x ตัว/วัน และเก้าอ้ีนั่งธรรมดา y ตัว/วัน แล้วจะมีเงื่อนไขการผลิตดังนี้ 
    6x 3y 900 <    และ   3x 4y 600 <  
แล้ว บริษัทจะมีกําไรมากที่สุดเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 4,500 บาท/วัน    2. 7,500 บาท/วัน 
 3. 7,800 บาท/วัน   4. 9,500 บาท/วัน 
 
16. ให้ u  และ v  เป็นเวกเตอร์ และ   เป็นมุมระหว่าง u  และ v  
ถ้า u v  ตั้งฉากกบั u 2v         และ u 2v  ตั้งฉากกบั 2u v  
และ u 2  แล้ว cos   มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1
10
        2. 1

6
   3. 1

4
        4. 1

2
  

 
17. กําหนดให้ 1z  และ 2z  เป็นจํานวนเชิงซ้อนที่ 

1 2 22z z 1 z    และ 6
1z (cos i sin )18 18 

   

ข้อใดต่อไปนี้คืออินเวอร์สการคูณของ 2z  

 1. 3 i1
2 2       2. 3 i1

2 2  3. 3 i        4. 3 i  

 
18. ถ้า z เป็นจํานวนเชิงซ้อน ซ่ึง z 3 4i   และ z 1 30   
แล้ว ส่วนจินตภาพของ z อยู่ในเซตใดต่อไปนี้ 
 1. { 4, 4}       2. { 21, 21}      3. { 3, 3}       4. { 24, 24}  
 
19. ให้ 3 2f (x) x x g(x)    และ f (2) f (2) 2    

แล้ว g (2)f
 

 
 

 มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 2        2. 1/2   3. 0       4. 2 
 
20. ให้ 5, x, 20, ... เป็นลําดับเลขคณิตที่มีผลบวกของ 12 พจน์แรกเป็น a 
และ 5, y, 20, ... เป็นลําดับเรขาคณิตที่มีพจน์ที่ 6 เป็น b โดยท่ี y 0  
แล้ว a b  มีค่าเท่าใด 
 1. 205       2. 395  3. 435       4. 845 
 
 
 
 
 



ขอสอบเขามหาวิทยาลัย  Math E-Book 
Release 2.6.3 

612 

21. ถ้า 
10

i
i 1

x 8


  , 
10

i
i 1

y 4


   และ 
10

i i
i 1

(5 x)(y 2) 76


    

แล้ว 
10

i i
i 1

(x y)

  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 60        2. 30   3. 30       4. 60 
 
22. กําหนดให้ 3 2f (x) ax 4x 1    เม่ือ a เป็นค่าคงตัว 

และ 
f (x) , x 1

g(x) f(x) , x 1
0 , x 1


  
 

 

ถ้า g(x) มีลิมิตที่ 1 แล้ว a เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 0       2. 52   3. 83        4. 3 

 
23. ถ้าเส้นโค้ง y f (x)  ผ่านจุด (0, 1)  และ (4, c) เม่ือ c เป็นจํานวนจริง 
และความชันของเส้นโค้งนี้ที่จุด (x, y)  ใด ๆ  มีค่าเท่ากับ x 1  
แล้ว c มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 4
3        2. 7

3   3. 8       4. 9 

 
24. ในการจัดคน 6 คน ซ่ึงมีนาย ก และนาย ข รวมอยู่ด้วย เข้าพักในห้อง 3 ห้อง 
โดยที่ห้องที่หนึ่งพักได้ 3 คน หอ้งที่สองพักได้ 2 คน และห้องที่สามพักได้ 1 คน 
ความน่าจะเป็นที่นาย ก และนาย ข จะได้พักห้องเดียวกันเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1
15        2. 3

15   3. 4
15        4. 5

15  

 
25. กล่องใบหนึ่งมีบัตรอยู่ 5 ใบ หมายเลข 1, 2, 3, 4, 5 หยิบบัตร 2 ใบโดยหยิบทีละใบ 
แบบไม่คืนที่  ให้ x เป็นหมายเลขบัตรใบแรกท่ีหยิบได้ และ y เป็นหมายเลขบัตรใบที่สองที่หยิบได้ 
ความน่าจะเป็นที่จะได้ x y  และ 4 xy 12   เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1
5        2. 25   3. 3

5        4. 4
5  

 
26. ค่าแรงงานต่อวันของคนงานกลุ่มหนึ่งจํานวน 8 คน เป็น 150, 152, 158, 168, 170, 177, 180, 
185 บาท ถ้าสุ่มเลือกคนงานจากกลุ่มนี้มา 2 คนแล้ว ความน่าจะเป็นที่จะได้คนงานอย่างน้อยหนึ่งคน
ที่มีค่าแรงงานต่อวันต่ํากว่าค่าแรงงานเฉล่ียของคนงานกลุ่มนี้ เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 3
14        2. 5

14   3. 9
14        4. 11

14  
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27. ถ้า y mx c   เป็นความสัมพันธ์เชิงฟังก์ชันเพ่ือการทํานายรายจ่ายหมวดบริการลูกค้า (y) 
จากจํานวนพนกังานของโรงแรม (x) ในจังหวัดหนึ่ง 
และจํานวนข้อมูลทั้งหมดที่นํามาสร้างความสัมพันธ์เท่ากับ 5  โดยมีสมการปกติดังนี้ 

(1)28 5c 10m ___     และ   (2)67 10c 30m ___   
พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. ถ้า x 5  ค่าประมาณของ y 8.9  
     ข. X 5.6  
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
28. กําหนดข้อมูลสองชุดดังนี้ 
     ชุดที่หนึ่ง คือ 5, 8, 6, 7, 9  ชุดที่สอง คือ x1, x2, x3, x4, x5 
ถ้าสัมประสิทธิ์ของการแปรผันของข้อมูลชุดที่หนึ่งเป็น 2 เท่าของข้อมูลชุดที่สอง 
และความแปรปรวนของข้อมูลชุดที่สองเท่ากับ 9 
แล้ว ค่าเฉล่ียเลขคณิตของข้อมูลชุดที่สองเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 21 2        2. 42 2   3. 18       4. 16 
 
 

ตอนที่ 2   ข้อ 1 – 8 เป็นข้อสอบแบบอัตนัย ข้อละ 2 คะแนน 
 
1. ถ้า A { , 0, 1, {0, 1}}   
และ B { , { }, {0, {0, 1}}, {0, {1}}}    
แล้ว เซต P(A) B  มีจํานวนสมาชิกเท่าใด 
 
2. ให้ x, y, z เป็นจํานวนเต็มบวกที่มีค่าเรียงติดกันจากน้อยไปมาก 
ถ้า y เป็นจํานวนเต็มบวกที่มีค่าน้อยที่สุดที่ทําให้ 3 x y z   เป็นจํานวนเต็มบวก 
แล้ว y มีค่าเท่าใด 
 

3. ถ้า 3 2A 2 2
    

 

แล้ว 1 1 2 1 3 1 6det (4(A )) det(4(A ) ) det (4(A ) ) ... det (4(A ) )        มีค่าเท่าใด 
 
4. กําหนดจุด A(3, 2), B(9, 4)  และ O(0, 0)  
ถ้าแบ่งส่วนของเส้นตรง AB เป็น 3 ส่วนเท่า ๆ  กันที่จุด C และ D แล้ว OC OD˜ ˜  มีค่าเท่าใด 
 
5. ให้ 2f(x) x c    โดยที ่c เป็นค่าคงตัว ซ่ึง c 4>  
ถ้าพ้ืนที่ที่ปิดล้อมด้วยเส้นโค้ง y f(x)  จาก x 2   ถึง x 1  เท่ากับ 24 ตารางหน่วย 
แล้ว c มีค่าเท่าใด 
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6. จํานวนเลขสามหลักซ่ึงหารด้วย 5 ลงตัว และตัวเลขหลักสิบแตกต่างจากตวัเลขหลักร้อย 
มีจํานวนทั้งหมดเท่าใด 
 
7. อายุของคนงานกลุ่มหนึ่งมีการแจกแจงปกติโดยมีค่าเฉล่ียเลขคณิตเป็น X  และความแปรปรวน
เป็น 2s  สมหวังมีอายุ X 0.51s  ปี จํานวนคนในกลุ่มนี้ที่มีอายุน้อยกว่าสมหวังมีจํานวนเป็นร้อยละ
เท่าใด (พ้ืนที่ใต้โค้งปกติระหว่าง z=0 และ z=0.51 เท่ากับ 0.195) 
 
8. ราคาและปริมาณสินค้า 3 ชนิดที่ร้านค้าแห่งหนึ่งจําหน่ายในปี พ.ศ. 2541 และปี พ.ศ. 2542 
เป็นดังตาราง 

ชนิดสินค้า 
ปริมาณ (หน่วย) ราคาต่อหน่วย (บาท) 

2541 2542 2541 2542 
หม้อหุงขา้ว 15 20 500 500 
กระติกน้ําร้อน 10 8 300 450 

พัดลม 80 100 400 x 
 

ถ้าดัชนีราคาถ่วงน้ําหนักแบบใชร้าคารวมโดยวิธีของพาเช่อ ของปี พ.ศ. 2542 เม่ือใช้ปี พ.ศ. 2541 
เป็นปีฐาน เท่ากับ 126 แล้ว ราคาของพัดลมในปี พ.ศ. 2542 เป็นเท่าใด (บาท) 
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A 

 x 

 C 

B 

เฉลยคําตอบ 
 

ปรนัย 1. 4 2. 4 3. 3 4. 3 5. 1 6. 4 7. 2 8. 2 
 9. 1 10. 1 11. 3 12. 2 13. 4 14. 4 15. 3 16. 1 
 17. 4 18. 2 19. 1 20. 2 21. 4 22. 2 23. 2 24. 3 
 25. 1 26. 3 27. 2 28. 1 
อัตนัย 1. 13    2. 9    3. 15.75    4. 35    5. 9    6. 162    7. 30.5    8. 524.24 

 
เฉลยวิธีคิด 

 
ตอนท่ี 1 
1. เขียนแผนภาพตาม 
เงื่อนไข A B B C    
นั่นคอืสว่นที่แรเงาต้องไม่มี 
สมาชิก 
 

แทนค่าลงในสูตรยูเนียนของ 3 เซตได้ ดังนี ้
49 25 n(B) 23 x 7 10 x        

n(B) 18     ตอบ 

 
 
2. เซต A;  x 4 5   หรือ x 4 5    

x 9   หรอื x 1   
..นั่นคอื A ( , 1) (9, )      
 

เซต B; x 3 1 x <  ยกกําลงัสองทัง้ 2 ขา้ง 
x 3 1 2 x x   <  
2 2 x x 1 x 1  < > >  

ตรวจสอบเงื่อนไขของรู้ท พบวา่ใช้ได้หมดทั้งช่วง 
..นั่นคอื B [1, )   
 

ดังนัน้ 1. A B ( , 1) [1, )        (ผิด) 
2. (A B)' ( , 9]     (ผิด) 
3. B A [1,9]    (ผิด) 
4. A B ( , 1)        ข้อ 4. ถูก   ตอบ 

 
 
3. (p q) (r s)    เปน็เทจ็ 
แสดงว่า p กับ q เป็นจริง, r กับ s เป็นเท็จ 
ข้อ 1. (T F) (F t)    F F T    
ข้อ 2. F (q t) T    
ข้อ 3. F (F t) F F F      
ข้อ 4. (F T) (F t)    T T T    

 

4. โจทย์กําหนด {2, 4,6,8, 10, } U  
 

ข้อ ก. ให ้ xA 2  จะได้ 28A 18A 4 0    
2(4A 1)(A 2) 0 A 1/4, 2        
x2 1/4, 2 x 2, 1      เทา่นัน้ 

..แต่ –2 กับ 1 ไม่อยู่ใน U  เลย     ขอ้ ก. ผดิ 
 

ข้อ ข. 2log ((x 2)(x 1)) 2    
2(x 2)(x 1) 4 x x 6 0         

x 3, 2    
แต่ x 3   ไม่ได้ เพราะใน log ในโจทย์จะตดิลบ 

x 2   เทา่นัน้  ..อยู่ใน U  พอดี    ข้อ ข. ถูก 

 
 
5. หา fogD   พจิารณา 2f(x) (x 1)   พบวา่

โดเมน (x) ของ f เป็นเทา่ไรก็ได ้
2(f g)(x) (g(x) 1) g(x)     เป็นอะไรก็ได ้

fogD  จึงหาได้จาก gD  ทนัที ..นัน่คือ fogD [0, )   
 

หา gofR   พิจารณา f(x) พบว่า f(x) 0>  เสมอ 

(g f)(x) f(x) 1 1   >  เสมอ 
นั่นคอื gofR [1, )      ตอบ fog gofD R' [0, 1)   

 
 
6. คิดโดย จํานวนฟังก์ชันจาก A ไป B ทุกแบบ 
ลบออกด้วย จาํนวนฟงัก์ชันจาก A ไปไม่ทั่วถึง B 

2 2 2 2 2 2 30        แบบ   ตอบ 
 

หมายเหต ุฟังก์ชนัจาก A ไปไม่ทั่วถึง B มี 2 แบบ 
คือแบบที่เรนจ์เป็น a ล้วน กับเรนจ์เป็น b ล้วน 
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5 

–4 

3 

7. จาก 1f( x 2) x 23     

ถ้าให้ 1A x 23    ..นั่นคือ x 3(A 2)   

จะแทนคา่ได้วา่ f(A) 3(A 2) 2    3A 8   
f(x) 3x 8    

 

ซึ่งจะได ้ f(g(x)) 3(g(x)) 8   
แต่โจทย์บอกวา่ (f g)(x) 3x 14   
..ดังนัน้ 3(g(x)) 8 3x 14    

1g(x) x 2 g (x) x 2       
ตอบ  1(g f)(x) (3x 8) 2 3x 6       

 
 

8. csc x sec xdet 2 1 cos x
  
    

 
22 (csc x cos x sec x) 4(cot x sec x)      

 

โจทย์ให ้ 3 3sin x , tan x5 4    

4 5cot x , sec x3 4      

ตอบ 4 5 14( )3 4 3     

 
 

9. 1/2 1/212 arctan arctan2 1 (1/2)(1/2)





 

             4arctan 3  

ดังนัน้ สมการโจทย์จะกลายเป็น 
1 4arctan x arctan arctan4 3   

        1/4 4/3 13arctan arctan( )1 (1/4)(4/3) 16


  


 

 
   ถามคา่ sin(180 arctan x)   

   13sin(arctan x) 5 17    

                                        ตอบ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

10. วธิีที ่1 พจิารณากราฟ 
ระยะทางทีส่ัน้ทีสุ่ด 
จากเสน้ตรง 1L  ถึง 
พาราโบลา คอืระยะ 
ไปยังเสน้สัมผสั ( 2L ) 
นั่นเอง.. 
 

เนื่องจากความชันโค้งพาราโบลา dy( ) 2xdx   

และความชันของเส้นตรง 1L  คือ 1 (เท่ากับ 2L ) 

ดังนัน้ทีจุ่ด A มีความชนั 12x 1 x 2    

แสดงว่าจุด A มีพิกัดเป็น 1 1( , )2 4  

ระยะทางทีต่อ้งการ 1 2 2
1/2 1/4 2AL

1 1
 

 


 

                  (7/4) 7 2
82   หน่วย  ตอบ 

 
วิธีที ่2 ระยะทางจากจดุ 2A(x, x ) ใด ๆ  บนโค้ง 

ไปยังเสน้ตรง คอื 
2

2 2
x x 2D
1 1
 




 

 

..จากนั้น หาคา่ต่าํสดุของระยะทาง 

โดยคิดจาก dD (1 2x) 0dx 2
 

   นั่นคือ 1x 2  

(ได้ค่าเดียวกัน ไม่ว่าจะถอดค่าสัมบูรณ์อย่างไร) 

ระยะทางทีต่อ้งการ 
1/2 1/4 2

2
 

  

                  (7/4) 7 2
82   หน่วย  ตอบ 

 
 
11.   สังเกตจากรูป พบว่า 
   ควรคดิดว้ยตรีโกณมิต ิ
 

   รัศมี 2  
         AQ AP  
   และจาก Lm 1  
   ดังนัน้  ˆQAP 45  
 

..หาระยะ PQ  ได้จากกฎของ cos 
นั่นคอื 2 2PQ 2 2 2(2)(2)cos 45     หน่วย 
ดังนัน้ 2PQ 8 4 2   หน่วย   ตอบ 

 
 
 

A(–1,2) 

P 

Q 

L 

2 
2 

5 17
–13 

16 

A 

L1 
L2 

y=x2 

x–y–2=0 
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O  150    200 

300 
 
150 (120,60) 

12. เซต A; ใส ่ 3log  ทัง้สองขา้ง 
3

3 3 3 3log x log x log 9 log x     
2

3 33(log x) (log x) 2 0     

3 3(3 log x 2)(log x 1) 0     

2/3
3

2log x , 1 x 3 , 33
      

 

เซต B; นํา 3 ไปยกกาํลังทั้งสองข้าง 
x x / 3 xx 3 x log x log 33     

1x(log x log 3) 03    

x 0   หรอื 1/ 3x 3  
..ซึ่งคา่ 0 ใช้ไม่ได้ เพราะ x อยู่ใน log ด้วย 

1/ 3x 3   เทา่นัน้ 

ตอบ 
1 4
3 3C {3 , 3 }

  

 
 
13. หาจดุตดัแกน X โดยให ้ y 0  

2x x x x2 4 2 45 0 (2 9)(2 5) 0          
x2 9   เทา่นัน้ (ตดิลบไม่ได้) 2x log 9   

..จะได้พกิัดจุด A เป็น 2(log 9, 0)  
 

ความชนัเสน้ตรงที่ให้มาคอื 3log 2  

ขนานกับเส้นตรง AB ซึ่งมีความชัน 
2

b
log 9

 

..แสดงว่า 3
2

blog 2 log 9


 

3 2 3b (log 2)(log 9) log 9 2         ตอบ  

 
  
14. จากสมการ t t t 1A B 2A C 3A    
ดึงตวัร่วมเป็น t t 1A (B 2C ) 3A    

ใส่ det ทั้งสองขา้ง ได้เป็น 
3

t t ( 3)A B 2C A


   

แทนค่า A 3   และ tA A 3    ด้วย 
t t 3B 2C 3 2C B ( 1) ( 3) 3           

และเนือ่งจากใสท่รานสโพสแล้วคา่ det ไม่เปลีย่น 
ดังนัน้ t2C B 3     ตอบ 

 
 
 
 

15. สมการจุดประสงค ์(กําไรตอ่วัน) 
คือ P 50x 30y   
เขียนกราฟอสมการขอ้จํากดั 
และหาจดุยอดมุมได้ดังรปู 
 

(150, 0) P 7,500   
(120,60) P 7,800   
(0, 150) P 4,500   
ตอบ  กําไรมากที่สดุเทา่กับ 7,800 บาท/วนั 

 
 
16. ตั้งฉากกนัแสดงว่าดอทกนัได ้0 

2 2(u v) (u 2v) u u v 2 v 0         .....(1) 
2 2(u 2v) (2u v) 2 u 3u v 2 v 0        ...(2) 

 

แทนค่า u 2  แล้วแกร้ะบบสมการ 

ได้ 1 5u v , v2 2     

 
..และจาก u v u v cos    

จะได้ 1 5( 2)( )cos2 2    

ตอบ 1cos 10    

 
 

17. 6 6
1

6z (1 ) 1 118 18 3     
    

       1 3 i2 2   

และ จากสมการ 1 2 22 z z 1 z   
ย้ายขา้งเพือ่ดึงตวัร่วม.. 1 2 22 z z z 1   

2 2
1 1

1 1z z2z 1 2z 1   
 

 

..กลับเศษสว่น ได้เป็น 
1

2 1
1 3z 2 z 1 2( i) 1 3 i2 2

          ตอบ 
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18. สมมติ z a bi   
จะได้ 2 2z a b 3 4i 5      .....(1) 

และ 2 2z 1 (a 1) b 30      .....(2) 
 

แก้ระบบสมการได้ดังนี้ 
2 2 2 2a b 25, a 2a 1 b 30        

2a 1 25 30 a 2         

..ดังนัน้ 24 b 25 b 21      
 

ตอบ ส่วนจนิตภาพอยู่ในเซต { 21, 21}  

 
 

19. จาก 2
f(2)g(2) g(2) f(2)g (2)f [f(2)]

     
 

 

..โจทย์บอกค่า f (2) f(2) 2    
สามารถหาคา่ g(2) และ g(2)  ได้ดังนี ้
 

..จาก 3 2g(x) f(x) x x     ..แทน x ด้วย 2 
จะได้ g(2) f(2) 8 4 2 8 4 2         
..และจากการหาอนพุันธ ์

2g(x) f(x) 3x 2x        ..แทน x ด้วย 2 
จะได้ g(2) 2 12 4 6       
 

ตอบ g (2)( 6) ( 2)(2)(2) 2f 4
        

 
 

 
 

20. ลําดับเลขคณิต;  20 5d 7.52


   

12
12a S (5 (5 11 7.5)) 5552        

 

ลําดับเรขาคณิต;  2 20r r 25     

                          (เพราะค่า y 0 ) 
5

6b a 5( 2) 160       
 

ตอบ a b 555 160 395     

 
 
21. จากสมการ (5 x)(y 2) 76     
แจกแจงได้ 5 y 2 x xy 10 76         
แทนค่า.. 5(4) 2( 8) xy (10)(10) 76       

xy 60     ตอบ 

 

22. มีลิมิตที ่x=1 แสดงว่า 
x 1 x 1
lim g(x) lim g(x)

  
  

นั่นคอื 2 3 2f(1) f(1) 3a(1) 8(1) a(1) 4(1) 1        

..ย้ายขา้งสมการได้ 5a 2   ตอบ 

 
 
23. โจทย์กําหนด f (x) x 1    

จะได้ 3/2
1

2f(x) x x C3    

..กราฟผ่านจุด (0, 1) จึงได ้ 1C 1  
3/22f(x) x x 13     

 

และกราฟผ่านจดุ (4, c) แสดงว่า c f(4)  

ตอบ 3/22 16 7c (4) 4 1 33 3 3       

 
 

24. วธิีทั้งหมด แบ่งกลุ่มได้ 6! 603!2!1!   วธิ ี

(แบ่งกลุ่มเสร็จแล้วเขา้ห้องได้เลย สลับห้องไม่ได้) 
 

วิธีทีต่อ้งการ (ก, ข อยูห่้องเดียวกัน) มี 2 กรณ ี
กรณี กข อยู่ดว้ยกันในห้องขนาด 3 คน 
    จะต้องแบ่ง 4 คนที่เหลอืเป็น 2, 1, 1(+กข) 

    ..จะได ้ 2
4! 2 122!(1!) 2!    วิธ ี

    (คูณ 2 เพราะ กข สามารถเลือกไปอยู่กับ 
    กลุ่มที่มี 1 คน ได้ 2 แบบ) 
 

กรณี กข อยู่ดว้ยกันในห้องขนาด 2 คน 
    จะต้องแบ่ง 4 คนที่เหลอืเป็น 3, 1 

    ..จะได ้ 4! 43!1!   วิธ ี
 

ตอบ ความน่าจะเป็นเท่ากับ 12 4 4
60 15


  

 
 
25. วิธีทั้งหมดเท่ากับ 5 4 20   วิธ ี
วิธีทีส่นใจ ได้แก ่(1,5) (2, 3) (2, 4) (2,5) 
รวม 4 วิธี 

ตอบ  ความนา่จะเป็นเท่ากับ 4 1
20 5  

 
 
 
 



คณิต มงคลพิทักษสุข   ฉบับตุลาคม 2543 (5) 
kanuay.com 

619 

26. 150 152 158 185X 8
   


  

       167.5  บาท 
ซึ่งมีคนงานทีค่่าแรงงานนอ้ยกว่าคา่นี้ อยู ่3 คน 
(และมากกว่าค่านี้อยู ่5 คน) 
 

ข้อนีค้ิดจาก ความน่าจะเป็นรวม (เท่ากับ 1) ลบดว้ย 
ความน่าจะเปน็ทีไ่ม่มีคนใดไดน้้อยกว่าค่านี้เลย 

ตอบ 
5
2 10 91 18 28 14
2

  
    
 
 
 

 

 
 
27. เทียบกับสมการปกต ิคือ y m x cN     
และ 2xy m x c x      
โดยสังเกตที่คา่ N 5  
..จะได้ y 28, x 10,     

2xy 67, x 30     
 

ข้อ ก. แกร้ะบบสมการได้ m 1.1, c 3.4   
..ดังนัน้ Ŷ (1.1)(5) 3.4 8.9    

ข้อ ข. x 10X 2N 5


    

ตอบ ข้อ 2.  (ก. ถูก และ ข. ผดิ) 

 
 

28. จาก 1
5 8 6 7 9X 75
   

   

และ 
2 2 2 2 2

1
2 1 1 0 2s 25

   
   

 

..โจทย์บอกว่า 1 2
1 2

s s2X X
   

   
   

 

จึงได ้
2

2 927 X
   

      
   

 

2
42X 21 22    ตอบ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

ตอนท่ี 2 
1. P(A) มีจาํนวนสมาชิก 42 16  ตวั และ B มี
สมาชิก 4 ตัว ..แต่สมาชิกของ B ทีอ่ยู่ใน P(A) 
ด้วย มีเพียง 3 ตัว คือ , { }, {0, {0, 1}}   
ดังนัน้ P(A) B  มีสมาชิกอยู่ 16 3 13   ตวั ตอบ 

 
 
2. ให้ x, y, z เป็น y–1, y, y+1 

3 33 x y z (y 1) y (y 1) 3y          
หาค่า y ที่นอ้ยทีสุ่ดที่ 3 3y  เป็นจํานวนเต็มบวก 
 

..ลองแทนค่าดู  3y 1 3   ใช้ไม่ได้, 
3y 2 6   ใช้ไม่ได้,  y 3  ...ไปเร่ือย ๆ  

จนถึง 3y 9 27 3    พบว่าใช้ได้เป็นค่าแรก 
 ตอบ  9 

 
 

3. ค่าของ 
2 2 2 2

2 3 6
4 4 4 4
A A A A

 
     

 
  

          1 1 1 116 2 4 8 64
      
 

  

          
6(1/2)(1 (1/2) ) 116 16(1 )1 (1/2) 64


   


 

          63 6316 15.7564 4       ตอบ 

 
 

4. จาก 3OA 2
    

˜  

และ 9OB 4    
˜  

 

ใช้สูตรการแบ่งเวกเตอร ์
2 OA 1OB 2 1 53 9OC 4 023 3 3

                  

˜ ˜˜  

1OA 2 OB 1 2 73 9OD 4 223 3 3
                  

˜ ˜˜  

OC OD (5)(7) (0)(2) 35    ˜ ˜   ตอบ 

 
 
 
 
 
 
 
 

O   
A  

C 
D 

B  
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5. จากสมการเสน้โค้ง 2y x c   
จุดตัดแกน X จะอยู่ที ่ x c   
..โจทย์กาํหนด c 4>  แสดงว่า 
จุดตัดอยู่ที่เกิน 2  ดังรูป 
 
 
 
 
จึงไดส้มการเปน็ 1 2

2 (x c)dx 24


    

(ใส่ติดลบ เพราะพื้นที่อยู่ใต้แกน X ตลอดทั้งช่วง) 
13

2

x cx 243 

 
    
 

 

1 8c 2c 3 3c 243 3
   

           
   

 

ตอบ  c 9  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. หลักรอ้ย เลอืกได ้9 วิธี (จาก 1 ถึง 9) 
หลักสิบ เลือกได ้9 วธิี (จากตัวทีเ่หลอื รวมทัง้ 0) 
หลักหน่วยเลือกได้ 2 วิธ ี(คือ 0 หรือ 5) 
             (ในข้อนีห้ลักหนว่ยซ้ํากับหลักอื่นได)้ 
ตอบ  9 9 2 162    จํานวน 

 
 

7. (X 0.51s) Xz 0.51s
 

    

อยู่ทางซีกซา้ยของโค้ง 
มีพื้นที่วดัไปยังแกนกลาง 
เท่ากับ 0.195 ..จึงคดิ 
เป็นเปอร์เซนไทล์ที่ 30.5 
ตอบ มีผูอ้ายุนอ้ยกว่าสมหวังอยู่รอ้ยละ 30.5 

 
 

8. 500(20) 450(8) x(100)1.26 500(20) 300(8) 400(100)
 


 

 

x 524.24   บาท   ตอบ 

 
 
 

0.
19

5 

–2      1 



ข้อสอบเข้ามหาวิทยาลัย มี.ค.44 (6) 
 
ตอนที่ 1   ข้อ 1 – 8 เป็นข้อสอบแบบอัตนัย ขอ้ละ 2 คะแนน 
 
1. กําหนดให้ A เป็นเซตคําตอบของอสมการ 2

4 3 2log log log (x 2x) 0 <  
จํานวนเต็มที่เป็นสมาชิกของ A มีทั้งหมดกี่จํานวน 
 

2. กําหนดให้ 
x 1 6
2 5 7A
4 2y 9

 
 
 
 

 ถ้าไมเนอร์ของ 32a  เท่ากับ 23 

และโคแฟกเตอร์ของ 23a  เท่ากับ 44  แล้ว x y  มีค่าเท่ากับเท่าใด 

 
3. กําหนดให้ a, b, c เป็น 3 พจน์เรียงติดกันในลําดับเรขาคณิต และมีผลคูณเป็น 27 
ถ้า a, b 3, c 2   เป็น 3 พจน์เรียงติดกันในลําดับเลขคณิต แล้ว a b c   มีค่าเท่ากับเท่าใด 
 

4. 
2

x 1
x 3 2lim x 1

 


 มีค่าเท่ากับเท่าใด 

 
5. กําหนดให้ n เป็นจํานวนเต็มบวก 

ซ่ึงทําให้พจน์ที่ไม่มี x ในการกระจาย 
n

2 1x 2x
  
 

 คือพจน์ที่ 9 

สัมประสิทธิ์ของ 15x  ในการกระจายนี้เท่ากับเท่าใด 
 

6. ในการสร้างเมทริกซ์ในรูป 
2x x 4
x x 1

 
   

 แบบสุ่ม โดยที่ x {0, 1, 2, 3, 4}  

ความน่าจะเป็นที่จะได้เมทริกซ์เอกฐานเท่ากับเท่าใด 
 

7. ถ้าเส้นสัมผัสเส้นโค้ง 2 5y (x 1) (2x )4    ที่จุด 1 1( , )2 16  ทํามุม   กับแกน X 

โดยที่ 0 2


< <  แล้ว 2sin 2
  มีค่าเท่ากับเท่าใด 

 
8. กําหนดให้ 1 2 10x , x , ..., x  มีค่าเป็น 5, 6, a, 7, 10, 15, 5, 10, 10, 9 ตามลําดับ 
โดยที่ a 15       ถา้ พิสัยของข้อมูลชุดนี้เท่ากับ 12 

b เป็นจํานวนจริงที่ทําให้ 
10 2

i
i 1

(x b)


  มีค่าน้อยที่สุด 

และ c เป็นจํานวนจริงที่ทําให้ 
10

i
i 1

x c


  มีค่าน้อยที่สุด 

แล้ว a b c   มีค่าเท่าใด 
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ตอนที่ 2   ข้อ 1 – 28 เป็นข้อสอบแบบปรนัย ข้อละ 3 คะแนน 
 
1. กําหนดให้ A, B, C เป็นเซต 
ถ้า n(B) 42 ,  n(C) 28 ,  n(A C) 8  ,  n(A B C) 3   , 
n(A B C ') 2   ,  n(A B ' C ') 20     และ n(A B C) 80    
แล้ว n(A ' B C)   เท่ากับขอ้ใดต่อไปนี้ 
 1. 5       2. 7  3. 10       4. 13 
 
2. ให้ A, B และ F เป็นเซตซ่ึงกําหนดดังนี้ 
A {1, 2, 3, 4, 5,6}  
B {{1}, {1, 2}, {1, 2, 3}, {1, 2, 3, 4}}  
F {f : B A | f (x) x   ทุกเซต x B }  
จํานวนสมาชิกของ F เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 24       2. 60  3. 100       4. 120 
 
3. กําหนดให้ x 1  และ x 1  เป็นตัวประกอบของพหุนาม 3 2p(x) 3x x ax b     
เม่ือ a, b  เป็นค่าคงตัว 
เศษเหลือที่ได้จากการหาร p(x) ด้วย x a b   เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 15       2. 17  3. 19       4. 21 
 

4. กําหนดให้ x 1A { x | 2 <  และ 1 1 }x 1 2


   และ 2B { x | x 2x 0 }    

A B  คือช่วงในข้อใดต่อไปนี้ 
 1. ( 1, 0)       2. [ 1, 0)   3. (0, 1)        4. (0, 1] 
 
5. กําหนดให้ p, q, r เป็นประพจน์ 
ถ้าประพจน์ p (q r)   มีค่าความจริงเป็นเท็จ และ (p q) r   มีค่าความจริงเป็นจริง 
แล้ว พิจารณาค่าความจริงของประพจน์ต่อไปนี้ 
     ก. (p q) ~ r      ข. p (q ~ r)   
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. จริง และ ข. จริง   2. ก. จริง และ ข. เท็จ 
 3. ก. เท็จ และ ข. จริง   4. ก. เท็จ และ ข. เท็จ 
 
6. เอกภพสัมพัทธ์ในข้อใดที่ทําให้ข้อความ    2 2x [x 2x 3] y [y 4 0]    <  
มีค่าความจริงเป็นจริง 
 1. [ 3, 0]       2. [ 1.5, 1.5]  3. [ 1, 2]       4. [ 0.5, 2.5]  
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7. กําหนดความสัมพันธ์  2
1yr {(x, y) | }x 1 


 

พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 

     ก. rD ( , 1) (1, )           ข. 1 1 xr {(x, y) | y }x
 

    

ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
8. กําหนดให้ xf (x) , x 11 x  


  และ xg(x) , x 11 x 


 

ข้อใดต่อไปนี้ผิด 
 1. 1(f g) (x) x , x 1     2. 1 1(f g )(x) x , x 1      

 3. 1 x(f g)(x) , x 11 2x
  


   4. 1 x(g f)(x) , x 11 2x

   


  

 
9. กําหนดให้ xf (x) 2 sin 2  และ 2g(x) x 1   

เซต f g gof(R D ) R   คือเซตในข้อใดต่อไปนี้ 

 1. { 1, 1}     2. { 2, 2}  
 3. [2, 3] [1, 2]     4. [ 2, 1] ( 3, 2]    
 
10. รูปสามเหล่ียม ABC มี a, b และ c เป็นความยาวของด้านตรงข้ามมุม A, B และ C  
ตามลําดับ ถ้า cos B 1/4  และ (a b c)(a b c) 30      แล้ว ac มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 12       2. 20  3. 20/3       4. 40/3 
 
11. กําหนดให้ A และ B เป็นจุดโฟกัสของวงรี 2 2x 2y 4x 4y 2 0      
และวงรีนี้ตัดแกน X ที่จุด C และ D โดยทําให้ ABCD เป็นรูปส่ีเหล่ียม 
พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. ABCD เป็นรูปส่ีเหล่ียมผืนผ้า 
     ข. พ้ืนที่ของรูปส่ีเหล่ียม ABCD เท่ากับ 4 2  ตารางหน่วย 
ข้อใดต่อไปนี้เป็นจริง 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
12. กําหนดให้ L เป็นเส้นตรงที่ผ่านจุด (1, 4) และมีความชันเท่ากับ 3/4 
ถ้าเส้นตรง L สัมผัสวงกลม C ซ่ึงมีจุดศูนย์กลางที่จุด (1, 2) แล้ว จุดใดต่อไปนี้เป็นจุดบนวงกลม C 
 1. 2(1, )5        2. 16(1, )5   3. 13( , 2)5       4. 3( , 2)5  

 

13. เซตคําตอบของอสมการ 2 2( x)x (x 3) 32 8    เป็นสับเซตของเซตในข้อใดต่อไปนี้ 
 1. (1, )        2. ( 2, 100)  3. ( 10, 10)       4. ( , 2)  
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14. กําหนดให้ ij 3 3A [a ]   โดยที่ 
i 1

ij
2 , i ja 2 , i j

  


 

tadj(A )4det det(A)
 
  
 

 เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 16        2. 4   3. 4       4. 16 
 
15. กําหนดให้ P a x 2 y   และมีเงื่อนไขข้อจํากัดดังนี้ 
   2x y 50 < ,   x 2y 70 < ,   x 0> ,   y 0>  
ถ้าค่าสูงสุดของ P เท่ากับ 100 แล้ว a เท่ากับค่าในข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 1       2. 2  3. 4       4. 6 
 
16. ให้ u a i b j   โดยที ่ a 0  และ b 0   และ u (5 i 2 j) 14    
ถ้า u  ทํามุม   กับเวกเตอร์ i  และ cos 3/5   
แล้ว a b  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 7       2. 14  3. 18       4. 21 
 
17. ให้ A, B, C เป็นจุดในระนาบ และ O เป็นจุดกําเนิด 

โดยที่ OA 3 i 2 j ˜  และ OB 2 i 5 j ˜  ถ้า 2AC AB3˜ ˜  

แล้ว 2OC| |̃  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 113
9        2. 989   3. 193

9        4. 153
9  

 

18. ถ้า 32 z 1 3 i   และ 
18

27
z a b ii z  


  เม่ือ a, b เป็นจํานวนจริง 

แล้ว a b  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 1        2. 0  3. 1       4. 2 
 
19. กําหนดให้ 9 10 126z i i ... i     เม่ือ 2i 1   แล้ว 12 z   เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 1 i        2. 1 i   3. 1 i         4. 1 i   
 
20. กําหนดให้ n เป็นจํานวนเต็มบวก 
ที่ทําให้ผลบวก n พจน์แรกของอนุกรมเลขคณิต 7 15 23 ...    มีค่าเท่ากับ 217 

แล้ว 
n n 1 2n

8
2 2 ... 2

2
    มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 127        2. 128   3. 127.5       4. 128.5  
 
21. กําหนดให้ 3f (x) ax bx   เม่ือ a, b เป็นจํานวนจริง 
และ f มีค่าต่ําสุดสัมพัทธ์เท่ากับ 2  ที่จุด x 1  
ถ้า 3g(x) x f(x)   แล้ว g เป็นฟังก์ชันลดในช่วงใดต่อไปนี้ 
 1. (0, 2)       2. ( 3, 1)    3. ( 1, 1)       4. ( 2, 0)  
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22. กําหนดให้ 3 2f (x) ax bx 2x 2     เม่ือ a, b เป็นจํานวนจริง 
ถ้า f (1) 5   และ f (0) 12     แล้ว (f(x) f (x))dx   เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 3 25x 9x 10x c      2. 3 25x 9x 10x c    

3. 3 25x 9x 10x c      4. 3 25x 9x 10x c    
 
23. ให้ f เป็นฟังก์ชัน ซ่ึงอนุพันธ์ของ f เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วงปิด [0, 1]  
และ 4

f (x)g(x) x 1


 

ถ้า f (1) f(1) 1   และ f (0) f(0) 2     แล้ว 1
0 g (x)dx  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 5
2        2. 1

2   3. 3
2        4. 7

2  

 
24. พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. จํานวนวิธีในการจัดเด็ก 5 คน และผู้ใหญ่ 5 คน ถ่ายรูปหมู่ โดยให้เด็กยืนแถวหน้า 
        และผู้ใหญ่ยืนแถวหลัง เท่ากับ 5! 5! 
     ข. จํานวนวิธีในการจัดชาย 6 คน หญิง 6 คน นั่งโต๊ะกลม 2 โต๊ะที่ต่างกัน ซ่ึงมีโต๊ะละ 
        6 ที่นัง่ โดยที่ชายและหญิงนั่งแยกโต๊ะกัน เท่ากับ 5! 5! 
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
25. ความน่าจะเป็นที่นักเรียนคนหนึ่งสอบผ่านวิชาคณิตศาสตร์เท่ากับ 2/5 และสอบผ่านวิชา
ภาษาอังกฤษเท่ากับ 1/3 ถ้าความน่าจะเป็นในการสอบผ่านอย่างมากหนึ่งวิชา เท่ากับ 13/15 
แล้ว ความนา่จะเป็นที่เขาจะสอบผ่านอย่างน้อยหนึ่งวิชาเท่ากบัข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 7
15        2. 4

15   3. 3
5        4. 1

5  

 
26. ในการสอบวิชาคณิตศาสตร์ของนักเรียนห้องหนึ่ง ปรากฏว่าค่าเฉล่ียเลขคณิตและส่วนเบี่ยงเบน
มาตรฐาน เป็น 55 และ 10 ตามลําดับ โดยที่นาย ก ได้คะแนนคิดเป็นค่ามาตรฐานเท่ากับ 1.3 และ
เม่ือรวมคะแนนเก็บระหว่างภาคการศึกษา ซ่ึงนักเรียนทุกคนได้คนละ 5 คะแนนแล้ว นาย ข ได้
คะแนนรวมน้อยกว่าคะแนนรวมของนาย ก 8 คะแนน 
    ข้อใดต่อไปนี้เป็นคะแนนรวม และค่ามาตรฐานของคะแนนรวมของนาย ข ตามลําดับ 
 1. 60, 0.5    2. 60, 1 
 3. 65, 0.5    4. 65, 1 
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27. กําหนดตารางแสดงพ้ืนที่ใต้โค้งปกติดังนี ้
z 0.97 1.58 
A 0.334 0.443 

คะแนนสอบวิชาคณิตศาสตร์ของนักเรียนห้องหนึ่งมีการแจกแจงปกติ นายคณิตและนายวิทยาเป็น
นักเรียนห้องนี้ ถ้าปรากฏว่ามีนักเรียน 5.7 เปอร์เซ็นต์ที่สอบได้คะแนนมากกว่านายคณิต และมี
นักเรียน 16.6 เปอร์เซ็นต์ที่สอบได้คะแนนน้อยกว่านายวิทยา และนายคณิตได้คะแนนมากกว่านาย
วิทยาอยู่ 51 คะแนน ส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานของการสอบคร้ังนี้เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 12       2. 15  3. 18       4. 20 
 
28. ถ้าราคาเฉล่ียของเมล็ดถั่วเหลืองต่อกิโลกรัม ในแต่ละเดือนของปี พ.ศ. 2542 
ที่จังหวัดหนึ่ง เป็นดังนี้ 
     เดือน มกราคม  ราคา 13 บาท 
     เดือน กุมภาพันธ์ ราคา 11 บาท 
     เดือน มีนาคม ราคา 12 บาท 
แล้ว พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
 ก. ดัชนีราคาเมล็ดถั่วเหลืองของเดือนกุมภาพันธ์ เทียบกับของเดือนมกราคม 
         เท่ากบั 84.62 เปอร์เซ็นต์ 
 ข. ดัชนีราคาเมล็ดถั่วเหลืองของเดือนมีนาคม เทียบกับของเดือนกุมภาพันธ์ 
         เพ่ิมขึ้น 10.09 เปอร์เซ็นต์ 
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
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เฉลยคําตอบ 
 

อัตนัย 1. 4 2. 9 3. 13 4. 0.5 5. 27.5 6. 0.4 7. 0.1 8. 19 
ปรนัย 1. 2  2. 4 3. 4 4. 1 5. 2 6. 4 7. 2 8. 3 
 9. 4 10. 1 11. 2 12. 1 13. 4 14. 1 15. 3 16. 2 
 17. 1 18. 2 19. 4 20. 3 21. 4 22. 1 23. 3 24. 2 
 25. 3 26. 3 27. 4 28. 2 

 
เฉลยวิธีคิด 

 
ตอนท่ี 1 
1. 2

4 3 2log log log (x 2x) 0 <  
2 0

3 2log log (x 2x) 4 1  <  
2 1 2 3

2log (x 2x) 3 x 2x 2   < <  
2x 2x 8 0   <    นั่นคือ 4 x 2 < <  

 

แต่จากเงือ่นไขของ log คือ 2x 2x 0   
ซึ่งแยกตัวประกอบได้ช่วงเปน็ x 2 , x 0    
..จึงได้วา่ เซตคําตอบ (A) คือ [ 4, 2) (0,2]    
 จํานวนเต็มใน A ได้แก่ –4, –3, 1, 2 
รวม 4 จาํนวน   ตอบ 

 
 

2. 32
x 6M 7x 12 23 x 52 7       

23
x 1C 2xy 4 44 y 44 2y

          

ตอบ x y 9   

 
 

3. เงื่อนไขลําดับเรขาคณติ  b c
a b  .....(1) 

เงื่อนไขผลคูณ abc 27  .....(2) 
เงื่อนไขลาํดับเลขคณิต 
            b 3 a c 2 b 3       .....(3) 
 

แก้ระบบสมการ (1),(2) ได้ b 3, ac 9   
แทนค่า b ลงในสมการ (3) จะได้ a c 10   
..โจทย์ถามค่า a b c    จึงตอบ 10 3 13   
 

หมายเหต ุในข้อน้ีไม่จําเป็นต้องแก้หา a, c  ต่อ 
..แต่สมมติถ้าแก้สมการต่อ จะได้ผลเป็น 
a 1, c 9   หรือ a 9, c 1   ก็ได้ 

 

4. 
2 2

2x 1
x 3 2 x 3 2lim x 1 x 3 2

               
 

   
2

2x 1
(x 1)lim

(x 1)( x 3 2)




  
 

   2x 1
(x 1) 2lim 0.54( x 3 2)


  

 
  ตอบ 

 
 
5. พจนท์ี่ 9 มีคา่เป็น 

   n 8 2n 16 82 8 81 1n n(x ) ( ) ( ) x8 82x 2
     

 

“พจน์นี้ไม่มี x” แสดงว่า 
กําลงัของ x คือ 2n 16 8 0 n 12      
 

หาพจน์ที่มี 15x  จากพจน์ทัว่ไป   24 2r rr112 ( ) xr 2
   

24 2r r 15 r 3       
..ดังนัน้ สัมประสิทธิ์ของพจน์นี้คอื 

3112 ( )3 2
 
 
 

 12! 27.59!3! 8 


 ตอบ 

 
 
6. จากเงือ่นไข “เมทริกซ์เอกฐาน” 
แสดงว่า 2x (x 1) x(x 4) 0     

3x 4x 0 x 0      หรอื 2 หรือ 2  
 

ต้องนําค่า x มาจาก {0, 1,2, 3, 4}  
จึงมีเลข 0 กับ 2 ที่ใช้ได ้

..ดังนัน้ ความนา่จะเป็น 2 0.45    ตอบ 
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 A 

 ง  จ 
 ข 

  ฉ 

C 
ช 

ก ค 
B 

7. ความชันเส้นสัมผัสเส้นโค้ง ณ จุด x ใด ๆ  

คือ 2dy 52(x 1)(2x ) (x 1) (2)dx 4      

แทนค่า 1x 2  จะได้ความชัน ณ จดุนัน้เป็น 3
4  

 

..ถ้าเสน้สัมผสัทํามุม   กับแกน X 

ก็จะได้วา่ 3tan ความชัน 4    

ดังนัน้ 24cos 1 2 sin5 2
      

 
 

ย้ายขา้งได้ 2 1sin 0.12 10
    

 
 ตอบ 

 
 
8. พสิัย 12  และ a 15   ดังนัน้ a 3  

2
i(x b)   น้อยสดุ   ดังนั้น b X 8   

ix c   น้อยสดุ   ดังนั้น xc Med 8   

(จากสมบัติของ X  และ Med) 
ตอบ  a b c 3 8 8 19       

 
 
ตอนท่ี 2 
1. คิดจากแผนภาพ 
n(A B C) จ 3     
n(A B' C ') ก 20     
โจทย์ถาม n(A ' B C) ฉ    
 

ถ้ามองเฉพาะ B กับ C จะใชสู้ตรยูเนียนของ 2 เซต
ได้ดังนี้.. n(B C) n(B) n(C) n(B C)      

(80 ก) 42 28 (จ ฉ)       
(80 20) 42 28 (3 ฉ)       

ตอบ  n(A ' B C) ฉ 7     

 
 
2. เลอืกโดเมนจาก 
{1} , {1,2} , {1,2, 3} , {1,2, 3, 4}  
เลือกเรนจ์จาก 1, 2, 3, 4, 5, 6 
แต่เรนจห์้ามอยู่ในโดเมน (f(x) x)  
 

{1}  เลอืกคู่ได ้5 แบบ (2ถึง6) 
{1,2}  เลอืกคู่ได้ 4 แบบ (3ถึง6) 
{1,2, 3}  เลอืกคู่ได้ 3 แบบ (4ถึง6) 
และ {1,2, 3, 4}  เลอืกคู่ได ้2 แบบ (5,6) 
 จํานวนฟงัก์ชัน 5 4 3 2      120 แบบ 

 

3. “เป็นตัวประกอบ” 
แสดงว่า p( 1) 0   และ p(1) 0  ได้สมการดงันี ้
3 1 a b 0      .....(1) 

3 1 a b 0     .....(2) 
   a 3, b 1     
เม่ือหาร 3 2p(x) 3x x 3x 1     
ด้วย x a b x 2     
จะได้เศษเหลือ เท่ากับ p(2) 21   ตอบ 

 
 
4. เซต A;  x 1 2 2 x 1 2   < < <  

1 x 3  < <  

  และ 1 1 2 x 12x 1
   


 

(ย้ายข้างคณูไขวไ้ด้ เพราะตัวส่วนเป็นบวกแนน่อน) 
2 x 1 2 3 x 1          

แต่อยา่ลืมเงื่อนไขทีส่่วน คอื x 1   ด้วย 
สรุปวา่ A ( 1, 1)   
 

เซต B;  x(x 2) 0 2 x 0       
สรุปวา่ B ( 2, 0)    ..และ A B ( 1, 0)    ตอบ 

 
 
5. p (q r)   เปน็เทจ็ แสดงวา่ p เป็นจริง, 
ส่วน q กับ r ต้องเปน็เทจ็อย่างน้อย 1 ตัว 
(p q) r T r     เป็นจริง แสดงว่า r เป็นจริง 
 q ต้องเป็นเท็จเท่านั้น 
 

ข้อ ก. (p q) ~ r F F      จริง 
ข้อ ข. p (q ~ r) T F      เทจ็ 

 
 
6. เชื่อมด้วย “และ” แสดงว่าตอ้งจริงทั้ง 2 อย่าง 

2x 2x 3 1 x 3  < < <  
2y 4 0 y 2      หรอื y 2  

..ดังนัน้ ข้อความที่ให้มาในโจทย์กค็ือ 
x [ 1 x 3 ] y [ y 2     < <  หรอื y 2 ]  

 

ตอบ ข้อที่ถูกคอืข้อ 4. เพราะสมาชิกทัง้หมดอยู่ใน 
[ 1, 3]  และมีสมาชิกบางตัวอยู่ใน ( , 2) (2, )     
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B A 

C D 

1 

2 2  

7. ก. rD ;  (เงื่อนไขค่าสัมบูรณ์) 2
1 0x 1

>  

1 0(x 1)(x 1)
 

>  

ดังนัน้ rD ( , 1) (1, )           ขอ้ ก. ถูก 
 

ข. 1 2
2
1 1r ; x y 1

xy 1
    


 

2 1 x1y 1 y
x x


       

..ซึ่งไม่เหมือนกับ 1 x
x


       ขอ้ ข. ผดิ 

[เพราะ x มีได้ทั้งค่าบวกและลบ เช่น ถ้า 
x 0.5   สองแบบน้ีจะได้ค่าไม่เท่ากัน] 
 

ตอบ  ขอ้ 2. 

 
 
8. หา 1f (x)  กับ 1g (x)  ไดด้ังนี ้

1 yf (x); x x xy y1 y
    


  

x xxy y x y x 1 1 x


      
 

 

1 xf (x) (x 1)1 x
  


 

ซึ่งผลที่ได้เหมือน g(x) พอด ี
..แสดงว่า 1g (x) f(x)   ด้วย นั่นเอง 
 

ข้อ 1. 1 1 1 1(f g) (x) (g f )(x) g (g(x)) x        ถูก 
ข้อ 2. 1 1 1(f g )(x) f (f(x)) x      ถูก 

ข้อ 3. 1 1
x

x 1 x(f g)(x) f x1 x 1 1 x

 

 
             

  

    x x
1 x x 1 2x 
  

     ..ขอ้ 3. ผิด 

ข้อ 4. 1 1
x

x 1 x(g f)(x) g x1 x 1 1 x

 

 
             

  

    x x
1 x x 1 2x 
  

  ถูก 

 

หมายเหต ุที่จรงิข้อ 4. ต้องเพิ่มว่า 1x 2   ด้วย 

 
 
 

9. fR [ 2,2]   
(กราฟ sin มีแอมพลจิูดเปน็ 1 และถูกคณูด้วย 2) 

gD  คิดจาก 2
gx 1 0 D ( , 1] [1, )      >  

ดังนัน้ f gR D [ 2, 1] [1,2]      
 

gofR  คิดจาก 
22 f(x) 2 0 [f(x)] 4 < < < <  

2
gof0 [f(x)] 1 3 R [0, 3]   < <  

ตอบ f g gof(R D ) R [ 2, 1] ( 3,2]       

 
 
10. จาก (a b c)(a b c) 30      

2 2 2a 2ac c b 30      .....(1) 
จากกฎของ cos; 2 2 2b a c 2ac cosB    

2 2 2 acb a c 2     .....(2) 

สมการ (1)–(2); 5 ac 30 ac 122     ตอบ 

 
 
11. จัดรูปสมการวงร;ี 

   
2 2(x 4x 4) 2(y 2y 1) 2 4 2          

2 2(x 2) 2(y 1) 4      
2 2(x 2) (y 1) 14 2

 
    

เป็นวงรีในแนวนอน มีจุดศูนย์กลางอยู่ที ่( 2, 1)  
ระยะโฟกสั c 4 2 2    
ดังนัน้ จุดโฟกัสได้แก่ A( 2 2, 1)  , B( 2 2, 1)   
 

หาจุดตัดแกน X โดยแทน y 0  

จะได้ 2(x 2) 2 4 x 2 2        
แสดงว่าจุดตัดแกน X ได้แก่ C( 2 2, 0)   
D( 2 2, 0)   ดังรปู 
 
 
 

ABCD   เป็น  ผืนผ้า 
พื้นที่ 2 2  ตร.หน่วย     ตอบ ก. ถูก ข. ผิด 
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1. 

2. 

4. 3. (1,2) 

5 

3 

4 


(a,b) 

O   25     70 

50 
35 (10,30) 

12. สมการ L คือ 
3y 4 (x 1) 4y 3x 13 04        

เส้นตรง L สัมผสัวงกลม C ซึ่งมีศูนย์กลางที่ (1,2) 
แสดงว่ารัศมี r เท่ากับระยะจากจดุ (1,2) ไปยัง L 
นั่นคอื 2 2

4(2) 3(1) 13 8r 54 3
 

 


 

 

ดูในตวัเลอืก มี x 1  กับ y 2  
จะสังเกตว่า ไม่ตอ้งสร้างสมการวงกลมก็ได ้
เพราะ x, y ที่ใหม้า อยู่ในแนวเดยีวกับจุดศูนย์กลาง 

จุด 1. 8 2(1,2 ) (1, )5 5   

จุด 2. 8 18(1,2 ) (1, )5 5   

จุด 3. 8 3(1 ,2) ( ,2)5 5    

จุด 4. 8 13(1 ,2) ( ,2)5 5   

ตอบ ข้อ 1. 

 
 

13. 2
23( x)x (x 3) 32 2     

2 2x (x 3) 3( x)3     

3 2x 3x 3x 2 0      
2(x 2)(x x 1) 0      

 

..ซึ่งพจน ์ 2x x 1   แยกตวัประกอบไม่ได้ 

แต่จดัรูปเปน็ 21 3(x )2 4   “มากกวา่ 0 เสมอ” 

ดังนัน้อสมการจะเหลือเพียง (x 2) 0   
x 2       ตอบ ข้อ 4. 

 

หมายเหต ุหากพหุนามกําลังสองใด แยกตัว
ประกอบไม่ได้ (ในรู้ทติดลบ) พหนุามน้ันจะมีค่าเป็น
บวกเสมอ ตัดท้ิงจากอสมการได้เลย ไม่จําเป็นต้อง
จัดรูป

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

14. พิสูจน์  จาก 1adj A A A   

          ..ดังนัน้ n n 11adj A A A A     
 

ในข้อนี้ 
0

1
2

2 2 2
A 2 2 2

2 2 2

 
   
  

 คาํนวณได้ det(A) 4   

 โจทย์ถาม t 34 4adj(A ) ( ) adj(A)A A   

                  3 3 1( 1) ( 4) 16        ตอบ 

 
 
15. เขียนกราฟ แรเงา 
และหาจดุยอดมุมได้ดังรปู 
 
 
สมมติวา่ (10, 30)  เปน็ 
จุดที่ทาํให้เกิด สงูสดุP  

จะได้ 100 a(10) 2(30) a 4     
 

ตรวจสอบคําตอบ โดยลองหาคา่ P ของจดุอืน่ ๆ  
(25, 0) P 100, (0, 35) P 70     
ไม่มีจุดใดให้ค่า P มากกว่า 100 เลย 
..แสดงว่า สงูสดุP 100  เกิดทีจุ่ด (10, 30)  จริง ๆ  

ตอบ a 4  
 
หมายเหต ุ
(1) ถ้าพบจุดอื่นที่ให้ P สูงกว่า ก็ต้องคิดใหม่ โดย
ให้จุดที่สูงกว่าน้ันเป็นจุดท่ีเกิด สงูสดุP จรงิ แล้วจงึหา

ค่า a 
(2) ในข้อน้ีหากสมมติให้จุด (25, 0)  เป็นจุดท่ีทําให้
เกิด สงูสดุP  ก็ยังได้คําตอบท่ีถูกเช่นเดียวกัน 

 
 
16. (a i b j) (5 i 2 j) 5a 2b 14       .....(1) 
 
 
u  กับ i  ทํามุมกนั 

3arccos 5  ดังรปู 

แสดงว่าอัตราส่วน a 3 4a 3bb 4    .....(2) 

แก้ระบบสมการได้ a 6, b 8   
ตอบ  a b 14   
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2 

1 
O 

A 

B 

C 

17. ใช้สูตรการแบ่งเวกเตอร์ 
2 OB 1OAOC 3



˜ ˜˜  

    2 1(2 i 5 j) (3 i 2 j)3 3     

    7 8i j3 3   

ตอบ 
22

2 7 8 113|OC| 3 3 9
          

˜  

 
 

18. จาก 3 1 3z i 1 ( )2 2 3   
  

ดังนัน้ 

 
     

   
   
 





6

18

27 9

1 ( )3 1 2z
i 1 3i z

i 1 ( )3

 

              1 1 1 i
i ( 1) i 1 2


  

  
 

ตอบ  1 1a b 02 2     

 
 
19. เนื่องจาก 9 10 11 12i i i i 0     
และ 13 14 15 16i i i i 0      ..ไปเร่ือย ๆ  
 

..ดังนัน้คา่ของ z จะคดิไดจ้าก  125 126i i  
                          1 2i i i 1     

ตอบ 1 2( 1 i)22z 1 ii 1 2
  

    


 

 
 

20. จากสูตร n 1 n
nS (a a )2   

จะได้ n n217 (7 7 (n 1)(8)) (8n 6)2 2       

2 314n 3n 217 0 n 7, 4        

แต่ n ตอ้งเปน็จาํนวนนับ   n 7   เทา่นั้น 
 

..แสดงว่าโจทย์ถาม 7 8 9 14 8(2 2 2 2 ) 2      

     
7 8 7 8

8
8

2 (2 1) 2 (2 1)22 1 2
  

    
 

     
82 1
2


    127.5    ตอบ 

 

21. “f มีคา่ต่าํสดุสัมพัทธ์เปน็ –2 ทีจุ่ดซึ่ง x=1” 
แสดงว่า f (1) 0   และ f(1) 2   
ซึ่งจากโจทย์ 2f (x) 3ax b    
จึงไดส้มการ 3a b 0   และ a b 2    
..แก้ระบบสมการได้ a 1, b 3    

3f(x) x 3x    
 

จาก 3 2g(x) x (3x 3)    จะได้ 2g(x) 3x 6x    
หาช่วงทีเ่ป็นฟังกชั์นลด โดย 23x 6x 0   

3x(x 2) 0            ตอบ ช่วง ( 2, 0)  

 
 
22. จาก f (1) 5   และ f (0) 12    
จะได้สมการ 3a 2b 2 5    และ 0 2b 12    
แก้ระบบสมการได้ b 6, a 5    

3 2f(x) 5x 6x 2x 2      
 

..ค่าของ [f (x) f (x)] dx   

จะได้ผลคล้าย ๆ  กับ f(x) f(x)  แตต่ิดค่า 1 2C , C  
ดังนี ้ 3 2 2

1 2(5x 6x 2x C ) (15x 12x C )       
   3 25x 9x 10x c      ตอบ 

 
 

23. 1 1
00 g (x)dx [g(x)] g(1) g(0)       

 

จาก 
4 3

4 2
(x 1)(f(x)) (f(x))(4x )g(x) (x 1)

 
 


 

..จะได้ (2)(1) (1)(4) 1g(1) 4 2
     

และ (1)( 2) ( 2)(0)g(0) 21
       

ตอบ 1 3( 2)2 2     

 
 
24. ข้อ ก. จดัได้ 5!5! วิธ ี..ถูกตอ้ง 
 

ข้อ ข. โต๊ะสองตวัวางตดิกัน ตาํแหน่งของทีน่ั่งแตล่ะ
ที่จึงถือวา่ตา่งกัน (คล้ายกับว่ามีหมายเลขประจํา
เก้าอี้แล้ว) จึงไม่ใช่การจดัแบบวงกลม 
..และจะจัดตําแหน่งคนในแต่ละโตะ๊ได้เป็น 6!6! 
(ชายโต๊ะหนึ่ง หญิงอีกโต๊ะหนึ่ง) และโต๊ะตา่งกันจงึ
สลับไดอ้ีก 2!  ..ข้อนี้จึงต้องเป็น 6!6!2! 
 

ตอบ  ก. ถูก และ ข. ผิด 
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25. P{สอบผา่นอย่างมาก 1 วิชา} 13
15  

ดังนัน้ P{สอบผ่านทั้ง 2 วิชา} 13 21 15 15     

..โจทย์ถาม P{สอบผ่านอย่างน้อย 1 วิชา} 
P(A B)    P(A) P(B) P(A B)     

             2 1 2 3
5 3 15 5     ตอบ 

 
 
26. คิดทีน่าย ก 

ก
ก

x 551.3 x 6810


    คะแนน 

 

นาย ข ได้นอ้ยกว่านาย ก อยู่ 8 คะแนน 
แต่คะแนนรวมได้บวกเพิ่มไปคนละ 5 คะแนนดว้ย 
ดังนัน้ รวม,ขx 68 8 5 65     คะแนน 
 

..คิดเปน็คา่มาตรฐาน รวม,ข
65 60(z ) 0.510


   

(ทุกคนได้บวก 5 คะแนน ทําให้คา่ X  เปลี่ยนไป 
แต่คา่ s ไม่เปลี่ยน) 
ตอบ ข้อ 3.  65, 0.5 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

27. จากขอ้มูลทีใ่ห้มา 
หาขนาดพื้นทีท่ี่วดัไปยัง 
แกนกลาง ไดด้ังรูป 
 
 
 

จากตารางจะได ้ คz 1.58  และ วz 0.97   

แทนสูตรได้ ค วx X x X1.58 , 0.97s s
 

    
 

นําสองสมการมาลบกัน ได้เปน็ ค วx x2.55 s


  

ซึ่งโจทย์บอกวา่ ค วx x 51   
51s 202.55    คะแนน  ตอบ 

 
 

28. ก. 11 100 84.62%13    ถูก 

ข. เพิ่มขึ้น 12 11 100 9.09%11


   ผิด   ตอบ 

 
 

 วิทยา         คณิต 

5.7% 16.6% 0.
44

3 

0.
33

4 



ข้อสอบเข้ามหาวิทยาลัย ต.ค.44 (7) 

 
ตอนที่ 1   ข้อ 1 – 8 เป็นข้อสอบแบบอัตนัย ขอ้ละ 2 คะแนน 
 
1. กําหนดให้ A {1, 2, 3, 4}  และ S { f : A A | f (x) x 1 <  ทุก x A }  
จํานวนฟังก์ชันทั้งหมดที่เป็นสมาชิกของ S เท่ากับเท่าใด 
 
2. ให้ช่วงเปิด (a, b)  เป็นเซตคําตอบของอสมการ log (3x 4) log (x 1) 1     
แล้ว a b  มีค่าเท่ากับเท่าใด 
 

3. ถ้า 
1 0 1
3 1 2A
2 5 a

 
  
 
 

 และ 11C (A) 2  แล้ว 1det ( 3A )  มีค่าเท่ากับเท่าใด 

 
4. ให้ z 1 3 i    แล้ว 6 6z z  เท่ากับเท่าใด 
 

5. ถ้า c เป็นจํานวนจริง ซ่ึง 
3 2 n 1

3 n 2n n 1

3cn n cn ( 2)lim (2n 1) 3


 

  



  แล้ว c มีค่าเท่าใด 

 
6. ถ้าเส้นตรง x a  แบ่งคร่ึงพ้ืนที่ที่ปิดล้อมด้วยเส้นโค้ง y 2x  จาก x 0  ถึง x 8  
แล้ว 3a  มีค่าเท่าใด 
 
7. กําหนดความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ A, B และ A B  ดังนี้ 
P(A) 0.5 ,  P(B) 0.3   และ P(A B) 0.1   
แล้ว P(A ' B')  มีค่าเท่ากับเท่าใด 
 
8. ร้านค้าแห่งหนึ่งขายพัดลม 3 ขนาด ในการหาดัชนีราคาพัดลมทั้ง 3 ขนาด ถ้าดัชนีราคาอย่างง่าย
แบบใช้ราคารวมของ พ.ศ. 2543 โดยใช้ พ.ศ. 2542 และ พ.ศ. 2541 เป็นปีฐาน เท่ากับ 80 และ 
120 ตามลําดับแล้ว ราคาเฉล่ียของพัดลมทั้ง 3 ขนาด ใน พ.ศ. 2542 เม่ือหาโดยใช้ดัชนีราคาอย่าง
ง่ายแบบใช้ราคารวม เพ่ิมขึ้นจากราคาเฉล่ียของพัดลมทั้ง 3 ขนาดในพ.ศ. 2541 ร้อยละเท่าใด 
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ตอนที่ 2   ข้อ 1 – 28 เป็นข้อสอบแบบปรนัย ข้อละ 3 คะแนน 
 
1. ให้ A, B, C เป็นเซตที่มีสมาชิก เซตละ 2 ตัว 
และ a A, b B, c C     โดยที่ A B C {a, b, c, d}    
ถ้า (A B) (A C)      แล้ว พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. d A         ข. B C  
ข้อใดต่อไปนี้เป็นจริง 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
2. ถ้า 2 x 2 < <  และ 8 y 13< <  

แล้ว ค่ามากที่สุดของ 
x(1/2) 1

y 2



 เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1       2. 1
2   3. 1

3        4. 1
8  

 
3. กําหนดให้ 3 2P(x) x ax bx 2     โดยที่ a และ b เป็นจํานวนจริง 
ถ้า x 1  และ x 3  ต่างก็หาร P(x)  แล้วเหลือเศษ 5 
ดังนั้น a 2b  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 11        2. 1   3. 1       4. 9 
 
4. พิจารณาข้อความต่อไปนี้ เม่ือเอกภพสัมพัทธ์คือเซตของจํานวนจริง 

     ก. x [cot 2x cot x 0 ]               ข. 4 4 21x [sin x cos x 1 sin 2x ]2     

ค่าความจริงของข้อความ ก. และข้อความ ข. เป็นไปตามข้อใดต่อไปนี้ 
 1. ก. เป็นจริง และ ข. เป็นจริง  2. ก. เป็นจริง และ ข. เป็นเท็จ 
 3. ก. เป็นเท็จ และ ข. เป็นจริง  4. ก. เป็นเท็จ และ ข. เป็นเท็จ 
 
5. กําหนดให้ p, q, r เป็นประพจน์ที่มีค่าความจริงเป็น จริง เท็จ และเท็จ ตามลําดับ 
ประพจน์ในข้อใดต่อไปนี้มีค่าความจริงเหมือนกับประพจน์ (p ~ q) (r ~ p)    
 1. (~ r p) (q r)      2. (q ~ r) (~ p ~ q)    
 3. (~ p r) (q ~ r)      4. (p q) (~ r q)    
 
6. ถ้า 3 2 2 2r {(x, y) | 2x 3xy x y 0 }      R R  
แล้ว เรนจ์ของ 1r   เท่ากับข้อใด 

 1. 1 1( , ]3 2     2. 1 1[ , )2 3  

 3. 1 1( , ) ( , )3 3        4. ( , )   
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7. กําหนดให้ 2f (x) 4 x   และ 2
1g(x)

9 x



 

จํานวนในข้อใดต่อไปนี้เป็นสมาชิกของ gofR  

 1. 1
2        2. 1

4   3. 1
8        4. 1

14  

 
8. กําหนดให้ f (x 1) 3x 2 f (x)     และ g(3x 1) 2x 8    
ถ้า f (0) 1   แล้ว 1g (f (2))  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 1        2. 0  3. 1       4. 2 
 
9. ถ้า sin 15 sin55 x     และ cos 15 cos 55 y     
แล้ว 2(x y) 2xy   เท่ากับขอ้ใดต่อไปนี้ 
 1. 24 cos 20       2. 22 cos 20  3. 24 cos 40       4. 22 cos 40  
 
10. ถ้า 0 x 4 

  แล้ว 

เซตคําตอบของ 0.5 0.5 0.5 0.5log (sin x) log (sin2x) log (cos x) log (cos 2x)    คือเซตในข้อใดต่อไปนี้ 

 1.         2. (0, )6
   3. ( , )12 6

        4. ( , )6 4
   

 
11. ให้ C เป็นวงกลมที่มีจุดศูนย์กลางอยู่ที่จุดศูนย์กลางของวงรี 2 2x 2y 4x 4y 2 0      
และผ่านจุดโฟกัสทั้งสองของวงรีนี้ 
ถ้าวงกลม C ตดัเส้นตรง y x   ที่จดุ A และ B แล้ว ระยะ AB ยาวเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 3  หน่วย      2. 5  หน่วย 3. 6  หน่วย         4. 8  หน่วย 
 
12. กําหนดให้ P  เป็นพาราโบลา 2y 2y 8x 7 0     ซ่ึงมี L เป็นเส้นไดเรกตริกซ์ 
สมการวงกลมซ่ึงมีจุดศูนย์กลางอยู่ที่จุดโฟกัสของ P และมี L เป็นเส้นสัมผัส คือข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 2 2x y 2x 2y 14 0       2. 2 2x y 2x 2y 2 0      
 3. 2 2x y 2x 2y 2 0       4. 2 2x y 2x 2y 14 0      
 
13. เซตคําตอบของสมการ 2x 2x x4 3 9 2 13 6      เป็นสับเซตของเซตในข้อใดต่อไปน้ี 
 1. [ 4, 0]       2. [ 3, 1]   3. [ 2, 2]       4. [1, 3]  
 

14. ให้ 
2x x 1

f (x) det 0 1 2
x 1 1

  
         

 

ถ้าช่วง [a, b] เป็นเซตคําตอบของอสมการ f (x) 2>  
แล้ว a b  คือข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1
3        2. 23   3. 4

3        4. 53  
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15. ค่าของ x, y ที่ทําให้ P 2 x 3 y   มีค่าสูงสุดตามเงื่อนไขข้อจํากัดที่กําหนดให้ต่อไปนี้ 
   x y 4 > ,   3x 2y 10 < ,   2x y 1 < ,   x 0>    และ y 0>  
สอดคล้องกับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. x y 5        2. x y 4   3. 39x y 8        4. 33x y 8   

 

16. กําหนดให้ 2u 2 , u v 5  , u v 4   

ถ้า   เป็นมุมระหว่าง u  และ v  แล้ว   อยู่ในช่วงใดต่อไปนี้ 
 1. (0, )6

       2. ( , )6 4
    3. ( , )4 3

        4. ( , )3 2
   

 
17. กําหนดจุด A(1, 1), B(4, 10), C(7, 9)  
และ D เป็นจุดที่อยู่บนด้าน AB โดยที่ AD 2

3AB
| |
| |


˜
˜  

ถ้า   คือมุมระหว่าง CÃ  และ DC̃  แล้ว cos   คือค่าในข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 2
5
        2. 2

10
   3. 2

5        4. 2
10  

 

18. ถ้า 393 i4 4  เป็นคําตอบหนึ่งของสมการ 2ax 3x c 0    โดยที่ a และ c เป็นจํานวนจริง 

แล้ว เศษที่เหลือจากการหาร 2ax 3x c   ด้วย x 2  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 8       2. 12  3. 16       4. 20 
 

19. กําหนดให้ 
1 , x 1x 1f (x)
2 , x 1

   
 

  และ 3g(x) x x 2    

ถ้า h(x) f (x)g(x)  แล้ว ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. h  ต่อเนื่องที่จดุ x 1  และ 

x 1
lim h(x) 0


  

 2. h  ต่อเนื่องที่จุด x 1  และ 
x 1
lim h(x) 4


  

 3. h  ไม่ต่อเนื่องที่จุด x 1  และ 
x 1
lim h(x) 0


  

 4. h  ไม่ต่อเนื่องที่จุด x 1  และ 
x 1
lim h(x) 4


  

 
20. กําหนดให้ g เป็นฟังก์ชันซ่ึงมีอนุพันธ์ที่ทุกจุด x 0  และ g(3) 3   
จํานวนเต็มบวก n ที่ทําให้ n 3 2g(x 2x) 4x 6x 31     คือจํานวนในข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 5       2. 6  3. 7       4. 8 
 
21. ให้ f เป็นฟังก์ชันพหุนามกําลังสาม ซ่ึงมีค่าสูงสุดสัมพัทธ์เท่ากับสามเท่าของค่าต่ําสุดสัมพัทธ์ 
และ f (0) 2    ถ้า f มีค่าสูงสุดสัมพัทธ์ที่ x 1   และมีค่าต่ําสุดสัมพัทธ์ที่ x 1  
แล้ว f (4)  เท่ากับขอ้ใดต่อไปนี้ 
 1. 28        2. 24   3. 24       4. 28 
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22. กําหนดให้เส้นโค้ง y f (x)  ผ่านจุด (1, 0)  
และมีความชันที่จุด (x, y)  ใด ๆ  เป็น 2

2
23x 4x x   

ถ้า (a, b)  เป็นจุดตัดระหว่างเส้นโค้งนี้กับเส้นตรง x 2 0   แล้ว a b  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 3
2        2. 2  3. 7

2        4. 4 

 
23. คนกลุ่มหนึ่งเป็นชายและหญิงจํานวนเท่ากัน โดยที่อัตราส่วนของจํานวนวิธีที่ชายและหญิงยืนสลับ
ที่กันเป็นแถวตรง กับจํานวนวิธทีี่ชายและหญิงยืนสลับที่กันเป็นวงกลม เท่ากับ 10 : 1  จํานวนวิธีที่จะ
เลือกตัวแทน 2 คนจากคนกลุ่มนี้ โดยมีชายอย่างน้อย 1 คน เท่ากับข้อใดต่อไปนี้  
 1. 30       2. 35  3. 40       4. 45 
 
24. ห้างสรรพสินค้าแห่งหนึ่งจัดรายการสมนาคุณแก่ลูกค้า โดยจะให้ลูกค้าทุกคนสุ่มหยิบคูปอง
ส่วนลดได้ 2 ใบ จากกล่องซ่ึงมีคูปองทั้งหมด 12 ใบ ซ่ึงมีคูปองมูลค่า 50 บาท 5 ใบ คูปองมูลค่า 
100 บาท 3 ใบ คูปองมูลค่า 200 บาท 3 ใบ และคูปองมูลค่า 500 บาท 1 ใบ ความน่าจะเป็นที่
ลูกค้าคนหนึ่งจะสุ่มหยิบคูปอง 2 ใบ และได้คูปองที่มีมูลค่าส่วนลดรวมมากกว่า 300 บาท มีค่า
เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 11
66        2. 14

66   3. 20
66        4. 23

66  

 
25. นักเรียนอนุบาล 4 คน มีอายุเป็น 1 2 3 4x , x , x , x  ปี 

โดยมีค่าเฉล่ียเลขคณิตของอายุเป็น 5.5 ปี  และ 
4 2

i
i 1

x 141


  

ถ้ามีนักเรียนที่มีอายุ 3 ปี มาเพิ่มอีก 1 คน แล้ว 
สัมประสิทธิ์ของการแปรผันของอายุนักเรียนทั้ง 5 คนนี้ เท่ากบัข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 5
5        2. 1  3. 2 5

5        4. 5 

 
26. ถ้าตารางแจกแจงความถ่ีของข้อมูลชุดหนึ่ง ซ่ึงมีความกว้างของแต่ละอันตรภาคชั้นเท่ากัน 
เป็นดังต่อไปนี้ 

ช้ันที่ จุดกึ่งกลางของอนัตรภาคช้ัน ความถ่ีสะสม 
1 
2 
3 
4 
5 

... 

... 

... 
25 
30 

8 
16 
36 
40 
50 

 

ให้ X  เป็นค่าเฉล่ียเลขคณิต และ med  เป็นมัธยฐานของข้อมูล ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. X 19  และ med 19.75   2. X 19  และ med 17.5  
 3. X 20  และ med 19.75   4. X 20  และ med 17.5  
 
 
 
 



ขอสอบเขามหาวิทยาลัย  Math E-Book 
Release 2.6.3 

638 

27. ถ้าจากการศึกษาความสัมพันธ์ระหว่างจํานวนชั่วโมงต่อสัปดาห์ที่ใช้ในการทบทวนวิชาต่าง ๆ  
(แทนด้วย X) และผลการเรียนเฉล่ีย หรือ GPA (แทนด้วย Y) ได้สมการที่ใช้ประมาณผลการเรียน
เฉล่ีย จากจํานวนชั่วโมงต่อสัปดาห์ที่ใช้ในการทบทวนวิชาต่าง ๆ  เป็นสมการเส้นตรงที่มีความชัน
เท่ากับ 0.02 และระยะตัดแกน Y เท่ากับ 2.7 
พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. ถ้าจํานวนชั่วโมงที่ใช้ในการทบทวนวิชาต่าง ๆ  เพ่ิมขึ้น 10 ชั่วโมงตอ่สัปดาห์ 
        ผลการเรียนเฉล่ียเพ่ิมขึ้น 0.2 
     ข. ถ้าผลการเรียนเฉล่ียเท่ากับ 3 ทาํนายว่าจํานวนชั่วโมงที่ใช้ในการทบทวนวิชาต่าง ๆ  
        เท่ากับ 15 ชั่วโมงต่อสัปดาห์ 
ข้อใดต่อไปนี้เป็นจริง 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
28. พ้ืนที่ใต้เส้นโค้งปกติระหว่าง z 1.2   ถึง z 0  เท่ากับ 0.3849 
คะแนนสอบของนักเรียนกลุ่มหนึ่งมีการแจกแจงแบบปกติ โดยมีค่าเฉล่ียเลขคณิตและส่วนเบี่ยงเบน
มาตรฐานเท่ากับ 50 คะแนน และ 10 คะแนน ตามลําดับ  ถ้านายคํานวณสอบได้ในตําแหน่ง
เปอร์เซนไทล์เท่ากับ 88.49 แล้ว นายคํานวณสอบได้คะแนนเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 58 คะแนน      2. 60 คะแนน 3. 62 คะแนน      4. 65 คะแนน 
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เฉลยคําตอบ 
 

อัตนัย 1. 96 2. 3 3. 1.8 4. 128 5. 4.8 6. 128 7. 0.9 8. 50 
ปรนัย 1. 1  2. 2 3. 3 4. 3 5. 3 6. 1 7. 3 8. 1 
 9. 1 10. 4 11. 3 12. 4 13. 3 14. 4 15. 1 16. 2 
 17. 1 18. 4 19. 4 20. 2 21. 4 22. 4 23. 2 24. 2 
 25. 1 26. 3 27. 2 28. 3 

 
เฉลยวิธีคิด 

 
ตอนท่ี 1 
1. เลอืกคูข่อง 1 ได้ 2 แบบ คือ 1 หรือ 2 
เลือกคู่ของ 2 ได ้3 แบบ คือ 1, 2 หรือ 3 
เลือกคู่ของ 3 ได ้4 แบบ (อะไรกไ็ด้) 
เลือกคู่ของ 4 ได ้4 แบบ (อะไรกไ็ด้) 
 จํานวนฟงัก์ชัน 2 3 4 4      96 แบบ 

 
 
2. จากโจทย์ log(3x 4) log(x 1) log 10     

3x 4 10(x 1) 14 7x x 2         
 

แต่เงือ่นไข log คือ 3x 4 0   และ x 1 0   

..จะได้ 4x 3   และ x 1  

ดังนัน้ ช่วงคาํตอบเป็น (1,2)     ตอบ a b 3   

 
 
3. จาก 11C (A) 2  

จะได้ 1 2 2 a 10 2 a 85 a
          

ดังนัน้ A 8 0 15 2 0 10 15          

ตอบ 
3

1 ( 3) 273A 1.8A 15
  

   


 

 
 

4. จากโจทย์ 4z 2 3 
  

จะได้ 4z 2 ( )3  
  

ดังนัน้ 6 6 6 624 24z z 2 2 ( )3 3     
   

              6 62 0 2 0     
              64 64 128    ตอบ 

 

5. ซ้ายมือ 
3 2
3n

3cn n cnlim 8n 1

 


 
 

             
2

n
3

c13c 3cn nlim 1 88 n


 
 

 
 

และขวามือ 
n 1

n 2n 1

( 2) 4 83 2 3 93






       

                     3 9
2 51 ( )3

 
 

 

3c 9 c 4.88 5      ตอบ 

 
 
6. จากโจทย ์
เขียนรปูไดด้ังนี ้
 
 
 
พื้นที่แรเงามีขนาดเทา่กนั 
จึงไดส้มการเปน็ 8

0
a

ay dx y dx   
8

3/2 3/2

0

a

a

2 22 x 2 x3 3
   

         
   

 

ตัดสัมประสิทธิ์ 22 3  ทั้งสองขา้งของสมการทิ้งไป 

3/2 3/2 3/2 3/2 3/2 3/2a 0 8 a 2a 8       
ยกกําลังสองทั้งสองขา้ง จะได ้ 3 34a 8  

ตอบ 
3

3 8a 1284   

 
 
 
 

0        a   8 
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7. P(A ' B') 1 P(A B)     
              1 0.1 0.9      ตอบ 

 
 
8. 43 42I 80, I 120   

เพิ่มขึน้ 120 80 10080


   ร้อยละ 50   ตอบ 

 
 
ตอนท่ี 2 
1. จาก a A, b B, c C    แสดงว่า 
A {a, _}  B {b, _}  C {c, _}  
และจาก (A B) (A C)      
แสดงว่า A B    และ A C    
..ฉะนั้น b และ c ตอ้งไมอ่ยู่ใน A 
จึงสรุปไดว้่า A {a, d}  เทา่นัน้    (ก. ถูก) 
และ a กับ d ตอ้งไม่อยู่ใน B, C เลยด้วย 
จึงสรุปไดว้่า B C {b, c}      (ข. ถูก) 
ตอบ  ขอ้ 1. 

 
 

2. จาก x12 x 2 2 44 < < < <  

x x1 1 5 14 1 54 2 4 2
   

        
   

< < < <  

และจาก 8 y 13 10 y 2 15 < < < <  
ดังนัน้เม่ือนําปลายช่วง มาหารกันทีละคู ่ผลที่ไดเ้ปน็ 
5 1 5 1 5 1 5 1, , ,40 8 60 12 10 2 15 3     

พบว่า คา่มากทีส่ดุที่เปน็ไปไดค้ือ 1
2    ตอบ 

 
 
3. x 1  หาร P(x) เหลอืเศษ 5  แสดงวา่ 
P(1) 5 1 a b 2 5       .....(1) 
x 3  หาร P(x) เหลอืเศษ 5  แสดงว่า 
P( 3) 5 27 9a 3b 2 5         .....(2) 
แก้ระบบสมการได้ a 3  และ b 1   
 ตอบ  a 2b 1   

 
 
 
 

4. ข้อ ก. cot 2x cot x 0   
cos 2x cos x 0sin2x sin x    

sin x cos 2x cos x sin2x 0sin2x sin x


   

sin( x) 10 0sin2x sin x sin2x
 

     

..เป็นไปไม่ได ้   ดังนั้น ขอ้ ก. เท็จ 
 

ข้อ ข. จาก 4 4sin x cos x  
4 2 2 4 2 2[sin x 2 sin x cos x cos x] 2 sin x cos x     
2 2 2 2 2(sin x cos x) 2 sin x cos x    

2
2 2(2 sin x cos x) 11 1 sin 2x2 2     

ดังนัน้ ข้อ ข. จรงิ 

 
 
5. จากโจทย์ (p ~ q) (r ~p)    

(T T) (F F) T F T        
ข้อที่ถูกคอื ขอ้ 3. (F F) T    
ส่วนอีก 3 ข้อมีคา่เป็นเทจ็ ดังนี ้
1. (F F) F    
2. (F ) (F ) F T F        
4. (T F) (T F) F F F       

 
 
6. เรนจ์ของ 1r  กค็ือโดเมนของ r; 
จาก 3 2 2 22x 3xy x y 0     

จัดรูปได้ 
2 3

2 2 3 2 x 2x(3x 1)y x 2x y 3x 1


    


  

 

มีเงื่อนไขตัวส่วน ว่า 13x 1 0 x 3      

และมีเงื่อนไขกําลังเลขคู่ ว่า 
2 3x 2x 03x 1



>  

2x (2x 1) 03x 1





<   ..นาํไปเขียนเสน้จาํนวน 

จะทราบช่วงคําตอบเป็น ( 1/3, 0] [0, 1/2]   

นําทั้งสองเงื่อนไขมาอนิเตอร์เซคกนั  ตอบ 1 1( , ]3 2  
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7. หา gofR  โดยเริ่มคิดจาก f; 
2 2 2x 0 4 x 4 0 4 x 2   > < < <  

20 f(x) 2 0 [f(x)] 4 < < < <  
25 9 [f(x)] 9 < <  

2
1 1 1
9 59 [f(x)]




< <  

1 1(g f)(x) 59 < <        ตอบ ข้อ 3. 

 

หมายเหต ุห้ามนํา f ไปใส่ใน g เป็น 2
1

9 4 x 
 

แล้วค่อยคิด ..เพราะจะทําให้เงื่อนไขใน f หายไป 

 
 
8. หา f(2) จาก f(0) โดยไล่ไปทีละตัว 
เริ่มจากแทน x ด้วย 0 จะได ้
f(1) 3(0) 2 f(0) 2 1 3       
จากนั้น แทน x ด้วย 1 จะได ้
f(2) 3(1) 2 f(1) 3 2 3 8        
 

แสดงว่าโจทย์ถาม 1 1g (f (2)) g (8)   
จาก 1g (2x 8) 3x 1     ..ให้ 2x 8 8   
พบว่าต้องเป็น x 0   ..ดังนั้น 1g (8) 1    
ตอบ  1 1g (f (2)) g (8) 1     

 
 
9. 2 2 2(x y) 2xy x y     

2 2(sin 15 sin55 ) (cos 15 cos 55 )         
2 2sin 15 2 sin 15 sin55 sin 55        

     2 2cos 15 2 cos 15 cos 55 cos 55        
2 2 sin 15 sin55 2 cos 15 cos 55        
2 (cos 70 cos 40 ) (cos 70 cos 40 )          

22 2 cos 40 2 2(2 cos 20 1)        
24 cos 20     ตอบ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

10. 0.5 0.5log (sin x sin2x) log (cos x cos 2x)  
sin x sin2x cos x cos 2x   

(พลิกดา้นเครือ่งหมาย เพราะฐานเป็น 0.5) 
0 cos x cos 2x sin x sin2x      
0 cos 3x   

 

เงื่อนไขที่ให้มาคอื 30 3x 4 
  

จากรูป ถ้า cos 3x 0  

จะได้ 33x2 4 
   

x6 4  
   

 

ตรวจสอบเงื่อนไขสิ่งที่อยู่ภายใน log ได้แก ่
sin x 0, sin2x 0, cos x 0, cos 2x 0     
พบว่าช่วงคาํตอบนี้ใช้ได้ทัง้หมด 

ตอบ ( , )6 4
   

 
 
11. จัดรูปสมการวงร;ี 

   
2 2(x 4x 4) 2(y 2y 1) 2 4 2          

2 2(x 2) (y 1) 14 2
 

    

เป็นวงรีนอน มีจดุศูนย์กลางอยูท่ี ่( 2, 1)  
ระยะโฟกสั 4 2 2    
 

วงกลมมจีุดศูนยก์ลางที่เดียวกับวงรี และผ่านจดุ
โฟกัส ..แสดงว่า รัศมีของวงกลม 2  ดว้ย 
จึงไดส้มการวงกลม 2 2(x 2) (y 1) 2     .....(1) 
ตัดกับเส้นตรง y x   .....(2) 
 

แก้ระบบสมการ โดยแทนสมการ (2) ใน (1) 
แล้วใช้สตูรสมการกําลังสอง ..จะได้จุดตัด 2 จุดเปน็ 

3 3 3 3( , )2 2
    กับ 3 3 3 3( , )2 2

    

 2 2AB ( 3) ( 3) 6    หน่วย   ตอบ 
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2 

1 
C 

A 

B 

D 

5 

4 

   1/2   10/3  

(5/3,7/3) 
(12/7,17/7) 

12. จัดรูปพาราโบลา;   
2y 2y 1 8x 7 1      

2(y 1) (4)(2)(x 1)     เป็นพาราโบลาเปิดขวา 
จุดยอดอยู่ที่ ( 1, 1)  และระยะโฟกัส c 2  
..ดังนัน้ จุดโฟกัสอยู่ที ่(1, 1) 
ไดเรกตริกซค์ือ x 3   
 
 
 
หาสมการวงกลมที่มีจดุศูนย์กลางที่ (1, 1) 
และมีรัศมี 2c 4   
นั่นคอื 2 2(x 1) (y 1) 16     
หรือแจกแจงได ้ 2 2x y 2x 2y 14 0       ตอบ 

 
 
13. ให้ x3 A  และ x2 B  
จะได้สมการเป็น 2 24A 9B 13AB   

2 24A 13AB 9B 0     
A 9(4A 9B)(A B) 0 B 4       หรอื 1  

x3 9
2 4

 
   

 
 หรอื 1   x 2   หรือ 0 

 ตอบ คาํตอบทั้งสองนี้อยู่ในช่วงในข้อ 3. 

 
 
14. 2 2 2 2f(x) x 0 2x x 0 2x 3x x          
จึงไดอ้สมการเปน็ 23x x 2  >  

23x x 2 0   <  

(3x 2)(x 1) 0   <   ..ช่วงคําตอบคอื 2[ 1, ]3  

2 5a b 1 3 3         ตอบ 

 
 
15. เขียนกราฟ แรเงา 
และหาจดุยอดมุมได้ดังรปู 
 

(0, 4) P 12   
(0,5) P 15   
5 7 31( , ) P 10.333 3 3    

12 17 75( , ) P 10.77 7 7    

สงูสดุP  เกิดที่จดุ (0,5)    ตอบ x y 5   

 

16. จาก u v 5   

จะได้ 2 2u v 2 u v cos 25     .....(1) 
และจาก u v 4   

จะได้ 2 2u v 2 u v cos 16     .....(2) 
 

สมการ (1) (2)
2
  ได้เปน็ 2 2 41u v 2   

และสมการ (1) (2)
4
  ได้เป็น 9u v cos 4   

 

..โจทย์บอกว่า 2u 2  

222 41( ) v v 202 2      

จะได้ 2 9u v cos ( )( 20)cos2 4     

9cos 0.7124 10     

 

..แต่เราทราบวา่ 2cos 0.7074 2 
  

ดังนัน้ 4 
  เล็กนอ้ย     ตอบ ข้อ 2. 

 
 

17. 6CA 8
    

˜  และ 3CB 1
    

˜  

 
ใช้สูตรการแบ่งเวกเตอร ์

1 CA 2 CB 4CD 23
      

˜ ˜˜  

4DC 2     
˜  

..หามุมระหวา่ง 6
8
 
  

 กับ 4
2
 
  

 โดยการดอท 

( 6)(4) ( 8)(2) (10)( 20)cos       

ตอบ  2cos 5    

 
 
 
 
 
 
 
 
 

F 
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18. สมการนี้มี 3 39 i4 4  เป็นคําตอบ 

แสดงว่ามี 3 39 i4 4  เป็นคําตอบดว้ย 

(เพราะสัมประสทิธิท์ุกตัวเปน็จาํนวนจริง) 
 

ดังนัน้พหนุามคอื 3 39 3 39(x i)(x i)4 4 4 4     

               2 3 9 39x x 02 16 16      

นํา 2 คูณ เพือ่ปรับสัมประสิทธิ์ให้ตรงตามโจทย์ 
..ได้เป็น 22x 3x 6 0    
ตอบ เศษเหลือเท่ากับ 22( 2) 3( 2) 6 20      

 
 
19. การหาค่าลมิิตเม่ือ x เข้าใกล้ 1 
จะตอ้งคาํนวณจากกรณทีี่ x ไม่เทา่กับ 1 
(เพียงแค่มีค่าใกล้เคียง 1 มาก ๆ  เท่านั้นเอง) 

..ดังนัน้ 3
x 1 x 1

1lim h(x) lim (x x 2)x 1 

      
 

               2
x 1
lim (x x 2) 4


     
 

ส่วนการหาค่าฟงัก์ชัน ที่จดุ x=1 นั้น 
ก็ต้องคาํนวณจากกรณทีี่ x เป็น 1 โดยตรง 
..ดังนัน้ 3h(1) 2 (1 1 2) 0      
 

พบว่าลิมิตกับคา่ของฟังก์ชัน มีค่าไม่เท่ากนั 
ดังนัน้ h ไม่ต่อเนื่องที่ x 1  
ตอบ ข้อ 4. 

 
 
20. จากกฎลูกโซ่คือ g(f(x)) f(x) (g f) (x)      
จะได้ n n 1 2g(x 2x) (nx 2) 12x 12x       

2
n

n 1
12x 12xg(x 2x) nx 2


  


 

 

..ต้องการคิดที่ g(3)  จะสังเกตได้วา่ควรแทน x 1  
(ใช้วิธีเดาเลข เพราะแก้สมการได้ยาก) 

จะได้ 12 12g(3) 3 n 6n 2
    


  ตอบ 

 
 
 
 
 
 
 

21. ให้ 3 2f(x) Ax Bx Cx D     
จาก f(0) 2  ..จะได้ D 2  
 

“–1 กับ 1 เปน็คา่วิกฤตของ f” 
นั่นคอื f ( 1) 0    ..จะได้ 3A 2B C 0    
และ f (1) 0   ..จะได ้3A 2B C 0    
แก้ระบบสมการได้ B 0  และ 3A C 0  ....(1) 
 

..อีกขอ้มูลที่ให้มาคอื f( 1) 3 f(1)    
จึงได ้ A B C D 3(A B C D)         
แทนค่า B 0, D 2   จะได้ A C 1    .....(2) 

แก้ระบบสมการ (1) กับ (2) ได้ 1 3A , C2 2    

ตอบ 1 3f(4) (64) 0 (4) 2 282 2      

 
 
22. โจทย์กําหนด 2 2f (x) 3x 4x 2x     
จะได้ 3 2 1f(x) x 2x 2x C     
..กราฟผ่าน (1, 0)  จงึได ้ 1 2 2 C 0     
นั่นคอื C 3  

3 2 2f(x) x 2x 3x      
 

จุดที่โค้ง f นี้ตดักับเส้นตรง x 2  
แสดงว่าค่า y ณ จุดนั้น ก็คอืคา่ f(2) 
f(2) 8 8 1 3 2      
(a, b) (2,2)         ตอบ ผลบวกเทา่กับ 4 

 
 
23. สมมติมีชาย n คน, หญงิ n คน 
จัดแบบเสน้ตรง n!n! 2   วิธ ี
จัดแบบวงกลม n! (n 1)!    วิธ ี

n!n! 2 10 2n 10 n 5n!(n 1)!


     


 

แสดงว่ามีชายและหญงิอยา่งละ 5 คน 
 

..วิธีเลอืกให้มีชายอย่างนอ้ย 1 คน คดิจาก 
วิธีทัง้หมด – วิธทีี่ไดห้ญงิล้วน 

510 3522
       

  
 วิธ ี  ตอบ 
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24. คูปองสองใบบวกกันให้ได้ค่ามากกวา่ 300 บาท 
จะเป็นไปได้ 2 กรณีดงันี ้
 

กรณี 500 อะไรก็ได้   ..มีอยู ่ 1 11 11   วิธ ี

กรณี 200 200  ..มีอยู ่ 3 32
   
 

 วิธ ี
 

ตอบ ความน่าจะเป็นเท่ากับ 11 3 14
12 66
2




 
 
 

 

 

หมายเหต ุกรณ ี200+500 ได้ถูกนับรวมไปในกรณี
แรกแล้ว จงึไม่ตอ้งนับซ้ําอีก 

 
 
25. จาก เก่าx (4)(5.5) 22    

จะได้ ใหม่ ใหม่
25x 22 3 25 X 55        

 

และจาก 2
เก่าx 141        

จะได้ 2 2
ใหม่x 141 3 150     

2
ใหม่

150s 5 55     

ตอบ สัมประสิทธิ์การแปรผัน s 5
5X   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

26. หาขอบระหว่างช้ันที ่4 กับ 5 

จากการเฉล่ีย 25 30 27.52


  

และความกวา้งช้ันคิดได้จาก 30 25 5   
..ดังนัน้ ขอบแตล่ะช้ัน คือ 27.5,22.5, 17.5,  
สรุปไดด้ังตาราง 
 
 
 
 
 
 
 

16 8 4 20X a ID 20 (5) 2050
         

 
 

และ 25 16med 17.5 (5) 19.7520
    

 
 

ตอบ ข้อ 3. 

 
 
27. ความชัน m 0.02  
ระยะตัดแกน Y คือ c 2.7  
ดังนัน้สมการที่ใช้ประมาณคา่คอื 
Ŷ 0.02X 2.7   
 

ข้อ ก. จากความชัน Ŷm 0.02 X


 


 

ถ้า X 10   ก็จะได ้ Ŷ (0.02)(10) 0.2    
ข้อ ข. รู ้y ทํานาย x ไม่ได้ (ข้อมูลไม่เพียงพอ) 
 

ตอบ  ก. ถูก ข. ผิด 

 
 
28. ตําแหน่ง 88.49P  อยู่ทางซีกขวาของโค้ง 
มีพื้นที่วดัไปยังแกนกลางเทา่กับ 0.3849 

..แสดงว่าค่า x 50z 1.2 1.2 10


    

x 62   คะแนน  ตอบ 

 
 

x CF f d 
8 – 12 
13 – 17 
18 – 22 
23 – 27 
28 – 32 

8 
16 
36 
40 
50 

8 
8 
20 
4 
10 

–2 
–1 
0 
1 
2 



ข้อสอบเข้ามหาวิทยาลัย มี.ค.45 (8) 
 
ตอนที่ 1   ข้อ 1 – 8 เป็นข้อสอบแบบอัตนัย ขอ้ละ 2 คะแนน 
 
1. กําหนดให้ S { n | n 1000  <I  และ ห.ร.ม.ของ n และ 100 เท่ากับ 1}  
จํานวนสมาชิกของเซต S เท่ากับเท่าใด 
 
2. 2 2 2 2 2sin 1 sin 2 sin 3 ... sin 89 sin 90            มีค่าเท่ากับเท่าใด 
 

3. x ที่สอดคล้องกับสมการ 3 3
log 2x log (x 12) log [ x ( x 5 x 5)]log 3        

มีค่าเท่ากับเท่าใด 
 

4. กําหนดให้ 
k 1n

n
k 1

1S 10




   
 

  และ 
k 1

k 1

1S 10




   
 

  

จํานวนเต็มบวก n ที่ทําให้ 5
n

1S S (10 )9
   เท่ากับเท่าใด 

 
5. ถ้า a คือจํานวนจริงที่ทําให้พ้ืนที่ที่ปิดล้อมด้วยโค้ง 2 2y a x 4ax 10    
จาก x 0  ถึง x 1  มีค่าน้อยที่สุด แล้วพ้ืนที่ที่ได้เท่ากับเท่าใด 
 
6. กล่องใบหนึ่งบรรจุสลากสีแดงซ่ึงเขียนหมายเลข 1, 2, 3 ไว้สลากละหนึ่งหมายเลข รวมกับสลาก 
สีเขียวซ่ึงเขียนหมายเลข 1, 2, 3 ไว้สลากละหนึ่งหมายเลขเช่นเดียวกัน ถ้าจับสลากสองใบจากกล่อง
โดยจับทีละใบแบบไม่ใส่กลับคืน ความน่าจะเป็นที่จะได้สลากสีเหมือนกัน หรือหมายเลขเดียวกัน 
เท่ากับเท่าใด 
 
7. จากข้อมูลความสูงของพ่อ และลูก (ซ่ึงมีอายุ 10 ปี) กลุ่มหนึ่ง ปรากฏความสัมพันธ์เชิงฟังก์ชัน
เป็น y 0.9 x 54.8   เม่ือ y แทนความสูงของพ่อ และ x แทนความสูงของลูก  ปรากฏว่าความ
สูงเฉล่ียของเด็กในกลุ่มนี้เท่ากับ 120 เซนติเมตร ส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานของความสูงของเด็กเท่ากับ 
8 เซนติเมตร 
    ถ้าเด็กคนหนึ่งในกลุ่มนี้มีค่ามาตรฐานของความสูงเท่ากับ 1.8  แล้ว เราประมาณความสูงของ
พ่อได้เท่ากับกี่เซนติเมตร 
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8. ตัวแทนจําหน่ายกระติกน้ําร้อนยี่ห้อหนึ่ง ขายกระติกน้ําร้อน 3 ขนาด ในปี 2543 และ 2544 
ด้วยราคาดังต่อไปนี้ 
 

ขนาดของกระตกิน้ําร้อน 
ราคา (บาท) 

ราคาสัมพัทธ ์
2543 2544 

เล็ก 
กลาง 
ใหญ ่

600 
800 
1,000 

660 
1,000 

a 

1.10 
1.25 
b 

 

ถ้าดัชนีราคาอย่างง่ายแบบใช้ราคารวมของ พ.ศ. 2544 เม่ือเทียบกับ พ.ศ. 2543 เท่ากับ 120 แล้ว 
ราคาเฉล่ียของกระติกน้ําร้อนทั้ง 3 ขนาดใน พ.ศ. 2544 เม่ือหาโดยใช้ดัชนีราคาอย่างง่ายแบบใช้
ค่าเฉล่ียราคาสัมพัทธ์ เพ่ิมขึ้นจากราคาเฉล่ียของกระติกน้ําร้อนทั้ง 3 ขนาดนี้ใน พ.ศ. 2543 ร้อยละ
เท่าใด 
 
 

ตอนที่ 2   ข้อ 1 – 28 เป็นข้อสอบแบบปรนัย ข้อละ 3 คะแนน 
 
1. กําหนดให้เอกภพสัมพัทธ์คือเซต {1, 2, 3, 4, 5}U  
และ A, B, C เป็นเซตซ่ึงมีเงื่อนไขว่า n(A) n(B) n(C) 3    
และ n(A B) n(B C) n(A C) 2       
ถ้า A B C   U  แล้ว ข้อใดต่อไปนี้ผิด 
 1. n(A B) 4      2. n(A (B C)) 3    
 3. n(A (B C)) 2      4. n(A B C) 1    
 
2. กําหนดให้ A เป็นเซตคําตอบของอสมการ 212 x x 0    
และ B เป็นเซตคําตอบของอสมการ x3 1   
เซต A B  เป็นสับเซตของช่วงใดต่อไปนี้ 
 1. ( 5, 3)        2. ( 3, 1)    3. (1, 3)        4. (3,5)  
 
3. พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. ถ้าเอกภพสัมพัทธ์คือเซต (0, 1) (2, )  U  แล้ว 

ประพจน์ 21 1x [(x )2 4    หรือ 2(x 1) 1 ]   มีค่าความจริงเป็นจริง 

     ข. ถ้า p, q, r  เป็นประพจน์ แล้ว p (q r)   สมมูลกับ (p q) (p r)    
ข้อใดต่อไปนี้เป็นจริง 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
4. ให้ p, q, r, s  เป็นประพจน์ ถ้า [p (q r)] (s r)     มีค่าความจริงเป็นจริง 
และ ~ p s  มีค่าความจริงเป็นเท็จ แล้ว ข้อใดต่อไปน้ีถูก 
 1. p q  มีค่าความจริงเป็นจริง  2. q r  มีค่าความจริงเป็นจริง 
 3. r s  มีค่าความจริงเป็นเท็จ  4. s p  มีค่าความจริงเป็นเท็จ 
 



คณิต มงคลพิทักษสุข  ฉบับมีนาคม 2545 (8) 
kanuay.com 

647 

5. กําหนดให้ x y
1r {(x, y) | e 1} <  

และ 2r {(x, y) | ln (x 3y 5) 0 }   >  
พ้ืนที่ของบริเวณที่เป็นกราฟของ 1 2r r  ซ่ึงอยู่เหนือแกน X เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 1.5 ตารางหน่วย   2. 2 ตารางหนว่ย 
 3. 2.5 ตารางหน่วย   4. 3 ตารางหน่วย 
 
6. กําหนดให้ I  เป็นเซตของจํานวนเต็ม และให้ f, g เป็นฟังก์ชันจาก I  ไป I  

ซ่ึงกําหนดโดย f (x) 2x  และ 
x/2 , xg(x)
x , x

 


        

          

เป็นจาํนวนคู่
เป็นจํานวนคี่

 

แล้ว g f f  เป็นฟังก์ชันจาก I  ไป I  ที่มีสมบัติตามข้อใดต่อไปนี้ 
 1. หนึ่งต่อหนึ่งและทั่วถึง   2. หนึ่งต่อหนึ่งแต่ไม่ทั่วถึง 
 3. ทั่วถึงแต่ไม่หนึ่งต่อหนึ่ง   4. ไม่หนึ่งต่อหนึ่งและไม่ทั่วถึง 
 
7. กําหนดให้ f (x) 5 g(x)   โดยที่ g(x) 5 2x   
ถ้า fogD [a, b]  แล้ว 4(a b)  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 15       2. 20  3. 25       4. 30 
 
8. กําหนดให้ f, g เป็นฟังก์ชันที่มีสมบัติว่า 1f (g(x)) x 2    ทกุ x  R  
พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. f (2x) g(2(x 1))   ทุก x  R   ข. 1g (f (x))  เป็นฟังก์ชันเพ่ิมใน R  
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
9. กําหนดให้ 0 2 < <  

เซตคําตอบของอสมการ 
2cos cos 0sin 1/2
  


 

 เป็นสับเซตของเซตในข้อใดต่อไปนี้ 

 1. (0, )3
     2. 5( , )3 6

   

 3. 5(0, ) ( , )4 6
      4. 3 3( , ) ( , )6 2 4 2

     

 
10. วงกลมวงหนึ่งมีจุดศูนย์กลาง (h, k)  อยู่บนเส้นตรง 2x 3y 6   โดยที่ h, k เป็นจํานวนเต็ม 
ถ้าวงกลมวงนี้มีเส้นตรง 2x y 1   และเส้นตรง 2x y 3    เป็นเส้นสัมผัส 
แล้ว ความยาวรัศมีของวงกลมนี้อยู่ในช่วงใดต่อไปนี้ 
 1. [2, 4]       2. [4, 5]   3. [5, 6]       4. [6, 7]  
 
11. กําหนดให้ 1F  และ 2F  เป็นจุดโฟกัสของไฮเพอร์โบลา 2 2x 6x y 14y 41 0      
ถ้า 1 1P (0, y ) และ 2 2P (0, y ) เป็นจุดสองจุดที่ทําให้พ้ืนที่ของรูปสามเหลี่ยม 1 1 2PFF  และพ้ืนที่ของรูป
สามเหล่ียม 2 1 2P FF  ตา่งก็เท่ากับ 2 2  ตารางหน่วย แล้ว 2 2

1 2y y  มีค่าเท่ากับขอ้ใดต่อไปนี้ 
 1. 28       2. 56  3. 84       4. 120 
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12. กําหนดให้ a 0  เป็นคําตอบของสมการ a a 14 9 2 2 0     
เซตคําตอบของอสมการ a a2 log (x 2) log (x 1) 4     เป็นสับเซตของช่วงใดต่อไปนี้ 
 1. ( 3, 3)       2. ( 2, 7)   3. (0, 8)       4. (1, 10) 
 

13. กําหนดให้ 
x

x
(tan 30 ) 1A (cot 60 ) 2
  

  
  

 และ det(A) 9  

1A  คือเมทริกซ์ในข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 2/9 1/3
1/9 1/3

 
  

    2. 2/9 1/3
1/9 1/3

 
  

 

3. 1/3 1/3
1/9 2/9

 
  

    4. 2/9 1/9
1/3 1/3

 
  

 

 
14. พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 

     ก. ถ้า x  R  และ 
x x x
1 x xdet 4
1 1 x

  
         

 แล้ว x 2<  

     ข. กําหนดให้ a, b  R  และ a 2A 2b 3
    

    ถ้า A b adj A  แล้ว a b 2 >  

ข้อใดต่อไปนี้เป็นจริง 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
15. น้ํามันดีเซล 100 ลิตร ราคาต้นทุนลิตรละ 12 บาท และนํ้ามันปาล์ม 120 ลิตร ราคาต้นทุนลิตร
ละ 8 บาท ถ้าจะผสมน้ํามันสองชนิดนี้รวมกันให้มีจํานวนไม่น้อยกว่า 150 ลิตร และขายน้ํามันผสมนี้
ในราคาลิตรละ 11 บาท ให้ได้กาํไรมากที่สุด แล้ว กําไรที่ได้เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 230 บาท      2. 260 บาท 3. 330 บาท      4. 460 บาท 
 
16. กําหนดจุด P( 1, 2) , R(3, 3), O(0, 0)  
และ Q เป็นจุดบนส่วนของเส้นตรง PR  โดยที่ 1PQ PR3| | | |˜ ˜  

ถ้า A(x, y) เป็นจุดในควอดรันต์ที่ 2 ที่ทําให้ OÃ  ตั้งฉากกับ OQ̃  และ OA 5| | ˜  หน่วย 
แล้ว x y  เท่ากับขอ้ใดต่อไปนี้ 

 1. 6
10
        2. 6

2
   3. 6

10        4. 6
2  

 
17. กําหนดให้ ABC เป็นรูปสามเหล่ียมที่มีสมบัติว่า 5 AB BC CA| | | | | | ˜ ˜˜  
ถ้า M และ N เป็นจุดแบ่งคร่ึงด้าน BC และ AC ตามลําดับ แล้ว 
พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 

     ก. 1MN (BC AC)2 ˜ ˜˜       ข. AM BN 0 ˜ ˜  

ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
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18. กําหนดให้ cos i cos     เม่ือ cos 0   และ 22 cos 1   

ถ้า z  เป็นจํานวนเชิงซ้อนมีสมบัติว่า z 2  และอาร์กิวเมนต์ของ z
  เท่ากับ 4

  

แล้ว 2z z 1   มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 3 2 i        2. 3 2 i    3. 3 2 i       4. 3 2 i  
 
19. กําหนดให้ จํานวนเชิงซ้อน 1 2 3z , z , z  เป็นจุดยอดของรูปสามเหลี่ยมด้านเท่ารูปหนึ่ง 

ถ้า 3 1
2 1

z z cos i sinz z 3 3


 


  ,  1 2z z 1 i  ,  2 3z z 2 2 i  ,  3 1z z 3 4 i   แล้ว 

พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 

     ก. 3 2
1 2

z z cos i sinz z 3 3


 


        ข. 2 2 2
1 2 3z z z 6 7 i     

ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 

20. ให้ 

2

(x 4)( x 2)a , x 4x 2f (x) 1 , x 4
x b , x 4

  


  
  

  โดยที่ a, b เป็นจํานวนจริง 

ถ้า f ต่อเนื่องที่จุด x 4  แล้ว bf a 16
  
 

 เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 16        2. 14   3. 14       4. 16 
 
21. กําหนดให้ f (x) 3x 1   
ถ้า g เป็นฟังก์ชันซ่ึง 2(f g)(x) x 1   ทุก x  R  
แล้ว f (1) g(1)   มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 41
12        2. 35

12   3. 33
4        4. 39

4  

 
22. กําหนดให้ 2g(x) x f (x)  
ถ้า f (x) 2x 3    และ g (1) 0   แล้ว f (4)  มีค่าเท่ากับขอ้ใดต่อไปนี้ 
 1. 0       2. 11  3. 13       4. 28 
 
23. กําหนดให้กราฟของ y f (x)  เป็นเส้นโค้งที่อยู่เหนือแกน X และมีความชันของเส้นสัมผัสเส้น
โค้งที่จุด (x, y)  ใด ๆ  เท่ากับ 6x 2 b  เม่ือ b เป็นจํานวนจริง 
    ถ้าพ้ืนที่ที่ปิดล้อมด้วยเส้นโค้งนี้จาก x 0  ถึง x 2  เท่ากับสองเท่าของพ้ืนที่ที่ปิดล้อมด้วย
เส้นโค้งนี้จาก x 0  ถึง x 1  แล้ว f มีค่าต่ําสุดสัมพัทธ์ที่จุด x ในข้อใดต่อไปนี้ 
 1. x 2       2. x 1   3. x 0       4. x 1   
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24. กําหนดจุด 10 จุดบนแผ่นกระดาษ มี 4 จุดอยู่บนเส้นตรงเดียวกัน นอกน้ันไม่มี 3 จุดใดอยู่บน
เส้นตรงเดียวกัน จํานวนรูปสามเหล่ียมที่เกิดจากการลากเส้นตรงเชื่อมจุดที่กําหนดให้ เท่ากับข้อใด
ต่อไปนี้ 
 1. 80       2. 106  3. 116       4. 120 
 
25. ในการใส่จดหมาย 5 ฉบบัที่เขียนถึงคน 5 คน คนละ 1 ฉบับ ลงในซองที่จ่าหน้าไว้แล้ว 5 ซอง 
ซองละหนึ่งฉบับ ความน่าจะเป็นที่ใส่จดหมายลงในซองได้ตรงกับชื่อหน้าซองไม่เกิน 3 ซอง และไม่
น้อยกว่า 1 ซอง เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 75
120        2. 85

120   3. 90
120        4. 96

120  

 
26. ถ้าตารางแจกแจงความถ่ีของคะแนนวิชาหนึ่งของนักเรียน 20 คน ของโรงเรียนแห่งหนึ่งเป็นดังนี้ 
 

คะแนน 31 – 39 40 – 48 49 – 57 58 – 66 67 – 75 76 – 84 85 – 93 
จํานวนนกัเรียน 2 3 5 4 3 2 1 

 

พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. ค่าเฉล่ียเลขคณิต มากกว่าฐานนิยม 
     ข. คา่การกระจายของคะแนน ที่วัดโดยส่วนเบี่ยงเบนควอร์ไทล์ เท่ากับ 10.5 คะแนน 
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
27. ในการชั่งน้ําหนักกระเป๋าเดินทาง 4 ใบ ปรากฏว่าได้น้ําหนักเป็น 15.5, 14.8, 14.5 และ 15.2 
กิโลกรัม ถ้าชั่งน้ําหนักของกระเป๋าเดินทาง 4 ใบนี้รวมกับกระเป๋าเดินทางอีกใบหนึ่งได้ค่าเฉล่ียเลข
คณิตของน้ําหนกัของกระเป๋า 5 ใบนี้เป็น 16 กิโลกรัม แล้ว ค่ามัธยฐาน และความแปรปรวนของ
น้ําหนักของกระเป๋าเดินทางทั้งห้าใบน้ีตามลําดับเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 15, 4.58      2. 15.2, 4.58 3. 15, 4.116    4. 15.2, 4.116 
 
28. ถ้าความสูงของนักเรียนห้องหนึ่งมีการแจกแจงปกติที่มีมัธยฐานเท่ากับ 160 เซนติเมตร 
และมีนักเรียนที่สูงน้อยกว่า 158 เซนติเมตรอยู่ 34.46% 
สัมประสิทธิ์การแปรผันของความสูงของนักเรียนห้องนี้เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 ตารางแสดงพ้ืนที่ใต้เส้นโค้งปกติ 

z 0.3 0.4 0.5 
A 0.1179 0.1554 0.1915 

  

1. 1.563%      2. 2.432%  3. 3.125%      4. 4.346% 
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หารด้วย2  หารด้วย5  

 400  100   100 
n 

เฉลยคําตอบ 
 

อัตนัย 1. 400 2. 0.5 3. 13 4. 6 5. 7 6. 0.6 7. 149.84 8. 19 
ปรนัย 1. 4  2. 1 3. 2 4. 1 5. 2 6. 1 7. (180) 8. 1 
 9. 4 10. 3 11. 2 12. 4 13. 4 14. 1 15. 3 16. 2 
 17. 2 18. 2 19. 4 20. 2 21. 1 22. 3 23. 2 24. 3 
 25. 1 26. 1 27. 4 28. 3 

 
เฉลยวิธีคิด 

 
ตอนท่ี 1 
1. จาก 100 2 2 5 5     แสดงว่าขอ้นี้ใหห้า
จํานวนทีห่ารด้วย 2 ไม่ลงตัวและหารด้วย 5 ก็ไม่ลง
ตัว 
 

..เนื่องจากจาํนวนทีห่ารด้วย 2 ลงตัว มี 500 
จํานวน, หารด้วย 5 ลงตวั มี 200 จาํนวน 
และหารด้วยทั้ง 2 และ 5 ลงตวั (คือหารดว้ย 10 
ลงตวั) มี 100 จาํนวน 
 
 
 
 
 
 

 จะไดว้่า n ที่ตอ้งการ 
มีอยู่ 1,000 (500 200 100) 400     จาํนวน 

 
 
2. จากโจทย์ อาศัยเอกลกัษณ์ “โค-ฟังก์ชัน” 
เปลี่ยน sin 46  เป็น cos 44  
เปลี่ยน sin 47  เป็น cos 43  ฯลฯ 
..ไปจนถึงเปลี่ยน sin89  เปน็ cos 1  
 

และเนือ่งจาก 2 2sin 1 cos 1 1       
และ 2 2sin 2 cos 2 1     
ก็จะรวมกันเปน็ศูนย ์
ซึ่งคู่ของ 3  กับ 4  ก็รวมกนัได้ศูนย ์
ไปเร่ือย ๆ  จนถึงคู่ของ 43  กับ 44  ก็เช่นกัน.. 
 

ดังนัน้เหลอืเพยีง 2 2sin 45 sin 90     

              1 1 0.52       ตอบ 

 
 
 
 

3. จากโจทย์ จะได้ 
3 3 3log 2x log (x 12) 2 log [ x( x 5 x 5)]       

22x(x 12) [ x ( x 5 x 5)]       

             2x(x 5 2 x 25 x 5)       

             2x(2x 2 x 25)    

แต่ 2x ห้ามเป็น 0 เพราะมีคําว่า log2x  
..จึงสามารถนาํ 2x หารสองขา้งได้ 
กลายเป็น 2x 12 x x 25     

212 x 25 x 13       ตอบ 

(ค่า x 0  เสมอ เพราะอยู่ใน log) 

 
 

4. แจกแจงได ้ 1 1S 1 10 100     

ดังนัน้คา่ของ 
n

n
n

1(1 0.1 ) 10S (1 0.1 )1 0.1 9


  


 

และค่าของ 1 10S S 1 0.1 9  


 
 

..โจทย์บอกว่า 
5

n
10S S 9



   

5
n10 10 10 10(0.1)9 9 9 9

 
     

 
 

5
n n 510 10(0.1) 10(0.1) 109 9


     

n 6(0.1) 10 n 6      ตอบ 
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A 

 0  2 
 0 

 0 

 C 
 1 

1 1 
B 

5. เม่ือให้ y 0  จะพบว่า สมการไม่มีคําตอบ 
(เพราะ 2B 4AC 0  ) 
แสดงว่า เสน้โค้งนี้ไม่มีจุดตัดแกน X เลย 
 

จึงไดพ้ื้นที่ปดิลอ้ม 1 2 2
0 (a x 4ax 10)dx    

                 
12

3 2

0

a x 2ax 10x3
 

   
 

 

                 
2a 2a 103    

 

ให้ A แทนขนาดพื้นที่นี้ ..นั่นคือ 
2aA 2a 103    

พื้นที่ A ที่น้อยทีสุ่ด จะเกดิเม่ือ dA 0da   

2a 2 0 a 33       

ตอบ พื้นที่นอ้ยทีสุ่ด 3 6 10 7     ตร.หน่วย 

 
 
6. จับทลีะใบโดยไม่ใส่คืน 
วิธีทัง้หมดเท่ากับ 6 5  วธิ ี
 

..ต้องการวิธทีีส่ีเหมือนหรือเลขเหมือน 
คิดจาก “ความนา่จะเปน็รวม (1)” ลบด้วย 
“ความน่าจะเปน็ที่สตี่างและเลขตา่ง” 
 

ตอบ 6 2 31 0.66 5 5


  


 

 
 

7. จากสมการ ลูก
ลูก

x 120z 1.8  8


    

จะได้ ลูกx 105.6  ซม. 

ตอบ พ่อสูง 0.9(105.6) 54.8 149.84   ซม.   

 
 

8. 660 1,000 a1.20 600 800 1,000
 


 

 

a 1,220   บาท  1,200b 1.221,000    

ดัชนี SR
1.10 1.25 1.22I 100 1193

     
 

 

แสดงว่า เพิ่มขึ้นร้อยละ 19   ตอบ 

 
 
 
 

ตอนท่ี 2 
1. n(A B C) n( ) 5   U  
แทนค่าด้วยสูตรยูเนียนของ 3 เซต จะได ้
5 3 3 3 2 2 2 n(A B C)          

n(A B C) 2     
 
ใส่จํานวนสมาชิกแต่ละส่วน 
ลงในแผนภาพไดด้ังรูป 
ข้อที่ผิดคือ ข้อ 4.  ตอบ 

 
 
2. เซต A;  2x x 12 0    

(x 4)(x 3) 0 A ( , 3) (4, )           
 

เซต B;  1 3 x 1 2 x 4        
B ( 4, 2) (2, 4)      

 

ดังนัน้ A B ( 4, 3)      เปน็สับเซตของข้อ 1. 

 
 

3. ข้อ ก. จาก 21 1(x ) 02 4    

1 1 1 1(x )(x ) 02 2 2 2       

(x 1)(x) 0      ได้ช่วงคําตอบเป็น (0, 1) 
จาก 2(x 1) 1 0 (x 1 1)(x 1 1) 0          

(x 2)(x) 0    ได้ช่วงคําตอบ ( , 0) (2, )    
..ดังนัน้ ประพจน์ที่ให้มาในโจทย์ ก็คอื 
x [ 0 x 1    หรอื x 0  หรือ x 2 ]  

ซึ่งพบวา่ทุกคา่ใน U  สอดคลอ้งทั้งหมด   ก. ถูก 
 

ข้อ ข. p (q r) ~p (q r)      
(~p q) (~p r) (p q) (p r)          ข. ผิด 

 
 
4. จาก ~p s p s    เป็นเทจ็ 
..แสดงว่า p เป็นจริง, s เป็นเท็จ 
และจะได ้ [T (q r)] (F r)     เป็นจริง 
..แสดงว่า q r  เป็นเท็จ 
 q เป็นจรงิ, r เป็นเทจ็ 
ดังนัน้ ตอบ ข้อ 1. p q T T T     
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   0         1 

cos  

       1/2 

sin  

   0         1 

cos  

       1/2 

 sin  

5. พจิารณา x y x y 0
1r ; e 1 e e < <  

                x y 0  <  
พิจารณา 2r ; ln(x 3y 5) ln 1  >  

x 3y 5 1 x 3y 4     > >  
 

..เขียนกราฟไดด้งันี ้
และแก้ระบบสมการ 
หาจุดตัดได้เป็น ( 1, 1)  
 

ดังนัน้ พื้นที่ 1 (4)(1) 22    ตร.หน่วย  ตอบ 

 
 
6. ในขอ้นี ้ fR  มีแต่จาํนวนคู่เทา่นัน้ 

..ดังนัน้ f(x)(g f)(x) 2  2x x2   เสมอ 

(ซึ่งจะได้ผลเปน็จํานวนเต็มทั้งหมด) 
..และ F(x) (g f f)(x) x 2x x       
 

คือ F {...,( 2,2),( 1, 1),(0, 0),(1, 1),(2, 2), ...}      
เป็น “ฟังก์ชันหนึง่ต่อหนึ่ง และทัว่ถึง”  ตอบ 

 
 
7. จาก g(x) 5 2x   
จะได้ f(x) 5 g(x) 5 5 2x      

ดังนัน้ (f g)(x) 5 5 2 5 2x     
 

หา fogD  คิดจากเงื่อนไขรูท้ 3 อัน ดงันี ้

๏ 55 2x 0 x 2  > >  

๏ 5 2 5 2x 0  >   ..เงือ่นไขนี้เป็นจรงิเสมอ 
อยู่แลว้ เพราะเงือ่นไขแรกคอื 5 2x 0 >  

๏ 5 5 2 5 2x 0   >  

5 2 5 2x 5   <  

5 2 5 2x 25   <  

5 2x 10 5 2x 100   < <  
95x 2 <        ..ดงันัน้ fog

5 95D [ , ]2 2   

ตอบ 904(a b) 4( ) 1802     (ไม่มีข้อใดถูก)  

 
 
 
 

8. จาก 1f (g(x)) x 2    
จะได้ f(x 2) g(x)   
และเม่ือแทน x ด้วย x 2  
ก็จะได ้ f(x) g(x 2)   .....(1) 
 

ข้อ ก. จากสมการ (1)  แทน x ด้วย 2x 
จะได้ f(2x) g(2x 2)     ..ดังนั้น ข้อ ก. ถูก 
 

ข้อ ข. จากสมการ (1) 
จะได้ 1g (f(x)) x 2    ซึ่งเป็นฟังก์ชันเพิ่มใน R  
(เป็นเสน้ตรงเฉียงขึ้น)   ..ดงันัน้ ข้อ ข. ถูก 

 
 

9. แยกตวัประกอบได้ (cos )(cos 1) 0sin 1/2
  


 

 

กรณีแรก บน < 0 และล่าง > 0 
เขียนเส้นจํานวนแล้วหาช่วงในวงกลม 
 
 
 
 
 
กรณทีี่สอง บน > 0 และล่าง < 0 
 
 
 
 
 

ดังนัน้ ช่วงคาํตอบคือ 5 3( , ) ( , )6 2 6 2
     

ตอบ เป็นสับเซตของข้อ 4. 

 
 

10. สมมติจดุศูนย์กลางเป็น 6 2h(h, k) (h, )3


  

(เพราะอยู่บนเสน้ตรง 2x 3y 6  ) 
ระยะทางจากจุดนี้ไปยังเส้นตรงทัง้สอง ต้องเทา่กนั 
(เพราะเป็นรัศมี) 

นั่นคอื 
6 2h 6 2h2h 1 2h 33 3
5 5

 
   

  

8 4h 3 h 53 3
    

 
[ยังมีตอ่ ในหน้าถัดไป] 

 

/6 
/2 

5/6 

3/2 

0 –4 

(–1,1) 
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P1(0,–5) 

P2(0,–9) 

–7 
F1 F2 

O 

R Q 
A 1 2 P 

O 

(100,50) 
(30,120) 

(100,120) 

 100  150 

150 

ถ้า 8 4h 3 h 5 h 63 3      

และถ้า 8 4 1h 3 h 5 h3 3 2        

(ใช้ไม่ได้เพราะโจทย์บอกว่า h  I ) 

 รัศมี 

8(6) 3 13 1693 33.855 5


     

ตอบ ข้อ 3. 

 
 
11. จัดรูปสมการไฮเพอร์โบลา; 

   
2 2(x 6x 9) (y 14y 49) 41 9 49         

2 2(x 3) (y 7) 1      
ไฮเพอร์โบลาเปิดซ้ายขวา จดุศูนยก์ลางคอื ( 3, 7)   
และระยะโฟกัส c 1 1 2    
 จุดโฟกสัคือ ( 3 2, 7)    
 
แสดงว่าฐานสามเหล่ียม 
ยาว 2c 2 2  หน่วย 
 
ส่วนสูงของสามเหลี่ยม 

คิดจากพื้นที่ 1 h 2 2 2 2 h 22       

ดังนัน้ 1y  กับ 2y  ก็คอื 7 2   นั่นเอง (ดังรปู) 
ตอบ  81 25 56   

 
 

12. จากสมการ 2a a92 2 2 02     

ถ้าให้ a2 A  สมการจะเป็น 
2 29AA 2 0 2A 9A 4 02        

1(2A 1)(A 4) 0 A 2       หรอื 4 

a 1    หรอื 2 
แต่โจทย์ให้ a 0  ดงันั้น a 2  เท่านั้น 
 

จึงไดอ้สมการ 2 2 22 log (x 2) log (x 1) log 16     
2 2(x 2) (x 4x 4) 16x 1616 0x 1 x 1

    
   

 
2x 12x 20 (x 10)(x 2)0 0x 1 x 1
   

   
 

 

ได้ช่วงคาํตอบเป็น ( , 1) (2, 10)   
แต่มีเงื่อนไข log คือ x 2   และ x 1  ด้วย 
..ดังนัน้ x (2, 10)     ตอบ เป็นสับเซตของข้อ 4. 

 

13. x xA 2(tan 30 ) (cot 60 )     

         
x x x1 1 12 33 3 3

            
     

 

ดังนัน้ จะได้ 
x13 9 x 2

3
 

     
 

 

1 2 2
2 11A (1/ 3) (1/ 3)9


 

    
 

    1 2 1 2/9 1/9
3 3 1/3 1/39

           
   ตอบ 

 
 
14. ข้อ ก. 2 2 2 3 2x x x x x x 4         

3 2x 2x x 4 0      
2(x 1)(x 3x 4) 0       

x 1    เทา่นัน้      ขอ้ ก. ถูก 
 

ข้อ ข. 3 2adj A 2b a
    

 

จาก A b adj A  จะได้วา่ 2
3b 2ba 2

2b 3 2b ab
          

 

b 1, a 3           ข้อ ข. ถูก 
ตอบ ข้อ 1. 

 
 
15. เม่ือผสมน้าํมันดีเซล x ลิตร และน้าํมันปาลม์ 
y ลิตร เข้าด้วยกนั.. จะได้สมการจุดประสงค์ 
(กําไร) P 11(x y) 12x 8y 3y x       
 

เงื่อนไขคอื 0 x 100, 0 y 120< < < <  
และ x y 150 >  
ซึ่งเขียนกราฟ แรเงา 
และหาจดุยอดมุมได้ดังรปู 
 

(30, 120) P 330   
(100, 120) P 260   
(100,50) P 50   
ตอบ  กําไรมากที่สดุเทา่กับ 330 บาท 

 
 
16. ใช้สตูรแบ่งเวกเตอร์ 

2 OP 1OROQ 3



˜ ˜˜  

2 11 3 1/3
2 3 7/33 3
                

 

 

มีความชนัเปน็ 7 ..แสดงว่าความชัน OA คือ –1/7 
[ยังมีตอ่ ในหน้าถัดไป] 



คณิต มงคลพิทักษสุข  ฉบับมีนาคม 2545 (8) 
kanuay.com 

655 

B A 

N 

C 

M 

OA˜  ต้องมีทิศเดียวกบั 7
1
 
  

 แต่ยาว 5 หน่วย 

..นั่นคอื ( 7 i j) 7 1OA 5 i j50 2 2
 

   ˜  

ตอบ 6x y 2    

 
 
17. ข้อ ก. 
จาก MN MC CN ˜ ˜˜  

     1 1BC CA2 2 ˜ ˜  

     1 (BC AC)2 ˜ ˜  

..ดังนัน้ ข้อ ก. ถูก 
 

ข้อ ข. 1 1AM BN (AC AB) (BA BC)2 2    ˜ ˜˜ ˜ ˜ ˜  

1 [(AC BA) (AC BC) (AB BA) (AB BC)]4       
˜ ˜ ˜ ˜ ˜ ˜ ˜ ˜  

21 [bccos(180 A) abcosC c accos(180 B)]4     

21 [ bc cos A ab cos C c ac cos B]4    

2 2 2 2 2 2 2 2 2
2a b c a b c b a c1 [ c ]4 2 2 2

     
     

2 2 21 [a b 5c ] 08        ..ดังนั้น ขอ้ ข. ผิด 

หมายเหต ุ
ถ้าโจทย์เปลีย่นจาก 5 AB BC CA| | | | | | ˜ ˜˜  
เป็น 2 2 25 AB BC CA| | | | | | ˜ ˜˜   ข้อ ข. ก็จะถูก 
ตอบ ข้อ 2. 

 
 

18. จาก 2 12 cos 1 cos
2

       

แสดงว่า 1 1 5i 1 42 2     
  

..จาก z z 2      

แสดงว่า 2 2z 21  


 .....(1) 

และจาก z z 4     


  

แสดงว่า 5 3z z4 4 2     
    .....(2) 

..ดังนัน้ 3z 2 2i2   
  

จะได้ 2z z 1 4 2i 1 3 2i           ตอบ 

 

19. ข้อ ก. 3 2 3 1
1 2 2 1

z z z z1z z z z
  

     
 

1 3 1 31 i i2 2 2 2
 

      
 

  ..ดงันัน้ ก. ผิด 

 

ข้อ ข. 2 1 2 3 1
1

2 3

z z z z (i 1)(3 4i) 3z 2iz z 2 2i 2
  

   


 

2 1 2 2 3
2

3 1

z z z z (i 1)(2 2i) 16 12z iz z 3 4i 25 25
  

   


 

2 2 3 3 1
3

1 2

z z z z (2 2i)(3 4i)z 6 8iz z 1 i
  

   


 

จะได้ 2 2 2
1 2 3

407 262z z z i50 25     

..ดังนัน้ ข. ผดิ              ตอบ ข้อ 4. 

 
 
20. จาก f(4) 1  
และ 2

x 4
lim f(x) 4 b 16 b


     

และ 
2

x 4 x 4
( x 2)( x 2) alim f(x) lim 16a( x 2)  

 
 


 

 

ฟังก์ชันนีต้่อเนือ่งที่ x 4  แปลว่าสามค่านีเ้ทา่กนั 

b 15   และ 1a 16   

ตอบ 21 15f f(1) 1 15 1416 16
       
 

 

 
 
21. จาก 2(f g)(x) 3(g(x)) 1 x 1      

จะแก้สมการได้ 
2 2(x 1) 1g(x) 3
 

  
 

..ดังนัน้ 1 3f(x) 3 f(1) 42 3x 1
    


 

และ 
22(x 1) 4 8g(x) (2x) g(1) (2)3 3 3


       

ตอบ ผลบวกเท่ากับ 3 8 41
4 3 12   

 
 
22. จากโจทย์จะได้ 2f(x) x 3x C    
 

..จาก 2 4 3 2g(x) x f(x) x 3x Cx      
3 2g(x) 4x 9x 2Cx     
2g (x) 12x 18x 2C     

..แทนค่า g (1) 0   จะได ้ 12 18 2C 0    
C 15       ตอบ f(4) 16 12 15 13     
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23. โจทย์กําหนด f (x) 6x 2b    
จึงได ้ 2f(x) 3x 2bx C    
 

..สมการพืน้ที ่ 2 1
0 0f(x)dx 2 f(x)dx    

2 13 2 3 2
0 0

(x bx Cx) 2(x bx Cx)       

8 4b 2C 2(1 b C) b 3          
ดังนัน้ 2f(x) 3x 6x C    (เป็นพาราโบลาหงาย) 
 

..จุดต่ําสุดสัมพทัธ์ เกดิเม่ือ f(x) 6x 6 0     
นั่นคอื x 1   ตอบ 

 
 
24. คดิจาก จํานวนรูปทีเ่กิดจากสามจุดใด ๆ  
ลบด้วย จาํนวนรูปที่ไม่เป็นสามเหลี่ยม (เพราะอยู่ใน
แนวเส้นตรง) 

410 120 4 11633
         

  
 รูป  ตอบ 

 
 
25. ในข้อน้ีคิดโดยลบออกจะยาก เพราะกรณีที่ไม่
ตรงเลยสักซอง จะต้องเขยีนแจกแจงวิธีให้ครบ เพื่อ
นับเอาเองเท่าน้ัน (ซึ่งเขียนให้ครบยาก) 
..จึงควรคิดแยกคิดแต่ละกรณีไปเลยโดยตรง 
 

กรณีแรก ตรง 3 ซอง 

เลือกว่าซองใดจะตรง ได้ 5 103   
 

 วิธ ี 

และอีก 2 ซองสลับให้ไม่ตรง ได้เพียง 1 วิธ ี
 

กรณทีี่สอง ตรง 2 ซอง 

เลือกว่าซองใดจะตรง ได้ 5 102   
 

 วิธ ี

และอีก 3 ซอง สลับให้ไม่ตรงได ้2 วิธ ี
(ไล่เขียนเพื่อนับ) 
 

กรณทีี่สาม ตรง 1 ซอง 

เลือกว่าซองใดจะตรง ได้ 5 51   
 

 วิธ ี

และอีก 4 ซอง สลับให้ไม่ตรงได ้9 วิธ ี
(ไล่เขียนเพื่อนับ) 
 

ตอบ (10 1) (10 2) (5 9) 75
5! 120

    
  

 
 
 
 

26. ข้อ ก. การแจกแจงเป็นแบบโค้งเบ้ขวา 
ดังนัน้ X Mode                ขอ้ ก. ถูก 
 

หรือ จากการคํานวณ 
6 6 5 3 4 3X a ID 62 (9) 20
           

 
 

  62 3.15 58.85    คะแนน 
แต่ Mo อยู่ในชั้น 49–57 (ชั้นที่มีความถี่สูงสุด) 
..ดังน้ัน X Mode  
 

ข้อ ข. หา 1Q  กับ 3Q  ได้ดงันี ้

1Q  อยูต่ําแหนง่ที ่ 1 20 54    

1Q 48.5   คะแนน (เปน็ขอบบนของช้ันพอดี) 

3Q อยู่ตาํแหน่งที่ 3 20 154    

3
15 14Q 66.5 9 69.53

     
 

 คะแนน 

จึงได ้ 69.5 48.5QD 10.52


     ขอ้ ข. ถูก 

 
 
27. จากคา่เฉลีย่เลขคณติ จะไดส้มการเป็น 
15.5 14.8 14.5 15.2 x 165

   
  

x 20   กก. 
 

เรียงขอ้มูลได้ดังนี้  14.5, 14.8, 15.2, 15.5, 20 
แสดงว่า Med 15.2  กก. 

และ 
2 2 2 2 2

2 (1.5) (1.2) (0.8) (0.5) 4s 5
   

  

       4.116  กก.2        ตอบ ขอ้ 4. 

 
 
28. โค้งปกตทิําให้ X Med 160   
 

..ค่า x 158  อยูท่างซกีซ้ายของโคง้ 
มีพื้นที่วดัไปยังแกนกลาง เทา่กับ 0.5 0.3446  
                              0.1554  
 
 
 
 
เปิดตารางไดค้่า z 0.4   

..ดังนัน้ 158 1600.4 s 5s


     

ตอบ s 5 3.125%160X    

 

0.
15

54
 

0.3446 



ข้อสอบเข้ามหาวิทยาลัย ต.ค.45 (9) 
 
ตอนที่ 1   ข้อ 1 – 8 เป็นข้อสอบแบบอัตนัย ขอ้ละ 2 คะแนน 
 

1. กําหนดให้ 21f (x) 36 4x3   

ถ้า A { x | x [ 3, 3]    และ f (x) {0, 1, 2, 3}}  
แล้ว จํานวนสมาชิกของเซต A เท่ากับเท่าใด 
 
2. ถ้า a และ b เป็นคําตอบของสมการ sin (2 arcsin x) x  
โดยที่ a 0 , b 0  และ a b  
แล้ว sin arctan(ab)  เท่ากับเท่าใด 
 
3. กําหนดให้ 8 4 2log (log (log x)) 2  ถ้า n(2 )x 4  แล้ว n มีค่าเท่ากับเท่าใด 
 

4. กําหนดให้ 4 2A 1 1
    

, 1 0I 0 1
    

 

และ c เป็นจํานวนจริงที่น้อยที่สุดที่ทําให้ det (A c I) 0   

ถ้า 
1 c c
c 1 cB
c c 1

 
 
 
 

 แล้ว 1det ( B)2  เท่ากับเท่าใด 

 

5. ให้ b เป็นจํานวนจริง และกําหนดให้ 
23x 1 , 0 x bf (x) 1 , x 0

  


< <
 

ถ้า b
2 f (x)dx 12


  แล้ว b มีค่าเท่ากับเท่าใด 

 
6. ในการเรียงสับเปล่ียนตัวเลขทั้ง 7 ตัวในเซต {1, 2, 3, 4, 5,6, 7}  
จํานวนวิธีที่เรียงได้เลข 7 หลัก ซ่ึงผลบวกของเลขโดดในหลักหน่วยและหลักสิบมีค่าน้อยกว่า 7 
เท่ากับเท่าใด 
 
7. ข้อมูลชุดหนึ่งเรียงลําดับจากน้อยไปมากคือ  a  4  5  6  b 
ซ่ึงมีค่าเฉล่ียเลขคณิต และส่วนเบี่ยงเบนเฉล่ียเท่ากับ 6 และ 3 ตามลําดับ 
สัมประสิทธิ์ของพิสัยของข้อมูลชุดนี้เท่ากับเท่าใด 
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8. ตัวแทนจําหน่ายโทรทัศน์สียี่ห้อหนึ่ง ขายโทรทัศน์สี 3 ขนาด ในรอบปี 2542, 2543 และ 2544 
ด้วยราคาดังต่อไปนี้ 
 

ขนาดของ 
โทรทัศน์ส ี

ราคา (บาท) ราคาสัมพัทธ์ในการหาดัชนีราคา 
ปี 2543 เมื่อใช้ปี 2542 เป็นปีฐาน 2544 2542 

20 นิว้ 
29 นิว้ 
34 นิ้ว 

9,639 
21,218 
38,885 

9,000 
20,000 
35,000 

1.02 
1.03 
1.10 

 

ดัชนีราคาโทรทัศน์สีทั้ง 3 ขนาด อย่างง่ายแบบใช้ค่าเฉล่ียราคาสัมพัทธ์ของ พ.ศ. 2544 เม่ือใช้ พ.ศ. 
2543 เป็นปีฐานเท่ากับเท่าใด 
 
 

ตอนที่ 2   ข้อ 1 – 28 เป็นข้อสอบแบบปรนัย ข้อละ 3 คะแนน 
 
1. สําหรับเซต X ใด ๆ   ให้ P(X) แทนเพาเวอร์เซตของ X และ n(X) แทนจํานวนสมาชิกของ X 
ถ้า A และ B เป็นเซตซ่ึง n(P(A B)) 4   และ n((A B) (A B)) 12     
แล้ว n(P(A B) P((A B) (B A)))      เท่ากับขอ้ใด 
 1. 16        2. 32   3. 48        4. 56 
 

2. ให้ S เป็นเซตคําตอบของอสมการ 3x 2 2x 1


>  

พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. S ( 1, 0] (1, )               ข. x [x S (x 2) S]      
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
3. กําหนดให้ a, b เป็นจํานวนเต็ม ซ่ึง a เป็น ห.ร.ม. ของ b และ 216 
ให้ 1q , 2q  เป็นจํานวนเต็มบวก โดยที่ 1216 b q 106  ,  2b 106 q 4   
ถ้า 3 2f (x) x ax bx 36     แล้ว เม่ือหาร f (x) ด้วย x a  ได้เศษเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 192        2. 200   3. 236        4. 272 
 
4. พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. ถ้า p, q เป็นประพจน์ โดยที่ p มีค่าความจริงเป็นจริง 
        และ ~ q (~ p q)   เป็นสัจนิรันดร์ แล้ว q มีค่าความจริงเป็นจริง 
     ข. นิเสธของข้อความ x [(~ P(x)) Q(x) (~R(x))]    
        คือข้อความ x [Q(x) (P(x) R(x))]    
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
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5. กําหนดให้ P(x)  และ Q(x)  เป็นประโยคเปิด 
โดยที่ x [P(x)] x [~ Q(x)]    มีค่าความจริงเป็นเท็จ เม่ือเอกภพสัมพัทธ์คือเซตของจํานวนจริง 
ข้อใดต่อไปนี้มีค่าความจริงเป็นจริง 
 1. x [P(x) ~ Q(x)]     2. x [~ P(x) ~ Q(x)]   
 3. x [P(x) ~ Q(x)]     4. x [P(x) Q(x)]   
 
6. กําหนดให้ k เป็นค่าคงตัว และ r {(x, y) | x k x y k y }      R R  
พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. ถ้า k 1  แล้ว r เป็นฟังก์ชัน     ข. ถ้า k 1   แล้ว r เป็นฟังก์ชัน 
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 

7. กําหนดให้ 2
2 , x 1

f (x) (x 1) , 1 x 2
x 1 , x 2




    
 

<

>

    และ g(x) f (x) 2   

ถ้า k เป็นจํานวนเต็มที่น้อยที่สุดที่ทําให้ g(k) 5  แล้ว (g f)(k)  มีค่าเท่ากับขอ้ใดต่อไปนี้ 
 1. 5       2. 6  3. 7       4. 8 
 

8. กําหนดให้ f (x) x  เม่ือ x 0>    และ 
x , 0 x 1g(x) x 1 , 1 x


  

<

<
 

พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. 1g f  เป็นฟังก์ชันเพ่ิมบน fR   ข. 1f g  เป็นฟังก์ชันเพ่ิมบน gR  
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
9. นายดํายืนอยู่บนสนามแห่งหนึ่ง มองเห็นยอดเสาธงเป็นมุมเงย 60  
แต่เม่ือเขาเดินตรงเข้าไปหาเสาธงอีก 20 เมตร เขามองเห็นยอดเสาธงเป็นมุมเงย 75  
ในขณะที่เขามองเห็นยอดเสาธงเป็นมุมเงย 60  นัน้ เขายืนอยู่ห่างจากเสาธงเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 310(2 3)2  เมตร   2. 110(2 3)2  เมตร 

 3. 10(2 2 3)  เมตร   4. 10(2 3)  เมตร 
 
10. ถ้าไฮเพอร์โบลา H มีจุดศูนย์กลางอยู่ที่จุดศูนย์กลางของวงรี 2 24x 9y 8x 36y 4 0      
จุดยอดอยู่ที่จุดโฟกัสทั้งสองจุดของวงรีนี้ และผ่านจุด (5,5)  
แล้ว จุดโฟกัสของไฮเพอร์โบลา H คือจุดในข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 7(1 , 2)11  และ 7(1 , 2)11   2. 8(1 , 2)11  และ 8(1 , 2)11  

 3. 9(1 , 2)11  และ 9(1 , 2)11   4. 10(1 , 2)11  และ 10(1 , 2)11  
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11. กําหนดให้ 1
x 3f(x) 2 2    เม่ือ x 1<    และ 2f (x) 3x 2   เม่ือ x 1>  

ถ้า P(a, b) เป็นจุดศูนย์กลางของวงกลมที่มีรัศมียาว 7
5

 หน่วย 

และสัมผัสกราฟของ 1f  และ 2f  แล้ว a b  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 2 2       2. 2 2   3. 6 2       4. 6 2  
 
12. ให้ A เป็นเซตคําตอบของอสมการ 16 4 2log x log x log x 7    
และ B เป็นเซตคําตอบของอสมการ 4x 3 2x 33 26(3 ) 1  >  
แล้ว A B  คือช่วงในข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 3(0, )2       2. 3[ , 16)2   3. (0, 3]       4. [3, 16) 

 

13. ถ้า A เป็นเมทริกซ์ซ่ึง 1
1 2 0
3 1 1A
x 0 2


 
 
  

, x 0  

และ 1det (2 adj A) 18  แล้ว x เป็นจริงตามข้อใดต่อไปนี้ 

 1. x 5        2. 5 x 9<  3. 9 x 13<       4. x 13>  
 
14. กําหนดให้สมการจุดประสงค์คือ P 2ax 3ay   โดยที่ a 0  
อสมการข้อจํากัดคือ 2x y 1000 < ,  x 3y 900 < ,  x 0>   และ y 0>  
ถ้าค่าสูงสุดของ P คือ 33,000 แล้ว a เป็นจริงตามข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 10 a 20 <       2. 20 a 30 <  3. 30 a 40 <       4. 40 a 50 <  
 
15. กําหนดให้ ABC เป็นรูปสามเหล่ียม โดยที่ BC 1| | ˜ , CA 2| | ˜  

ถ้า 1u (CA 2 CB)3 ˜ ˜ ,    เป็นมุมระหว่าง u  และ CB̃  

และ  1cos BCA 4  แล้ว cos   เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 5
4        2. 5

2   3. 5
4 2        4. 5

2 2  

 
16. กําหนดให้ ABC เป็นรูปสามเหล่ียม โดยที่ AB c| | ˜ , BC a| | ˜ , CA b| | ˜  
ถ้า 2 2 2a b c 13     แล้ว AB BC BC CA CA AB    ˜ ˜ ˜ ˜˜ ˜  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 13
2        2. 13

2   3. 13
3        4. 13

3  

 
 
 
 
 
 
 



คณิต มงคลพิทักษสุข   ฉบับตุลาคม 2545 (9) 
kanuay.com 

661 

17. กําหนดให้ 1z , 2z , 3z  เป็นจํานวนเชิงซ้อน 
ซ่ึงมีสมบัติว่า 1 2 3z z z 1     และ 1 2 3z z z 0    
และให้ Re(z) แทนส่วนจริงของจํานวนเชิงซ้อน z 
พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 

     ก. 1 2
1Re(z z ) 2        ข. 1 2z z 3   

ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
18. กําหนดให้ z เป็นจํานวนเชิงซ้อน 
ถ้า 1 3 i   เป็นรากที่ 5 ของ z แล้ว รากที่ 2 ของ z คือจํานวนในข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 2 2( 3 i), 2 2( 3 i)     2. 2 2( 1 3 i), 2 2(1 3 i)    
 3. 2 2( 3 i), 2 2( 3 i)     4. 2 2( 1 3 i), 2 2(1 3 i)    
 
19. กําหนดให้ log x , log (x 2) , log (x 16)  เป็นสามพจน์แรกท่ีเรียงกันของลําดับเลขคณิต 
ถ้า 10a  เป็นพจน์ที่ 10 และ 10S  เป็นผลบวก 10 พจน์แรกของลําดับนี้ แล้ว ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. 10a 9 log5 8 log 3  , 10S 5 [9 log5 7 log 3]   
 2. 10a 9 log5 8 log 3  , 10S 5 [9 log 7 2 log 3]   
 3. 10a 9 log 7 log 3  , 10S 5 [9 log5 7 log 3]   
 4. 10a 9 log 7 log 3  , 10S 5 [9 log 7 2 log 3]   
 

20. กําหนดให้ a 0 , 

x , x ax 2f (x) x 1 , x ax

   



>

   และ 2g(x) x  

ถ้า 
x a x a

11lim (f g)( x) lim (g f)(x) a (a 2)  
 


    แล้ว a มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1       2. 3  3. 5       4. 9 
 
21. กําหนดให้ 2f (x) x 6x c    โดยที่ c เป็นจํานวนจริง 
ถ้า a และ b เป็นรากของสมการ f (x) 0  และ 3a 2b 20   
แล้ว f (c)  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 38        2. 26   3. 26       4. 38 
 
22. กําหนดให้ 2 xf (x) x 2   และ 2g(x) x 1   
(g f) ( 3) (f g) (3)     เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 132        2. 84   3. 84       4. 132 
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23. กําหนดให้ f (x) ax    เม่ือ a เป็นค่าคงตัว 
ถ้าเส้นตรง 2x y 6 0    สัมผัสกับกราฟของ f ที่จุด (1, 4)  และ f (0) 8  
แล้ว 1

0 f (x)dx  เท่ากับขอ้ใดต่อไปนี้ 

 1. 224        2. 234   3. 42
4        4. 43

4  

 
24. ถุงใบหนึ่งมีลูกกวาดขนาดเดียวกัน เป็นสีแดง 24 เม็ด ที่เหลือเป็นลูกกวาดสีขาวและลูกกวาด 
สีเขียว ถ้าสุ่มหยิบลูกกวาดขึ้นมา 1 เม็ด ความน่าจะเป็นที่ได้ลูกกวาดสีขาวหรือสีเขียวเท่ากับ 5/6 
และความน่าจะเป็นที่ได้ลูกกวาดสีเขียวหรือสีแดงเท่ากับ 3/4 แล้ว จํานวนลูกกวาดสีเขียวเท่ากับข้อใด
ต่อไปนี้ 
 1. 36       2. 60  3. 72       4. 84 
 
25. ชมรมกีฬาของโรงเรียนแห่งหนึ่งมีสมาชิกทั้งหมด 80 คน สมาชิกทุกคนต้องเล่นกีฬาอย่างน้อย
หนึ่งอย่าง และมีสมาชิกเป็นนักฟุตบอล 49 คน นักบาสเกตบอล 40 คน นกัเทนนิส 33 คน 
นักกีฬาทั้งสามอย่าง 5 คน นกัเทนนิสอย่างเดียว 10 คน นักบาสเกตบอลอย่างเดียว 13 คน นัก
บาสเกตบอลและนักเทนนิส 13 คน ความน่าจะเป็นในการเลือกประธาน รองประธาน และเลขานุการ
ของชมรมตําแหน่งละ 1 คน จากสมาชิกทั้งหมด โดยที่ประธานต้องเป็นนักกีฬาทั้งสามอย่าง และรอง
ประธานจะต้องเป็นนักกีฬาอย่างน้อย 2 อย่าง เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 9
316        2. 11

316   3. 15
632        4. 23

632  

 
26. ความสัมพันธ์เชิงฟังก์ชันระหว่างต้นทุนการผลิตสินค้าต่อหน่วย (y) (หน่วยเป็นบาท) กับจํานวน
สินค้าที่ผลิตได้ในแต่ละวัน (x) (หน่วยเป็นชิ้น) ของโรงงานแห่งหนึ่งที่ได้จากการเก็บข้อมูลตั้งแต่วันที่ 
1 – 30 กันยายน 2545 อยู่ในรูปสมการ y 8 0.5 x   
     ถ้าจํานวนสินค้าที่โรงงานแห่งนี้ผลิตได้ในวันที่ 1 – 4 ตุลาคม 2545 เป็น 4, 2, 8, 10 ชิ้น 
ตามลําดับ แล้ว ความแปรปรวนของต้นทุนการผลิตสินค้าต่อหน่วยที่ทํานายได้ในช่วงเวลาดังกล่าว 
เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 2.5       2. 10  3. 17.5       4. 22.5 
 
27. ถ้าน้ําหนักของนักเรียนชั้นอนุบาลในโรงเรียนแห่งหนึ่งมีการแจกแจงปกติ โดยมีค่ามัธยฐานเป็น
สามเท่าของส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐาน และ 55.57 เปอร์เซ็นต์ของนักเรียนกลุ่มนี้มีน้ําหนักน้อยกว่า 
15.7 กิโลกรัม แล้ว เปอร์เซ็นต์ของนักเรียนกลุ่มนี้ที่มีน้ําหนักอยู่ระหว่าง 13 กโิลกรัม ถึง 18 
กิโลกรัม เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 กําหนดตารางแสดงพ้ืนที่ใต้โค้งปกติมาตรฐาน ที่อยู่ระหว่าง 0 ถึง z 

z 0.13 0.14 0.2 0.4 0.6 0.7 
พื้นท่ี 0.0517 0.0557 0.0793 0.1554 0.2258 0.2580 

 

 1. 30.51%      2. 33.73%  3. 38.12%      4. 41.34% 
 
28. ในการสอบวิชาคณิตศาสตร์ของนักเรียนห้องหนึ่ง ซ่ึงมีคะแนนเต็ม 70 คะแนน มีสัมประสิทธิ์
ของการแปรผันของคะแนนเท่ากับ 2/7 ถ้านายบัณฑิตสอบได้ 65 คะแนน ซ่ึงคิดเป็นคะแนน
มาตรฐานเท่ากับ 3 และนางสาวบังอรสอบได้คะแนนซ่ึงคิดเป็นค่ามาตรฐานเท่ากับ 1.9 แล้ว นางสาว
บังอรสอบได้คะแนนเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 50 คะแนน      2. 52 คะแนน 3. 54 คะแนน      4. 56 คะแนน 
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เฉลยคําตอบ 
 

อัตนัย 1. 5 2. 0.6 3. 127 4. 0.625 5. 2 6. 1440 7. 0.8 8. 102.14 
ปรนัย 1. 3  2. 2 3. 2 4. 1 5. 4 6. 2 7. 3 8. 1 
 9. 4 10. 4 11. 3 12. 1 13. 3 14. 2 15. 4 16. 2 
 17. 3 18. 4 19. 4 20. 2 21. 1 22. 3 23. 2 24. 4 
 25. 1 26. 1 27. 3 28. 3 

 
เฉลยวิธีคิด 

 
ตอนท่ี 1 
1. จัดรูปสมการได้ดังนี้.. 

2 21y 36 4x 3y 36 4x3      

2 2 2 29y 36 4x 4x 9y 36       
2 2x y 19 4    

โดยที่ y 0>  
(เป็นครึ่งวงรีดังรปู) 
 

..จากกราฟ จะพบว่า 
ถ้า y {0, 1,2, 3}  จะมีคา่ x ทีส่อดคลอ้งอยู่ 5 ค่า 
ตอบ  เซต A มีจํานวนสมาชิกเทา่กับ 5 
 
หมายเหต ุการคิดโดยวิธีตรง ๆ  ทําได้โดย 

ให้ 21 36 4x3   เท่ากับ 0, 1, 2, หรือ 3 

แล้วแก้สมการดูว่าแต่ละกรณีมี x เป็นไปได้ก่ีค่า 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. ให้ A arcsin x  
จะได้วา่ 2sin A x, cos A 1 x    
(cos ของมุม arcsin จะตอ้งมีคา่เป็นบวกเสมอ) 
 

..จากโจทยก์ลายเป็น sin(2A) x  
22 sin A cos A x 2x 1 x x      

2x(2 1 x 1) 0     

จะได้ x 0  หรือ 2 11 x 2   

..แต่โจทย์บอกวา่คําตอบไม่ใช่ 0 

ดังนัน้ 2 11 x 2   เทา่นัน้ 

2 21 3 31 x x x4 4 2        

ตัวหนึ่งเป็น a และอีกตัวเป็น b คูณกนัได ้–3/4 

แสดงว่า ใหห้าคา่ 3sin(arctan( ))4  

ถ้ามุมนี้มีคา่ tan เป็น 3
4  

ย่อมได้วา่คา่ 3sin 0.65     ตอบ 

 
 
3. 2

4 2log (log x) 8 64   
128 12764 128 (2 ) (2 )

2log x 4 2 x 2 4       

n 127     ตอบ 

 
 
 
 
 
 
 

–3 0 3 

 1 
 2 
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4. จาก 4 c 2A cI 1 1 c
      

 

A cI (4 c)(1 c) 2       

จะได้สมการว่า 24 5c c 2 0     
(c 3)(c 2) 0     

ดังนัน้ ค่า c ที่นอ้ยทีสุ่ดทีส่อดคลอ้งก็คอื 2 
 

หาค่า 
3 1 2 21 1B 2 1 22 2 2 2 1

   
 

 

           
31 ( 4 4 4 1 8 8)2

        
 

 

           5 0.6258   ตอบ 
 

หมายเหต ุข้อน้ีคําตอบเป็นทศนิยมเกิน 2 ตําแหน่ง, 
จะตอบ 0.62 หรือ 0.63 ก็ได้ เน่ืองจากในการ
ตรวจข้อสอบเข้ามหาวิทยาลัย จะยินยอมให้ทศนิยม
ตําแหน่งที่สองคลาดเคลื่อนได้ 1  

 
 
5. เขียนกราฟแรเงาได้ดังนี ้
 
 
 
 
 
 

พื้นที่ทางซ้ายเป็นสี่เหลี่ยมผืนผ้า 2  ตร.หน่วย 
พื้นที่ขวา bb 2 3 3

0 0(3x 1)dx (x x) b b       
 

ดังนัน้จะได้สมการเป็น 32 (b b) 12    
3b b 10 b 2        ตอบ 

 
 
6. เลอืกเลขหลักหน่วยและสิบ ไดด้ังนี ้
(ต้องเขยีนแจงวธิทีั้งหมดเพื่อนับเอาเอง) 
1,2  1, 3  1, 4  1,5  2, 3  2, 4  รวม 6 วิธ ี
แต่ละวธิียังสลับกนัได้เปน็ 2!  แบบ 
และเลอืกวางเลข 5 ตัวดา้นหน้า ได้ 5!  แบบ 
ตอบ  6 2! 5! 1440    วิธ ี

 
 
 
 
 
 

7. จาก a 4 5 6 bX 6 5
   

   

จะได้ a b 15   .....(1) 

และจาก (6 a) 2 1 0 (b 6)MD 3 5
     

   

จะได้ b a 12   .....(2) 
 

ตอบ สัมประสิทธิ์ของพสิัย b a 12 0.8b a 15


  


  

 
 
8. หาราคา ป ี2543 โดยใช้ขอ้มูลช่องขวาที่ให้มา 

x 1.02 x 9,1809,000     บาท 

y 1.03 y 20,60020,000     บาท 

z 1.10 z 38,50035,000     บาท 

SRI ปี 2544 เทียบ 2543 

   9,639 21,218 38,885 100
9,180 20,600 38,500 3

     
 

 

   100(1.05 1.03 1.01) 1033       ตอบ 

 
 

ตอนท่ี 2 
1. 2n(P(A B)) 4 2    จะได้ n(A B) 2   
..และจาก n((A B) (A B)) 12 2 6       
แสดงว่า n(A B) 6   
ดังนัน้ n[(A B) (B A)]    
(ส่วนที่แรเงา) 6 2 4    
 
โจทย์ถาม n[P(A B) P((A B) (B A))]      
..เนื่องจาก (A B) (B A)    เป็นสับเซตของ 
A B  (ดังรูป) เพาเวอร์เซตจึงเปน็สับเซตของกัน
ด้วย สามารถลบออกทั้งหมดได้เลย ดังนี้.. 

6 42 2 48   ตอบ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  –2       0      b 

1 
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2. แยกช่วงย่อยคิด เพือ่ถอดค่าสมับูรณ ์
กรณีแรก ถ้า x 0  จะได้อสมการกลายเป็น 
3x 2 3x 22 2x 1 x 1

 


  
> <  

3x 2 2x 2 x 40 0x 1 x 1
   

 
 

< <  

นั่นคอื ช่วงคาํตอบเป็น ( 1, 4]  
และนาํไปอนิเตอร์เซคกับเงื่อนไข เหลอืเพียง ( 1, 0)  
 

กรณทีี่สอง ถ้า x 0>  จะได้อสมการกลายเปน็ 
3x 2 3x 2 2x 22 0x 1 x 1

   


 
> >  

x 0x 1

>   นัน่คอืช่วงคําตอบ ( , 0] (1, )    

อินเตอร์เซคกับเงือ่นไข เหลือเพียง {0} (1, )   
 

ดังนัน้  S ( 1, 0] (1, )      (ข้อ ก. ถูก) 
พิจารณาข้อ ข. 
“มี x บางตัว ซึ่ง x S  แตว่่า (x 2) S  ” 
ข้อความนี้ไม่จริง เพราะ S ไม่มีขอบเขตบน 
ดังนัน้ไม่ว่า x เป็นจาํนวนเท่าใด 
ค่าของ (x 2)  ย่อมอยู่ใน S เสมอ  (ขอ้ ข. ผิด)

 
 
3. การหา ห.ร.ม. ด้วยวิธขีองยคุลิด 
จาก 1216 b q 106   .....(1) 
และ 2b 106 q 4   .....(2) 
ทําต่อไป 106 4(26) 2    และ 4 2 (2)  
ดังนัน้ ห.ร.ม. a 2  
 

ส่วนค่า b ได้จากการพจิารณาสมการที่ (1) 
คือ 1bq 216 106 110    
โดย 1q  เป็นจาํนวนนับ และ b 106  
(คือตัวหารจะต้องมากกว่าเศษเสมอ) 

b 110   เทา่นัน้ 1(q 1)  
(ไม่สามารถเป็น 55 2  ได้ เพราะ 55 106 ) 
 

3 2f(x) x 2x 110x 36      หารดว้ย x 2  
ได้เศษ f(2) 8 8 220 36 200        ตอบ 

 
 
 
 
 

4. ข้อ ก. กําหนดให้ ~ q (F q)   เปน็จรงิ 
นั่นคอื ~ q q  เปน็จรงิ ..แสดงว่า q ตอ้งเป็นจริง 
ดังนัน้ ก. ถูก 
ข้อ ข. นิเสธคือ x P(x) ~Q(x) R(x)      
             x Q(x) (P(x) R(x))        ข. ถูก 

 
 
5. จาก    x P(x) x ~Q(x)    เป็นเทจ็ 
แสดงว่า  x P(x)  ต้องเป็นจรงิ 
และ  x ~Q(x)  ต้องเป็นเทจ็ เท่านั้น 
(นั่นคอื  x Q(x)  เป็นจรงิ) 
 

พิจารณาว่าตัวเลอืกในข้อใดเป็นจริง 
โดยยึดหลักว่า  x P(x)  จริง,  x Q(x)  จรงิ 
ข้อ 1. มีบาง x ซึ่ง P จริง และ Q เท็จ ...ไม่ใช่ 
ข้อ 2. มีบาง x ซึ่ง P เทจ็ หรือ Q เท็จ ...ไม่ใช่ 
ข้อ 3. ทุก ๆ  x ถ้า P จริง แล้ว Q เท็จ ...ไม่ใช่ 
ข้อ 4. ทุก ๆ  x ถ้า P จริง แล้ว Q จริง ... ใช่ 
ดังนัน้  ตอบ ขอ้ 4. 

 
 
6. ข้อ ก.  จาก x x y y    

y y (x x) 0      

1 1 4(x x)y 2
   

   

1 4x 4 x 1y 2
   

   

      1 (2 x 1) x2
  

   หรือ 1 x   

แต่ y 1 x    ไม่ได้ เพราะเป็นคา่ตดิลบ 
y x   เทา่นัน้  จึงเป็นฟังก์ชัน 

 
ข้อ ข.  จาก x x y y    

y y (x x) 0      

1 1 4(x x)y 2
  

   

1 4x 4 x 1y 2
  

   

      1 (2 x 1) x2
 

   หรือ 1 x  

ซึ่งสามารถเป็นไปได้ทั้ง 2 อยา่ง  จึงไม่เปน็ฟงัก์ชัน 
(เช่น เม่ือ x=1 จะได้คา่ y=1 ก็ได้, y=0 ก็ได้) 
 

ตอบ ข้อ 2. 
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7. จาก g(k) 5 f(k) 2 5     
                  f(k) 3   

และเนือ่งจาก 2
2 , k 1

f(k) (k 1) , 1 k 2
k 1 , k 2


    
 

<

>
 

ลองแทนค่าจํานวนเต็ม k ไล่ไปเร่ือย ๆ  
กรณีบน f(k)=2 เสมอ จงึไม่มากกว่า 3 อยู่แล้ว 
กรณีกลาง ถ้า k 0  ได้ f(0) 1 , 
ถ้า k 1  ได้ f(1) 0  แสดงว่าไม่มี k ที่ใช้ได้เลย 
กรณลี่าง ถ้า k 2  ได้ f(2) 3 , 
ถ้า k 3  ได้ f(3) 4  
 จํานวนเต็ม k ที่นอ้ยทีสุ่ดทีท่ําให้ f(k)>3 คอื 3 
และจะได ้(g f)(3) g(4) f(4) 2 7      ตอบ 

 
 
8. ข้อ ก. จาก 1 2f (x) x   เม่ือ x 0>  

จะได้ 
2 2

1
2 2
x ; 0 x 1g f (x) x 1; x 1

    


<

>
 

ในช่วง x [0, )   กราฟมีลักษณะเป็น “ส่วนของ
พาราโบลา” หงาย ครึ่งซีกขวา ..แสดงว่าเป็นฟังกชั์น
เพิ่มในช่วง [0, )  จรงิ ๆ      ข้อ ก. ถูก 
 

ข้อ ข. จาก 1 x ; 0 x 1g (x) x 1 ; x 2
   

<

>
 

(เงื่อนไขมาจาก gR ) 

จะได้ 1 x ;0 x 1f g (x) x 1 ; x 2
    


<

>
 

ในช่วง x [0, 1) [2, )    กราฟมีลักษณะเป็น 
“ส่วนของพาราโบลา” เปิดขวา ครึ่งซีกบน ..แสดงว่า 
เป็นฟังก์ชันเพิ่มในช่วง [0, 1) [2, )   จริง ๆ  
ข้อ ข. ถูก 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

9. ๏ จากสามเหลี่ยมรูปเล็ก 

จะได้ h tan 75a    

h a tan 75    .....(1) 
 
 
๏ จากสามเหลี่ยมมุมฉากรปูใหญ ่

จะได้ h tan6020 a  


 

h (20 a) tan60     ...(2) 

แก้ระบบสมการได้เป็น 20 tan60a tan 75 tan60



  

 

 

หาค่า tan 75  จาก 
11 3 13tan(45 30 ) 2 31 3 11 3




      


 

20( 3)a 10 3(2 3) 3  
 

 

ตอบ  20 10 3 10(2 3)    เมตร 

 
 
10. จัดรูปสมการวงร;ี 

   
2 24(x 2x 1) 9(y 4y 4) 4 4 36          

2 2(x 1) (y 2) 19 4
 

    

เป็นวงรีนอน มีจดุศูนย์กลางอยูท่ี ่(1,2) 
ระยะโฟกสั c 9 4 5    
 

 ไฮเพอร์โบลาเปิดซ้ายขวา 
จุดศูนยก์ลาง (1,2) และมีค่า a 5  

มีสมการเป็น 
2 2

2
(x 1) (y 2) 15 b

 
   

แต่กราฟนี้ผา่นจดุ (5,5) จึงไดว้่า 2
16 9 15 b   

2 45b 11     ..ดังนัน้ 45 10c 5 11 11    

จุดโฟกัสคือ 10(1 , 2)11   ตอบ 

 
 
 
 
 
 
 

a  20 

h 

75 60 
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O  500   900 

1000 
300 (420,160) 

11. ระยะทางจากจุดศูนย์กลาง P(a, b) ไปยัง
เส้นตรงทั้งสอง 7

5  

..จากการวาดกราฟคร่าว ๆ  
พบว่าวิธหีาจุด (a, b) 
อย่างง่ายคอื ขยับเส้นตรง 
1f  และ 2f  ขึน้จากเดมิ 
7
5  หน่วย แล้วแก้ระบบสมการเพื่อหาจุดตัด (P) 

 

1
x 3f ; y 2y x 32 2       

ใหม่
ใหม่

C 37 C 10
5 5


     

ดังนัน้ 1f  ใหม่ คือ 2y x 10   .....(1) 
 

2f ; y 3x 2 y 3x 2       

ใหม่
ใหม่

C ( 2)7 C 7 2 2
5 10

 
      

ดังนัน้ 2f  ใหม่ คือ y 3x 7 2 2    .....(2) 
 

แก้ระบบสมการหาจุดตัดได้ x 2 2 2   
และ y 4 2    ..ดังนัน้ a b 6 2    ตอบ 

 
 
12. เซต A; 

7
2 2 2 2

1 1log x log x log x log (2 )4 2    

7 7 / 4 7
2 2

7 log x log (2 ) x 24     

1/ 4x 2 x 16     
แต่ x อยู่ใน log ด้วย จงึได้ 0 x 16   เทา่นัน้ 
 

เซต B;  นํา 33 27  คูณทัง้สองขา้ง 
4x 2x3 26 3 27   >  

..ถ้าให ้ 2x3 A  จะได้อสมการเป็น 
2A 26A 27 0 (A 27)(A 1) 0    > >  

นั่นคอื A 1<  หรือ A 27>  
แต่ 2x3 1<  ไม่ได ้

2x3 27 2x 3 x 3/2  > > >  
 

ตอบ 3A B (0, )2     (ขอ้ 1.) 

 
 
 

13. พิสูจน์  จาก 1adj A A A   

          ..ดังนัน้ n n 11adj A A A A     
 

จะได้ 232 adj A 2 adj A 8 A   
 

..เนื่องจาก 1A 12 2 2x 10 2x       

ดังนัน้ 1A 10 2x


 

และได้วา่ 2
2

8 1 (10 2x) 14418(10 2x)
   


 

10 2x 12       ..แต่มีเงือ่นไข x 0  ดว้ย 
x 11   เทา่นัน้        ตอบ ข้อ 3. 

 
 
14. เขียนกราฟ แรเงา 
และหาจดุยอดมุมได้ดังรปู 
 
 
สมมติวา่ (420, 160) 
เป็นจดุทีท่าํให้เกดิ สงูสดุP  

..จะได้ 33,000 2a(420) 3a(160)   
นั่นคอื a 25  
 

ตรวจสอบคําตอบ โดยลองหาคา่ P ของจดุอืน่ ๆ  
(500, 0) ..ได้ P 25,000  
(0, 300) ..ได้ P 22,500  
ไม่มีจุดใดให้ค่า P มากกว่า 33,000 เลย 
แสดงว่าจุดที่เลอืกนั้นเป็นจุดที่ทาํให้เกดิ สงูสดุP  จริง ๆ  

ตอบ  a 25    (ข้อ 2.) 
 
หมายเหต ุในข้อน้ีหาจุดท่ีทําให้เกิด สงูสดุP  โดย

พิจารณาจากความชันก็ได้ (เหมือนข้อสอบ มี.ค.48) 
..น่ันคือ P 2ax 3ay   มีความชัน 2/3  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

f1 
f2 

(1,1) 

P 
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B 
C 

A 

1 

2 
arccos 1/4 

A 
C 

B 

b 

c 
a 

15. จาก 21u CB [CA CB 2|CB| ]3   ˜ ˜ ˜ ˜  

21 1u |CB|cos [|CA||CB|( ) 2|CB| ]3 4   
˜ ˜ ˜ ˜  

แทนค่า |CA| 2, |CB| 1 ˜ ˜  

จะได้ 5u cos 6   
 

 
 
 
 
 

หาขนาด u  ได้จาก 1u |CA 2 CB|3 ˜ ˜  

           2 21 102 2 2(2)(2)(1/4)3 3     

ตอบ 5 10 5cos 6 3 2 2     

 
 
16. 
 
 
 
 
 

วิธีที ่1 
จาก AB BC CA 0  ˜ ˜˜  ยกกําลังสองทัง้สองขา้ง 
จะได้ 2 2 2|AB| |BC| |CA| ˜ ˜˜  
    2 AB BC 2 BC CA 2 CA AB 0      ˜ ˜ ˜ ˜˜ ˜  

13 2(AB BC BC CA CA AB) 0       
˜ ˜ ˜ ˜ ˜ ˜  

13AB BC BC CA CA AB 2       ˜ ˜ ˜ ˜˜ ˜  ตอบ 
 

วิธีที ่2 
โจทย์ถามค่า AB BC BC CA CA AB    ˜ ˜ ˜ ˜˜ ˜  

ca cos(180 B) ab cos(180 C) bc cos(180 A)       
ca cos B ab cos C bc cos A     

ซึ่งแปลงโดยอาศัยกฎของ cos ในสามเหล่ียมได้ดงันี ้
2 2 2 2 2 2 2 2 2b a c c a b a b c( ) ( ) ( )2 2 2
     

    
2 2 2a b c

2
  

  

แต่โจทย์กําหนดว่า 2 2 2a b c 13    

ดังนัน้ ตอบ 13
2  

 

17. เนื่องจากขนาด 1z , 2z , 3z  เปน็ 1 
และบวกกนัเป็น 0 แสดงว่า 1z , 2z , 3z  อยู่บน
วงกลมหนึง่หน่วย และห่างเป็นระยะเท่า ๆ  กัน 
..คือห่างกัน 120  
 

ดังนัน้ ถ้าให ้ 1z 1   
จะได้ 2 3z 1 ( 120 ), z 1 ( 120 )         
 

ข้อ ก. 2z 1 ( 120 )     
ดังนัน้ 1 2z z 1 ( ( 120 )) 1 ( 120 )           

1 2Re(z z ) 1cos( 120 )     

          1cos 120 2     เสมอ  ..ข้อ ก. ผิด 

 

ข้อ ข.  ค่าของ 1 2z z  
(cos i sin ) (cos( 120 ) i sin( 120 ))           
cos cos( 120 ) i sin sin( 120 )                 
cos cos cos 120 sin sin 120           

      i sin sin cos 120 cos sin 120           

3 3 3 3( cos sin ) i( sin cos )2 2 2 2         

3 ( 3 cos sin ) i( 3 sin cos )2            
 

ดังนัน้ ค่าของ 1 2z z  

 2 2 2 23 3 cos sin 3 sin cos2         

(พจนก์ลางคอื 2 3 sin cos   หักลา้งกันแล้ว) 

 2 23 4 cos 4 sin 32       ..ข้อ ข. ถูก 

 

หมายเหต ุข้อ ข. อาจจะคํานวณแบบเวกเตอร์ก็ได้ 
คือ 2 2

1 2z z 1 1 2(1)(1)cos(120 ) 3       

 
 
18. 5 5z ( 1 3 i) (2 120 )       
       32 600 32 240       
 

ดังนัน้ รากที่สองของ z ได้แก ่
32 120   กับ 32 (120 180 )    

..นั่นคอื 1 332 ( i)2 2   กับ 1 332( i)2 2  
 

ตอบ 2 2( 1 3 i)   และ 2 2(1 3 i)  
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19. เงื่อนไขของลําดับเลขคณติ 
คือ log(x 2) log x log(x 16) log(x 2)       

2 2x 2 x 16 x 4x 4 x 16xx x 2
 

      


 

1x 3   

1
1a log( )3   และ 7 1d log( ) log( ) log 73 3    

 

..จึงได ้ 10
1a log( ) 9 log 7 9 log 7 log 33     

และ 10
10 1S (log( ) (9 log 7 log 3))2 3    

         5(9 log 7 2 log 3)      ตอบ ขอ้ 4. 

 
 

20. จาก 
x a x a

a 1lim (f g)( x) lim f(x) a  


   

และ 
2

x a x a
x alim (g f)(x) lim g x 2 a 2  

           
  

จะได้สมการเป็น a 1 a 11
a a 2 a(a 2)


 
 

 

     2(a 1)(a 2) a 11 3a 2 11         
     a 3    ตอบ            

 
 
21. a และ b เป็นรากของสมการ f(x) 0  
แปลวา่ 2x 6x c (x a)(x b)      
นั่นกค็ือ a b 6   .....(1) 
 

..โจทย์บอกเพิ่มเติมว่า 3a 2b 20   .....(2) 
แก้ระบบสมการได้ a 8 , b 2   

2f(x) (x 8)(x 2) x 6x 16        
 

..ดังนัน้ c 16   
โจทย์ถามค่า f ( 16) 2( 16) 6 38        ตอบ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

22. ตอ้งถอดค่าสัมบูรณอ์อกก่อนจึงหาอนุพนัธ์ได้ 
 

..ที่ x 3   
จะได้ 2 2 2(g f)(x) g(x 2x) (x 2x) 1      

2(g f) (x) 2(x 2x)(2x 2)     
(g f) ( 3) 2(9 6)( 4) 24        

 

..ที่ x 3    ซึ่งได ้ g(3) 10  (เป็นบวก) 
ดังนัน้ 2 2 2 2(f g)(x) f(x 1) (x 1) 2(x 1)       

2(f g) (x) 2(x 1)(2x) 4x     
(f g) (3) 2(10)(6) 12 108     

ตอบ  ผลบวกเทา่กับ 84 

 
 
23. จากขอ้ความ 
“เส้นตรง 2x y 6 0    สัมผสั f ที่จดุ (1, 4) ” 
แสดงว่า f(1) 4  และ เสน้ตรงf (1) m 2     
 

จาก 
2axf (x) ax f(x) b2      

จะได้สมการ af(1) b 22      .....(1) 

และจาก 
3axf(x) bx c6    

จะได้สมการ af(1) b c 46     .....(2) 

และโจทยก์ําหนด f(0) c 8   
..แก้ระบบสมการ ได้ a 6, b 5    

3f(x) x 5x 8     
 

ตอบ 
141 2

0
0

x 5 23f(x)dx x 8x4 2 4
 

    
 

  

 
 
24. สีแดง 24 เม็ด, สขีาว x เม็ด, สีเขียว y เม็ด 

จะได้สมการเป็น 5 x y
6 24 x y




 
 .....(1) 

และ 3 24 y
4 24 x y




 
 .....(2) 

 

จาก (1) จะได้ 5(24 x y) x y6      

           x y 120    

แทนค่าลงใน (2) จะได้ 3 24 y
4 144


  

..ดังนัน้ y 84  เม็ด  ตอบ 
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F 

10 5 
14 

8 

 T 
10 

20 13 
B 

25. จํานวนคนทัง้หมด 80 คน 
เป็นนกักีฬาครบทุกอย่าง 5 คน 
เป็นนกักีฬาสองอย่างขึ้นไป 
(คิดจากรูป) 37 คน 
 
 
 

ดังนัน้ เลือกประธานได้ 5 วธิ ี
รองประธาน 36 วิธ ี(ไม่นับคนทีเ่ป็นประธาน) 
เลขานุการ 78 วธิี (ไม่นับคนที่เปน็ประธานและรอง) 

ตอบ  ความนา่จะเป็น 5 36 78 9
80 79 78 316

 


 
 

 
 

26. คาํนวณ 2
xs  จาก 

4 2 8 10X 64
  

   
2 2 2 2

2
x

2 4 2 4s 104
  

    
 

จากสมการ Y 8 0.5 X   ..จะได้ Y xs 0.5s  
(ตามสมบัตขิองค่าการกระจาย) 
ตอบ 2 2 2 2

Y xs (0.5) s (0.5) 10 2.5     
 

หมายเหต ุ จะหาค่า y ให้ครบทัง้ส่ีค่า แล้วคํานวณ
ความแปรปรวนของข้อมูลชุด Y โดยตรงก็ได้ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

27. โค้งปกตทิําให้ Med X  
จึงไดส้มการ X 3s  .....(1) 
 

ที่คา่ x 15.7  อยูท่างซีกขวาของโค้ง 
มีพื้นที่วดัไปยังแกนกลาง เทา่กับ 0.0557 

เปิดตารางได ้ 15.7 Xz 0.14 s


   .....(2) 
 

..แก้ระบบสมการได้ s 5, X 15   

ดังนัน้ 13
13 15z 0.45


    

และ 18
18 15z 0.65


   

 
 
 
 
 

ตอบ 15.54 22.58 38.12%   

 
 
28. “สัมประสทิธิ์การแปรผันเท่ากับ 2/7” 

จะได้ s 2
7X   .....(1) 

“65 คะแนน คิดเป็นคะแนนมาตรฐานเทา่กับ 3” 

จะได้ 65 X3 s


  .....(2) 

..แก้ระบบสมการได้ s 10  และ X 35  
 

ดังนัน้  บังอรx 351.9 10


  

บังอรx 54    คะแนน ตอบ 

 
 

–0.4           0.6     z 

0.1554       0.2258   



ข้อสอบเข้ามหาวิทยาลัย มี.ค.46 (0) 
 
ตอนที่ 1   ข้อ 1 – 8 เป็นข้อสอบแบบอัตนัย ขอ้ละ 2 คะแนน 
 
1. กําหนดให้ A เป็นเซตคําตอบของอสมการ x 1x   

และ B เป็นเซตคําตอบของอสมการ x 5 0(x 1)(x 3)


 
>  

ถ้า A B  คือช่วง (a, b)  แล้ว a b  มีค่าเท่ากับเท่าใด 
 
2. ในรูปสามเหล่ียม ABC ถ้า A 30  , ด้าน BC ยาว 2 เซนติเมตร 
และด้าน AC ยาว 3 เซนติเมตร แล้ว 4 sin 3B  มีค่าเท่ากับเท่าใด 
 
3. ถ้า 9log 3 , x

9log (3 2) , x
9log (3 16)  เป็นสามพจน์แรกที่เรียงกันในอนุกรมเลขคณิต 

และ S เป็นผลบวกของส่ีพจน์แรกของอนุกรมน้ี แล้ว S3  มีค่าเท่ากับเท่าใด 
 
4. กําหนดให้ A และ B เป็นเมทริกซ์ขนาด 2 2  

ถ้า 5 4A 2B 8 16
     

 และ 2 1A B 1 5
      

 

แล้ว 1det (2A B)  มีค่าเท่ากับเท่าใด 
 
5. กําหนดสมการจุดประสงค์คือ P 3x 2y   
โดยมีอสมการข้อจํากัดคือ 0 x 4< <  และ 6 x y 7< <  
แล้ว ค่าสูงสุดของ P เท่ากับเท่าใด 
 
6. ถ้า u 4 i 3 j  , v u  และ u v 8    แล้ว u v  มีค่าเท่าใด 
 
7. สลาก 11 ใบ มีหมายเลข 1 ถึง 11 กํากับอยูใ่บละ 1 หมายเลข สุ่มหยิบสลากมา 4 ใบ 
ความน่าจะเป็นที่สลากที่หยิบมา มีผลคูณของหมายเลขเป็นจํานวนคู่ แต่ผลบวกของหมายเลข 
เป็นจํานวนคี่ มีค่าเท่าใด (ตอบทศนิยม 2 ตําแหน่ง) 
 
8. กําหนดตารางแจกแจงความถี่ของคะแนนสอบวิชาคณิตศาสตร์ของนักเรียนห้องหนึ่งดังนี้ 

คะแนน ความถ่ี 
16 – 18 
19 – 21 
22 – 24 
25 – 27 
28 – 30 

a 
2 
3 
6 
4 

ถ้าควอร์ไทล์ที่หนึ่ง ( 1Q ) เท่ากับ 18.5 คะแนน 
แล้ว มัธยฐานของคะแนนสอบวิชาคณิตศาสตร์ของนักเรียนห้องนี้เท่ากับเท่าใด 
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ตอนที่ 2   ข้อ 1 – 28 เป็นข้อสอบแบบปรนัย ข้อละ 3 คะแนน 
 
1. กําหนดให้ A { 1, 2 } , B { 1, 2, 3, ..., 10 }  
เซต 1 1{ f | f : A  B  และมี x A  ซ่ึง f (x) x }  มีจํานวนสมาชิกเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 16       2. 17  3. 18       4. 19 
 
2. ให้ p, q และ r เป็นประพจน์ 
พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. ถ้า [(p ~ r) q] ~(p q)     เป็นเท็จ แล้ว (p q) r   เป็นจริง 
     ข. ถ้า q ~ r  เป็นเท็จ แล้ว [p (q r)] ~ q    เป็นเท็จ 
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
3. กําหนดให้ p , q , r  และ s  เป็นประพจน์ 
ในการอ้างเหตุผล ถ้า “เหตุ” คอื 1. (p q) (r s)    
    2. r ~ s  
แล้ว ประพจน์ในข้อใดต่อไปนี้เป็น “ผล” ที่ทําให้การอ้างเหตุผลมีความสมเหตุสมผล 
 1. p       2. q  3. ~ p ~ q       4. ~ p q  
 
4. ให้ A, B และ C เป็นเซตซ่ึง 
n(A B) 16  ,  n(A) 8 ,  n(B) 14 ,  n(C) 5   และ n(A B C) 2    
ค่าสูงสุดของ n [(A B) (C A)]    ที่เป็นไปได้ เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 6       2. 12  3. 18       4. 24 
 
5. กําหนดให้ I  คือเซตของจํานวนเต็ม และ x 1 x 1S { x | 1 1 50 }       
จํานวนสมาชิกของเซต S  I  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 13       2. 14  3. 15       4. 16 
 
6. กําหนดให้ f และ g เป็นฟังก์ชัน ซ่ึง f (x) 0  ทุก x 

ถ้า 2(g f)(x) 2 [f (x)] 2 f (x) 4    และ 1 x 1g (x) 3
 

  แล้ว 

พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. g f  เป็นฟังก์ชันคงตัว      ข. f (100) g(100) 300   
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
 
 
 



คณิต มงคลพิทักษสุข  ฉบับมีนาคม 2546 (0) 
kanuay.com 

673 

7. กําหนดให้ 2f (x) (x 1)    ทุก x 1<   และ g(x) 1 x   ทุก x 1<  
พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 

     ก. 1 xf (x) 1    ทุก x 0<      ข. 1 1 1 3(g f )( )4 4
     

ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
8. กําหนดให้ r {(x, y) | 0 x, 0 y 5 < < <  และ 2 2x y 2x 6y 8 }   <  
พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. rD [0, 3]        ข. ถ้า 0 c  และ (3, c) r  แล้ว c 5  
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
9. ถ้า arccos x arcsin x 6 

  

แล้ว arccos x arctan 2x  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 12
        2. 512

   3. 7
12
        4. 11

12
  

 
10. ให้ E เป็นวงรีซ่ึงผลบวกของระยะทางจากจุดใด ๆ  บนวงรี E ไปยังจุด ( 3, 2)  และ (5, 2) เท่ากับ 
12 หน่วย  ถ้า A และ B เป็นจุดยอดของวงรี E และวงรี E ตัดแกน Y ที่จดุ C และ D 
แล้ว พ้ืนที่ของรูปส่ีเหล่ียม ABCD เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 10 5  ตารางหน่วย   2. 20 5  ตารางหน่วย 
 3. 10 7  ตารางหน่วย   4. 20 7  ตารางหน่วย 
 
11. กําหนดให้ a เป็นจํานวนจริง และ A(a, 1) , B( 5, 4)  , C(1, 2) , D(2, 3)  เป็นจุดยอดของรูป
ส่ีเหล่ียมด้านขนาน ABCD  ถ้า L เป็นเส้นตรงที่ตั้งฉากกบั AC และผ่านจุดกึ่งกลางของด้าน AC 
แล้ว สมการของเส้นตรง L คือสมการในข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 5x 3y 6 0      2. 5x 3y 6 0    
 3. 5x 3y 9 0      4. 5x 3y 9 0    
 
12. เซตคําตอบของอสมการ x 2(4 2) log(1 x ) 0    เป็นสับเซตของเซตในข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1( 2, )2       2. 1( , 2)2   3. (0, 10)      4. 1( , 20)2  
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13. กําหนดให้ 
x 2 x x 1
0 x x 1A
x 1 1 x

  
 
   

 และ x x 1B 2x 3
    

 

ถ้า x เป็นจํานวนจริงที่ทําให้ det (A) 0  แล้ว adj B  คือเมทริกซ์ในข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 3 2
2 1

 
  

    2. 3 0
2 1
 
  

 

 3. 3 3
4 2

 
  

    4. 3 1
4 2
 
  

 

 
14. ให้ A, B เป็นจุดสองจุดบนเส้นตรง y 2x  
ถ้าจุด C ( 2, 1)  ทําให้ CA CB 0 ˜ ˜  และ CA CB| | | |˜ ˜  
แล้ว รูปสามเหล่ียม ABC มีพ้ืนที่เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 2 5  ตารางหน่วย   2. 10  ตารางหน่วย 
 3. 5 ตารางหน่วย    4. 10 ตารางหน่วย 
 
15. กําหนดให้ 1z , 2z , 3z  เป็นรากของสมการ 3(1 i) z 2   
โดยที่ 1z , 2z , 3z  อยู่ในควอดรันต์ที่ 1, 2, 3 ตามลําดับ 

2
1 3 2z z z  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 2 i        2. 2 i   3. 2        4. 2 
 
16. กําหนดให้ a, b เป็นจํานวนจริง และ 4 3 2f (x) x 6x 15x ax b      
ถ้าจํานวนเชิงซ้อน 1 i  และ 2 i  เป็นรากของ f(x) 
แล้ว a b  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 10       2. 8   3. 8       4. 10 
 

17. 2 2
3x 0
1lim 1 x 1 x (1 x)(1 x ) (1 x)(1 x )x

            มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 0      2. 1
4   3. 1

2        4. 1 

 
18. กําหนดให้ f และ g เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที่จุด x 4  

และ 
2

x 4f (x) , x 4x 2g(x)
4 kx , x 4

  
    

  

   โดยที ่k เป็นค่าคงตัว 

ถ้ากราฟของ f ตัดเส้นตรง y x 1   ที่จุดซ่ึง x 4  แล้ว k อยู่ในช่วงใดต่อไปนี้ 
 1. ( 3, 1)       2. ( 2, 0)   3. ( 1, 1)       4. (0, 2)  
 
19. กําหนดให้ f เป็นฟังก์ชันซ่ึง f (x) 2x 1    

ถ้าค่าสูงสุดสัมพัทธ์ของ f เท่ากับ 1
2  ที่ x 1   แล้ว ค่าต่ําสุดสัมพัทธ์ของ f เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1       2. 1
3   3. 0       4. 1

3  
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20. ในการจัดไปทัศนศึกษาคร้ังหนึ่ง ผู้จัดคิดค่าบริการเป็นเงื่อนไขดังนี้ 
ถ้ามีผู้ร่วมเดินทาง 50 คน ผู้จดัจะคิดค่าบริการอัตราหนึ่ง 
ถ้ามีผู้ร่วมเดินทาง 51 คน ค่าบริการจะลดลงคนละ 2 บาท 
ถ้ามีผู้ร่วมเดินทาง 52 คน คา่บริการจะลดลงคนละ 4 บาท 
ถ้ามีผู้ร่วมเดินทาง 53 คน ค่าบริการจะลดลงคนละ 6 บาท เป็นเช่นนี้เร่ือยไป 
    ปรากฏว่า ถ้ามีผู้ร่วมเดินทาง 90 คน แล้วจะเก็บค่าบริการได้มากที่สุด 
ถ้ามีผู้ร่วมเดินทาง 100 คน จะเก็บค่าบริการได้ทั้งหมดเป็นเงินเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 16,000 บาท      2. 16,200 บาท 3. 16,400 บาท      4. 16,600 บาท 
 
21. ถ้าความชันของเส้นโค้ง y f(x)  ที่จุด (x, y)  ใด ๆ  เท่ากับ 2x 3x 2   

และ 2
0 f (x)dx 4  

แล้ว จุด (x, y)  ในข้อใดต่อไปนี้อยู่บนเส้นโค้ง y f (x)  

 1. 4(0, )3       2. 4(0, )3   3. 13(1, )4       4. 13(1, )4  

 
22. กําหนดให้ A เป็นบริเวณในระนาบ xy ซ่ึงปิดล้อมด้วยพาราโบลา 2y x 7   
และแกน X จาก x 0  ถึง x a  เม่ือ a เป็นค่าคงตัว 
ถ้าพ้ืนที่ของบริเวณ A ส่วนที่อยู่เหนือแกน X มากกว่าพ้ืนที่ของบริเวณ A ส่วนที่อยู่ใต้แกน X 
เท่ากับ 2a ตารางหน่วย แล้ว a คือจํานวนในข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 2 3        2. 3 3   3. 5       4. 7 
 
23. มีคนงานหญิง 6 คน และคนงานชาย 8 คน ซ่ึงมีนายดํารวมอยู่ด้วย 
ถ้าจะเลือกคนงาน 4 คน ไปทาํงานที่ต่างกัน 4 ประเภท โดยให้เป็นหญิง 2 คน เป็นชาย 2 คน 
และให้มีนายดําอยู่ใน 4 คนนี้ด้วย จํานวนวิธีการเลือกคนงานดังกล่าวเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 1920 วิธี      2. 2400 วิธี  3. 2520 วิธี      4. 2880 วิธี 
 
24. นายกวีและนายขจรได้รับเชิญไปงานเลี้ยง ซ่ึงมีผู้ได้รับเชิญทั้งหมด 20 คน เจ้าภาพจัด (โดยสุ่ม) 
ให้ผู้ร่วมงานนั่งโต๊ะกลม 2 โต๊ะ ๆ  ละ 10 ที่นั่ง ความน่าจะเป็นที่นายกวีและนายขจรจะได้นั่งตดิกันใน
โต๊ะตัวเดียวกันเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1
19        2. 2

19   3. 29        4. 4
9  
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25. จากการศึกษาความสัมพันธ์ระหว่างยอดขาย (y) (หน่วยเป็นหม่ืนบาท) ของพนักงานขาย
ประกันในบริษัทประกันภัยแห่งหนึ่งกับประสบการณ์การขาย (x) (หน่วยเป็นปี) ของพนักงานขาย 
โดยเก็บข้อมูลจากพนักงานขายประกัน 8 คน ได้ข้อมูลดังนี้ 

    
8

i
i 1

x 48


 ,  
8

i
i 1

y 41


 ,  
8

i i
i 1

x y 286


 ,  
8 2

i
i 1

x 348


  

พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. ถ้าพนกังานขายประกันคนหนึ่งมีประสบการณ์การขาย 6 ปี ยอดขายโดยประมาณของ
พนักงานคนนี้เท่ากับ 51,250 บาท 
     ข. ประสบการณ์การขายเพ่ิมขึ้น 1 ปี ทําให้ยอดขายประกันเพ่ิมขึ้น 11,250 บาท 
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
26. ในการสอบคร้ังหนึ่ง มีผู้เข้าสอบจํานวนหนึ่งซ่ึงมีนายคณิตและนายวิทยารวมอยู่ด้วย โดยที่
ค่าเฉล่ียเลขคณิตของผลการสอบเท่ากับ 60 คะแนน และสัมประสิทธิ์ของการแปรผันเท่ากับ 0.25 
นายคณิตสอบได้มากกว่านายวิทยา 9 คะแนน และผลบวกของค่ามาตรฐานของคะแนนของคนทั้ง
สองเท่ากับ 1.5 
    ถ้าให้ A   ค่ามาตรฐานของคะแนนของนายคณิต และ B   คะแนนของนายวิทยา 
แล้ว A และ B เป็นจริงตามข้อใดต่อไปนี้ 
 1. A 0.45 , B 65.75  คะแนน  2. A 0.45 , B 66  คะแนน 
 3. A 1.05 , B 66.75  คะแนน  4. A 1.05 , B 68  คะแนน 
 
27. การแจกแจงความสูงของนักเรียนกลุ่มหนึ่งเป็นการแจกแจงปกติ ถ้านักเรียนที่มีความสูงมากกว่า 
149.4 เซนติเมตร มีอยู่ 3% และนักเรียนที่มีความสูงน้อยกว่าฐานนิยมแต่มากกว่า 136.5 
เซนติเมตร มีอยู่ 25.8% แล้ว ข้อใดต่อไปนี้คือฐานนิยม และความแปรปรวนของความสูงของ
นักเรียนกลุ่มนี้ตามลําดับ (หน่วยเป็นเซนติเมตร) 
 กําหนดตารางแสดงพ้ืนที่ใต้เส้นโค้งปกติมาตรฐานที่อยู่ระหว่าง 0 ถึง z 

z 0.3 0.7 1.49 1.88 
พื้นท่ี 0.1179 0.2580 0.4139 0.4700 

 1. 144.4, 5       2. 144.4, 25 3. 140, 5      4. 140, 25 
 
28. ร้านสุขสวัสด์ิจําหน่ายเสื้อนักเรียนยี่ห้อหนึ่ง 
โดยที่ราคาของเส้ือนักเรียนในปี 2544 และ 2545 เป็นดังนี้ 

ขนาดเสื้อนกัเรียน 
ราคา (บาท) 

2544 2545 
เล็ก 
กลาง 
ใหญ ่

100 
115 
125 

105 
125 
130 

ถ้าดัชนีราคาอย่างง่ายแบบใช้ราคารวมของ พ.ศ. 2544 เทียบกบั พ.ศ. 2543 เท่ากับ 1.19 แล้ว 
ดัชนีราคาอย่างง่ายแบบใช้ราคารวมของ พ.ศ. 2545 เทียบกบั พ.ศ. 2543 เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 1.06        2. 1.12  3. 1.16       4. 1.26 
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O 

6 

 4  6   7 

7 

(4,3) 

(4,2) 

เฉลยคําตอบ 
 

อัตนัย 1. 5.5 2. 2.25 3. 243 4. 8 5. 18 6. 7 7. 0.48 8. 24.5 
ปรนัย 1. 2  2. 4 3. 3 4. 3 5. 3 6. 2 7. 1 8. 4 
 9. 1 10. 4 11. 1 12. 1 13. 4 14. 3 15. 1 16. 2 
 17. 3 18. 2 19. 4 20. 1 21. 1 22. 2 23. 3 24. 2 
 25. 2 26. 3 27. 4 28. 4 

 
เฉลยวิธีคิด 

 
ตอนท่ี 1 
1. เซต A;  เนือ่งจากเป็นบวกแน่นอนทั้งสองข้าง 
จึงยกกาํลังสองได้ ..เปน็ 2 2x (x 1)   
แล้วยา้ยมาลบกนั 2 2x (x 1) 0    

(x x 1)(x x 1) 0       

2x 1 0       1A ( , )2    

เซต B; จากเส้นจํานวนจะได ้B ( 3, 1) [5, )      

ดังนัน้ 1A B ( ,5)2   

ตอบ 1a b 5 5.52     

 
 

2. กฎของไซน ์ sinB sin 30 3sinB3 2 4


    

..โจทย์ถาม 4 sin 3B  34(3 sinB 4 sin B)   

         33 3 94 3( ) 4( ) 2.254 4 4
      

 ตอบ 

 

หมายเหต ุสูตร sin 3B  พิสูจน์ได้ดังน้ี 
sin 3B sin(2B B)   
   sin 2B cos B cos 2B sin B   
   2(2 sin B cos B)(cos B) (1 2 sin B)(sin B)    
   2 22 sin B(1 sin B) (1 2 sin B)(sin B)     
   33 sin B 4 sin B   

 
 
3. เงื่อนไขของอนุกรมเลขคณิต คือ 

x x x
9 9 9 9log (3 2) log 3 log (3 16) log (3 2)       

x x

x
3 2 3 16

3 3 2
 

 


 

 

ให้ x3 A  จะไดส้มการ 2(A 2) 3(A 16)    
2A 7A 44 0     

x(A 11)(A 4) 0 3 11       เทา่นัน้ 
 

..ดังนัน้ อนกุรมนี้คือ 9 9 9log 3 log 9 log 27   
                  0.5 1 1.5      
จึงได้ผลบวก 4 พจน์แรกเป็น 
S 0.5 1 1.5 2 5      
ตอบ  53 243  

 
 
4. นาํสองสมการมาลบกนั 

จะได้ 3 3 1 13B B9 21 3 7
           

 

                   B 7 3 4     
 

และจาก 2 1A B 1 5      
 ..แทนค่า B ลงไป 

จะได้ 1 1 3 22 1A 1 5 3 7 2 2
                 

 

A 6 4 2     

ตอบ 11 2 12A B 2 A B 4 4 82
         

 
 
5. เขียนกราฟ แรเงา 
และหาจดุยอดมุมได้ดังรปู 
 

(0,6) P 12   
(4,2) P 16   
(0, 7) P 14   
(4, 3) P 18   

สงูสดุP 18    ตอบ 
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A 

 2 
 4 

 C 

B 

A 

 0  2 
 4 

 C 
3 

2 
B 

f(1)=1    f(2)=2 

   8   1     8 

6. จาก 2 2u 4 3 5    

ก็แสดงวา่ v 5  ด้วย 

..ดังนัน้ 2 2u v 5 5 2 u v 8       

แก้สมการได ้ u v 7     ตอบ 

 
 
7. การที่ผลคณูเป็นเลขคู่ แสดงว่าตอ้งไดจ้ํานวนคู่
อย่างนอ้ย 1 ใบ ..และการที่ผลบวกเป็นเลขคี ่แสดง
ว่า ต้องไดจ้ํานวนคี ่1 หรอื 3 ใบ 
..เพราะฉะนั้นมี 2 กรณ ีคือ คู3่-คี่1 และ คู่1-คี่3 
 

ตอบ ความน่าจะเป็น 5 5 6 116
1 43 1 3

                            
 

                  60 100 0.48330


   

 
 
8. 1Q 18.5  เปน็ขอบบนของช้ันแรกพอด ี
ซึ่ง 1Q  เป็นจุดแบ่งจํานวนข้อมูลออก 1 ใน 4 ส่วน 
..แสดงว่า อัตราส่วน a : (2 3 6 4) 1 : 3     
นั่นคอื a/15 1/3 a 5    
 

มัธยฐาน อยู่ในตาํแหน่งที่ 20 102   

พบว่าเป็นขอบบนของช้ัน “22 ถึง 24” พอดีเช่นกัน 
ตอบ Med 24.5  คะแนน 

 
 

ตอนท่ี 2 
1. คําว่า “มี” x ซึ่ง f(x) x  
แสดงว่า มี f(1) 1  หรอื มี f(2) 2  ก็ได ้
แต่เราจะนําจํานวนแบบมาบวกกนัเลยทนัทีไม่ได้ 
เพราะจะมีบางแบบที่ถูกนับซ้ํา ..ต้องใชว้ิธีเหมือน
เรื่องยูเนียนของสองเซต 
 

กรณ ี f(1) 1 ;  เกิดขึน้ได้ 1 9 9   แบบ 
กรณ ี f(2) 2 ;  เกิดขึน้ได้ 9 1 9   แบบ 
กรณ ี f(1) 1  และ f(2) 2  พรอ้ม ๆ  กัน; 
เกิดขึน้ได ้ 1 1 1   แบบ 
 

(เขียนแผนภาพ 
ประกอบความเขา้ใจ 
ได้ดังรปู) 
 

 ตอบ  มีฟังก์ชันทั้งหมด 9 9 1    17 แบบ 
(นั่นคอื เซตนี้มีจาํนวนสมาชิกเทา่กับ 17) 

 

2. ข้อ ก. (p ~ r) q   ตอ้งเป็นจรงิ 
และ (p q)  ต้องเป็นจริง 
ดังนัน้ p จริง, r เท็จ, q จริง เท่านั้น 
..จะได้ (p q) r T F F        ก. ผดิ 
 

ข้อ ข. q ~ r  เป็นเทจ็ แสดงว่า q เทจ็, r จริง 
..จะได้   T T   เสมอ     ข. ผดิ 

 
 
3. เหตุ (2) จัดรูปใหม่ได้เป็น ~(r s)  
และเหตุ (1) จัดรูปได้เปน็ ~(r s) (~ p ~ q)    
ดังนัน้เม่ือนําเหตมุารวมกนั จะไดผ้ลเปน็ ~p ~ q  
ตอบ ข้อ 3. 

 
 
4. พิจารณาเฉพาะเซต A กับ B โดยแทนสตูร
ยูเนียนของ 2 เซต จะได้ 16 8 14 n(A B)     

n(A B) 6    
และจาก n(A B C) 2    
จึงเขียนแผนภาพได้ดังนี ้
 
 
ต้องการ n(A B) n(C A)    มากทีสุ่ด 
แต่ n(A B) 6   เทา่นัน้ (เปลี่ยนไม่ได)้ 
แสดงว่าต้องพยายามจดัให ้n(C A)  มากที่สดุ.. 
                      ..โจทย์กาํหนด n(C) 5  
                      ก็ใส่ 3 ไว้ในสว่นที่แรเงา 
                      และ n(A) 8  ก็ใส่ 2 ไว ้
                      ที่ช้ันนอกสุดของ A ดังรปู 
                      เพื่อจะได ้ maxn(C A) 3   
                 ตอบ n(A B) n(C A) 18     

 
 
5. ค่าสัมบูรณค์ณูกัน จะได้ 2(x 1) 1 50    

250 (x 1) 1 50       
249 (x 1) 51      

..ดังนัน้ 51 x 1 51     

1 51 x 1 51      
6.กว่า x 8.กว่า          

 

 ใน S มีจํานวนเต็มคือ –6, –5, –4, …, 6, 7, 8 
รวม 15 จํานวน   ตอบ 
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O 

2 

3 

5 (3,5) 

(4,0) 

4 

x+y–4=0 

x–y+2=0 

6. จาก 1 x 1g (x) 3
 

  จะได ้ g(x) 3x 1   

นั่นคอื (g f)(x) 3 f(x) 1   
 

แต่โจทย์บอกวา่ 2(g f)(x) 2[(f(x)] 2f(x) 4    
..ดังนัน้ 22[(f(x)] 2f(x) 4 3f(x) 1     

3(2f(x) 3)(f(x) 1) 0 f(x) 2       หรอื 1  

แต่ให้ f(x) 0  ดงันัน้ f(x) 1   เท่านั้น 
 

ข้อ ก. (g f)(x) g( 1) 4     
เป็นฟังก์ชันคงตัว (คือมีคา่คงทีต่ลอด)   ขอ้ ก. ถูก 
ข้อ ข. f(100) g(100) ( 1) (300 1)      
                     298    ขอ้ ข. ผิด 

 
 
7. ข้อ ก. 
จาก 2y (x 1)    เม่ือ x 1 y 0< <  ....(1) 

จะได้อนิเวอรส์เปน็ 2 2x (y 1) x (y 1)        

                            x y 1      
แต่คา่ y 1<   (จากที่โจทย์บอกว่า x 1< ) 
จึงตอ้งใช้กรณ ี x   เท่านั้น 
..นั่นคอื x y 1 y 1 x         
ซึ่งคา่ x 0<  เสมอด้วย   (จากบรรทดัที่ 1) 
ทําให้สามารถเขียน x  เป็น x  ได ้

1f (x) 1 x    เม่ือ x 0<     ขอ้ ก. ถูก 
 

ข้อ ข. หา 1 21 1f ( ) (x 1)4 4
        

1 1x 1 x2 2       เทา่นัน้ 

1 1 1f ( )4 2
    

ต่อมาหา 1 1 1 3g ( ) 1 x x2 2 4
       

แสดงว่า 1 1 11 1 3(g f )( ) g ( )4 2 4
       ข้อ ข. ถูก 

 
 
8. จัดรูปอสมการ 2 2x y 2x 6y 8   <  

2 2(x 2x 1) (y 6y 9) 8 1 9       <  
2 2(x 1) (y 3) 0    <  

..ด้านขวาเปน็ 0 จึงไม่ใช่ไฮเพอรโ์บลา 
แต่เป็นเพียงเสน้ตรงสองเสน้ตั้งฉากกนั 
คือ (x 1 y 3)(x 1 y 3) 0      <  

(x y 2)(x y 4) 0     <  

 

ในช่วง 0 x, 0 y 5< < <  
จะเขียนกราฟแรเงาไดด้ังรปู 

rD [0, 4]     ก. ผดิ 
 

และถ้า (3, c) r  แลว้ 
c ไม่จําเปน็ตอ้งเป็น 5 ก็ได ้
..ดังนัน้ ข. ผดิ                ตอบ ข้อ 4. 

 
 

9. ให้ arccos x A, arcsin x B   

จะได้สมการเป็น A B 6 
  

ใส่ sin สองขา้ง; 1sin A cos B cos A sinB 2   

2 2 11 x 1 x x x 2        

2 21 1 11 2x x x2 4 2         

ตรวจคาํตอบพบว่า 1x 2  เทา่นั้น จึงจะเป็นจริง 

1arccos arctan 12 3 4 12    
     ตอบ 

 
 

10. จากนิยาม จะได้จดุโฟกัส ( 3,2)  กับ (5,2) 
ดังนัน้จดุศูนย์กลาง (h, k) (1,2)  
และเป็นวงรีแนวนอน มีระยะโฟกสั c 4  
 

..คําวา่ 12 หน่วย แสดงว่า a 6  
 จุดยอดคอื A( 5,2)  และ B(7,2)  

สมการวงรคีือ 
2 2

2 2 2
(x 1) (y 2) 16 6 4

 
 


 

 

หาจุดตัดแกน Y โดยแทน x 0  
2

21 (y 2) 1751 (y 2)36 20 9


        

5 7y 2 3    

 

เขียนรปูไดด้ังนี้.. 
 
 

 พืน้ที ่ ABCD  (ซึ่งเป็น  รูปวา่ว) 
1
2  ผลคณูเสน้ทแยงมุม 

1 10 712 20 72 3     ตร.หนว่ย  ตอบ 

หมายเหต ุที่จรงิต้องเรยีกว่า ACBD  

 

(0,2) A 

D 

C 

B 
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y=2x 

C 

B 

A 

O 

11. เนื่องจากในสี่เหลี่ยมดา้นขนาน AB CDm m  

ดังนัน้ 1 ( 4) 2 3 a 4a ( 5) 1 2
   

   
  

 

จึงได ้ AC
1 ( 2) 3m 4 1 5
 

  
 

  (แสดงว่า L
5m 3 ) 

และจะไดจุ้ดกึ่งกลาง AC  คือ 
4 1 1 ( 2) 3 1( , ) ( , )2 2 2 2
   

    

..ดังนัน้สมการ L คือ 1 5 3y (x )2 3 2    

หรือจัดรูปได้เป็น 5x 3y 6 0     ตอบ 

 
 
12. กรณีแรก 
           x4 2 0   และ 2log(1 x ) 0   
               x4 2          21 x 1   
                1x 2             2x 0  

ซึ่ง 2x 0  นั้นเป็นไปไม่ได้ กรณีนีจ้ึงไม่มีคําตอบ 
 

กรณทีี่สอง x4 2 0   และ 2log(1 x ) 0   
              x4 2           21 x 1   
               1x 2              2x 0  

จะได้คาํตอบกรณีนี้เป็นช่วง ( , 1/2) {0}   
แต่มีเงื่อนไขภายใน log ด้วย 
คือ 21 x 0 1 x 1       

ดังนัน้ เซตคําตอบคือ 1( 1, ) {0}2   
 

ตอบ  เป็นสับเซตของ ข้อ 1. 

 
 
13. จาก det(A) 0  
จะได้ 2 2 2x (x 2) x(x 1) x(x 1) (x 2)(x 1) 0          

2x (x 2) (x 2)(x 1) 0       
2(x 2)(x x 1) 0 x 2         เทา่นัน้ 

2 1B 4 3
      

 

ตอบ 3 1d badj B c a 4 2
          

 

 
 
 
 
 

14. ข้อน้ีวาดรูปแล้วคิดด้วยตรีโกณมิติจะสะดวก 
 

เริ่มจากวาดเส้นตรง L; y 2x  
พบว่า CO  ตั้งฉากกบั L พอด ี
(เพราะ CO L

1m , m 22   ) 

และ |CO| 4 1 5  ˜  
 

..โจทย์บอกว่า CA CB 0 ˜ ˜  
แสดงว่า CÃ  ตั้งฉากกับ CB̃  
..และโจทย์บอกวา่ |CA | | CB |˜ ˜  
แสดงว่า OAC กับ OBC เป็น  หน้าจั่ว มุม 45 , 
45 , 90   ..ดงันัน้ |OA| |OB| 5 ˜ ˜  ด้วย 
 

ตอบ พื้นที ่ 1ABC |CO||AB|2  ˜ ˜  

                 1 ( 5)(2 5) 52   ตร.หน่วย 

 
 

15. จาก 3 2 2 0z 1 ( 315 )1 i 2 315


     
  

 

จะได้ 3z 1 ( 105 ) Q      

     หรือ 11 15 Q    

     หรือ 21 135 Q    

ดังนัน้ 2
1 3 2z z z 1 ( 90 ) 1 270         

                i i 2 i        ตอบ 

 
 
16. เนือ่งจากสมัประสทิธิท์ุกตัวเป็นจาํนวนจริง 
แสดงว่าสังยคุของคําตอบที่ให้มาทัง้ 2 ค่า จะเปน็
คําตอบดว้ย 
f(x) (x 1 i)(x 1 i)(x 2 i)(x 2 i)          
    2 2(x 2x 2)(x 4x 5)      
    4 3 2x 6x 15x 18x 10      
ตอบ a b 18 10 8       
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17. สมมติเขียนย่อ 1 x A, 1 x B     
..จากโจทย ์จะกลายเป็น 

  3x 0
1lim (A B AAB BAB)x

    

3x 0
1lim [A(1 AB) B(1 AB)]x

     

3x 0
1lim (A B)(1 AB)x

    
2 2 2 2

3x 0
1 A B 1 A Blim A B 1 ABx

    
    

    
 

2
3x 0
1 2x xlim A B 1 ABx

         
 

x 0
2 2 1lim (A B)(1 AB) (2)(2) 2

  
 

  ตอบ 

 
 
18. จาก f ตัดเส้นตรง y x 1   ที่ค่า x 4  
แสดงว่า f(4) 4 1 5    
 

..และจาก g ตอ่เนื่องที่ x 4  
จึงได้เงือ่นไขวา่ 

x 4
lim g(x) g(4)


  

2f(4) ( 4 2) 4 k(4)      
5 4 4 16k k 1           ตอบ ขอ้ 2. 

 
 
19. “ค่าสงูสดุคอื 1/2 ที ่ x 1  ” 

แสดงว่า 1f( 1) 2   และ f ( 1) 0    
 

จากโจทย ์จะได้ 2
1f (x) x x C     

..แทนค่า f ( 1) 0    
จะได ้ 1 11 1 C 0 C 0      

2f (x) x x    
 

และจะได ้
3 2

2
x xf(x) C3 2    

..แทนค่า 1f( 1) 2   

จะได ้ 2 2
1 1 1 1C C3 2 2 3       

 

..หาค่าต่ําสุดโดย f (x) 0 x(x 1) 0      
x 0, 1     ..แตท่ี่ –1 นั้นคือจดุสงูสดุไปแลว้ 

ดังนัน้ จุดต่ําสุดสัมพทัธ์เกิดที่ x 0  

ตอบ ค่าต่ําสุดสมัพัทธ์เทา่กับ 2
1f(0) C 3    

 
 

20. สมมติเม่ือมี 50 คน คิดคนละ a บาท 
และให้ y   ค่าบริการที่ได้เม่ือมี 50 x  คน 
จะได้ y (50 x)(a 2x)    
 

..ค่าสูงสดุของ y เกิดที่ 90 คน (x 40)  

แสดงว่า dy (50 x)( 2) (a 2x)(1) 0dx        

100 4x a 0      
แทน x ด้วย 40 ก็จะทราบว่า a 260  บาท 
 

..โจทย์ถามค่าบรกิารรวม สําหรับ 100 คน จะได ้
y 100(260 2(50)) 16,000    บาท ตอบ 

 
 
21. โจทย์กําหนด 2f (x) x 3x 2     

จึงได ้
3 2x 3xf(x) 2x C3 2     

และ 
24 32 2

0
0

x xf(x)dx x Cx12 2
 

    
 

  

               4 4 4 2C3     

..แต่ 2
0 f(x)dx 4   จงึแกส้มการได ้ 4C 3  

ตอบ ข้อ 1. ถูก  ..เพราะ 4f(0) C 3   

 
 
22. จากโจทย ์
เขียนรปูไดด้ังนี ้
 
 
 
 
พื้นที่สว่นที่อยูเ่หนือแกน X เทา่กบั 7

a y dx  

และพืน้ทีส่่วนทีอ่ยู่ใต้แกน X เทา่กับ 7
0 y dx   

(ต้องใส่เครือ่งหมายลบ เพือ่ไม่ใหพ้ื้นที่ตดิลบ) 
 
..ดังนัน้ สมการคอื 7

7 0
a y dx ( y dx) 2a     

73 3

7 0

a
x x7x 7x 2a3 3

   
          
   

 

 
 

[ยังมีตอ่ ในหน้าถัดไป] 
 
 

0  7   a 
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3a 7 77a 7 73 3
   
               

 

                     7 7 7 7 (0) 2a3
  

    
   

 

3
3a 7a 2a a 27a 03       

a(a 3 3)(a 3 3) 0     
..แต่คา่ a ต้องมากกวา่ 0   ดงันัน้ ตอบ a 3 3  

 
 

23.  6 7 1 4! 25201 12
           

    
 วิธ ี ตอบ 

         เลือกคน      สลับงาน 

 
 
24. เนื่องจากโตะ๊สองตัววางตดิกนั ตาํแหนง่ของ 
ที่นั่งแต่ละทีจ่ึงถือว่าตา่งกนั (คลา้ยกับวา่มีหมายเลข
ประจาํเกา้อี้แล้ว) จึงไม่ใช่การจดัแบบวงกลม.. 
วิธีทัง้หมดจงึเทา่กับ 20! วธิ ี
 

วิธีทีต่อ้งการ  20 2 18!1    
 

 

           2 คนเลือกที่นั่ง   18 คนที่เหลือ 
 

..นํามาหารกัน ได้ความนา่จะเป็นเท่ากับ 2
19  ตอบ 

 
 
25. จาก y m x cN     
      41 48m 8c    .....(1) 
และ 2xy m x c x      
 286 348m 48c    .....(2) 

..แก้ระบบสมการได ้ 2m 3  และ 9c 8  

ดังนัน้ สมการที่ใช้ประมาณคา่คอื 2 9Ŷ X3 8   

 

ข้อ ก. เม่ือ X 6  จะได้ 2 9Ŷ (6) 5.1253 8    

..นั่นคอื 51,250 บาท 

ข้อ ข. เม่ือ X 1   จะได้ 2Ŷ (1) 0.66673    

..นั่นคอื 6,667 บาท 
ตอบ  ก. ถูก ข. ผิด 

 
 

26. X 60  และ s 0.25X   ..จะได้ s 15  

 

ข้อมูลที่โจทย์ให้มาได้แก ่
ค วx x 9   .....(1) 

และ ค ว
ค ว

x 60 x 60z z 1.515 15
 

     

ค วx x 142.5    .....(2) 

..แก้ระบบสมการได้ ว
142.5 9x 66.752


   

(ถึงขั้นตอนน้ีสามารถเลือกตอบขอ้ 3. ได้ทันที) 
 

และ ค ค
75.75 60x 75.75 z 1.0515


     

ตอบ ข้อ 3. 

 
 
27. 
 
 
 
 
ที่ x 136.5  อยูท่างซีกซ้ายของโคง้ 
มีพื้นที่วดัไปยังแกนกลาง เทา่กับ 0.258 

จะได้ 136.5 Xz 0.7 s


    .....(1) 
 

ที่ x 149.4  อยูท่างซีกขวาของโค้ง 
มีพื้นที่วดัไปยังแกนกลาง เทา่กับ 0.47 

จะได้ 149.4 Xz 1.88 s


   .....(2) 
 

..แก้ระบบสมการได ้ s 5, X 140   ซม. 
ตอบ ฐานนิยม (Mo) X 140   ซม. 
และความแปรปรวน 2s 25  ซม.2 

 
 
28. ปี 44 เทียบ 43; 

43
43

100 115 125 2,0001.19 PP 7
 

   


 บาท 

ปี 45 เทียบ 43; 105 125 130 1.26(2,000/7)
 

  ตอบ 

 
 
 

0.
25

8 

0.
47

 

 136.5 Mo    149.4    x 

0.
03

 



ข้อสอบเข้ามหาวิทยาลัย ต.ค.46 (!) 
 
ตอนที่ 1   ข้อ 1 – 8 เป็นข้อสอบแบบอัตนัย ขอ้ละ 2 คะแนน 
 
1. กําหนดให้ A, B เป็นเซต ซ่ึง n(A) a, n(B) b   
ถ้า n [(A B) (B A)] 7     และ n(A B) 40   
แล้ว n({C | C A B   และ n(C) 2})<  เท่ากับเท่าใด 
 
2. กําหนดให้ a 0  และ 2f (x) ax , x 0 >  และ 3g(x) x  

ถ้า 1(f g)(4) 2   แล้ว 
1
1

f (64)
g (64)


  มีค่าเท่ากับเท่าใด 

 
3. กําหนดให้ 3 2f(x) x kx mx 4      เม่ือ k และ m เป็นค่าคงตัว 
ถ้า x 2  เป็นตัวประกอบหนึ่งของ f(x)  และเม่ือนํา x 1  ไปหาร f(x) ได้เศษเหลือ 3 
แล้ว ค่าสัมบูรณ์ของ k m  เท่ากับเท่าใด 
 

4. 4 41 cos( (arccos arctan ))2 5 3  
  เท่ากับเท่าใด 

 
5. กําหนดเวกเตอร์ a, b, c  ดังนี้ 
a 4 i 2 j  ,  a b 6 i 4 j    
และ 1 2c c i c j   โดยที่ 1c 0 , 2c 0  และ c 2 17  
ถ้า c  ตั้งฉากกบั (a b)  แล้ว 1 2c c  มีค่าเท่ากับเท่าใด 
 
6. กําหนดให้เส้นตรง y 6x 5    สัมผัสเส้นโค้ง y f (x)  ที่จุด x 1   
ถ้า 3 2f (x) ax bx 3    เม่ือ a, b เป็นจํานวนจริง 
แล้ว ค่าสูงสุดสัมพัทธ์ของ f เท่ากับเท่าใด 
 
7. ในการศึกษาความสัมพันธ์เชิงฟังก์ชันของปริมาณนมโดยเฉลี่ย (ลิตร) ที่เด็กแต่ละคนในตําบลหนึ่ง
บริโภคต่อปี (y) ระหว่างปี พ.ศ. 2538 – 2545 พบว่าเม่ือเปลี่ยนช่วงเวลาให้อยู่ในรูปของค่า x ดังนี้ 
 

พ.ศ. 2538 2539 2540 2541 2542 2543 2544 2545 
x –7 –5 –3 –1 1 3 5 7 

 

จะได้สมการแสดงความสัมพันธ์ (ทศนิยม 2 ตําแหน่ง) เป็น y 0.54 x 38.85   
    ถ้าใช้ความสัมพันธ์นี้ทํานายปริมาณนมโดยเฉลี่ยที่เด็กแต่ละคนในตําบลนี้บริโภคใน พ.ศ. 2547 
แล้ว จะได้ว่าปริมาณนมโดยเฉลี่ยที่เด็กแต่ละคนบริโภคโดยประมาณ เท่ากับเท่าใด 
 
8. ข้อสอบชุดหนึ่งมี 2 ตอน ตอนละ 4 ข้อ มีคําส่ังให้ผู้สอบทําข้อสอบตอนที่หนึ่งอย่างน้อย 1 ข้อ 
และทําข้อสอบตอนที่สอง 2 ข้อ จํานวนวิธีที่ผู้สอบจะทําข้อสอบชุดนี้ เท่ากับเท่าใด 
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ตอนที่ 2   ข้อ 1 – 28 เป็นข้อสอบแบบปรนัย ข้อละ 3 คะแนน 
 
1. พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. ถ้า a, b และ c เป็นจํานวนเต็มซ่ึง a | (2b c)  และ 2a | (b c)  แล้ว a | 3c  
     ข. ถ้า 

2x 2x 2A { x | 1}x 2
 

  


R  และ 3 2B { x | x 2x 0 }   R  แล้ว A B  

ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
2. พิจารณาการอ้างเหตุผลต่อไปนี้ 
     ก. เหต ุ 1) p q    ข. เหต ุ      1) P(x) ~ Q(x)  
  2) (q r) (s p)           2) Q(x) R(x)  
  3) p ~ r        ผล      P(x) R(x)  
         ผล  s ~ r  
ข้อความใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก และ ข สมเหตุสมผลทั้งคู่  2. ก สมเหตุสมผล แต่ ข ไม่สมเหตุสมผล 
 3. ก ไม่สมเหตุสมผล แต่ ข สมเหตุสมผล 4. ก และ ข ไม่สมเหตุสมผลทั้งคู ่
 
3. ให้เอกภพสัมพัทธ์คือเซตของจํานวนจริง 
ถ้า P(x)  แทนข้อความ 2x 3x 0   
และ Q(x)  แทนข้อความ 1/ 32 log x 1     
แล้ว ประโยคในข้อใดต่อไปนี้มีค่าความจริงเป็นจริง 
 1. x [P(x) Q(x)]     2. x [Q(x) P(x)]   
 3. x [~ P(x) Q(x)]     4. x [P(x) ~ Q(x)]   
 
4. กําหนดให้ f, g เป็นฟังก์ชันซ่ึง fD [0, )    โดยที่ 1 2f (x) x  , x 0>  
และ 21g (x) (f (x)) 1   , x 0>  
ถ้า a 0  และ f (a) g(a) 19   แล้ว 1 1f (a) g (a)   เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 273     2. 274 
 3. 513     4. 514 
 

5. กําหนดให้ a 0  และ 
x

3
a(10 ) , x 1g(x)

x 1 , x 1
   

 >
 

ถ้า gR ( 2.5, )    แล้ว พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 

     ก. 1g (a 1) log 2          ข. 1
3

log(4|x|) , x 0
g (x) x 1 , x 0


 
 >

 

ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
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6. ให้ 
2x 4r {(x, y) | y }x 2


 


 

พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. r4 R         ข. 1rR [0, 4) (4, )     
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
7. ให้ H เป็นไฮเพอร์โบลา 2 212y 4x 72y 16x 44 0      ซ่ึงมีจุดโฟกัสคือ 1F  และ 2F  
ให้ E เป็นวงรีซ่ึงมีจุดศูนย์กลางร่วมกับ H โดยมี 1F  และ 2F  เป็นจุดยอด และสัมผัสแกน Y 
ถ้า E ตัดแกน X ที่จุด A และ B แล้ว AB ยาวเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 8  หน่วย      2. 7  หน่วย 3. 6  หน่วย      4. 5  หน่วย 
 

8. กําหนดให้วงกลม C มีจุดศูนย์กลางอยู่ที่จุดโฟกัสของพาราโบลา 
2(x 2)y 1 8


   

ถ้าเส้นตรง 3x 4y 5 0    เป็นเส้นสัมผัสวงกลม C แล้ว จุดในข้อใดต่อไปนี้อยู่บนวงกลม C 
 1. (0, 1 5)     2. (1 2 2, 0)  
 3. ( 1, 1)      4. (2, 2)  
 

9. ถ้า sin A 2
sin B 3  และ cos A 1

cos B 2  

แล้ว 2tan B  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 4       2. 3/2  3. 1       4. 2/3 
 
10. ถ้า a, b เป็นคําตอบของสมการ x x 1 x 26 3 2 12 0      
แล้ว คําตอบของสมการ 2x 1 x(ab) (ab 3)    เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. log 3
log 2 log 3

    2. log 4
log 7 log 16

 

 3. 
3

1
log 8 2

    4. 
2

1
log 5 2

 

 

11. กําหนดให้ S เป็นเซตคําตอบของอสมการ x
x 3log 1x 1
 

 
 

>  

และ 3T { log x | x S }    แล้ว T เป็นสับเซตของช่วงใดต่อไปนี้ 
 1. [0, 2]        2. [1, 3]   3. [1/2, 5/2]          4. [1/3, 7/3]  
 

12. กําหนดให้ a เป็นจํานวนจริง และ 
a 1 2a 6

A 6 a 3
a 2 a

 
   
  

 

ถ้า 11M (A) 18  และ 22M (A) 12    แล้ว 31C (A) เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 57        2. 33   3. 15        4. 3  
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13. กําหนดให้ a เป็นจํานวนจริง และ 
1 0 2
0 3 0A
4 0 a

 
 
 
 

 

ถ้า a 10  และ det (adj A) 225  แล้ว a มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 11       2. 12  3. 13       4. 14 
 
14. กําหนดสมการจุดประสงค์คือ 2P (x, y) (a 1)x a y    
โดยที่ a เป็นจํานวนจริงบวก ซ่ึง 2a a 2 0  >  
และมีอสมการข้อจํากัดคือ 2 x 4< < ,  y 1>   และ x y 7 <  
ถ้าค่าสูงสุดของ P (x, y) เท่ากับ 41 แล้ว a มีค่าอยู่ในช่วงใดต่อไปนี้ 
 1. [2, 2.5)      2. [2.5, 3)   3. [3, 3.5)      4. [3.5, 4) 
 
15. กําหนดให้ ABC เป็นรูปสามเหล่ียมด้านเท่า 
และ D เป็นจุดบนด้าน BC ซ่ึงทําให้ BD : BC 1 : 3| | | | ˜˜  
พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. 3 AD 2 AB BC ˜˜ ˜       ข. 21AD BC BC6 | |  ˜ ˜˜  

ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
16. กําหนดจํานวนเชิงซ้อน 1z a , 2z b (cos i sin )     
โดยที่ a 0 , b 0  และ 0 2     
ถ้า 1 2 1 2 1 22 i|z z |sin c z z d z z     โดยที่ c, d เป็นจํานวนจริง 
แล้ว 5c 2d  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 4       2. 3  3. 2       4. 1 
 
17. ให้ z a b i    ซ่ึง b 0  

ถ้า z สอดคล้องกับ 
2

2
z 4z 32 1z 64
 




 และ z z 61  

แล้ว a b  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 9       2. 10  3. 11       4. 12 
 
18. กําหนดให้ 2f (x) x 4x   และ 2g(x) x 16   
ถ้า a, b เป็นคําตอบทั้งสองของสมการ f (x) g(x)  

แล้ว 
x a x b

f (x) f (x)lim limg(x) g(x) 
  เท่ากับขอ้ใดต่อไปนี้ 

 1. 3
2        2. 56   3. 1

2        4. 1
3  
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19. ให้ x เป็นจํานวนจริง ซ่ึง x 1  

ถ้าอนุกรม 2 2 2 3 31 1 11 (1 x)( ) (1 x x )( ) (1 x x x )( ) ...2 2 2           มีผลบวกเท่ากับ 16
7  

แล้ว x มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1
3        2. 1

4   3. 1
3        4. 1

4  

 
20. กําหนดให้ g เป็นฟังก์ชันพหุนาม และ f (x) x g(x)  
ถ้า 3 2f (x) 4x 9x    และ f (0) 0  

แล้ว f (x)d
g(x 1)dx
 
  

 ที่จุด x 2   มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 4        2. 2   3. 2       4. 4 
 
21. กําหนดให้ 2f (x) x 1   พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 

     ก. 1
1

4f (x)dx 3
  

     ข. พ้ืนที่ทีป่ิดล้อมด้วยโค้ง y f (x)  จาก x 1   ถึง x 1  เท่ากับ 4
3  ตารางหน่วย 

ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
22. กําหนดให้ a, b เป็นจํานวนจริง และ 3 2f (x) x ax bx 1     

ถ้า f (1) 15   และ 1
0

55f (x)dx 12   แล้ว f (1) มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 9       2. 10  3. 11       4. 12 
 
23. กล่องใบหนึ่งมีลูกแก้วขนาดเดียวกัน 3 สี เป็นสีขาว 4 ลูก สีแดงและสีเขียวมีจํานวนเท่ากัน 
เม่ือสุ่มหยิบลูกแก้วมา 2 ลูก ความน่าจะเป็นที่จะได้ลูกแก้วสีขาวทั้ง 2 ลูกเท่ากับ 2/15 ถ้าสุ่มหยิบ
ลูกแก้วมา 4 ลูก ความน่าจะเป็นที่จะได้ลูกแก้วเป็นสีเขียว 1 ลูก และสีแดงอย่างน้อย 1 ลูก เท่ากับ
ข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 30
70        2. 31

70   3. 2935        4. 33
35  

 
24. ในการยืนเรียงเป็นแถวตรงของนักเรียนชาย 6 คน และนักเรียนหญิง 4 คน ถ้าความน่าจะเป็นที่
ไม่มีนักเรียนหญิงสองคนใดยืนติดกันเลย เท่ากับ a และความน่าจะเป็นที่นักเรียนหญิงทั้งหมดต้องยืน
ติดกันเท่ากับ b แล้ว a b  เท่ากับขอ้ใดต่อไปนี้ 
 1. 0.20       2. 0.25  3. 0.30       4. 0.35 
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25. ในการสํารวจน้ําหนักตัวของนักเรียน 200 คน มีการแจกแจงความถ่ีดังนี้ 
น้ําหนักตัว (ก.ก.) ความถ่ี 

19 – 22 
23 – 26 
27 – 30 
31 – 34 
35 – 38 

20 
60 
30 
40 
50 

จงพิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. น้าํหนกัตัวของนักเรียน 200 คนนี้ มีฐานนิยมมากกว่ามัธยฐาน 
     ข. สัมประสิทธิ์ของส่วนเบี่ยงเบนควอร์ไทล์ของน้ําหนักตัวนักเรียน 200 คนนี้เท่ากับ 0.15 
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
26. โรงงานแห่งหนึ่งคัดเลือกคนงานจากผู้สมัครเข้าทํางานทั้งหมด โดยมีเงื่อนไขว่าผู้ที่จะได้รับการ
พิจารณาคัดเลือกเข้าทํางานต้องมีค่ามาตรฐานของอายุไม่น้อยกว่า 1.5 และไม่เกิน 3.5 
    ถ้าค่าเฉล่ียเลขคณิตและความแปรปรวนของอายุของผู้สมัครทั้งหมดเป็น 23 ปี และ a ป2ี 
ตามลําดับ และถ้านําค่ามาตรฐานของอายุของผู้สมัครทั้งหมดมาหาความแปรปรวนได้ความแปรปรวน
เท่ากับ a/4 แล้ว ผู้สมัครที่อยู่ในข่ายที่จะได้รับการคัดเลือกเข้าทํางานจะต้องมีอายุตามข้อใดต่อไปนี้ 
 1. ไม่น้อยกว่า 26 ปี และไม่เกิน 37 ปี 2. ไม่น้อยกว่า 29 ปี และไม่เกิน 37 ปี 
 3. ไม่น้อยกว่า 26 ปี และไม่เกิน 30 ปี 4. ไม่น้อยกว่า 29 ปี และไม่เกิน 30 ปี 
 
27. ในการสอบวิชาหนึ่งมีนักเรียนสอบสองห้อง เป็นห้อง ก และห้อง ข พบว่าคะแนนสอบของทั้งสอง
ห้องมีการแจกแจงปกติ โดยมีมัธยฐานเท่ากันและเท่ากับ a สัมประสิทธิ์ของการแปรผันของคะแนน
ของนักเรียนห้อง ก และห้อง ข เท่ากับ c และ c 5 a  ตามลําดับ ถ้าในการสอบคร้ังนี้เด็กหญิงสด
ซ่ึงอยู่ห้อง ก และเด็กหญิงใสซ่ึงอยู่ห้อง ข ทําคะแนนได้ในตําแหน่งเปอร์เซนไทล์ที่ 78.81 ทั้งคู่ 
แล้ว เด็กหญิงใสได้คะแนนมากกว่าเด็กหญิงสดเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 กําหนดตารางแสดงพ้ืนที่ใต้เส้นโค้งปกติดังนี ้

z 0.70 0.80 0.90 
A 0.2580 0.2881 0.3159 

 

 1. 5       2. 4  3. 3.5       4. 2 
 
28. ให้ปี พ.ศ. 2539 เป็นปีฐานในการหาดัชนีราคาผู้บริโภคตัง้แต่ พ.ศ. 2540 เป็นต้นไป สมมติว่า
ดัชนีราคาผู้บริโภคใน พ.ศ. 2540 เท่ากับ 104 และค่าครองชีพใน พ.ศ. 2543 สูงกว่าค่าครองชีพใน 
พ.ศ. 2540 เท่ากับ 25 เปอร์เซ็นต์ ถ้านายสุจริตมีรายได้ต่อเดือนที่แท้จริงใน พ.ศ. 2543 เท่ากับ 
20,000 บาท แล้ว เขามีรายได้ต่อเดือนเป็นตัวเงินเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 23,000 บาท      2. 24,000 บาท 3. 25,000 บาท      4. 26,000 บาท 
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เฉลยคําตอบ 
 

อัตนัย 1. 56 2. 0.5 3. 4 4. 1.28 5. 10 6. 5 7. 44.79 8. 90 
ปรนัย 1. 2 2. 1 3. 4 4. 1 5. 4 6. 3 7. 2 8. 3 
 9. 2 10. 4 11. 1 12. 2 13. 3 14. 3 15. 3 16. 2 
 17. 3 18. 1 19. 4 20. 1 21. 3 22. 2 23. 2 24. 1 
 25. 4 26. 3 27. 2 28. 4 

 
เฉลยวิธีคิด 

 
ตอนท่ี 1 
1. สมมตวิ่า n(A B) m   

จาก n(A B) 40   จะได้ ab 40  .....(1) 
และจาก  n (A B) (B A) 7     จะได ้
(a m) (b m) 7 a b 2m 7         .....(2) 
โดยที่ a, b,m  ตอ้งเปน็จํานวนนับ และ m a,b<  
 

..จากสมการแรกพบว่ามี a, b หลายคู ่คือ 1, 40  
2,20  4, 10  5,8  แต่จากสมการที่สองจะทราบวา่ 
a b  ต้องเป็นจาํนวนคี่เทา่นัน้ 

๏ ถ้า a, b เป็น 1, 40 จะได้ 41 7m 172


   

ซึ่งเปน็ไปไม่ได ้เพราะ 17 มากกว่า 1 

๏ แสดงว่า a, b เป็น 5, 8 และ 13 7m 32


   

ทําให้ n(A B) 5 8 3 10      
..ดังนัน้ จํานวนสบัเซตของ A B  ซึ่งมีสมาชิกไม่

เกิน 2 ตวั คือ 10 1010 5610 2
           

    
 ตอบ 

 
 
2. เนือ่งจาก 3g(4) 4 64   
แสดงว่า 1g (64) 4   .....(1) 
และ 1 1 1(f g)(4) f (g(4)) f (64) 2      .....(2) 

โจทย์ถามค่า 
1
1

f (64) 2 0.5g (64) 4


     ตอบ 

 

หมายเหต ุ ถ้าตอ้งการหาค่า a จะทําได้ดังน้ี 
1 2f (64) 2 f(2) 64 a(2 ) 64         
a 16   

 
 
 

3. x 2  เปน็ตวัประกอบของ f(x) แสดงว่า 
f(2) 0 8 4k 2m 4 0       .....(1) 
x 1  หาร f(x) เหลอืเศษ 3  แสดงว่า 
f( 1) 3 1 k m 4 3         .....(2) 
แก้ระบบสมการได้ k 2, m 2     
ตอบ  k m 4   

 
 

4. เนือ่งจาก cos( ) sin2     
  

แสดงว่าโจทย์ถาม 
4 41 sin(arccos arctan )5 3   

..ใช้สูตร sin(A B) sin A cos B cos A sinB    

ได้เป็น 3 3 4 41 ( ) 1.285 5 5 5        ตอบ 

 
 
5. จาก a 4 i 2 j   .....(1) 
และ a b 6 i 4 j    .....(2) 
นําสมการ (2) ลบด้วยสมการ (1) 
จะได้ b 2 i 6j (a b) 2 i 8 j       
 

กําหนด 2 2
1 2c c c 2 17    .....(3) 

และ c  ตั้งฉากกับ 2 i 8 j  (ดอทกันได ้0) 
นั่นคอื 1 22c 8c 0   .....(4) 
แก้ระบบสมการได้ 1 2c 8, c 2   
ตอบ 1 2c c 10   
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6. เสน้โค้ง f(x) สัมผัสกับเสน้ตรง y 6x 5    
ที่จดุ x 1    จงึได้เงือ่นไขดังนี ้
 

..จุดสัมผัสต้องมีค่า y เท่ากนั  
f( 1) 6( 1) 5 1 a b 3 1            ....(1) 
..ความชนัเสน้สัมผัส ต้องเทา่กับความชันเสน้ตรง 
f ( 1) 6 3a 2b 6         .....(2) 
แก้ระบบสมการได้ a 2  และ b 6  

3 2f(x) 2x 6x 3     
 

หาค่าสูงสุดสัมพทัธ์โดยให้ 2f (x) 6x 12x 0     
จะได้คา่วิกฤตเปน็ x 0  หรอื 2  
..ซึ่งคา่ของ f(0) 3   และ f( 2) 5   
ดังนัน้ ค่าสูงสุดสมัพัทธ์เทา่กับ 5  ตอบ 

 
 
7. ปี 2547 เทียบได้กับค่า x 11  
จึงประมาณค่าได ้ Ŷ 0.54(11) 38.85   
                  44.79  ลติร  ตอบ 

 
 
8. ตอนที่ 1 เลือกทํากี่ขอ้ก็ได ้(ยกเว้นไม่ทําเลย) 

จะได้ 44 44 4 2 1 151 42 3                 
      

 วธิ ี

ตอนที่ 2 เลือกสองข้อเทา่นั้น จะได้ 4 62   
 

 วิธ ี

ตอบ 15 6 90   วิธ ี

 
 

ตอนท่ี 2 
1. ข้อ ก. จาก a (2b c)  .....(1) 

และ 2a (b c)  .....(2) 

ประโยค (2) แสดงวา่ a (b c) a (2b 2c)    

นําไปลบกับ (1) เพื่อกําจัด b ทิ้งไป 
จะได้วา่ a [(2b 2c) (2b c)] a 3c      ก. ถูก 
 

ข้อ ข. เซต A; 
2x 2x 2 x 2 0x 2
   




 

2x 3x 4 0 x 2 0x 2
 

    


 

(เพราะ 2x 3x 4   แยกเปน็จาํนวนจริงไม่ได้) 
ดังนัน้ A ( ,2)   
เซต B;  จาก 2x (x 2) 0   
เขียนเส้นจํานวนโดยให้มีเลข 0 สองครัง้ดว้ย 
จะได้ B ( ,2) {0}         ข. ผิด 

 

2. ข้อ ก. ถ้าใหเ้หตุเป็นจริงทุกขอ้ 
จะได้วา่ p จรงิ, q จริง, r เทจ็, s จริง เท่านั้น 
และพบวา่ผลที่ไดจ้ะเป็นจริงตามไปด้วยเสมอ 
ดังนัน้ ข้อ ก. สมเหตสุมผล 
 

ข้อ ข. เหต ุ(2) เปลี่ยนรูปเปน็ ~Q(x) R(x)  
แล้วนาํไปรวมกับเหต ุ(1) ได้ผลเป็น P(x) R(x)  
ดังนัน้ ข. สมเหตุสมผล 

 
 
3. P(x); x(x 3) 0 0 x 3      
แสดงว่า P(x)  แทนขอ้ความ “ x (0, 3) ” 

1 21 1Q(x); x 3 x 93 3
 

   
          

   
 

แสดงว่า Q(x) แทนขอ้ความ “ x (3,9) ” 
ตอบ ข้อที่ถูกคอื ข้อ 4. 
“สําหรับทกุ ๆ  x, ถ้า x (0, 3)  แลว้ x (3,9) ” 

 
 
4. จาก 1 2f (x) x   จะได ้ f(x) x  
ดังนัน้ 1 2g (x) ( x) 1 x 1      
และจะได ้ g(x) x 1   
 

โจทย์กาํหนด f(a) g(a) a a 1 19      
a a 20 0 ( a 4)( a 5) 0         

..แสดงว่า a 16  เท่านัน้ 
ตอบ 1 1 2f (16) g (16) 16 16 1 273       

 
 
5. พจิารณา gR  ทลีะช่วง 
กรณีแรก ถ้า x 1  
จะได้ x x0 10 10 10a a(10 ) 0        
ดังนัน้ gR  ช่วงแรกนี้คือ ( 10a, 0)  
 

กรณทีี่สอง ถ้า x 1>  
จะได้ 3 3x 1 x 1 0 > >  
ดังนัน้ gR  อีกช่วงคอื [0, )  

..จึงสรุปไดว้่า 110 a 2.5 a 4      

 

ข้อ ก. 1 1 3g (a 1) g ( )4
     

ซึ่ง 3 ( 2.5, 0)4    จึงคิดจาก x1 3(10 )4 4    

x10 3 x log 3        ก. ผดิ 
 

[ยังมีตอ่ ในหน้าถัดไป] 
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ข้อ ข. 1g (x)  ที่โจทย์ให้มานั้น “ผิดที่เงือ่นไข” 
คือ เราพบวา่ gR ( 2.5, 0) [0, )     

ดังนัน้ตอ้งเป็น  1
3
log 4 x , 2.5 x 0g (x) x 1 , x 0

      >
 

ข. ผิด 

 
 
6. ข้อ ก. ให้ y 4  ดูว่ามีค่า x สอดคล้องหรือไม่ 

2
2x 44 4 x 8 x 4

x 2


     


 

2x 4 x 4 0     
ถ้า x A  จะไดส้มการเป็น 4A 4A 4 0    
ซึ่งถ้าลองแยกตัวประกอบ (ที่เป็นจํานวนจริง) 
สมการนีจ้ะแยกไม่ได้ แสดงว่าไม่มีค่า x ที่สอดคลอ้ง 
 ข้อ ก. ผิด 
 

ข้อ ข. เนื่องจาก 1 rrR D   จงึหาได้โดยเงือ่นไข 

x 2 0   (ตัวสว่น) และ x 0>  (ในรู้ท) 

x 2 x 4       ..จะได้ [0, 4) (4, )   
ข้อ ข. ถูก             ตอบ ขอ้ 3. 

 
 
7. จัดรูปสมการไฮเพอร์โบลา; 

   
2 212(y 6y 9) 4(x 4x 4) 44 108 16        

2 2(y 3) (x 2) 14 12
 

    

เป็นไฮเพอร์โบลาเปิดบนลา่ง, จุดศูนย์กลาง (2, 3)  
และระยะโฟกัส c 4 12 4    
 

ดังนัน้วงรีทีต่้องการเปน็วงรีตั้ง จดุศูนย์กลาง (2, 3)  
และระยะไปยงัจดุยอดคอื a 4  
 

“สัมผัสแกน Y” แปลวา่ 
ค่า b 2   (ดงัรูป) 
จึงไดส้มการวงรนีี้เป็น 

2 2(y 3) (x 2) 116 4
 

   
 

หาจุดตัดแกน X โดยแทน y 0  
2

29 (x 2) 71 (x 2)16 4 4


       

ดังนัน้ 
7x 2 2     ตอบ ระยะ AB 7  หน่วย 

 

8. จัดรูปสมการพาราโบลา; 
2 28(y 1) (x 2) (x 2) 4( 2)(y 1)          

เป็นพาราโบลาคว่ํา จุดยอด (2, 1) และ c 2   
จะได้จดุโฟกัส (2, 1)  ..มาเป็นจุดศูนย์กลางวงกลม 
หารัศมีวงกลมจากระยะทางไปยังเส้นตรงในโจทย์ 

ได้เป็น 
2 2

3(2) 4( 1) 5 15r 353 4
  

  


 

ดังนัน้ สมการวงกลมคอื 2 2 2(x 2) (y 1) 3     
 

..ตรวจสอบจุดข้อ 1. และ 2. โดยแทนค่า x และ y 
เป็น 0 ตามลาํดบั และตรวจสอบจุดขอ้ 3. และ 4. 
โดยพิจารณาจดุปลายของเส้นผา่นศูนย์กลาง ใน
แนวนอนและแนวตั้ง ตามลาํดับ    ตอบ ข้อ 3. 

 
 

9. จากโจทย์ 2sin A sinB3  .....(1) 

และ 1cos A cosB2  .....(2) 

 

แต่ 2 2sin A cos A 1   เสมอ 

จึงได้วา่ 2 22 1( sinB) ( cos B) 13 2   

2 24 1sin B cos B 13 2    

2 24 1sin B (1 sin B) 13 2     

2 25 1 3sin B sin B6 2 5     

2 23 2 3cos B 1 tan B5 5 2        ตอบ 

 
 
10. ให้ x x3 A, 2 B   
..จะได้สมการเปน็ AB 3A 4B 12 0     

A(B 3) 4(B 3) 0      
x(A 4)(B 3) 0 3 4       หรอื x2 3  

3x log 4   หรอื 2x log 3  
ดังนัน้ 2ab log 4 2   
 

โจทย์ถามสมการ 2x 1 x(ab) (ab 3)    
..นั่นคอื 2x 1 x2 5   
ใส่ log ฐานสอง ทั้งสองขา้ง  2(2x 1) x log 5   

2 2

1 1x 2 log 5 log 5 2


  
 

    ตอบ ขอ้ 4. 

 

A 

4 

2 

B 

(2,–3) 
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2 

1 
A 

C 

B 

D 

O 

(4,3) 
7 
 
1 

(2,5) 

2     4 

O 

m = –1 

2     4 

m < –1 
(4,3) 

11. จากเงือ่นไขของ log จะได ้ x 3 0x 1





 เสมอ 

คือ x ( , 3) (1, )       แต่คา่ x เป็นฐานด้วย 
x 1   เทา่นัน้   ..แสดงวา่เปน็ฟังก์ชันเพิ่ม 

 
2

1x 3 x 3 x xx 0x 1 x 1
   

 
 

> >  

2x 2x 3 (x 3)(x 1)0 0x 1 x 1
   

 
 

< <  

ได้ช่วงคาํตอบเป็น ( , 1] (1, 3]    
แต่จากเงือ่นไข x 1  จึงสรุปไดว้่า S (1, 3]  
ดังนัน้ 3 3T (log 1, log 3] (0,2]   

ตอบ เป็นสับเซตของข้อ 1. 

 
 

12. โจทย์ถาม 2
31

1 2a 6C 3 2a 6aa 3
     

 

..จาก 2 2
11

a 3M a 6 18 a 242 a       

และ 2 2
22

a 2a 6M a 2a 6a 12a a
       

แทนค่า 2a 24  ลงไป 
จะได้ 224 2a 6a 12     

22a 6a 36      
จึงได ้ 31C 3 36 33       ตอบ 
 

หมายเหต ุจะแก้สมการให้เรยีบรอ้ยก่อนก็ได้ 
(ได้ค่า a 2 6  ) 

 
 
13. พิสูจน์  จาก 1adj A A A   

          ..ดังนัน้ n n 11adj A A A A     

โจทย์บอกว่า adj A 225  

จึงได ้ 3 1(3a 24) 225 3a 24 15       
..แต่มีเงือ่นไข a 10  ดว้ย      ตอบ a 13  

 
 
(14) เขียนกราฟ แรเงา 
และหาจดุยอดมุมได้ดังรปู 
 
 
 
 
 

เนื่องจาก 2P (a 1)x ay    โดย a 0  
ดังนัน้ P(2,5)  ย่อมมากกว่า P(2, 1)  
และ P(4, 3)  ย่อมมากกว่า P(4, 1) 
จุด (2, 1) กับ (4, 1)  จึงไม่มีทางเกิด สงูสดุP  
 
ต่อมาพจิารณาว่า จุด (2,5) หรอื (4, 3)  ทีท่าํให้
เกิด สงูสดุP  โดยพิจารณาจากความชัน 

..เนื่องจากความชันของ P คือ 
2a 1
a


  

โจทย์บอกว่า 2 2a a 2 0 a 1 a 1    > >  
แสดงว่า 2a 1 a   แน่นอน 
ดังนัน้ความชนั P จึงติดลบมากกว่า 1 
 
 จุด (4, 3)  ทําให ้
เกิด สงูสดุP  ดังรูป  
 
 
 
 

จะได้ 241 (a 1)(4) a(3)    
(4a 15)(a 3) 0     
a 3   เทา่นัน้       ตอบ ข้อ 3. 

 

หมายเหต ุ ในขอ้น้ีจะใช้วิธีเหมือนข้อสอบ มี.ค.44, 
ต.ค.45 ก็ได้ คือเลือกมาจุดหน่ึงเพื่อหาค่า a ก่อน 
แล้วค่อยตรวจสอบค่า P ของจุดอืน่ที่เหลือ.. 

 
 
15. ขอ้ ก. ใช้สตูรแบ่งเวกเตอร์ 

2 AB 1 ACAD 3



˜˜˜  

3 AD 2 AB 1 AC   ˜˜ ˜  
ดังนัน้ ข้อ ก. ผดิ 
(เพราะในโจทย์ให้มาเป็น BC̃ ) 
 

ข้อ ข.  ใช้ผลจากข้อ ก. จะได ้
2 1AD BC [ AB AC] BC3 3   ˜ ˜ ˜˜ ˜  

  2 1AB BC AC BC3 3   ˜ ˜ ˜˜  

สมมตทิุกดา้นยาว a จะได้ผลเป็น 

  22 1 1(a)(a)cos 120 (a)(a)cos60 a3 3 6       

ดังนัน้ ข้อ ข. ถูก              ตอบ ขอ้ 3. 
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16. จากโจทย์ จะได้  1 2z a, z b  
และ 1 2z a, z b(cos i sin )      
 

..สมการในโจทยจ์ึงกลายเป็น 
2 i ab sin cab(cos i sin ) dab(cos i sin )          
จัดกลุ่มสว่นจริง กับส่วนจินตภาพ 
(2ab sin )i (c d)ab cos (c d)ab sin i              
 

เนื่องจากโจทย์กาํหนดว่า a, b, cos , sin 0    
ดังนัน้ เม่ือเทียบส่วนจริง จะได้ c d 0   
และเทียบส่วนจนิตภาพ จะได ้ c d 2   
..นั่นคอื c 1  และ d 1   
ตอบ 5c 2d 3 

 
 
17. สมมติวา่ z a bi   

สมการที่โจทย์ใหม้าคือ (z 8)(z 4) 1(z 8)(z 8)
 


 

 

z 4 z 8     

2 2 2 2(a 4) b (a 8) b        
2 2(a 4) (a 8)     

2 2a 8a 16 a 16a 64 a 6         
 

อีกสมการคือ 2 2z z 61 a b 61     
ดังนัน้ 2b 61 36 b 5      
แต่โจทย์บอกวา่ b 0  ดังนั้น b 5  เท่านั้น 
ตอบ a b 6 5 11     

 
 
18. จากสมการ 2 2x 4x x 16    แกด้ังนี้.. 

กรณีแรก 2 2x 4x x 16    
      4x 16 x 4       
กรณทีี่สอง 2 2x 4x x 16     
      2x 2x 8 0 x 2       หรือ 4  
แสดงว่า โจทย์ถามค่าของ 

x 2
lim


 บวกกับ 
x 4
lim


 
 

..ซึ่ง 
x 2

f(x) 12lim 1g(x) 12
   

และ 
x 4 x 4

(x)(x 4)f(x)lim limg(x) 


 (x 4)(x 4) 

 

             4 1
4 4 2


 
 

 

ตอบ ผลบวกเท่ากับ 3
2  

 

19. ให้ 2 21 1S 1 (1 x)( ) (1 x x )( )2 2         

นํา 1
2  คณูทั้งสองขา้ง จะได ้

2 2 31 1 1 1S 1( ) (1 x)( ) (1 x x )( )2 2 2 2         

ลบกันได ้
2
2

1 x x 1S 12 2 1 (x / 2)2     


  

2 4S 1 (x / 2) 2 x  
 

 
 

โจทย์กาํหนดให้ 16S 7   

ดังนัน้ 4 16 1x2 x 7 4  


   ตอบ 

 
 
20. จากโจทย์จะได้ 4 3f(x) x 3x C    
..แต่ f(0) 0   ดงันัน้ C 0  

และจะได ้ 3 2f(x)g(x) x 3xx    
 

โจทย์ถามค่า 
x 2

d f(x)
dx g(x 1)



 
   

 

    2
x 2

g(x 1)f(x) f(x)g(x 1)
g(x 1)



   


  
 

    2
g( 1)f( 2) f( 2)g( 1)

g( 1)
     


  

 

    2
(2)(4) ( 8)( 3) 42

  
     ตอบ 

 
 

21. ข้อ ก. 
131 2

1
1

x(x 1)dx x3


 
   

 
  

                   1 1 4( 1) ( 1)3 3 3        

..ดังนัน้ ข้อ ก. ผิด 
 

ข้อ ข. หาจุดตัดแกน X ได้เป็น –1 กับ 1 
กราฟของ f จึงมีลักษณะดงัรูป 
 
พื้นที่ทัง้หมดอยู่ใต้แกน X 
จึงใช้ผลจากข้อ ก. ไดท้ันท ี
(และไม่ต้องติดลบ) 

นั่นคอื พื้นที่ปดิลอ้มเทา่กับ 4
3  ตร.หน่วย 

..ดังนัน้ ข้อ ข. ถูก 

 

–1          1 
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22. จากโจทย์จะได้ 2f(x) 3x 2ax b     
แต่ f (1) 15   แสดงว่า 3 2a b 15    .....(1) 
 

และได้ 
14 3 21

0
0

x ax bxf(x)dx x4 3 2
 

    
 

  

                 1 a b 5514 3 2 12      .....(2) 

แก้ระบบสมการ ได้ a 4, b 4   
3 2f(x) x 4x 4x 1      

 

ตอบ f(1) 1 a b 1 10      

 
 
23. สมมติมีลูกแก้วรวมทั้งหมด n ลูก 

จะได้สมการว่า 
 
4
22
n15 2

  
   

6 15n 452 2
    

 
      n 10   ลกู 

..แสดงว่า มีลูกแก้วสีแดงกับเขยีว อยา่งละ 3 ลูก 
 

สิ่งที่โจทย์ถาม ควรคิดด้วยวิธลีบออก นั่นคือ.. 
ความน่าจะเปน็ที ่“ได้สีเขียว 1 ลกู” 
ลบด้วย ความนา่จะเป็นที่ “ได้สเีขยีว 1 ลูกและไม่ได้
สีแดงเลย (แปลว่าไดส้ีขาวอีก 3 ลูก)” 
 

ตอบ 
7 43 3

1 3 1 3 3(35) 3(4) 31
10 210 704

                        
  
 

 

 
 
24. วิธีที่ไม่ให้มีผู้หญิงคนใดติดกนั คดิได้โดย 
สลับเฉพาะผู้ชายเป็นแถวตรง ได้ 6! วิธ ี
 

จากนั้น เลอืกตําแหน่ง (ช่องว่าง) ที่ผูห้ญงิแตล่ะคน
จะเขา้ไปยืน (โดยห้ามเลือกช่องซ้าํกัน) 
จากที่มีอยู่ 7 ช่อง (รวมหวัแถวและทา้ยแถว) 
จะเลอืกได ้ 7 6 5 4    วิธ ี
 

..ดังนัน้ 6! 7 6 5 4 1a 10! 6
   

   

 

และจาก 7!4! 1b 10! 30   

..จึงได ้ a b 0.2   ตอบ 

 
 

25. ข้อ ก. การแจกแจงเปน็แบบโค้งเบ้ขวา 
ดังนัน้ Mo Med             ขอ้ ก. ผิด 
 

(หรือคิดอีกแบบคือ.. Mo อยู่ในชั้น 23 26  
แต่ Med อยู่ในชั้น 27 30  ดังน้ัน Mo Med ) 
 

ข้อ ข. 3Q  อยูท่ี่ตาํแหน่ง 150 ..เป็นขอบบนพอด ี
1Q  อยูท่ี่ตาํแหน่ง 50 ..เป็นกึ่งกลางชั้นพอด ี

3Q 34.5   และ 1Q 24.5  

จะได้ สัมประสิทธิ์ QD 34.5 24.5 0.1734.5 24.5


 


 

ข้อ ข. ผดิ 

 
 
26. สมบัติของคา่มาตรฐาน.. zs 1  เสมอ 

แสดงว่า a 1 a 44     

นั่นคอื ส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานของอายุเทา่กับ 2 ปี 
 

จาก min
min

x 23z 1.5 2


   จะได้ minx 26  ป ี

จาก max
max

x 23z 3.5 2


   จะได้ maxx 30  ป ี

ตอบ ข้อ 3. 

 
 
27. จาก Med X a   
และ สปส.การแปรผัน ที่ให้มาในโจทย์ 
..จะได้ ห้อง ก; s ac   และหอ้ง ข; s ac 5   
 

ที่ตาํแหน่ง 78.81P  ..อยูท่างซีกขวาของโค้ง 
มีพื้นที่วดัไปยังแกนกลางเทา่กับ 0.2881 
..จะได้ z 0.8  
 

ด.ญ.สด (ห้อง ก);  สดx a0.8 ac


  

สด0.8ac x a    .....(1) 

ด.ญ.ใส (หอ้ง ข);  ใสx a0.8 ac 5





 

ใส0.8ac 4 x a     .....(2) 

สมการ (2)–(1);  สดใสx x 4   คะแนน  ตอบ 

 
 

28. ดัชน4ี3 125 104 130100    

ดังนัน้ รายได้ที่เป็นตวัเงนิ 130 20,000100   

                        26,000  บาท  ตอบ 

 



ข้อสอบเข้ามหาวิทยาลัย มี.ค.47 (@) 
 
ตอนที่ 1   ข้อ 1 – 8 เป็นข้อสอบแบบอัตนัย ขอ้ละ 2 คะแนน 
 
1. กําหนดให้ xf (x) 10  และ 2g(x) 100 3x   
จํานวนเต็มที่มีค่ามากที่สุดที่เป็นสมาชิกของ gofR  มีค่าเท่าใด 
 

2. ค่า 21 1sin(2 arctan ) cot (arcsin )2 3  เท่ากับเท่าใด 

 
3. กําหนดให้ P คือพาราโบลา 2x 8y 2x a 0     โดยที่ a 0  
และมีเส้นตรง y 4  เป็นเส้นไดเรกตริกซ์   ถ้า P ตัดแกน X ทางลบที่จุด A 
แล้ว เส้นตรงที่ผ่านจุด A และจุดยอดของ P มีความชันเท่ากับเท่าใด 
 
4. ผลบวกของคําตอบของสมการ x 1 x 1 x 1

2 2log (4 2 6) 2 log (2 1)        มีค่าเท่าใด 
 
5. ให้ A, B เป็นเมทริกซ์มิติ 3 3  

ถ้า A B 3 I  โดยที่ I เป็นเมทริกซ์เอกลักษณ์ และ 1adj B A3  

แล้ว det (A)  มีค่าเท่ากับเท่าใด 
 

6. กําหนดให้เวกเตอร์ 1
4
 
  

 ตั้งฉากกับเวกเตอร์ 8
a
 
  

 

และ  5 1 8b c3 4 a
               

 

ถ้า   เป็นมุมระหว่างเวกเตอร์ a
0
 
  

 และ b
c
 
  

 แล้ว 2cos   เท่ากับเท่าใด 

 
7. กําหนดให้ f (x) 3x 1    และ 2(f g) (x) 3x 1    
ถ้า g(0) 1  แล้ว 1

0 g(x)dx  มีค่าเท่ากับเท่าใด 

 
8. ถ้านําปริมาณข้าวกล้องที่ร้านค้าแห่งหนึ่งขายได้รายปี ตั้งแต่ปี พ.ศ. 2537 ถึงปี พ.ศ. 2546 (y) 
(หน่วยเป็นกิโลกรัม) มาสร้างความสัมพันธ์เชิงฟังก์ชันกับช่วงเวลา (x) โดยกําหนดให้ปี พ.ศ. 2541 
และ 2542 มีค่า x 1   และ 1 ตามลําดับ แล้วได้ความสัมพันธ์เชิงฟังก์ชันของปริมาณข้าวกล้องที่
ร้านค้าแห่งนี้ขายได้โดยประมาณ คือ y 192 c x   
     ถ้าทํานายโดยใช้ความสัมพันธ์นี้ ปรากฏว่าปริมาณข้าวกล้องที่ร้านค้าแห่งนี้ขายได้ในปี พ.ศ. 
2547 โดยประมาณเท่ากับ 316.3 กิโลกรัม แล้ว ในปี พ.ศ. 2548 จะทํานายว่าปริมาณข้าวกล้องที่
ร้านค้าแห่งนี้ขายได้โดยประมาณเท่ากับเท่าใด 
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ตอนที่ 2   ข้อ 1 – 28 เป็นข้อสอบแบบปรนัย ข้อละ 3 คะแนน 
 
1. สําหรับเซต X ใด ๆ  ให้ n(X) แทนจํานวนสมาชิกของเซต X 
กําหนดให้ U  เป็นเอกภพสัมพัทธ์ที่มีสมาชิก 240 ตัว  และ A, B, C เป็นเซตที่มีสมบัติดังนี้ 
n(A) 5x ,  n(B) 5x ,  n(C) 4x ,  
n(A B) n(B C) n(A C) y      ,  n(A B C) x   ,  n [(A B C)'] 60    
ถ้า y x 20   แล้ว x เป็นจริงตามข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 18 x 21<     2. 21 x 24<  
 3. 24 x 27<     4. 27 x 30<  
 

2. ให้ S เป็นเซตคําตอบของอสมการ 3x 2 0x 1 1


 
>  

เซต { x | x 0  และ x S }  เป็นสับเซตของช่วงใดต่อไปนี้ 

 1. [0, 1]        2. 1 3[ , ]4 2   3. 1[ , 2]2       4. 3[ , 3]4  

 
3. ให้ a และ b เป็นจํานวนจริงที่ทําให้ 2x ax b   หาร 3 2x 3x 5x 7    มีเศษเหลือเท่ากับ 10 
ค่า a b  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 1       2. 2  3. 3       4. 4 
 
4. กําหนดให้ ประพจน์ (~ p ~ r) (p q)    มีค่าความจริงเป็นเท็จ 
ประพจน์ใดต่อไปนี้มีค่าความจริงเป็นเท็จ 
 1. ~ p (q r)      2. ~ p (q r)   
 3. p q ~ r      4. p q ~ r   
 
5. พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. ประพจน์ [p (q r)] [q (p r)]      เป็นสัจนิรันดร์ 

     ข. มีจํานวนจริง a  อยู่ในช่วง 1(0, )4  ทําให้ประโยค 2x [x x a 0]     มีค่าความจริง 

       เป็นจริง เม่ือเอกภพสัมพัทธ์คือ 1( , 0)2 U  

ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
6. กําหนดให้ r {(x, y) | x y >  และ 2 2y x 2x 3 }    พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. rD [1, )         ข. rR ( , )    
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
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7. กําหนดให้ 2f (x) ax b   และ g(x 1) 6x c     เม่ือ a, b, c เป็นค่าคงตัว 
ถ้า f (x) g(x)  เม่ือ x 1, 2  และ (f g)(1) 8   
แล้ว 1(f g )(16)  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 31
9        2. 619   3. 10       4. 20 

 

8. กําหนดให้ 
1 x , x [0, 1]

f (x) 1 x 1 , x (1, )
  

   
 

พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. 1f (x) f (x)   ทุก x (1, )   
     ข. มีจํานวนจริง a 0>  เพียง 2 จํานวนเท่านั้น ซ่ึง 1f (a) a   
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
9. กําหนดให้ ABC เป็นรูปสามเหล่ียม ซ่ึงมี ACB 60   
ลากเส้นตรงจากจุด A ไปพบด้าน BC ที่จุด D โดยทําให้ BAD 30   
ถ้าระยะ BD ยาว 3 หน่วย และระยะ AD ยาว 2 หน่วย แล้ว ระยะ CD ยาวเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 4 3
3        2. 5 3

3   3. 7 6
9        4. 8 6

9  

 
10. ให้ A เป็นจุดในควอดรันต์ที่หนึ่ง และเป็นจุดศูนย์กลางของวงกลม C ซ่ึงมีรัศมี 3 หน่วย 
ถ้า C ผ่านจุดโฟกัสทั้งสองของไฮเพอร์โบลา 2 22y 12y 3x 6x 9 0      
แล้ว ระยะทางจากจุดกําเนิดไปยังจุด A มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 15        2. 18   3. 20        4. 24  
 

11. กําหนดให้ S เป็นเซตคําตอบของอสมการ 
2 x(log 1)log x 104 2 2 2 09 

   <  
ถ้า a และ b เป็นสมาชิกของ S ที่มีค่ามากสุดและค่าน้อยสุดตามลําดับ 
แล้ว a

b  เท่ากับขอ้ใดต่อไปนี้ 

 1. 20       2. 100  3. 200       4. 1000 
 

12. กําหนดให้ 
a a 2 1
1 a 1A
1 1 a

  
 
  

  เม่ือ a เป็นจํานวนจริง 

ถ้า 11M (A) 5  และ 33M (A) 0  แล้ว 
พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. det (A) 11        ข. 13C (A) 1   
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
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13. กําหนดให้ สมการจุดประสงค์คือ 2P a x a y    โดย a เป็นจํานวนจริงบวก 
และอสมการข้อจํากัดคือ  2x y 8 < ,  x y 6 > ,  x 0 ,  y 0  
ถ้าค่ามากที่สุดของ P เท่ากับ 70 แล้ว a เป็นจริงตามข้อใด 
 1. 1 a 4<       2. 4 a 7<  3. 7 a 10<       4. a 10>  
 
14. ให้ A, B, C เป็นจุดสามจุดที่ไม่อยู่บนเส้นตรงเดียวกัน 
และ D เป็นจุดบนเส้นตรง BC ที่ทําให้ BD : DC 2 : 1  
ถ้า 2 2 2AD a AB b AC c AB AC| | | | | | | |   ˜ ˜˜ ˜ ˜   โดยที่ a, b, c เป็นจํานวนจริง และ AB AC 0 ˜˜  
แล้ว 2 2 2a b c   มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 31
81        2. 32

81   3. 10
27        4. 11

27  

 
15. ถ้า 1z  และ 2z  เป็นรากของสมการ 3(z 2 3) 8 i    ซ่ึงมีขนาดเป็นจํานวนเต็ม 
แล้ว 1 2z z  เท่ากับขอ้ใดต่อไปนี้ 
 1. 3 i        2. 3 i   3. 3 3 i       4. 3 3 i  
 
16. กําหนดให้ 1 2 3z , z , z  เป็นจํานวนเชิงซ้อน 

ซ่ึงสอดคล้อง 1 2 3z z z 1    และ 1 2 3
1 2 3

1 1 1z z z z z z      

พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 

     ก. 1 2
1 2

1 1(1 z )(1 z ) (1 )(1 )z z      

     ข. ถ้า 1z 1  และ 2z 1  แล้ว 3 3z i z i 4    

ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
17. กําหนดพจน์ที่ n ของลําดับสองลําดับดังนี้ 

n 2 2 2 2
n(1 2 3 ... n)a 3(1 2 3 ... n )

   


   
   และ  n

3n 2 3n 1b n 2 n 1
  


  

 

n nn
lim (a b )


  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 11 3       2. 1 3   3. 1 1
2 3       4. 1 32   

 

18. กําหนดให้ 
1 , x 0f (x) x
1 , x 0

  
 

  และ  1g(x) x 1


 

พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 

     ก. f g  ต่อเนื่องที่ x 0       ข. 1 1f ( ) g ( )2 2    

ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
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19. เม่ือพิจารณากราฟของฟังก์ชัน 4 3 21 2 1 1f (x) x x x 2x4 3 2 3      

พบว่า กราฟของ f มีจุดวิกฤต (c, f (c))  ซ่ึง c 0  เป็นจํานวน a จุด 
และกราฟของ f ตัดแกน X เป็นจํานวน b จุด 
    ข้อใดต่อไปน้ีถูก 
 1. a 1, b 2        2. a 1, b 4   3. a 2, b 2        4. a 2, b 4   
 
20. กําหนดให้ f เป็นฟังก์ชันซ่ึงหาอนุพันธ์ได้ที่ทุกจุด และ 3h(x) x 1   
ถ้า a เป็นจํานวนจริงซ่ึง (h f)(a) 9 , (h f) (a) 0  , (h f) (a) 1    
แล้ว ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. f มีค่าสูงสุดสัมพัทธ์ที่จุด a และมีค่าเท่ากับ 1 
 2. f มีค่าสูงสุดสัมพัทธ์ที่จุด a และมีค่าเท่ากับ 2 
 3. f มีค่าต่ําสุดสัมพัทธ์ที่จุด a และมีค่าเท่ากับ 1 
 4. f มีค่าต่ําสุดสัมพัทธ์ที่จุด a และมีค่าเท่ากับ 2 
 
21. กําหนดให้ f เป็นฟังก์ชันพหุนามกําลังสาม ซ่ึง f (0) 1 f (1)   
ถ้า f (0) 1   และ 1

1 f (x)dx 6


   แล้ว f ( 1)  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 7        2. 1   3. 13       4. 15 
 
22. วิธีในการเขียนจํานวนคู่ทีมี่สามหลักจากตัวเลข 0, 1, 2, 3, 4, 5 โดยที่หลักร้อยและหลักหน่วย
เป็นตัวเลขที่แตกต่างกัน และมีค่าไม่น้อยกว่า 200 มีจํานวนวิธีเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 72       2. 71  3. 60       4. 59 
 
23. จัดคน 8 คนซ่ึงมีสมศักด์ิ สมชาย และสมหญิง รวมอยู่ด้วย เข้านั่งรอบโต๊ะกลมซ่ึงมี 8 ที่นั่ง 
ความน่าจะเป็นที่สมชายได้นั่งติดกับสมหญิง และสมศักด์ิไม่นั่งติดกับสมชาย เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1
7        2. 5

21   3. 11
42        4. 5

42  

 
24. ในการเลือกประธาน รองประธาน และเหรัญญิก จากนักเรียนชาย 6 คนและนักเรียนหญิง 
4 คน ซ่ึงมีนายกําธรรวมอยู่ด้วย ความน่าจะเป็นที่การเลือกคร้ังนี้นายกําธรได้เป็นประธาน และมี
นักเรียนหญิงได้รับเลือกอย่างน้อยหนึ่งคนเท่ากบัข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 13
180        2. 13

360   3. 2
45        4. 4

45  
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25. คะแนนการสอบวิชาคณิตศาสตร์ของนักเรียนชั้นหนึ่งซ่ึงมีสองห้อง มีค่าเฉล่ียเลขคณิตรวมเท่ากับ 
54 คะแนน โดยที่ห้อง ก และห้อง ข มีนักเรียน 30 และ 20 คนตามลําดับ ถ้าคะแนนเฉล่ียของ
นักเรียนห้อง ก เท่ากับ 50 คะแนน เม่ือแยกพิจารณาผลสอบแต่ละห้อง พบว่านักเรียนห้อง ก ผู้ได้
คะแนน 55 คดิเป็นค่ามาตรฐาน 1.0 เท่ากับค่ามาตรฐานของนักเรียนห้อง ข ผู้ที่ได้คะแนน 66 
    พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
      ก. ความแปรปรวนของคะแนนของนักเรียนห้อง ก เท่ากับ 25 
      ข. สัมประสิทธิ์ของการแปรผันของคะแนนของนักเรียนห้อง ก มากกว่าสัมประสิทธิ์ของการ 
         แปรผันของคะแนนห้อง ข 
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
26. ถ้า 2 2520, x , ..., x  เป็นข้อมูลที่เรียงจากค่าน้อยไปมาก และเป็นลําดับเลขคณิต 
และควอร์ไทล์ที่หนึ่งของข้อมูลชุดนี้เท่ากับ 31 
แล้ว ส่วนเบี่ยงเบนเฉล่ียของข้อมูลชุดนี้เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 6.24       2. 10.28  3. 12.48      4. 24.96 
 
27. อายุของนักเรียนห้องหนึ่ง มีการแจกแจงปกติที่มีความแปรปรวนเท่ากับ 4 และมีนักเรียนจํานวน 
50.4% ที่มีอายุไม่เกิน 14 ปี 
     เม่ือพิจารณาอายุของนักเรียนห้องนี้ในอีก 2 ปีข้างหน้า และให้ a แทนตําแหน่งเปอร์เซนไทล์
ของนักเรียนที่อายุ 16 ปี  ให้ b แทนจํานวนเปอร์เซ็นต์ของนักเรียนที่มีอายุ (หน่วยเป็นปี) อยู่ในช่วง 
[14, 16]  แล้ว a และ b มีค่าเท่ากับค่าในข้อใดต่อไปน้ี 
 กําหนดตารางแสดงพ้ืนที่ใต้เส้นโค้งปกติดังนี ้

z 0.01 0.99 1.01 2.65 
A 0.004 0.3389 0.3438 0.496 

 

 1. a 50.4, b 33.78%     2. a 50.4, b 34.29%   
 3. a 99.6, b 33.78%     4. a 99.6, b 34.29%   
 
28. ถ้าตัวแทนจําหน่ายเตาไมโครเวฟยี่ห้อหนึ่ง ขายเตาไมโครเวฟ 3 ชนิดในปี พ.ศ. 2544, 2545 
และ 2546 ด้วยราคาต่อไปนี ้

ชนิดของเตา
ไมโครเวฟ 

ราคาต่อหน่วย (บาท) 
2544 2545 2546 

ชนิดที่ 1 2,000 2,200 3,080 
ชนิดที่ 2 4,000 5,000 5,400 
ชนิดที่ 3 a a 6,720 

 

ถ้าดัชนีราคาอย่างง่ายแบบใช้ราคารวมของ พ.ศ. 2545 เทียบกับ พ.ศ. 2544 เท่ากับ 110 แล้ว 
ดัชนีราคาอย่างง่ายแบบใช้ค่าเฉลี่ยราคาสัมพัทธ์ของ พ.ศ. 2546 เทียบกับ พ.ศ. 2545 เท่ากับข้อใด
ต่อไปนี้ 
 1. 108       2. 120  3. 129       4. 140 
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เฉลยคําตอบ 
 

อัตนัย 1. 9 2. 8.8 3. 0.5 4. 3 5. 27 6. 0.8 7. 1.25 8. 338.9 
ปรนัย 1. 1 2. 3 3. 1 4. 4 5. 1 6. 2 7. 4 8. 3 
 9. 4 10. 2 11. 4 12. 4 13. 2 14. 4 15. 4 16. 2 
 17. 3 18. 1 19. 3 20. 2 21. 3 22. 3 23. 2 24. 1 
 25. 2 26. 3 27. 2 28. 2 

 
เฉลยวิธีคิด 

 
ตอนท่ี 1 
1. จาก 2(g f)(x) 100 3(f(x))   
เริ่มคิดโดย xf(x) 10 f(x) 0    เสมอ 

2 2f(x) 0 3(f(x)) 0     
2100 3(f(x)) 100    

2
gof0 100 3(f(x)) 10 R [0, 10)    <  

ตอบ จํานวนเต็มที่มากทีสุ่ด คือ 9 

 
 

2. ให้ 1A arctan 2  และ 1B arcsin 3  

 
 
 
 
 
จะได้ 2 2sin(2A) cot (B) 2 sin A cos A cot B    

21 2 42( )( ) ( 8) 8 8.855 5       ตอบ 

 
 
3. จัดรูปสมการ;   

2x 2x 1 8y a 1       

2 a 1(x 1) 4( 2)(y )8


      

..เป็นพาราโบลาควํ่า จดุยอด a 1V(h, k) ( 1, )8


     

และระยะโฟกัสเท่ากับ 2 หนว่ย 
แต่โจทย์บอกวา่ y 4  เป็นไดเรกตริกซ์ 
แสดงว่าจุดยอด ต้องเป็น V( 1,2)  

จึงได้วา่ a 12 a 158


      

 

ดังนัน้ สมการพาราโบลาคือ 2x 8y 2x 15 0     
หาจุดตัดแกน X โดยแทน y 0  

2x 2x 15 0 x 5        หรอื 3 
แต่โจทย์จะใช้จดุที่ตดัแกน X ทางลบ   A( 5, 0)   

ความชนัระหวา่ง A กับ V 2 0 0.51 5


 
 

  ตอบ 

 
 
4. ให้ x 12 A   จะได้สมการเป็น 

2
2 2 2log (A A 6) log 4 log (A 1)      
2 2A A 6 4(A 1) A 3A 2 0          
A 2   หรอื 1  (ตรวจสอบพบวา่ใช้ใน log ได้) 

..ดังนัน้ x 12 2   หรอื 1 
x 1 1    หรอื 0   x 2   หรือ 1 

ตอบ  ผลบวกคําตอบเทา่กับ 3 

 
 
5.  จาก AB 3I  ..จะได้ 1B 3A  
ดังนัน้ 1adj B adj(3A )  

           
3

1 1 1 3 13A (3A ) AA 3
       

แต่โจทย์ยังบอกดว้ยว่า 1adj B A3  

..ดังนัน้ 
33 1 A 27
A

    ตอบ 

 
 
 
 
 
 

2 
A 

1 5  3 

B 

1 

8  
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6. 1
4 
  

 ตั้งฉากกับ 8
a
 
  

 แสดงว่าดอทกนัได้ 0 

8 4a 0 a 2       

และจาก 5 b 8c
3 4b 2c

               
 

b 8c 5    และ 4b 2c 3   

จะได้ b 1  และ 1c 2   
 

หามุมระหวา่ง 2
0
 
  

 กับ 1
1/2 
  

 โดยดอทกนั 

2 2 2 2(1 1(2)(1) (0)( ) 2 0 1 ) cos2 2        

52 (2)( )cos2    

2 22cos ( ) 0.8
5

       ตอบ 

 
 
7. จาก f(x) 3x 1   จะได ้
(f g)(x) 3g(x) 1 (f g) (x) 3g(x)       
 

แต่โจทย์กําหนด 2(f g) (x) 3x 1    
ดังนัน้ 23g(x) 3x 1    

3
2 1 x xg(x) x g(x) C3 3 3        

..ซึ่งคา่ของ g(0) 1   ดังนั้น C 1  
 

ตอบ 
14 21

0
0

x xg(x)dx x12 6
 

   
 

  

               1 1 1 1.2512 6     

 
 
8. จากสมการ Ŷ 192 cx   
 

โจทย์บอกว่าปี 2547 (ซึ่งเทียบได้กับค่า x 11 ) 
นั้นมีคา่ Ŷ 316.3  
จึงได ้ 316.3 192 c(11) c 11.3     
 

โจทย์ถามค่าในป ี2548 (ซึ่งเทียบได้เป็น x 13 ) 
จึงประมาณค่าได ้ Ŷ 192 11.3(13)   
                  338.9  กก.  ตอบ 

 
 
 

ตอนท่ี 2 
1. n(A B C) 240 60 180      
ข้อมูลที่ให้มา แทนลงในสตูรยูเนียนของ 3 เซต 
ได้ดังนี้.. 180 5x 5x 4x y y y x        
จะได้ 15x 3y 180   .....(1) 
แต่โจทย์บอกวา่ y x 20   .....(2) 
จึงแก้ระบบสมการได้ x 20     ตอบ ขอ้ 1. 

 
 
2. แยกช่วงย่อยคิด เพือ่ถอดค่าสมับูรณ ์
กรณีแรก เม่ือ x 1  

จะได้อสมการกลายเปน็ 3x 2 01 x 1


 
>  

3x 2 0x


 <   ..เขียนเส้นจํานวนได ้(0,2/3]  

นําไปอินเตอร์เซคกับเงื่อนไข ได้ (0,2/3]  เช่นเดิม 
 

กรณทีี่สอง เม่ือ x 1>  

จะได้อสมการกลายเปน็ 3x 2 0x 2



>  

..เขียนเส้นจํานวนได้ ( ,2/3] (2, )    
นําไปอินเตอร์เซคกับเงื่อนไข เหลอืเพยีง (2, )  
 
ดังนัน้ ได้ S (0,2/3] (2, )    

ซึ่ง {x 0  และ x S}  กค็ือค่าในช่วง 2( ,2]3  

เป็นสับเซตของขอ้ 3. 

 
 
3. “หาร 3 2x 3x 5x 7    เหลอืเศษ 10” 
ก็แสดงวา่ หาร 3 2x 3x 5x 7 10     ลงตวั 
..พิจารณา 3 2x 3x 5x 3    
แยกตัวประกอบได้ 2(x 1)(x 2x 3)    
ซึ่งกาํลังสองในวงเล็บหลงันี้แยกตวัประกอบไม่ได ้
..แสดงว่า 2 2x ax b x 2x 3      

a 2   , b 3     ตอบ a b 1   

 
 
4. (~p ~ r) (p q)    
        F          F 
แสดงว่า คา่ความจริงของ p ตรงข้ามกับ q, r 
ข้อที่เป็นเทจ็คือ ข้อ 4.  p q ~ r   
(เพราะ p กับ q ต้องมีตวัหนึ่งเทจ็แนน่อน) 
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3 2 

A B 

C 

D 

30 

60 

5. ข้อ ก. ซ้ายมือ ~p (~ q r)    
                 ~ q (~p r)     ขวามือ 
สมมูลกนัและเชือ่มด้วย “ ” จงึเปน็สจันิรนัดร ์
..ดังนัน้ ข้อ ก. ถูก 
 

ข้อ ข. x  เป็นจริง เม่ือ x  U  

ดังนัน้ลองเลือก 1x 4   จะไดว้่า 

21 1 3( ) ( ) a 0 a4 4 16        

พบว่ามี a อยู่ใน 1(0, )4  จริง   ..ดังนัน้ ข้อ ข. ถูก

 
 
6. จัดรูปสมการ 2 2y x 2x 3    

2 2 2 23 x 2x y 3 1 (x 2x 1) y           
2 2(x 1) y 14 4


    

เป็นไฮเพอร์โบลาที่มีจดุศูนย์กลางที่ ( 1, 0)  
และ a b 2    (นั่นคือเส้นกาํกับตัง้ฉากกัน) 
วาดกราฟได้ดังรปู 
 
 
แต่โจทย์บอกวา่ 
x y>  ด้วย จงึมี 
เพียงเสี้ยวขวาเทา่นัน้ 
..จุดตัด (3/2,3/2) ในรูป หาได้โดยแก้ระบบสมการ 

ดังนัน้ rD [1, )   และ r
3R ( , ]2   

ตอบ ก. ถูก, ข. ผิด 

 
 
7. จาก f(1) g(1)  และ f(1) g(1) 8   
จะได้วา่ f(1) 4 a b 4     .....(1) 
และ g(1) 4     (แทน x ด้วย 2 ลงใน g)  

12 c 4 c 8       
 

และจาก f(2) g(2)     (แทน x ด้วย 3 ลงใน g) 
จะได้วา่ 4a b 18 8 10     .....(2) 
..แก้ระบบสมการ (1), (2) ได้ a 2 , b 2  

2f(x) 2x 2, g(x 1) 6x 8       
 

หาค่า 1g (16)  จาก 1g (6x 8) x 1     
เม่ือแทน x ด้วย 4 ก็จะได้  1g (16) 3   
ดังนัน้ 1f(g (16)) f(3) 2(9) 2 20       ตอบ 

 

8. ข้อนี้เขยีนกราฟจะพจิารณาไดเ้ร็วขึน้ 
เม่ือ 0 x 1< <  เป็นเส้นตรง y 1 x   
และเม่ือ x 1  เป็นครึ่งพาราโบลา 

2y 1 x 1 (y 1) x 1        
โดย y 1  เสมอ ..เปิดขวา, จุดยอดอยู่ที ่(1, 1) 
 
 
 
 
 
 
ข้อ ก. ผดิ ..เพราะกราฟผ่านจดุ (2,2)  
แสดงว่า 1f(2) f (2)  

ข้อ ข. ถูก ..คอื 1 1 1f ( )2 2
   และ 1f (2) 2   

(มี 2 ค่าเทา่นัน้)       ตอบ ขอ้ 3. 

 
 
9. พจิารณาสามเหลี่ยม ADB 

กฎของไซน;์ 3 2
sin 30 sinB


 

1sinB 3   

8cosB 3   

ดังนัน้ AB 2 cos 30 3 cos B 3 8      
 

พิจารณาสามเหลีย่ม ABC; CB 3 8
sin A sin60





 

2CB ( 3 8)sin A
3

    

หา sin A  จาก sin(180 60 B) sin(120 B)     

             3 8 1 1 24 1( )( ) ( )( )2 3 2 3 6


     

2 24 1 8 6CB ( 3 8)( ) 36 93


      

ตอบ 8 6CD CB 3 9    

 
 
 
 
 
 
 
 

(1,0) 

(3/2,3/2) 
(–1,0) 

x=y 

1 

1 O 

(1/2,1/2) 

(2,2) 
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2 

1 
A 

B 

C 

D 

8 

(2,4) 6 

 4  6 

10. จัดรูปสมการไฮเพอร์โบลา; 
   

2 22(y 6y 9) 3(x 2x 1) 9 18 3          
2 2(y 3) (x 1) 13 2

 
    

ไฮเพอร์โบลาเปิดบนล่าง 
จุดศูนยก์ลางคอื (1, 3) 
และค่า c 5  
 

จาก  มุมฉาก APF 
จะได้ AP 2  หน่วย 
 จุด A มีพิกดั (3,3) 
ระยะทางทีต่อ้งการ 2 23 3 18      ตอบ 

 
 
11. จาก log x log 10 12 log x4 2 9 2     2 0 <  
ถ้าให้ log x2 A  
จะได้อสมการเป็น 24A 9A 2 0  <  

1(4A 1)(A 2) 0 A 24   < < <  

log x1 2 2 2 log x 14  < < < <  

1 ax 10 1,000100 b  < <   ตอบ 

 
 

12. จาก 11
a 1M 51 a   

จะได้ 2a 1 5 a 2      

แต่จาก 33
a a 2M 01 a

   

จะได้ 2a a 2 0    ด้วย    a 2    เทา่นัน้ 
 

ข้อ ก. 
2 4 1

A 1 2 1
1 1 2
  

  
 

 

          8 1 4 2 2 8 9         

ข้อ ข. 13
1 2C 1 2 31 1

      

ตอบ ก. ผดิ และ ข. ผดิ  (ข้อ 4.) 

 
 
 
 
 
 
 

13. เขียนกราฟ แรเงา 
และหาจดุยอดมุมได้ดังรปู 
 
สมมติ สงูสดุP  เกดิที ่(2, 4) 
จะได้ 270 a (2) a(4)   

2a 2a 35 0     
a 5   หรอื 7  

แต่โจทย์กําหนด a เป็นจํานวนบวก 
a 5   เทา่นัน้ 

 

ตรวจสอบคําตอบ โดยลองหาคา่ P ของจดุอืน่ ๆ  
จุด (0,8)  ..ได ้P 40 70   
จุด (0,6)  ..ได ้P 30 70   
แสดงว่าที่จดุ (2, 4) นัน้เกิด สงูสดุP  จริง ๆ  

ตอบ  a 5   (ข้อ 2.) 

 
 
14. ใช้สูตรแบ่งเวกเตอร์ 

คือ 1 2AD AB AC3 3  ˜˜ ˜  
 

จากนั้น ยกกาํลังสองทั้งสองขา้ง 
(นําตวัเองมาดอท) ได้ดังนี ้
 

   2 2 21 4 4|AD| |AB| (AB AC) |AC|9 9 9
˜ ˜ ˜ ˜ ˜  

..จากการเทียบสมัประสทิธิ ์จะได ้

      2 2 2 2 2 21 4 4 11a b c ( ) ( ) ( )9 9 9 27   ตอบ 

(ค่า c เป็นได้ทั้งบวกและลบ ขึ้นอยู่กับมุม A เป็น
มุมแหลมหรือมุมป้าน) 

 
 
15. z 2 3  คือรากที่สามของ 8 i  
..ซึ่ง 8 i 8 270     มีรากทีส่ามได้แก ่
2 90 2 i   , 2 210 3 i      
และ 2 330 3 i     
 

..ดังนัน้ z 2 3 2 i  , 3 i , 3 3 i  
ตัวที่มีขนาดเป็นจํานวนเต็มคอื 
2 3 2 i  (ขนาด=4) กับ 3 i   (ขนาด=2) 
 ตอบ (2 3 2 i) ( 3 i) 3 3 i      

 
 
 

O 

(1,3) 
A 5  r=3 

P 

F 
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16. จากโจทย์คอื 1 2 3z z z 1  .....(1) 

และ 1 2 3
1 2 3

1 1 1z z z z z z      .....(2) 

 

ข้อ ก. ซา้ยมือ 1 2 1 21 z z z z     

              1 2
3

11 z z z      (จาก (1)) 

ขวามือ 
1 2 1 2

1 1 11 z z z z     

       3
1 2

1 11 zz z      (จาก (1)) 

ถ้า ซา้ยมือ = ขวามือ 

จะได้ 1 2 3
3 1 2

1 1 11 z z 1 zz z z        

     1 2 3
1 2 3

1 1 1 z z zz z z        ตรงกับ (2) 

ดังนัน้ ข้อ ก.ถูก 
 

ข้อ ข. จาก (1) จะได้ 2 3
1

1z z z  .....(1a) 

จาก (2) จะได ้ 2 3 1
2 3 1

1 1 1z z zz z z      

  3 2
2 3 1

2 3 1

z z 1z z zz z z


      

  2 3 1 2 3 1
1

1z z z (z z ) zz       

  
21

1 1
2 3

1 1 1

1 zz 1 zz z 1 z z (1 z )




   
 

 

             1
1 1

1 z 1 1z z


    .....(2a) 

ถ้าให้ 
1

1 Az   จะได้สมการ (1a) 2 3z z A  

และสมการ (2a) 2 3z z A 1    
สามารถแก้ระบบสมการโดยใช้วธิีเดาคา่ 
ได้คําตอบเป็น 2 3(z , z ) (A, 1)  หรือ (1, A)  
แต่โจทย์บอกวา่ 2 2

1

1z 1 z A z     เทา่นัน้ 

และ 3z  ต้องเป็น 1 เสมอ.. 
 

..จึงได ้ 3 3z i z i 2 2 2      

ดังนัน้ ข้อ ข. ผดิ 
 
 
 
 
 

หมายเหต ุแก้ระบบสมการในข้อ ข. ได้ดังน้ี.. 
2

3 3 3
3

A z A 1 z (A 1)z A 0z          

2
3

A 1 A 2A 1 4Az 2
    

    

3
(A 1) (A 1)z A2

  
    หรือ 1 

2z 1   หรือ A   (ตามลําดับ) 

 
 

17. จาก 
 

 nn n

n(n 1)
n 2lim a lim n(n 1)(2n 1)3

6
 




 

 

                 
n

n 1lim 2n 1 2
 


 

และ nn n
( 3n 2 3n 1)lim b lim ( n 2 n 1) 

  


  
 

..คูณด้วย 3n 2 3n 1 n 2 n 1
3n 2 3n 1 n 2 n 1

      
        

 

จะได้ 
n

1 ( n 2 n 1)lim 1 ( 3n 2 3n 1)

  


  
 

..นํา n  หารทั้งเศษและส่วน 

ได้ 
n

2 11 1 1 1 1n nlim 2 1 3 3 33 3n n


   
  


  

 

ดังนัน้ ตอบ n nn
1 1lim (a b ) 2 3

    

 
 

18. ข้อ ก. x 1 , g(x) 0(f g)(x) 1 , g(x) 0
   

  

(กรณีบนต้องเพิม่เงื่อนไขวา่ x 1  ด้วย 
มิฉะนั้นจะหาคา่ g(x) ไม่ได้) 
 

และพบวา่ กรณลี่าง g(x) 0  นั้นไม่มีทางเกิดขึ้น 
จึงสรุปไดว้่า (f g)(x) x 1     (เม่ือ x 1 ) 
..ซึ่งเปน็ฟงัก์ชันตอ่เนือ่งที่ x 0    ก. ถูก 
 

ข้อ ข. 2 1x 2

1 1f( ) ( ) 42 x 

       

และ 2 1x 2

11g( ) 4(x 1)2 

   


    ข. ถูก 
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19. ถ้าให้ 3 2f (x) x 2x x 2      มีค่าเท่ากับ 0 
จะได้ (x 2)(x 1)(x 1) 0 x 1, 1, 2        
แสดงว่า ที ่ c 0  นั้นมีจุดวกิฤต 2 จดุ 
(คือ x 1 , x 2 ) 
 

..แทนค่า 1 2 1 1f( 1) 24 3 2 3        ติดลบ, 

     1 2 1 1f(1) 24 3 2 3       เป็นบวก 

และ 16 1f(2) 4 2 43 3       เป็นบวก 

จึงเขียนกราฟของ f คร่าว ๆ  ได้ลกัษณะดังรปู 
 
 
 
 
 
 
พบว่ามีจุดตัดแกน X อยูท่ั้งหมด 2 จุด 
ตอบ ข้อ 3. 

 
 
20. 3(h f)(x) [f(x)] 1   
 

จาก (h f)(a) 9  
..จะได้ 3[f(a)] 1 9 f(a) 2     .....(1) 
 

จาก (h f) (a) 0   ..จะได้ 23[f(a)] f(a) 0   
23(2) f(a) 0 f(a) 0       .....(2) 

 

และจาก (h f) (a) 1    ..จะได ้
23[f(a)] f (a) 3 f(a) 2[f(a)] f (a) 1       
23(2) f (a) 3(0)(2)(2)(0) 1      

1f (a) 12    .....(3) 

 
สรุป f (a) 0   หมายความว่า เกิดค่าวกิฤตที ่x=a 
f (a)  ติดลบ หมายความวา่ เป็นจุดสงูสุดสัมพัทธ ์
และ f(a) 2  หมายความว่า ค่าสูงสุดนั้นเท่ากับ 2 
ตอบ ข้อ 2. 

 
 
 
 
 
 

21. ให้ 3 2f(x) Ax Bx Cx D     
..จากเงื่อนไขต่าง ๆ  ที่โจทย์ให้มา แทนค่าไดผ้ลดังนี ้
f(0) 1 0 0 0 D 1 D 1         
f(1) 1 A B C 1 1 A B C 0           

2f (0) 1 3A(0) 2B(0) C 1 C 1        
ดังนัน้ A B 1    .....(1) 
 

และจากเงือ่นไข 1
1 f(x)dx 6


  

จะได้ 
14 3 2

1

Ax Bx x 6( x)4 3 2 

    

A B 1 A B 1( 1) ( 1) 64 3 2 4 3 2          

2B 2 6 B 63       ..ดงันัน้ A 7   

 
3 2f(x) 7x 6x x 1       

ตอบ f( 1) 7( 1) 6 ( 1) 1 13          

 
 
22. จํานวนคู ่และมีค่ามากกว่า 200 
แสดงว่าอยู่ในรูปแบบ  2/3/4/5 , อะไรก็ได ้, 0/2/4. 
และมีเงื่อนไขว่าหลักร้อยต้องตา่งกันกับหลักหนว่ย 
 

กรณี “ลงทา้ยด้วย 0” (หลกัร้อยจะเป็นอะไรก็ได้) 
จะได้ 4 6 1 24    จาํนวน 
 

กรณี “ลงทา้ยด้วย 2 หรอื 4” 
(หลักรอ้ยต้องระวังไม่ให้ซ้าํกับหลกัหนว่ย) 
จะได้ 3 6 2 36    จาํนวน 
 

ตอบ  24 36 60   จํานวน 

 
 
23. วิธีทั้งหมด เท่ากับ 7!  
 

ส่วนวิธทีี่สมชายติดสมหญิง, สมศักดิ์ไม่ติดสมชาย 
คิดโดย นาํสมชายกับสมหญิงวางติดกนัตรงไหนก็ได้ 
..สลับทีก่ันเองได ้2! แบบ 
จากนั้นวางคนที่เหลอื 5 คนในแนวตรง ได ้5! แบบ 
และจะพบว่า มีช่อง 5 ช่องทีส่มศักดิ์สามารถเลอืก 
(แทรก) ทีน่ั่งได ้โดยไม่ติดกับสมชาย 
..จึงไดจ้ํานวนวิธรีวม เท่ากับ 2! 5! 5   วิธ ี

ตอบ ความน่าจะเป็นเท่ากับ 2! 5! 5 5
7! 21

 
  

 
 
 

1    2 
–1 
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24. คิดจาก “ความนา่จะเป็นที่กาํธรได้เปน็ประธาน” 
ลบด้วย “ความนา่จะเปน็ที่กําธรเป็นประธานและไม่มี
หญงิได้รับเลอืกเลย” 

(1 9 8) (1 5 4) 52 13
10 9 8 720 180

    
  

 
  ตอบ 

 

หมายเหต ุคิดบวกกันให้ครบ 3 กรณีก็ได้ 
น่ันคือ.. กําธร-ช-ญ , กําธร-ญ-ช , กําธร-ญ-ญ 

จะได้ (1 5 4) (1 4 5) (1 4 3) 13
10 9 8 180

       


 
 

 
 
25. ข้อ ก. จาก “นักเรียนหอ้ง ก ผู้ไดค้ะแนน 55 

คิดเปน็คา่มาตรฐาน 1.0” ..จะได ้
ก

55 501 s


  

2
ก กs 5 s 25      ขอ้ ก. ถูก 

 

ข้อ ข. หา ขX  ได้จากสตูร รวมX  

คือ ข
ข

30(50) 20X54 X 6050


    

และจาก “นักเรียนหอ้ง ข ผู้ได้คะแนน 66 

คิดเปน็คา่มาตรฐาน 1.0” ..จะได ้
ข

66 601 s


  

ขs 6   

..ดังนัน้ ข ก
ข ก

s 6 s 50.1, 0.160 50X X     

ข้อ ข. ผดิ 

 
 

26. 1Q  อยู่ในตําแหน่งที ่ 1 (25 1) 6.54    

และ 1Q  มีค่าเป็น 31 
แทนในสตูรลาํดบัได้ 31 20 5.5d d 2     
ดังนัน้ ข้อมูลชุดนี้คือ 20, 22, 24, , 68  
 

..เนื่องจากขอ้มูลเป็นลาํดับเลขคณติ 

จึงหาค่า X  ได้โดยง่ายจาก 20 68 442


  

(หรือคิดจากค่า 13x 20 12(2) 44    ก็ได้) 
 

24 22 20 2 0 2 22 24
25MD         

 
   

      2 (12 11 10 0 12)25         

      4 (12 11 10 1)25      

      4 (12)(13) 12.4825 2
    

   ตอบ 

 

27. โจทย์กําหนดว่า 
ค่า x 14  อยูซ่ีกขวาของโค้ง 
และมีพืน้ทีว่ัดไปยังแกนกลาง 
เท่ากับ 0.004 

..เปิดตารางได ้ 14 Xz 0.01 2


   

X 13.98   ป ี
 
ต่อมา พิจารณาอีก 2 ปีขา้งหนา้ 
ค่า X  กลายเป็น 15.98 แตค่่า s 2  เช่นเดิม 
 

 
 
 
 

ที่คา่ x เท่ากับ 16 ปี;  16 15.98z 0.012


   

อยู่ทางซีกขวาของโค้ง มีพื้นที่วัดไปยังแกนกลาง
เท่ากับ 0.004    ..เปน็เปอร์เซนไทล์ที่ 50.4 
 

ที่คา่ x เท่ากับ 14 ป;ี  14 15.98z 0.992


    

อยู่ทางซีกซา้ยของโค้ง มีพื้นที่วัดไปยังแกนกลาง
เท่ากับ 0.3389 
แสดงว่า ระหวา่งค่า 14 ถึง 16 จะมีพื้นที่ 
0.3389 0.004 0.3429    ..นัน่คอื 34.29% 
ตอบ ข้อ 2. 

 
 

28. SA45
2,200 5,000 aI 1.10 2,000 4,000 a

 
 

 
 

(1.10)(6,000 a) 7,200 a     
0.1a 600 a 6,000     

จะได้ SR46
3,080 5,400 6,720 100I 2,200 5,000 6,000 3

     
 

 

100(1.4 1.08 1.12) 1203        ตอบ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

14 

A=0.004 

  14     16 
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(หน้าว่าง) 



ข้อสอบเข้ามหาวิทยาลัย ต.ค.47 (#) 
 
ตอนที่ 1   ข้อ 1 – 10 เป็นข้อสอบแบบอัตนัย 
ข้อ 1 – 5 ข้อละ 2 คะแนน  ขอ้ 6 – 10 ข้อละ 3 คะแนน 
 

1. กําหนดให้ A เป็นจุด ๆ  หนึ่งบนไฮเพอร์โบลา  
2 2(x 1) (y 2) 19 16

 
   

ถ้าระยะห่างระหว่างจุด A และจุดโฟกัสจุดหนึ่งของไฮเพอร์โบลาคือ 3 หน่วย 
แล้ว ระยะห่างระหว่างจุด A กับจุดโฟกัสอีกจุดหนึ่งของไฮเพอร์โบลา มีค่าเท่ากับกี่หน่วย 
 
2. ผลบวกของคําตอบของสมการ x 9 x1 (2 log 3)(log (9 x)) log 14     มีค่าเท่ากับเท่าใด 

 
3. กําหนดให้รูปสามเหลี่ยม ABC มีด้าน BC ยาว 3  หน่วย ด้าน AC ยาว 2 หน่วย 

ถ้ามุม 1B arctan 3
   
 

 แล้ว ค่าของ sin (A B) sin (A B)    เท่ากับเท่าใด 

 

4. ถ้าสมการจุดประสงค์คือ P 35x 25y   
และอสมการข้อจํากัดคือ  2x 3y 15 < ,  3x y 12 < ,  x 0> ,  y 0>  
แล้ว ค่าสูงสุดของ P เท่ากับเท่าใด 
 
5. ให้ x, y, z เป็นคําตอบของระบบสมการเชิงเส้น 
     11 12 13a x a y a z 2    
     21 22 23a x a y a z 1    
     31 32 33a x a y a z 0    
 

ถ้า 
11 12 13
21 22 23
31 32 33

a a a
a a a
a a a






1 0 0 1 0 0 1 1 1
0 1 0 0 1 0 0 2 1
0 0 1 0 0 1 2 3 0

~
  

  
  
    

 

แล้ว ค่าของ x y z   เท่ากับเท่าใด 
 

6. ถ้า 3 iz 2


  แล้ว ค่าของ 
2

6 3
z i

z z 2


 
 เท่ากับเท่าใด 

 
7. กําหนดให้ m เป็นจํานวนเต็มบวก และ n เป็นจํานวนเฉพาะ 
ถ้า m หาร 777 และ 910 แล้วเหลือเศษ n แล้ว   m n  มีค่าเท่ากับเท่าใด 
 
8. ถ้า S คือเซตของล็อตเตอร่ีรัฐบาล ซ่ึงมีเลข 6 หลัก และมีเลข 0 อยู่ 4 ตัว 
แล้ว จํานวนสมาชิกของ S เท่ากับเท่าใด 
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9. ถ้า a และ b เป็นคําตอบของสมการ 3x 5 x 2    

แล้ว ค่าของ 8 7 6 2 7 88 8 8a a b a b ... ab b1 2 7
              
     

 เท่ากับเท่าใด 

 
10. ถ้า A {1, 2, 3, ..., 9}   และ S {B | B A   และ ( 1 B  หรือ 9 B)}  
แล้ว จํานวนสมาชิกของ S เท่ากับเท่าใด 
 
 

ตอนที่ 2   ข้อ 1 – 25 เป็นข้อสอบแบบปรนัย ข้อละ 3 คะแนน 
 
1. กําหนดให้ P(x)  เป็นพหุนามที่มีสัมประสิทธิ์เป็นจํานวนจริง ข้อใดต่อไปนี้ผิด 
 1. x c  เป็นตัวประกอบของ P(x)  ก็ต่อเม่ือ P(c) 0  
 2. ถ้าจํานวนเชิงซ้อน 0z  เป็นคําตอบของสมการ P(x) 0  แล้ว 
           0z  จะเป็นคําตอบของสมการนี้ด้วย 
 3. ถ้าสัมประสิทธิ์ของ P(x)  เป็นจํานวนเต็ม และมี x m  เป็นตัวประกอบ 
    แล้ว m จะต้องเป็นจํานวนตรรกยะ 
 4. ถ้า P(a) b  แล้ว x a  จะเป็นตัวประกอบของ P(x) b  
 
2. ข้อความในข้อใดต่อไปนี้ผิด 
 1. ถ้า a, b, n เป็นจํานวนเต็มบวก ซ่ึง n|a  และ n| b  แล้ว 

   จะได้ว่า n หาร ห.ร.ม. ของ a, b ลงตัวด้วย 
 2. ถ้า a, b, n เป็นจํานวนเต็มบวก ซ่ึง a| n  และ b| n  แล้ว 

   จะได้ว่า ค.ร.น. ของ a, b หาร n ลงตัวด้วย 
 3. ถ้า a, m, n เป็นจํานวนเต็มบวก และ a| mn  แล้ว  จะได้ว่า a| m  หรือ a| n  
 4. ถ้า d และ c เป็น ห.ร.ม. และ ค.ร.น. ของจํานวนเต็มบวก m, n แล้ว 

   จะได้ว่า dc mn  
 
3. ถ้า f(x) และ g(x) เป็นฟังก์ชันซ่ึงหาอนุพันธ์ได้ และมีสมบัติดังนี้ 

1f(g(x)) g(x) 


  และ f (g(0)) 5  

แล้ว ค่าของ f (g(2)) เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 1       2. 3  3. 5       4. 7 
 
4. ถ้า 1F  และ 2F  เป็นโฟกัสของวงรี 2 2x 3y 2x 23 0     
และ P(4, 5) เป็นจุดซ่ึงอยู่บนวงรีนี้ แล้ว ค่าของ 1 2cos (FP F ) เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 1

9        2. 1
7   3. 3

4        4. 3
5  
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5. ให้ A, B, C เป็นจุดยอดของรูปสามเหลี่ยมใด ๆ  
พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. AB BC CA 0  ˜ ˜˜       ข. 2 2 2(BC) (CA) (AB)<  
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 

6. จํานวนคําตอบที่เป็นจํานวนเต็มของอสมการ  
2x 65 1x


 < <   เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 8       2. 9  3. 10       4. 11 
 
7. กําหนดให้ L เป็นเส้นตรงซ่ึงผ่านจุด (2, 1) และมีระยะห่างระหว่างจุดกําเนิดและเส้นตรง L 
เท่ากับ 1 หน่วย  ถ้า L ตั้งฉากกับเส้นสัมผัสพาราโบลา 2y ax 4a 1    ที่จดุ (2, 1) 
แล้ว a มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 3
16        2. 1

16   3. 3
8        4. 1

8  

 
8. พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. ถ้าประพจน์ [p (q r)] (r s)     มีค่าความจริงเป็นเท็จ 
        แล้ว p q s   มีค่าความจริงเป็นเท็จ 
     ข. นิเสธของข้อความ 2x y [ (x y) (x y) ]      คือ 2x y [ (x y) (y x ) ]    <  
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
9. กําหนดเอกภพสัมพัทธ์คือช่วงเปิด ( 2, 2)  
พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. ประพจน์ 2 2x [ x x x x  <  และ 2x x ]<  มีค่าความจริงเป็นจริง 
     ข. ประพจน์ 2x [ x x 6 0 ]   >  มีค่าความจริงเป็นจริง 
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
10. กําหนดให้ 2

xf (x) 1 x


  เม่ือ x ( 1, 1)   

พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 

     ก. 
2

1
1 1 4x , x 0f (x) 2x

        0   , x 0


   
  
 

     ข. f เป็นฟังก์ชันเพ่ิมในช่วง ( 1, 1)  

ข้อใดต่อไปนี้จริง 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
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11. กําหนดให้ r 1 sin 8 
  

ผลบวกของอนุกรมในข้อใดต่อไปนี้เท่ากับ 1
1 r

 

 1. n
n 0

r



    2. n n

n 0
( 1) r




   3. n 1n 0

1
r





       4. 

n
n 1n 0

( 1)
r







  

 
12. ให้ 3 2f (x) x ax bx c      เม่ือ a, b, c เป็นจํานวนจริง 
ถ้า x 3  หาร f(x) แล้วเหลือเศษ 10   และ 1 i  เป็นรากหนึ่งของ f(x)  
แล้ว ค่าของ f(1) เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 4        2. 2   3. 0       4. 1 
 

13. กําหนดให้ 
x 1 ,  x 0f (x) x 1 ,  x 0


   

>
 

ฟังก์ชัน g ในข้อใดต่อไปนี้ ทําให้ฟังก์ชัน g f  ไม่ต่อเนื่อง 
 1. g(x) 1        เม่ือ x ( , 1) [1, )      

2. 1g(x) f (x)       เม่ือ x ( , 1) [1, )      

 3. 
2

2
(x 1) ,  x 1g(x) (x 1) ,  x 1

  
  

>
 

 4. 3g(x) x        เม่ือ x ( , 1) [1, )      
 
14. ให้ S เป็นเซตคําตอบของอสมการ  2x x5 11 12(5 ) 9 <  
ถ้า a และ b เป็นสมาชิกของ S ที่มีค่ามากที่สุดและน้อยที่สุด ตามลําดับ 
แล้ว a b  เท่ากับขอ้ใดต่อไปนี้ 
 1. 5log 15      2. 5log 20   3. 2       4. 5log 30  
 

15. กําหนดให้ ,4 4
     
   

ถ้า 
2

2

tan 1 34
5tan 14

    
  
    
 



    แล้ว 2cos   มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 3
5        2. 4

5   3. 7
10        4. 9

10  

 
16. กําหนดให้ y f (x)  เป็นฟังก์ชันพหุนามซ่ึงมีค่าต่ําสุดสัมพัทธ์เท่ากับ 3 ที่จุด x 2  
และมีเส้นตรง 3x y 7 0    เป็นเส้นสัมผัสกราฟที่จุด (1, 4) 
ถ้า 2g(x) x f (x)  แล้ว ค่าของ 2

1 g (x)dx  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 5       2. 7  3. 8       4. 10 
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17. กําหนดตารางแจกแจงความถี่ของคะแนนสอบ 
วิชาสถิติ ที่เป็นจํานวนเต็ม ของนักเรียน 40 คน ดังนี้ 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

เม่ือสุ่มเลือกนักเรียนกลุ่มนี้มาหน่ึงคน ได้ว่าความน่าจะเป็นที่นักเรียนคนนี้ได้คะแนนน้อยกว่า 70 
คะแนน มีค่าเท่ากับ 0.30   มัธยฐานของคะแนนชุดนี้เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 71.50       2. 73.50  3. 73.75      4. 74.50 
 
18. ให้ 1 2 5x , x , ..., x  เป็นข้อมูลชุดหนึ่งซ่ึงมีค่าเฉล่ียเลขคณิตเท่ากับ 6 

ถ้า 
5 2

i
i 1

(x 4) 30


   แล้ว ส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานของข้อมูลชุดนี้เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 2        2. 2  3. 6        4. 2 2  
 
19. จากรายการซ่อมแซมเคร่ืองซักผ้า 6 เคร่ือง ปรากฏผลดังนี้ 
 

เคร่ืองซักผ้าเคร่ืองที ่ 1 2 3 4 5 6 
จํานวนปีที่ใช้งาน : X 1 2 3 2 1 3 
ค่าซ่อมแซมต่อปี (ร้อยบาท) : Y 4 7 10 8 3 10 

 

สมการที่ใช้แทนความสัมพันธ์เชิงฟังก์ชันสําหรับการประมาณค่าซ่อมแซมจากจํานวนปีที่ใช้ คือข้อใด
ต่อไปนี้ 
 1. Y 3.25 X 0.5     2. Y 3.5 X 0.5   
 3. Y 3.5 X 0.75     4. Y 3.75 X 0.25   
 
20. กําหนดให้ A เป็นเมทริกซ์มิติ 3 3  
และ ijA  คือเมทริกซ์ที่ได้จากการตัดแถวที่ i และหลักที่ j ของเมทริกซ์ A ออก 

ถ้า 
2 5 1

adj A 28 10 1
17 5 1

  
   
   

     11
1 2A 5 8
     

  และ 32
1 1A 3 2

    
 

แล้ว det (A)  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 92        2. 15   3. 15       4. 92 
 

21. กําหนดให้ S คือเซตของเมทริกซ์  a b a, b, c, d {0, 1}c d
        

 

ความน่าจะเป็นในการสุ่มหยิบเมทริกซ์ A จากเซต S 
โดยมีสมบัติ det (A) 0  หรือ det (A) 1  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 3
4        2. 58   3. 11

16        4. 13
16  

 

คะแนน จํานวนนกัเรียน 
60 – 64 
65 – 69 
70 – 74 
75 – 79 
80 – 84 

4 
a 
10 
b 
7 
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22. ในการออกรางวัลเลขท้ายสองตัวของล็อตเตอร่ีรัฐบาล ความน่าจะเป็นที่รางวัลเลขท้ายสองตัว 
มีหลักสิบที่เป็นเลขที่มากกว่าหรือเท่ากับ 7 หรือหลักหน่วยเป็นเลขที่น้อยกว่าหรือเท่ากับ 2 
มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 0.40       2. 0.51  3. 0.54       4. 0.60 
 

23. ถ้า 
x n , 2n x 2n 1f (x) n 1 , 2n 1 x 2n 2
 

    

< <

< <
   โดยที่ n 0, 1, 2, ..., 9  

แล้ว ค่าของ 20
0 f (x)dx  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 105       2. 115  3. 125       4. 135 
 
24. ถ้า A เป็นเซตคําตอบของสมการ 14z i 0   
และ B เป็นเซตคําตอบของสมการ 22z i 0   
แล้ว จํานวนสมาชิกของ A B  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 0       2. 1  3. 2       4. 3 
 

25. ถ้า n 2
1 1v i 1 jn n     เม่ือ n 1, 2, 3, ..., 99  

แล้ว ค่าของ 
99

n 1 n
n 1

v v


  อยู่ในช่วงใดต่อไปนี้ 

 1. (1, 1.2)      2. (1.2, 1.4)  3. (1.4, 1.6)      4. (1.6, 1.8) 
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O    4    7.5 

12 
 
 5 (3,3) 

เฉลยคําตอบ 
 

อัตนัย 1. 9 2. 9 3. 0.75 4. 140 5. 6 
 6. 0.5 7. 2 8. 1215 9. 625 10. 384 
ปรนัย 1. 3  2. 3 3. 4 4. 1 5. 2 6. 1 7. 1 
 8. 3 9. 4 10. 3 11. 4 12. 1 13. 4 14. 2 
 15. 4 16. 2 17. 2 18. 1 19. 1 20. 2 21. 4 
 22. 2 23. 1 24. 3 25. 3 

 
เฉลยวิธีคิด 

 
ตอนท่ี 1 
1. ไฮเพอร์โบลาที่กําหนด มีค่า a 3, b 4   
นิยามของไฮเพอร์โบลาคือ ระยะห่างจากจดุ ๆ  หนึง่ 
ไปยังโฟกัสทัง้สอง มีผลต่างเป็น 2a = 6 ดังนัน้ 
d 3 6 d 9     หน่วย  ตอบ 

 
 

2. จากโจทย์ 2 log 3 log(9 x) log 141 log x log9 log x


   

แต่ 2 log 3 log9  

ดังนัน้ จะได้ log(9 x) log 141 log x log x


   

log x log(9 x) log 14     
x(9 x) 14 x 2      หรอื 7 

(แจกแจงแล้วแยกตัวประกอบ หรือใช้วธิีเดาเลขก็ได้) 
..ตรวจสอบคําตอบพบว่าใช้ไดท้ั้งสองคาํตอบ 
ตอบ ผลบวกคาํตอบเทา่กับ 2 7 9   

 
 
3. sin(A B) sin(A B) 2 sin A cosB     
..หา cos B  จากรูปสามเหลี่ยม 

มุมฉากที่เขียนขึน้เอง จะได้ 3
2  

 

..หา sin A  ได้จากกฎของไซน ์

คือ sin A sinB
23    3 (1/2) 3sin A 2 4    

ตอบ  3 32( )( ) 0.754 2   

 
 

4. เขียนกราฟ แรเงา 
และหาจดุยอดมุมได้ดังรปู 
 

(0, 0) P 0   
(0,5) P 125    
(3, 3) P 30   
(4, 0) P 140   

สงูสดุP 140    ตอบ 

 
 

5. จากสมการ 11 12 13
21 22 23
31 32 33

2xa a a
a a a y 1
a a a z 0

   
    
        

 

อยู่ในรปู AX B  ..ดังนัน้ 1X A B  
 

หาเมทริกซ์ 1A  จากการดําเนนิการตามแถว 
นั่นคอื 1A I ~ I A       

เม่ือเทียบจากโจทย์ จะพบวา่ 1 1 1 1
A 0 2 1

2 3 0


 
  
  

 

1 1 1 12x
X y 0 2 1 1 2

z 72 3 0 0
      

           
            

 

ตอบ x y z 1 2 7 6       

 
 
 
 
 
 
 
 
 

2 

B 

1 

3  
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6. จาก 3 i 3 1z i 12 2 4 4       

และ 6 6z (1 30 ) 1 180 1         
และ 3 3z (1 30 ) 1 90 i        

6 3z z 2 1 i 2 1 i 2           
 

..โจทย์ถามค่าของ 
2

6 3
z i

z z 2
  
   

 

ดังนัน้ ตอบ 
21 0.52

   
 

 

 
 
7. จากบทนิยามของการหาร จะได้ 

1777 mq n   และ 2910 mq n   
..นํามาลบกนักลายเปน็ 2 1133 m(q q )   
นั่นคอื “m ต้องหาร 133 ลงตัว” 
  พจิารณา 133 7 19   
ถ้า m 1  หรอื 7 จะได้เศษ n 0  ซึ่งผิดเงือ่นไข 
ถ้า m 19  จะได้เศษ n 17  ..กรณนีี้ถูกเงือ่นไข 
ถ้า m 133  จะได้เศษ n 112  ซึ่งผิดเงื่อนไข 
 ตอบ m n 19 17 2     

 
 
8. กรณี “สองตวัที่เหลอื เลขซ้ํากัน (0000XX)” 

เลือกเลขและสลบัได้ 6!9 1351 4!2!
    
 

 วธิ ี
 

กรณี “สองตัวที่เหลอื เลขไม่ซ้าํกนั (0000XY)” 

เลือกเลขและสลบัได้ 6!9 10802 4!
    
 

 วธิ ี
 

ตอบ  135 1080 1215   จํานวน 

 
 
9. แก้สมการ 3x 5 x 2    

23x 5 x 4x 4      

2 1 5x x 1 0 x 2 2         

ดังนัน้ 1 5a, b 2 2    
 

..จากทฤษฎีบททวินาม สิง่ที่โจทย์ถามก็คอื 8(a b)  
ซึ่งมีคา่เทา่กับ 8( 5) 625    ตอบ 

 

10. วธิีที ่1 คดิโดยตรงดว้ยสตูรยูเนียนของเซต 
คือ (1 B) (9 B) (1 B      และ 9 B)  

8 8 72 2 2    384   ตอบ 
 

วิธีที ่2  มีคาํวา่ “หรอื” จึงใช้วธิีลบออกด้วยนิเสธ.. 
คือ วิธทีั้งหมด ลบด้วยวธิีที ่(1 B  และ 9 B)  

9 72 2 384      ตอบ 

 
 
ตอนท่ี 2 
1. ข้อ 1. และ 2. ถูกตอ้งแนน่อน โดยไม่ตอ้งพิสจูน์
เอง เพราะเปน็ทฤษฎีที่ตอ้งทราบ.. 
ข้อ 3. ผิด เช่น สมมติ 2P(x) x 2   จะได ้
(x 2)(x 2)   ซึ่ง 2  ไม่ใช่จํานวนตรรกยะ 
ข้อ 4. ถูก..  ประโยค P(a) b  หมายความว่า 
“P(x)  หารดว้ย x a  จะเหลอืเศษ b” 
ดังนัน้ P(x) b  ก็ยอ่มหารด้วย x a  ลงตวั 

 
 
2. ข้อ 1, 2, 4 ถูกแล้ว (และเปน็สิ่งที่ควรทราบ) 
ส่วนข้อ 3. ผิด ..เช่น   a 6, m 2, n 3  
จะได้ 6 (2 3)  แตว่่า 6 หาร 2 หรอื 3 ไม่ลงตวั 

 
 
3. จากกฎลกูโซค่ือ (f g) (x) f(g(x)) g(x)     
..ในข้อนี้กาํหนด f (g(x)) g(x) 1    
ก็แสดงวา่ (f g) (x) 1   
ดังนัน้ (f g)(x) x c   
 

หาค่า c ได้จาก (f g)(0) 5 c 5    
ตอบ (f g)(2) 2 5 7    

 
 
4. จัดรูปสมการวงร;ี   

2 2(x 2x 1) 3y 23 1      
2 2(x 1) y 124 8


    

แสดงว่า เปน็วงรนีอน จดุศูนยก์ลางอยู่ที ่(1, 0) 
และระยะโฟกัส 24 8 4    หน่วย 
เขียนรปูไดด้ังนี ้
 
 
 
 

[ยังมีตอ่ ในหน้าถัดไป] 

(–3,0)  (1,0)  (5,0) 

F1            F2 C 

P 
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A 

B 

C 

หามุมระหวา่ง 1PF̃  กับ 2PF̃  โดยการดอทเวกเตอร์ 

..จาก 1 2
7 1PF , PF5 5
           

˜ ˜  

จะได้ 1 2PF PF 7 5 2     ˜ ˜  
และ 1 2PF PF 54 6 cos  ˜ ˜  

ดังนัน้ 2 1cos 954 6


   


   ตอบ 

 

หมายเหต ุ ในขอ้น้ีคิดด้วยกฎของ cos ก็ได้ 
โดยหาความยาว 1PF  กับ 2PF  ก่อน 

 
 
5. ข้อ ก. ถูก 
..เพราะเปน็ผลรวมเวกเตอร์ 
ที่ตอ่เนือ่งกนั และวนกลับ 
มายังจดุเริ่มต้น 
 
ข้อ ข. ผดิ 
จากกฎของ cos คือ 

2 2 2(BC) (CA) (AB) 2(CA)(AB)cos A    
..ดังนัน้ 2(BC)  จะมากหรือนอ้ยกวา่ 2 2(CA) (AB)  
ขึ้นอยู่กับเครือ่งหมายของ cos A  
(มุมแหลมเคร่ืองหมายบวก มุมป้านเครื่องหมายลบ) 

 
 

6. จาก 
2 2x 6 x 5x 65 0x x
  

 < >  

(x 6)(x 1) 0x
 

 >  

จะได้ช่วงคําตอบ [ 6, 0) [1, )    
 

และจาก 
2 2x 6 x x 61 0x x
  

< <  

(x 3)(x 2) 0x
 

 <  

จะได้ช่วงคําตอบ ( , 2] (0, 3]    
 

..อินเตอร์เซคเขา้ด้วยกนั ได้ [ 6, 2] [1, 3]    
ตอบ  มีจาํนวนเต็มที่เปน็คาํตอบ 8 จํานวน 

 
 
 
 
 
 
 

7. หาสมการเสน้ตรง L; 
(y 1) m(x 2) y mx 2m 1 0         
มีระยะหา่งจากจดุกําเนิด (0, 0)  เทา่กบั 1 หนว่ย 

จึงได้ 2
2

0 m(0) 2m 1
1 1 m 2m 1

1 m
  

    


 

แก้สมการได ้m 0  หรือ 4/3 
แต่ m 0  ไม่ได้ (เพราะจะหาเสน้ตั้งฉากไม่ได้) 

m 4/3   เทา่นัน้ 
..จึงได้ความชันของเส้นสัมผัสพาราโบลา 3/4   
(เพราะเส้นนี้ตัง้ฉากกับ L) 
ดังนัน้ ความชนั y(2) 2 a(2) 3/4     
ตอบ  a 3/16   

 
 
8. ข้อ ก. [p (q r)] (r s) F      
             T               F 
                           F   F 
          T    F     F 
จะได้วา่ (p q) s (T F) F T       
ดังนัน้ ข้อ ก. ผดิ 
 

ข้อ ข. เนื่องจาก ~(P(x) Q(x)) ~P(x) ~Q(x)    
                             P(x) ~Q(x)   
ดังนัน้ นิเสธของ x y [P(x, y) Q(x, y)]    
คือ x y [P(x, y) ~ Q(x, y)]        ข้อ ข. ถูก 

 
 
9. ข้อ ก. ผิด  เป็นเทจ็ ..เช่นเม่ือ x 0.5  
จะได้วา่ 2x x<  คือ 0.5 0.25<  ซึง่เป็นเท็จ 
ข้อ ข. ผดิ  x [(x 3)(x 2) 0]   >  
          x [x ( , 2] [3, )]        เป็นเท็จ 
 

หมายเหต ุ ข้อความ 2 2x x x x <  

เป็นจริงเสมอ เพราะเป็นสมบัติของค่าสัมบูรณ ์
(น่ันคือ a b a b <  เสมอ) 
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10. ข้อ ก. จาก 2
xy 1 x


 

อินเวอรส์คอื 2
yx 1 y


 

2 2x xy y xy y x 0        
ถ้า x 0  จะใช้สตูรสมการกําลงัสองได้ดังนี ้

2
1 1 1 4xf (x) y 2x
   

   

..ต้องเลอืกใช้เครือ่งหมายบวกเทา่นั้น 
เพราะพบวา่ f(x) เปน็บวก เม่ือ x เปน็บวก 
และ f(x) เป็นลบ เม่ือ x ติดลบ   ..ดังนัน้ ก. ผดิ 
 
ข้อ ข. พิจารณาความชนั โดยหาอนพุันธ ์

22
2 2 2 2

x 1(1 x )(1) (x)( 2x)f(x) (1 x ) (1 x )
    

 
 

พบว่าความชันนีมี้ค่าเปน็บวกเสมอ   ..ดงันัน้ ข. ถูก 

 
 
11. ทดลองแจกแจงซกิม่า แล้วใช้สูตรหาผลบวก 

ข้อ 1.  2 11 r r 1 r   


  

ข้อ 2.  2 11 r r 1 r   


  

ข้อ 3.  2 3
1 1 1 (1 / r) 1
r 1 (1 / r) r 1r r    

 
  

ข้อ 4.  2 3
1 1 1 (1 / r) 1
r 1 (1 / r) r 1r r    

 
  

 

พบว่ามีข้อที่นา่จะถูกอยู่ 2 ขอ้ คอืข้อ 2. กับ 4. 
..แต่ทีจ่ริงแล้วขอ้ 1. กับ 2. นั้นผิด เพราะเป็น
อนุกรมอนันต์ที่มีอัตราส่วนร่วมมากกว่า 1 จะไม่

สามารถหาผลบวกถึงอนนัต์ได้  (sin 0.กว่า)8 
  

ตอบ ข้อ 4. 

 
 
12. ถ้า f (x)  มี 1 i  เปน็รากหนึ่งแล้ว 
แสดงว่าต้องมี 1 i  เป็นรากดว้ย ดังนัน้จะได ้

2f (x) k(x 1 i)(x 1 i) k(x 2x 2)          
 

แต่โจทย์ให้ 2f (x) 3x 2ax b     
เทียบสัมประสทิธิ์ได้ k 3, a 3, b 6     
 

..จากทฤษฎีบทเศษเหลือ จะได ้
3 2f(3) 10 (3) 3(3) 6(3) c c 8         

ตอบ f(1) 1 3 6 8 4       

 
 

13. ข้อ 1. (g f)(x) 1   ต่อเนื่อง 

ข้อ 2. 1(g f)(x) (f f)(x) x     ต่อเนือ่ง 

ข้อ 3. 2(g f)(x) x   ตอ่เนื่อง 

ข้อ 4. 
3
3

(x 1) ; x 0(g f)(x) (x 1) ; x 0
    


>  

ไม่ต่อเนื่องที่ x 0     ดังนั้น ตอบ ขอ้ 4. 

 
 
14. ให้ x5 A  
จะได้อสมการเป็น 2A 11 12A 9 <  
..แยกช่วงยอ่ยคดิได้ดังนี ้
 

เม่ือ A 3/4>  จะไดอ้สมการกลายเป็น 
2 2A 11 12A 9 A 12A 20 0     < <  

แยกตัวประกอบ เขียนเสน้จาํนวนได้ 2 A 10< <  
..นั่นคอื x

5 52 5 10 log 2 x log 10< < < <  
 

เม่ือ A 3/4  จะไดอ้สมการกลายเป็น 
2 2A 11 12A 9 A 12A 2 0      < <  

แยกตัวประกอบเป็นจาํนวนจริงไม่ได้ แสดงว่า 
มีค่าเปน็บวกเสมอ (กรณีนีจ้ึงไม่มีคําตอบเลย) 
 

ตอบ 5 5 5a b log 10 log 2 log 20     

 
 

15. นํา 2cos ( )4  
  คณูทั้งเศษและสว่น 

2 2

2 2

sin ( ) cos ( ) 34 4
5sin ( ) cos ( )4 4

    
 

    

 

 
 

ตัวเศษคล้ายสตูร cos มุม 2 เทา่ และตวัสว่นเป็น 1 

สมการจึงกลายเป็น 3cos 22 5
     
 
  

3sin(2 ) 5       ..แสดงวา่ 4cos(2 ) 5   

                  (เปน็บวกเพราะ 1 42 Q ,Q  ) 

2 24 92 cos 1 cos5 10         ตอบ 
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16. “f มีคา่ต่าํสดุสัมพัทธ์เปน็ 3 เม่ือ x 2 ” 
แสดงว่า f(2) 3, f(2) 0   
 

“เส้นตรง 3x y 7 0    สัมผัส f ที่จดุ (1, 4) ” 
แสดงว่า เสน้ตรงf(1) 4, f(1) m 3       
 

โจทย์ถามค่า 2
1 g (x)dx g(2) g(1)     

จาก 2g(x) x f(x) 2x f(x)    
..จะได้ 2g(2) 2 (0) 2(2)(3) 12     
และ 2g(1) 1 ( 3) 2(1)(4) 5      
ตอบ 12 5 7   

 
 
17. ความน่าจะเป็นทีจ่ะไดค้ะแนนอยู่ใน 2 ช้ันแรก 
เท่ากับ 0.30 

แสดงว่า อตัราสว่น 4 a 0.30 a 840


    
 

มัธยฐานคือขอ้มูลในตาํแหน่งที่ 20 
ซึ่งอยู่ในอนัตรภาคช้ัน 70 ถึง 74 

20 12Med 69.5 5 73.510
     

 
 ตอบ 

 
 
18. จากที่กําหนด 2(x 4) 30    
แจกแจงได้เปน็ 2x 8 x 16 5 30       
..แทนค่า x NX 5(6) 30     ลงไป 
จะได้ 2x 190   

ตอบ 2190s 6 25    

 
 
19. ในข้อนีส้ามารถตรวจสอบตัวเลือกได ้
โดยอาศัยสมบัตทิี่วา่ ถ้า y mx c   แล้ว 
จะได้ Y mX c   ด้วย 
 

..จากโจทย ์ (1 2 3 2 1 3)X 26
    

   

และ (4 7 10 8 3 10)Y 76
    

   

จะพบวา่สอดคลอ้งกับขอ้ 1. (Y 3.25X 0.5)   
ตอบ ข้อ 1. 
 
หมายเหต ุจะคํานวณจากวิธีปกติก็ได้ คือใช้ระบบ 
สมการ y m x cN    , 2xy m x c x      
..จะได้ 42 12m 6c   และ 97 28m 12c   
ซึ่งแก้ระบบสมการได้ m 3.25 , c 0.5  

 

20. นํา 11A  กับ 32A  มาประกอบกัน 

ได้เป็น 
1 1

A 3 1 2
5 8
  

   
  

 

จากน้ันใช้ความรู้ที่ว่า det หาโดยนําสมาชิก A 
แนวใดแนวหน่ึงคูณกับสมาชิก C(A) แนวเดียวกัน 

..ซึ่ง t
2 28 17
5 10 5C(A) (adj A)
1 1 1
 

   
    

 

เม่ือนาํสมาชิกแถวที่สองมาคูณกนั จะได ้
det(A) 3( 5) ( 1)(10) ( 2)( 5) 15          ตอบ 
 

หมายเหต ุ จะใช้สมบัติที่ว่า A adj A det(A) I    
ก็ได้.. โดยนํา Aแถว2 และ adjหลัก2 มาคูณกัน 

 
 
21. วิธีสรา้งเมทริกซท์ั้งหมด 
เท่ากับ 2 2 2 2 16     แบบ 
 

..โจทย์ตอ้งการวธิีที ่ det(A) 0  หรือ 1 
จะใช้วิธนีับเอาตามปกติก็ได้ แต่ในที่นี้ถ้าลองสงัเกต
ว่า det(A) สามารถเป็นได้เพียง 0, 1, –1 เทา่นัน้ 
ก็จะคาํนวณได้โดยวิธลีบออก.. 
 

นั่นคอื วิธทีั้งหมด ลบด้วยวธิทีี่ det เป็น –1 ..ได้แก่ 
(0 0 1 1), (0 1 1 1), (1 0 1 1)          รวม 3 กรณ ี

ตอบ ความน่าจะเป็นเท่ากับ 3 131 16 16   

 
 
22. คดิจาก “ความนา่จะเป็นรวม” (คือ 1) 
ลบด้วย “ความนา่จะเปน็ที่หลักสบิน้อยกว่า 7 และ 
หลักหน่วยมากกว่า 2” 

7 71 0.5110 10


  


  ตอบ 
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1 หน่วย 
1V  

2V  3V  99V  
2 1V V  

3 2V V  

A 

B 

O  2   4   6   8              18  20 

10 
 9 
  
 4 
 3 
 2 
  1 

O  2   4   6   8              18  20 

10 
 9 
  
 4 
 3 
 2 
  1 

O  2   4   6   8              18  20 

10 
 9 
  
 4 
 3 
 2 
  1 

23. จาก 

x , 0 x 1 n 01 , 1 x 2
x 1 , 2 x 3 n 12 , 3 x 4f(x)
.....
x 9 , 18 x 19 n 910 , 19 x 20

   
     


    

< <

< <

< <

< <

< <

< <

 

จะเขียนกราฟไดด้ังนี ้
 
 
 
 
 
 
 
โจทย์ถามค่า 20

0 f(x)dx  ก็คือพื้นที่ใต้กราฟนั่นเอง 
 

สามารถหาขนาดพื้นที่นี้ได้หลายวธิี เชน่.. 
 
 
 
 
 
 
 

คิดจาก 0 ถึง 2 ได้ 1 1 3 1.52     ตร.หน่วย 

จาก 2 ถึง 4 ได ้ 1.5 2 3.5   ..ฯลฯ 
..หาพื้นทีท่ีละส่วนไปจนถึง 20 แล้วนาํมารวมกนั 
ได้ 1.5 3.5 5.5 19.5 105       ตอบ 
(ควรใช้สูตรอนุกรมเลขคณิตช่วยในการคํานวณ) 
 
หรือ ลากเส้นตรงจากจดุกําเนดิไปยังจดุ (20,10) 
 
 
 
 
 
 
 

พื้นที่จะถูกตัดเปน็สามเหลี่ยมใหญ่ดา้นล่าง 

มีขนาด 1 20 10 1002     ตร.หนว่ย 

และมีสามเหลี่ยมเล็ก ๆ  ที่อยูด่้านบน อีก 10 อัน 

แต่ละอันมีขนาด 1 1 1 0.52     ตร.หน่วย 

..ดังนัน้พืน้ที่รวม 100 10(0.5) 105   ตอบ 

 

24. แก้ระบบสมการ 22z i  และ 14z i  
โดยนําสมการมาหารกัน ได้เปน็ 8z 1  
(ที่หารกันได้เพราะทราบวา่ z 0  แนน่อน) 
 

นํา 8z 1  หารออกจาก 14z i  จะได้ 6z i  
และนาํ 6z i  หารออกจาก 8z 1  อีกครั้ง 

จะได้ 2 1z i 1 270i       
 

z 1 135     หรอื 1 315   
ตอบ  2 คําตอบ 
 

หมายเหต ุ การหารซ้ํา ๆ  เพื่อลดทอนกําลังลง 
(นํากําลังมาลบกันเรื่อย ๆ ) ก็เหมือนวิธีหา ห.ร.ม. 
ของ 14 กับ 22 น่ันเอง ..จึงได้กําลังสุดท้ายเป็น 2 
แสดงว่าต้องมี 2 คําตอบ 

 
 
25. ลองแทนคา่ n = 1,2,3,… ลงไป 
จะพบวา่ nv 1  เสมอ แตท่ิศทางเปลี่ยนไป ดงัรูป 
(อยู่ใน Q1 และหมุนขึ้น ๆ  จนเขา้ใกล้แกน Y มาก ๆ ) 
 
 
 
 
 
 
 
โจทย์ถามผลรวมของขนาด 

2 1 3 2 4 3 100 99v v v v v v v v         
จะเป็นเสน้ตรงไต่ไปตามโค้ง และมีค่าอยู่ระหว่าง
ความยาวเสน้ตรง AB  กับเส้นโคง้ AB  แน่นอน.. 

ซึ่ง 2 2AB 1 1 1.414, AB 1.572    
  

 ตอบ ผลบวกอยู่ในช่วงข้อ 3. 
 

หมายเหต ุในข้อน้ีโจทย์ลืมนิยาม 100v  

 
 



ข้อสอบเข้ามหาวิทยาลัย มี.ค.48 ($) 
 
ตอนที่ 1   ข้อ 1 – 10 เป็นข้อสอบแบบอัตนัย 
ข้อ 1 – 5 ข้อละ 2 คะแนน  ขอ้ 6 – 10 ข้อละ 3 คะแนน 
 
1. ผลบวกของคําตอบของสมการ  x x x12 2(3 ) 9(4 ) 18 0      มีค่าเท่ากับเท่าใด 
 
2. พจน์ที่เป็นค่าคงตัวที่เกิดจากการกระจาย  8(tan x 2 cot x)  มีค่าเท่ากับเท่าใด 
 
3. ในคณะกรรมการนักเรียนจํานวน 10 คน จะมีวิธีเลือกประธาน รองประธาน และเลขานุการ 
ได้กี่วิธี ถ้ากรรมการคนหนึ่งไม่สมัครที่จะเป็นประธาน 
 
4. นายแดงนําเงินไปฝากธนาคารออมสิน โดยฝากเดือนแรก 100 บาท เดือนต่อไปฝากเพ่ิมขึ้น 
เดือนละ 5 บาท ทุกเดือน  เม่ือครบ 2 ปี นายแดงนําเงินไปฝากทั้งหมดเท่าใด 
 
5. กําหนดให้ u , v , w  เป็นเวกเตอร์ที่สอดคล้องกับสมการ u 5v 2w 0    
โดยที่ u 3 i 4 j    และ u  ตั้งฉากกับ v  
ถ้า   เป็นมุมระหว่าง u  และ w  แล้ว ค่าของ |w| cos   เท่ากับเท่าใด 
 
6. ข้อมูลชุดหนึ่งประกอบด้วย 1 2 13x , x , ..., x   โดยที่ nx 5 n   เม่ือ n 1, 2, ..., 13  

จํานวนจริง a ที่ทําให้ 
13

n
n 1

x a


  มีค่าน้อยที่สุด เท่ากับเท่าใด 

 

7. กําหนดให้เส้นตรง x y  ตัดวงรี  
2 2(x 1) (y 1) 19 4

 
   ที่จุด A และ B 

ถ้า 1F  และ 2F  เป็นจุดโฟกัสของวงรีนี้ แล้ว 1 2 1 2AF AF BF BF    มีค่าเท่ากับเท่าใด 
 
8. กําหนดให้พาราโบลารูปหนึ่งมีสมการเป็น 2y 4y 16x 12 0     
ถ้า L เป็นเส้นตรงที่ผ่านโฟกัสของพาราโบลารูปนี้ และตั้งฉากกับเส้นตรง 3x 2y 5 0    
แล้ว ระยะตัดแกน Y ของเส้นตรง L มีค่าเท่ากับเท่าใด 
 
9. ถ้า 1z 4 (cos 145 i sin 145 )      และ 2z 3 (cos 115 i sin 115 )     
แล้ว ค่าของ 2

1 2z z  เท่ากับเท่าใด 
 
10. ถ้า n เป็นจํานวนเต็มบวกที่มีสมบัติดังนี้ 

100 n 1000< <  45 และ 75 หาร n ลงตัว 
7 หาร n เหลือเศษ 3 

แล้ว n มีค่าเท่ากับเท่าใด 
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ตอนที่ 2   ข้อ 1 – 25 เป็นข้อสอบแบบปรนัย ข้อละ 3 คะแนน 
 
1. สําหรับเซต A และ B ใด ๆ    ข้อใดต่อไปนี้ ผิด 
 1. ถ้า A B    แล้ว A B'  และ B A'  
 2. A (A B) A B     
 3. (A B) A B    
 4. ถ้า (A B) A   แล้ว A B  
 
2. ข้อใดต่อไปนี้ ผิด 
 1. เส้นตรง y 3x 2   ขนานกับเส้นตรง 3x y 4 0    
 2. เส้นตรง y 5x 8 0    ตั้งฉากกับเส้นตรง 5y x 3   
 3. ระยะห่างระหว่างจุด (0, 0) กับเส้นตรง 3x 4y 10 0    เท่ากับ 2 
 4. ระยะห่างระหว่างเส้นตรง x 2y 5 0    กับเส้นตรง x 2y 5 0    เท่ากับ 2 
 
3. เซตในข้อใดต่อไปนี้เป็นเซตคําตอบของสมการ 3 29x 12x x 2 0     

 1. 1 3{ 2, , }3 2     2. 2 1{ 1, , }3 2


  

 3. 1 2{ 1, , }3 3     4. 2 1{ 1, , }3 3


  

 
4. พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 

     ก. ถ้า f และ g เป็นฟังก์ชันซ่ึง 
h 0 h 0

f (x h) f (x) f (x h) f (x)lim lim g(x)h h  

   
   

        แล้ว g(x) f(x)  
     ข. ถ้า f เป็นฟังก์ชันซ่ึง f (x) 0  สําหรับทุก ๆ  จํานวนจริง x  และ f(a) 0   แล้ว 

        ความชันของเส้นสัมผัสกราฟของฟังก์ชัน 1y f (x)  ที่จุด a  คือ 1
f(a)

 

ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
5. ค่าของ 2 2

2 4 x dx


  อยู่ในช่วงใดต่อไปน้ี 

 1. (3.1, 3.2)       2. (3.2, 3.3) 3. (6.1, 6.2)      4. (6.2,6.3) 
 
6. ให้ p, q, r, s เป็นประพจน์ 
ถ้า [(p ~ q) r] (q s)     มีค่าความจริงเป็นจริง และ (p s) r   มีค่าความจริงเป็นเท็จ 
แล้ว ประพจน์ในข้อใดต่อไปนี้มีค่าความจริงเป็น เท็จ 
 1. p q       2. q r   3. r s       4. s p  
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7. พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. ถ้าเอกภพสัมพัทธ์คือ เซตของจํานวนเต็มแล้ว 
        ข้อความ m n [5m 7n 1]     มีค่าความจริงเป็นจริง 
     ข. นิเสธของข้อความ 2x y [ (x 2x y 2) (y sin x) ]    > >  
        คือ 2x y [ (x 2x y 2) (y sin x) ]        
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 

8. ถ้า 
2 2

2 2
sin 3A cos 3A 2sin A cos A    แล้ว cos 2A  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1
4        2. 1

2   3. 1
2        4. 1

3  

 
9. ถ้า tan (arccos x) 3    แล้ว ค่าของ x sin (2 arccos x) เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 3
4        2. 1

2   3. 1
2        4. 3

4  

 
10. พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. เซตคําตอบของ 4 3 2x 2x x 4x 6 0       คือ { 2, 2, 1 2 i, 2 i }     

     ข. 
6 61 3 i 1 3 i 22 2

    
   

   
<  

ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
11. ให้ S เป็นเซตคําตอบของอสมการ  2log (log x) log (9 log x ) 1  >  
ถ้า a และ b เป็นสมาชิกของ S ที่มีค่ามากที่สุดและค่าน้อยที่สุด ตามลําดับ 
แล้ว ab มีค่าเท่ากับข้อใด 
 1. 7/210     2. 9/210   3. 11/210       4. 13/210  
 

12. กําหนดให้ 
1 1 0

B 0 1 2
3 0 1

 
 
 
 

, 
1

C 0
2

 
 
 
 

, 
x

X y
z

 
 
 
 

  และ I เป็นเมทริกซ์เอกลักษณ์ 

ถ้า A เป็นเมทริกซ์มิติ 3 3  ซ่ึงสอดคล้องกับสมการ 2AB I  และ AX C  
แล้ว ค่าของ x y z   เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 20       2. 24  3. 26       4. 30 
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13. กําหนดให้ 
4 12 9

A 7 10 5
1 0 0

 
  
 
 

 

และ B, C, D เป็นเมทริกซ์มิติ 3 3  ซ่ึง A ~ B ~ C ~ D  

โดยที่ B ได้จาก A โดยการดําเนินการ  1 2
4R R3  

 C ได้จาก B โดยการดําเนินการ  15R  
 D ได้จาก C โดยการดําเนินการ  23R  
แล้ว det (D) เท่ากับขอ้ใดต่อไปนี้ 
 1. 3750       2. 150   3. 150       4. 3750 
 
14. ถ้า na  เป็นค่าเฉล่ียเลขคณิตของข้อมูล 
         มี n พจน์ 
       1, 2, 2, 3, 3, 3, ..., n, n, n, ..., n


 

แล้ว n
n

alim n
 เท่ากับขอ้ใดต่อไปนี้ 

 1. 0       2. 1
2   3. 1

3        4. 23  

 

15. กําหนดให้ 1f (x) det
1 1
1

1 x 
 
  
  เม่ือ x 1  

ข้อใดต่อไปนี้ถูก 

 1. f เป็นฟังก์ชัน 1 1  และ 1
11f (x) det

1 1
1

1 x
 

 
  
  เม่ือ x 0 , x 1  

 2. f เป็นฟังก์ชัน 1 1  และ 1
1 1

f (x) det 11
1 x


 
 
  

 เม่ือ x 1   

 3. f ไม่เป็นฟังก์ชัน 1 1  เนื่องจากมีค่า x  ที่ทําให ้ 1det 0
1 1
1

1 x 
  
  
  

 4. f ไม่เป็นฟังก์ชัน 1 1  และ 
21(f f)(x) det

1 1
1

1 x 
 
  
  เม่ือ x 1  

 

16. กําหนดให้ 
1 , x 0f (x) 0 , x 0


  

<
 

พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
     ก. 

x 0
lim (f f)(x) 0


       ข. 

x 0
lim (f f)(x) 1


  

ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
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17. ถ้าความชันของเส้นสัมผัสเส้นโค้ง y f (x)  ที่จุด (x, y)  ใด ๆ  เป็น 2x 4  
และ f มีค่าต่ําสุดสัมพัทธ์เท่ากับ 10 หน่วย 
แล้ว พ้ืนที่ปิดล้อมด้วยกราฟของ y f (x)  กับแกน X จาก x 0  ถึง x 3  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 33       2. 36  3. 39       4. 42 
 
18. ให้ A {1, 2, 3, 4}  และ B {1, 2, 3, 4, 5}  
ถ้า f เป็นฟังก์ชันจาก A ไป B โดยที่ f (1) 2  หรือ f (2) m   เม่ือ m เป็นจํานวนคี่ 
แล้ว จํานวนของฟังก์ชัน f ที่มีสมบัติดังกล่าว เท่ากับข้อใด 
 1. 75       2. 150  3. 425       4. 500 
 
19. กล่องใบหนึ่งมีลูกบอลสีดํา 4 ลูก และสีแดง 6 ลูก ถ้าสุ่มหยิบลูกบอลจากกล่องใบนี้มา 3 ลูก 
ความน่าจะเป็นที่จะได้ลูกบอลสีละอย่างน้อยหนึง่ลูก เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 0.78       2. 0.80  3. 0.82       4. 0.84 
 
20. ในการสุ่มหยิบเลข 3 หลัก ที่มากกว่าหรือเท่ากับ 100 มาหน่ึงจํานวน 
ความน่าจะเป็นที่เลขจํานวนนั้นมีเลข 8 อย่างน้อย 1 หลัก และไม่มีเลข 9 ในหลักใด ๆ  
จะเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1
8        2. 1

9   3. 28        4. 29  

 
21. กําหนดสมการจุดประสงค์ z a x b y    โดยที่ a 0 , b 0  
และมีอสมการข้อจํากัดคือ  x 2y 0 < ,  x y 3 > ,  2x y 4 > ,  x 0> ,  y 0>  
เม่ือ z 0  จะได้เส้นตรง a x b y 0   มีความชันเท่ากับ 3/2  
ถ้า z มีค่าน้อยที่สุดที่จุด 0 0(x , y ) แล้ว ค่าของ 0 0x y  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 4        2. 1   3. 1       4. 3 
 
22. กําหนดพื้นที่ใต้เส้นโค้งปกติระหว่าง z 0  ถึง z 1  เท่ากับ 0.3413 
ถ้าคะแนนสอบวิชาคณิตศาสตร์ของนักเรียนกลุ่มหนึ่งซ่ึงมีจํานวน 20,000 คน มีการแจกแจงปกติ 
แล้ว จํานวนนักเรียนที่สอบได้คะแนนซ่ึงต่างจากคะแนนเฉล่ียมากกว่าส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐาน เท่ากับ
ข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 3,413       2. 6,348  3. 6,826      4. 13,652 
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ความถ่ีสัมพัทธ์ 

คะแนน O  29.5 39.5 49.5 59.5 69.5 79.5 89.5 99.5 

0.375 
0.350 
 
 
 

 

0.075 
0.050 
0.025 

23. กําหนดฮิสโทแกรมของคะแนน 
สอบวิชาคณิตศาสตร์ของนักเรียน 
80 คน ดังนี้ 
 
 
 
 
 
 
 
 
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 

1. นักเรียนที่สอบได้คะแนนระหว่าง 50 – 79 มีจํานวนมากกว่านักเรียนที่สอบได้ 
   คะแนน 90 คะแนนข้ึนไป เท่ากับ 50 คน 
2. นักเรียนที่สอบได้คะแนน 90 คะแนนขึ้นไป มีร้อยละ 10 ของนักเรียนทั้งหมด 
3. ควอร์ไทล์ที่หนึ่งของคะแนนสอบมีค่าอยู่ระหว่าง 60 – 69 คะแนน 
4. ควอร์ไทล์ที่สามของคะแนนสอบมีค่าอยู่ระหว่าง 80 – 89 คะแนน 

 
24. กําหนดให้วงกลม 2 2x y 2ax 2by c 0      ตัดแกน Y ที่จุด 2 จุด แต่ไม่ตัดแกน X 
ข้อความในข้อใดต่อไปนี้เป็นจริง 
 1. 2a c  และ  2b c    2. 2a c  และ  2b c  
 3. 2a c  และ  2b c    4. 2a c  และ  2b c  
 
25. ถ้า S เป็นเซตของจํานวนเต็ม m ที่มีสมบัติดังนี้ 
      50 m 100< <        และ  7 หาร 3m  เหลือเศษ 6  
แล้วจํานวนสมาชิกของ S เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 7       2. 14  3. 18       4. 21 
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เฉลยคําตอบ 
 

อัตนัย 1. 2.5 2. 1120 3. 648 4. 3780 5. 2.5 
 6. 3 7. 12 8. 4 9. 7 10. 675 
ปรนัย 1. 3  2. 4 3. 4 4. 2 5. 4 6. 1 7. 1 
 8. 1 9. 4 10. 3 11. 2 12. 1 13. 3 14. 4 
 15. 2 16. 1 17. 1 18. 3 19. 2 20. 4 21. 2 
 22. 2 23. 3 24. 3 25. 4 

 
เฉลยวิธีคิด 

 
ตอนท่ี 1 
1. ให้ x x3 A, 4 B   
จะได้สมการเป็น AB 2A 9B 18 0     

A(B 2) 9(B 2) 0      
(A 9)(B 2) 0     

x3 9   หรอื x4 2  

x 2   หรอื 1
2       ตอบ ผลบวกเท่ากับ 2.5 

 
 

2. พจนท์ั่วไปคอื   8 r r r8 (tan x) ( 2)(cot x)r    

“พจน์ที่เป็นค่าคงตัว” หมายถึงไม่ติดตัวแปร x 
แสดงว่า tan x กับ cot x คูณกนัแล้วหมดไปพอดี 

8 r r r 4      
 

ตอบ ค่าของพจนน์ั้น 4 4 48 (tan x) ( 2) (cot x)4   
 

 

                   48 ( 2) 11204    
 

 

 
 
3. เลอืกประธาน ได้ 9 วธิี (มีคนหนึ่งไม่สมัคร) 
เลือกรองประธาน ได ้9 วิธ ี(จากคนที่เหลอืทั้งหมด) 
เลือกเลขาฯ ได ้8 วิธี (จากคนที่เหลอืทัง้หมด) 
ตอบ  9 9 8 648    วิธี

 
 
 
 
 
 

4. โจทย์ข้อนี้ใหห้าค่าของอนุกรมเลขคณติ 
100 105 110     พจนท์ี่ 24 

1 24
24 (a a )2   

24 (100 (100 23 5)) 3,7802       ตอบ 

 
 
5. จาก u 5v 2w 0 u 5v 2w       
นํา u  ดอทท้ังสองข้าง ได้เปน็  
u u 5u v 2u w 2 u w cos        
 

..ซึ่ง 2 2 2u u u 3 4 25      
และ u v 0   เนือ่งจากตัง้ฉากกัน 
ดังนัน้ จะไดส้มการเปน็ 25 0 2(5) w cos    
ตอบ w cos 2.5   

 
 
6. ข้อมูล 1 2 3 13x , x , x , , x  ที่ใหม้า 
ได้แก่ 4, 3, 2, 1, 0, 1, 2, ..., 8  ตามลาํดบั 
 

ค่าของ nx a   น้อยที่สดุ เกดิเม่ือ a Med  

..เรียงขอ้มูลได้เปน็ 0, 1, 1,2,2, 3, 3 , 4, 4,5,6, 7,8  
ดังนัน้ ตอบ a Med 3   
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A            B 

A        B 

7. 
 
 
 
 
จากนิยามวงร ี 1 2AF AF 2a   เสมอ 
และ 1 2BF BF 2a   เสมอ 
ดังนัน้   ตอบ 2(3) 2(3) 12   

 
 
8. จัดรูป;   

2y 4y 4 16x 12 4      
2(y 2) 4(4)(x 1)     

เป็นพาราโบลาเปิดขวา จุดยอดอยู่ที่ ( 1,2)  และ 
c 4   ดงันัน้ จดุโฟกสัอยูท่ี่ (3,2) 
..เนื่องจากเส้นตรงในโจทย์มีความชัน 3/2  
แสดงว่า เสน้ตรง L ที่ตอ้งการ มีความชนั 2/3  

และได้สมการเป็น 2y 2 (x 3)3     

หรือจัดรูปไดว้่า 2y x 43    

 ระยะตดัแกน Y เทา่กับ 4   ตอบ 

 
 
9. ในขอ้นีค้วรคดิแบบเวกเตอร์ 

2 2 2
1 2 1 1 2 2z z z 2 z z cos z      

เม่ือ    มุมระหว่าง 1 2z , z  
22 2

1 2z z 4 2(4)( 3)cos 30 3       
16 12 3 7       ตอบ 

 

หมายเหต ุวิธีคิดแบบพิสูจน์โดยตรง (ไม่ใช้
เวกเตอร์) ให้ดูในเฉลยข้อสอบ ต.ค.45 ข้อ 17 ข. 

 
 
10. เนื่องจาก 45 และ 75 หาร n ลงตัว 
และหา ค.ร.น. ของ 45, 75 ได้เป็น 225 
แสดงว่า n อาจเป็น 225, 225 2, 225 3,   
หรือ 225 4  ก็ได ้
(คือมีค่าเป็น 225, 450, 675, หรือ 900) 
แต่มีเงื่อนไข 7 หาร n แล้วต้องเหลอืเศษ 3 
จึงพบวา่ n ต้องเป็น 675 เท่านั้น   ตอบ 

 
 
 
 

ตอนท่ี 2 
1. ข้อ 1, 2, 4 ถูกต้องแล้ว  
(สามารถตรวจสอบได้จากแผนภาพของ 2 เซต) 
 

ส่วนข้อ 3. ผิด เพราะ 
“(A B) A B   ” ก็เม่ือ 
“A กับ B ไม่ซ้อนทับกนั” 
เท่านั้น (คือ A B   ) 
 

แต่ถ้า A กับ B มีส่วน 
ที่ซอ้นทับกัน จะได้ว่า 
(A B) A B A     
(ดูจากแผนภาพด้านขวานี)้ 
ตอบ  ขอ้ 3. 
 

 
 
2. ข้อ 1. 1m 3 , 2m 3  ..ขนานกันจริง ๆ  
ข้อ 2. 1m 5  , 2m 1 / 5  ..ตั้งฉากกันจริง ๆ  

ข้อ 3. 2 2
3(0) 4(0) 10 10d 253 4

 
  


 ถูกตอ้ง 

ข้อ 4. ผิด  ต้องได้ 2 2
5 ( 5) 10d 2 551 2
 

  


 

 
 

3.  หารสังเคราะห์  
1 9 12 1 2

9 3 2
9 3 2

 
 


 

จากโจทย์แยกได ้ 2(x 1)(9x 3x 2) 0     

คําตอบที่เหลือ คอื 3 9 72x 18
  

  

3 9 2 1,18 3 3
 

    

(หมายเหตุ ในขอ้น้ีไม่จําเป็นต้องใช้สูตรน้ีก็แยกได้) 

 ตอบ 2 1{ 1, , }3 3   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

F1          F2 
B 

A 
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O 

2 

–2             2  

4. ข้อ ก. ถูก  ..ตามนิยามดังนี ้
(1) ลิมิต h 0  จะมีได้ก็เม่ือ 
ลิมิต h 0  กับ h 0  ตอ้งเท่ากัน 

(2) 
h 0

f(x h) f(x)lim f(x)h

    

 

ข้อ ข. ผดิ 

..จาก 1y f(x)  จะได้ 2
dy 1 f(x)dx f(x)     

ดังนัน้ความชนัทีจุ่ด a (ที่ถูกต้อง) คอื 2
f(a)
f(a)


  

ตอบ ข้อ 2. 

 
 
5. 2y 4 x   
มีกราฟเปน็รูปครึง่วงกลม 
รัศมี 2 หน่วย ดงัรูป 
 
 

2 2
2 4 x dx


    พืน้ทีค่รึ่งวงกลม 

                  21 (2) 2 6.282     

ตอบ ข้อ 4. 

 
 
6. จาก (p s) r   เป็นเทจ็ 
แสดงว่า p, s เป็นจรงิ, r เป็นเทจ็ 
และจาก (p ~ q) r   เปน็จริง แสดงว่า q เป็นเทจ็ 
 ตอบ ขอ้ 1. p q F   

 
 
7. ข้อ ก. ถูก อาศัยสมบัตทิี่วา่ 
เราสามารถเขียน ห.ร.ม. ของ 5 กับ 7 (คอื 1) 
ในรูปผลรวมเชิงเส้นของ 5 กับ 7 ได้หนึ่งแบบเสมอ 
(ซึ่งในขอ้นี้ถ้าลองคํานวณ จะได้ m 10 , n 7  ) 
ข้อ ข. ถูก 
เพราะ ~ x y [P Q] x y [~P ~Q]        

 
 
 
 
 
 
 
 

8. จาก 
2 2 2 2

2 2
sin 3A cos A cos 3A sin A 2sin A cos A


  

2
(s3A cA c3A sA)(s3A cA c3A sA)) 2

(sin A cos A)
 

   

2
(sin2A)(sin 4A) 2
(2 sin A cos A) 4

    (เติม 2 กับ 4 เอง) 

2
(sin2A)(2 sin2A cos2A) 2

4(sin2A)
   

ดังนัน้ cos 2A 1/4    ตอบ 

 
 
9. จาก tan(arccos x) 3   

แสดงว่า 2arccos x 3
  ..และจะได้ 1x 2   

1 4x sin(2 arccos x) sin2 3  
  

                  1 3 3( )( )2 2 4       ตอบ 

 
 
10. ข้อ ก. ผิด ถ้าสัมประสทิธิ์เปน็จาํนวนจริงทุกตวั 
คําตอบที่เป็นจํานวนเชิงซ้อนจะต้องเป็นสังยคุกัน 
 

ข้อ ข. ถูก จากสมบัติ     <  เสมอ 

จะได้ 
6 6

6 61 3 i 1 3 i 1 1 22 2
    

        
   

<  

 
 
11. จากอสมการ 2log(log x (9 log x )) 1  >  

2log x (9 log x ) 10   >  
..ถ้าให้ log x A  จะได้อสมการกลายเป็น 

2A(9 2A) 10 2A 9A 10 0   > <  
(2A 5)(A 2) 0 2 A 5/2   < < <  

5/222 log x 5/2 10 x 10 < < < <  
 

..พิจารณาเงื่อนไขของ log ในโจทย์ ซึ่งได้แก ่
(1) log x 0 x 1    

และ (2) 2 29 log x 0 log x 9     

                          9/2 9/210 x 10  
พบว่าช่วงคาํตอบที่คาํนวณไว ้ใช้ได้ทั้งหมด.. 
ตอบ 5/2 9/22ab 10 10 10   
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12. เนือ่งจาก 2AB I  ก็คือ 12B A  
..ดังนัน้ จาก AX C  จะได้ 1X A C 2BC   

1 1 0 1 2
X 2 0 1 2 0 8

3 0 1 2 10
     

       
          

 

ตอบ x y z 2 8 10 20       

 
 
13. จาก A 90 60 30      

การดําเนินการแต่ละลกัษณะ ส่งผลตอ่คา่ det ดังนี ้
“A B ” det ไม่เปลี่ยน 
“B C ” det คูณ 5 กลายเป็น 150  
“C D ” สลับแถวกนั det กลับเครื่องหมาย   
..กลายเป็น 150   ตอบ 

 
 
14.  1, 2, 2, 3, 3, 3, , n, n, n, , n   
     1 พจน์  2 พจน์   3 พจน์            n พจน์ 

na   ค่าเฉลีย่เลขคณติ ผลรวมข้อมูล      จํานวนข้อมูล  

 (1) (2 2) (3 3 3) (n n n n)
1 2 3 n

          


   
 


 

 
21 4 9 ... n

1 2 3 ... n
   


   

 

 

n(n 1)(2n 1)
2n 16

n(n 1) 3
2

  
    

 
  

 

ดังนัน้ n
n n

a 22n 1lim limn 33n 

   
 

  ตอบ 

 
 

15. 1 1 (1 x) xf(x) 11 x 1 x 1 x
 

   
  

 

ตรวจสอบว่าเป็น f : 1 1  หรือไม่ 
โดยหาอนิเวอร์สดูว่าเป็นฟังกชั์นหรือเปลา่.. 
 

จาก xy 1 x


 ..สลับ x กับ y เป็น yx 1 y


 

จัดรูปได้ดงันี้ x xy y x y xy      
x y1 x 


 

พบว่าอินเวอร์สเป็นฟงัก์ชัน แสดงว่า f เป็น 1 1  

และจะได ้ 1 xf (x) 1 x
 


 ซึ่งตรงกับข้อ 2.  ตอบ 

 

หมายเหต ุ ข้อ 1. 
1

1 x 1 xf (x) 1 x x


     
 ผิด 

ข้อ 2. 1 1 xf (x) 1 1 x 1 x
   

 
 ถูก 

 
 

16. จาก 1 , x 0f(x) 0 , x 0
  

<  

ถ้า x 0<  จะได ้(f f)(x) f(1) 0   
ถ้า x 0  จะได ้(f f)(x) f(0) 1   

..นั่นคอื 0 , x 0(f f)(x) 1 , x 0
  


<  

ตอบ ก. ถูก และ ข. ถูก 

 
 
17. โจทย์กําหนด f (x) 2x 4    
จึงได ้ 2f(x) x 4x C    
“ค่าต่ําสุดสัมพทัธ์เป็น 10” 
ย่อมเกดิที ่2x 4 0 x 2     
แสดงว่า f(2) 10   ..จะได้ค่า C 14  

2f(x) x 4x 14     
 

ต่อมาหาพื้นที่ปิดล้อม  ..พจิารณาจุดตัดแกน X 
พบว่า 2f(x) x 4x 14 0     ไม่มีคําตอบ 
แสดงว่ากราฟเสน้นี้ไม่ตดัแกน X เลย 
จึงสามารถอนิทิเกรตรวดเดียวได ้(ไม่ต้องแบ่งช่วง) 

..พื้นที่ 
333 2

0
0

xf(x)dx 2x 14x3
 

    
 

  

       9 18 42 33      ตอบ 
 

หมายเหต ุ ถ้าอินทิเกรตแล้วได้ค่าติดลบ ก็แสดงว่า
กราฟอยู่ใต้แกน X ทั้งหมด ..ให้ตอบค่าน้ันเป็นพื้นที่
ได้เลยทันที โดยไม่ต้องใช้เครื่องหมายติดลบ 

 
 
18. คําวา่ “หรอื” ควรคิดจากทั้งหมดลบด้วยนิเสธ 
 

..นั่นคอื “จาํนวนฟังก์ชัน A ไป B ทุกแบบ” ลบออก
ด้วย “จํานวนฟังก์ชัน A ไป B ซึ่ง f(1) 2  และ 
f(2)  จํานวนคี”่ 
จะได้ (5 5 5 5) (4 2 5 5)         425 แบบ 
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O 

A 

B 
C 

m=0.5 
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O 

A 

B 

C 
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19. มีคําว่า “อยา่งนอ้ย” จึงควรคดิแบบลบออก 
 

..นั่นคอื ความนา่จะเป็นรวม (เท่ากับ 1) 
ลบด้วย ความนา่จะเป็นที่ไดส้ีเดยีวล้วน ๆ  
(ซึ่งเป็นไปได้สองกรณ ีคอืดาํล้วน กับขาวล้วน) 

ตอบ 
4 6
3 3 4 201 1 0.8010 120

3

             
 
 
 

 

 
 
20. มีคําว่า “อยา่งนอ้ย” จึงใช้วิธลีบออก 
โดยนํา “จํานวนทั้งหมดที่ไม่มี 9 ในหลักใด ๆ ” 
ลบด้วย “จํานวนที่ไม่มีทั้ง 8 และ 9 ในหลักใด ๆ ” 
 

      8 9 9 7 8 8 200  จํานวน 
  (1–8) (0–8) (0–8)  (1–7) (0–7) (0–7) 
 

ตอบ  ความนา่จะเป็นเท่ากับ 200 2
900 9  

 
 
21. กราฟของอสมการขอ้จาํกัด มีลักษณะดงัรูป 
(มีจุดยอดมุม 3 จุด 
ซึ่งยังไม่ตอ้งหาพกิัดก็ได)้ 
 
 
 
 
 

เนื่องจากไม่ทราบ a, b 
จึงตอ้งคดิจากความชัน 
..สมการจดุประสงค์ z มี 
ความชนั 3/2 1.5    
 

จุด B เป็นจดุจดุสุดท้าย 
ก่อนที่เส้นตรง z จะหลุด 
ออกนอกพืน้ทีแ่รเงา ..ดังนั้น 
จุด B ก็คือจุดทีท่ําให้เกดิ นอ้ยสดุz  นั่นเอง 
 

แก้ระบบสมการ x y 3   และ 2x y 4   
ได้จุดตัดเป็น B(1,2)        ตอบ 1 2 1    
 
หมายเหต ุหากไม่พิจารณาจากความชัน (ในรูป) ก็ 
อาจจะให้ z 3c x 2c y   (โดย c เป็นจํานวน
จริงบวก) แล้วเปรียบเทียบค่า z ของแต่ละจุด
ยอด ตามปกติก็ได้ 

 

22. คะแนนซึ่งตา่งจาก X  อยู่เทา่กบั s พอด ี
(นั่นคอืคะแนน X s ) จะเทียบเทา่กับค่า z 1   
แสดงว่า โจทย์ตอ้งการจาํนวนคนในบริเวณที่แรเงา 
ดังรูป 
 
 
 
 
 
เนื่องจากพืน้ที่ A 0.3413  
ดังนัน้ ส่วนที่แรเงา 1 0.6826 0.3174    
คิดเปน็จาํนวนคนเทา่กับ 0.3174 20,000  
                      6,348  คน   ตอบ 

 
 
23. เขียนเปน็ตารางไดด้ังนี ้
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ข้อ 1. ผิด  เพราะคะแนนระหวา่ง 50 79  
มีอยู่ (0.075 0.35 0.375) 80 64     คน 
และคะแนน 90 ขึ้นไป มีอยู่ 0.05 80 4   คน 
จึงมีจาํนวนมากกว่ากนัอยู ่60 คน 
 

ข้อ 2. ผิด  เพราะ 0.05 คือรอ้ยละ 5 
 

ข้อ 3. ถูก  เพราะความถ่ีสะสมที่ 0.250 
อยู่ภายในช่วง 60 69  
 

ข้อ 4. ผิด  เพราะความถ่ีสะสมที่ 0.750 
อยู่ภายในช่วง 70 79  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

คะแนน f สัมพัทธ์ CF สัมพัทธ์ 
30 – 39 
40 – 49 
50 – 59 
60 – 69 
70 – 79 
80 – 89 
90 – 99 

0.025 
0.050 
0.075 
0.350 
0.375 
0.075 
0.050 

0.025 
0.075 
0.150 
0.500 
0.875 
0.950 
1.000 

   –1      0     1         z 

A     A 
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24. หาจดุตดัแกน X (ให้ y 0 ) จะได้ 
2

2 2a 4a 4cx 2ax c 0 x 2
  

      

โจทย์บอกว่าไม่มีจุดตัดแกน X เลย 
แสดงว่าในรูท้มีคา่ตดิลบ 
..นั่นคอื 2 24a 4c a c    
 
ต่อมา หาจุดตัดแกน Y (ให้ x 0 ) จะได้ 

2
2 2b 4b 4cy 2by c 0 y 2

  
      

โจทย์บอกว่ามี 2 จุด 
แสดงว่าถอดรู้ทได้สองคา่ตามปกต ิ
..นั่นคอื 2 24b 4c b c    
ตอบ ข้อ 3. 
(หมายเหตุ ถ้าโจทย์บอกว่า “สัมผัส” คือตัด 1 จุด 
จะแปลว่าในรู้ทเป็น 0 พอดี คือ 24b 4c ) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

25. ให้ m 49 a   เม่ือ a 1,2, 3, ,51   
เราพบว่า 3 3 2 2 3(49 a) 49 3(49) a 3(49)a a      
สามพจน์แรกหารด้วย 7 ลงตัว (เพราะมี 49 คณู
อยู่) แสดงว่า เศษเกิดจากพจนส์ดุทา้ย 3(a ) เทา่นัน้ 
ดังนัน้ขอ้นี้เราสามารถนับจาํนวนคําตอบไดจ้ากการ
หาร 3 3 3 3 31 ,2 , 3 , 4 , ,51  (ลดทอนตวัเลขลง) 
 

ซึ่งเริ่มไลจ่าก 31 7  เหลอืเศษ 1 
32 7  เหลือเศษ 1       33 7  เหลอืเศษ 6 
34 7  เหลือเศษ 1       35 7  เหลอืเศษ 6 
36 7  เหลือเศษ 6 

และ 37 7  ลงตัว (เศษ 0) 
 

สําหรับ 3 3 38 ,9 , ,51  นัน้ สามารถลดทอนลงได้ 
ด้วยวธิีเดิมคือ 3 38 (7 1)   จึงได้เศษเหมือน 31  
... 3 39 (7 2)   จงึได้เศษเหมือน 32  ... ฯลฯ 
วนไปจนถึง 3 351 (49 2)   
 

จะพบวา่ได้เศษเป็น 6 อยู่ชุดละ 3 ตัว รวม 7 ชุด 
ตอบ  21 จํานวน 

 
 



ข้อสอบเข้ามหาวิทยาลัย 2549 (%) 
 
ตอนที่ 1  ข้อสอบปรนัยแบบ 4 ตัวเลือก  (ข้อละ 3 คะแนน) 
 
1. ให้ a เป็นจํานวนคู่บวก และ b เป็นจํานวนคี่บวก 
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. a และ b เป็นจํานวนเฉพาะสัมพัทธ์ 
 2. a b  เป็นจํานวนเฉพาะ 
 3. ห.ร.ม. ของ a และ b เท่ากับ ห.ร.ม. ของ a และ 2b 
 4. ค.ร.น. ของ a และ b เท่ากับ ค.ร.น. ของ a และ 2b 
 
2. ถ้า x และ y เป็นจํานวนจริงบวกที่ต่างกัน ซ่ึงสอดคล้องกับสมการ y xx y  
แล้ว ข้อใดต่อไปนี้ผิด 

 1. 
x( )yy x     2. 

y( )xx y  

 3. y (x y)(xy) x      4. y (x y)x( ) yy
  

 

3. ในการกระจาย 
115 10

55( )( )2 3  
 

 จํานวนพจน์ที่เป็นจํานวนเต็มเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 5 พจน ์      2. 6 พจน์  3. 7 พจน์      4. 8 พจน์ 
 
4. ถ้า x, y, z สอดคล้องกับระบบสมการ 
 

    x 2y 2z 2     
    2x y 2z 5    
    x 3y 2z 3    
 

แล้ว ดีเทอร์มินันต์ 
2 1 3
2 2 2

x 2y 2x y x 3y


 
  

 มีค่าเท่ากบัข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 60       2. 75  3. 90       4. 105 
 
5. วงกลมวงหนึ่งมีจุดศูนย์กลาง อยู่ที่จุดศูนยก์ลางของวงรีที่มีสมการเป็น 

2 29x 4y 36x 24y 36 0      
ถ้าวงกลมวงนี้สัมผัสกับเส้นตรงที่ผ่านจุด (1, 3)  และ (5, 0)  
แล้ว รัศมีของวงกลมวงนี้เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 3
5        2. 4

5   3. 7
8        4. 9

13  
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6. กําหนดให้ H เป็นไฮเพอร์โบลาที่มีสมการเป็น 2 216x 9y 144 0    
ถ้าจุด A(6, k) เม่ือ k 0  เป็นจุดอยู่บนเส้นกํากับของ H และ 1 2F , F  เป็นโฟกัสของ H 
แล้ว พ้ืนที่ของรูปสามเหลี่ยม 1 2AF F  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 37
2  ตารางหน่วย   2. 45

2  ตารางหน่วย 

 3. 30 ตารางหน่วย   4. 40 ตารางหน่วย 
 
7. sin(arctan2 arctan 3)  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1
2        2. 1

2   3. 1
2       4. 1

2  

 
8. ถ้า sec cosec 1     แล้ว sin 2  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 2(1 2)       2. 2( 2 1)  3. 1 3       4. 3 1  
 
9. กําหนดให้ เอกภพสัมพัทธ์คือ { 3, 2, 1, 1, 2, 3}   U  
ข้อใดต่อไปนี้มีค่าความจริงเป็นเท็จ 
 1. x y [ x y y ]       2. 2x y [ x y x ]     
 3. 2x y [ x y x ]      4. 2x y [ x y y ]    
 
10. ให้ p, q, r เป็นประพจน์ 
ถ้าประพจน์ p (q r)   มีค่าความจริงเป็นจริง และ p (q r)   มีค่าความจริงเป็นเท็จ 
แล้ว ประพจน์ในข้อใดต่อไปนี้มีค่าความจริงเป็นเท็จ 
 1. ~ q (p r)      2. ~ p (~ p q)   
 3. (q r) ~ p (q r)       4. [(~ q) (~ r)] [p (q r)]     
 
11. ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. 7 5 7log 3 log 3 log 10    2. 5 7 7log 3 log 3 log 10   
 3. 7 7 5log 3 log 10 log 3    4. 7 5 7log 10 log 3 log 3   
 
12. จํานวนเต็มที่สอดคล้องกับอสมการ 1/2 3log [ log (x 1)] 1    มีจํานวนเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 6       2. 7  3. 8       4. มากกว่า 8 
 
13. กําหนดให้ u i 3k  , v 2 j x k   เม่ือ x เป็นจํานวนจริง และ w 3i j k     
ถ้า u, v  และ w  อยู่บนระนาบเดียวกัน แล้ว x มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 12        2. 8   3. 8       4. 16 
 
14. จํานวนเชิงซ้อน z 1 i   เป็นคําตอบของสมการในข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 4 2z 2z 4z 0      2. 4 2z 2z 4z 0    
 3. 4 2z 2z 4z 0      4. 4 2z 2z 4z 0    
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15. กราฟของจุด z ทั้งหมดในระนาบเชิงซ้อน ที่สอดคล้องสมการ (z i)(z i) 1    
เป็นรูปใดต่อไปน้ี 
 1. เส้นตรง      2. วงกลม  3. วงรี       4. ไฮเพอร์โบลา 
 
16. พิจารณาลําดับ na  และ nb  

ซ่ึง        

2

n

n เมื่อ n 1002n 1a
2 เมื่อ n 100


  
 

<
 และ 2n

2 เม่ือ n 100
b n เมื่อ n 1002n 1


 

 

<

 

ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. na  และ nb  เป็นลําดับลู่เข้า 
 2. na  และ nb  เป็นลําดับลู่ออก 
 3. na  เป็นลําดับลู่เข้า และ nb  เป็นลําดับลู่ออก 
 4. na  เป็นลําดับลู่ออก และ nb  เป็นลําดับลู่เข้า 
 

17. กําหนดให้                                                           

2x เม่ือ x 0
f(x) 2x 1 เม่ือ 0 x 1

3x เมื่อ x 1

 
  



<

>

 

ค่าของ 2
x 0 x 0
lim f(x ) lim f(1 x)

  
   เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 0       2. 1  3. 2       4. 3 
 
18. ถ้า P(x)  เป็นพหุนามดีกรีสาม ซ่ึงมี 1, 2, 3 เป็นคําตอบของสมการ P(x) 0  
และ P(4) 5  แล้ว P(1)  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 6
7        2. 5

6   3. 4
5        4. 53  

 
19. กําหนดให้ กราฟของ y f(x)  มีความชันที่จุด (x, y)  ใด ๆ  เป็น 2x 2  
และ f มีค่าต่ําสุดสัมพัทธ์เท่ากับ 3  
พ้ืนที่ของอาณาบริเวณที่ปิดล้อมด้วยกราฟของ y f(x) , แกน X, เส้นตรง x 1   และ 
เส้นตรง x 0  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 7
3  ตารางหน่วย   2. 83  ตารางหน่วย 

 3. 9 ตารางหนว่ย    4. 12 ตารางหน่วย 
 
20. ในการผลิตสินค้าตามโครงการ OTOP ของตําบลหนึ่ง 
ในแต่ละวันผลิตผ้าฝ้ายได้ x ชิ้น และผลิตผ้าไหมได้ y ชิ้น 
โดยมีอสมการข้อจํากัดคือ 2x y 12 <    x y 8 <    x 0>   และ 0 y 6< <  
ถ้าผ้าฝ้ายและผ้าไหมมีราคาขายชิ้นละ 90 บาท และ 300 บาท ตามลําดับ 
แล้ว โครงการนี้จะขายสินค้าได้เงินมากที่สุดต่อวัน เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 1,560 บาท      2. 1,800 บาท 3. 1,980 บาท      4. 2,400 บาท 
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21. กล่องใบหนึ่งมีบัตร 10 ใบ แต่ละใบเขียนหมายเลข 4, 3, 2, ..., 4, 5    ใบละ 1 หมายเลข 
ถ้าสุ่มหยิบบัตร 2 ใบพร้อมกันจากกล่องใบนี้ ความน่าจะเป็นที่จะได้บัตรที่มีหมายเลขบนบัตรทั้งสอง
ซ่ึงมีผลคูณมากกว่าหรือเท่ากับ 0 เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 23        2. 59   3. 32
45        4. 41

45  

 
22. ให้ S เป็นเซตของจุด 10 จุดบนวงกลมวงหนึ่ง ซ่ึงมีสมบัติดังนี้  “เม่ือลากเส้นตรงเชื่อมระหว่าง
จุด 2 จุดใด ๆ  ใน S จะมีเพียง 3 เส้นเท่านั้นที่ผ่านจุดศูนย์กลางของวงกลมวงน้ี” 
ถ้าสร้างรูปสามเหล่ียมโดยเลือกจุด 3 จุดใน S มาเป็นจุดยอดของรูปสามเหลี่ยม 
ความน่าจะเป็นที่จะได้รูปสามเหล่ียมมุมฉาก เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 0.1       2. 0.2  3. 0.3       4. 0.4 
 
23. โรงงานแห่งหนึ่งมีพนักงานจํานวน 40 คน 
และตารางแจกแจงความถี่สะสมของอายุพนักงานเป็นดังนี้ 
 

อายุ (ปี) ความถ่ีสะสม 
11 – 20 
21 – 30 
31 – 40 
41 – 50 
51 – 60 

6 
14 
26 
36 
40 

 

ถ้าผู้จัดการมีอายุ 48.5 ปี แล้ว พนักงานที่มีอายุระหว่าง ค่ามัธยฐานของอายพุนักงาน และอายุของ
ผู้จัดการ มีจํานวนประมาณเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 31.5%      2. 33.7%  3. 35.0%      4. 37.0% 
 
24. บริษัทแห่งหนึ่งมีพนักงาน 20 คน เงินเดือนเฉล่ียของพนักงานเท่ากับ 60,000 บาท และส่วน
เบี่ยงเบนมาตรฐานเท่ากับ 10,000 บาท ถ้าผลรวมของค่ามาตรฐานของเงินเดือนของพนักงานจํานวน 
19 คน มีค่าเทา่กับ 2.5 แล้ว พนักงานอีก 1 คนที่เหลือมีเงินเดือนเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 35,000 บาท      2. 57,500 บาท 3. 62,500 บาท      4. 85,000 บาท 
 
25. ตารางแสดงพ้ืนที่ใต้เส้นโค้งปกติมาตรฐาน ระหว่าง 0 ถึง z เป็นดังนี้ 
 

z 0.016 0.168 1.5 2.5 
พื้นท่ีใต้เสน้โค้ง 0.0062 0.0668 0.4332 0.4938 

 

ถ้าคะแนนสอบเข้ามหาวิทยาลัยของนักเรียนจํานวน 10,000 คน มีการแจกแจงแบบปกติ และมี
ค่าเฉล่ียเลขคณิตเท่ากับ 58 คะแนน โดยมีส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานเท่ากับ 6 คะแนน 
แล้ว นักเรียนที่มีคะแนนระหว่าง 49 – 73 คะแนน มีจํานวนเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 4,394 คน      2. 5,606 คน 3. 7,300 คน      4. 9,270 คน 
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ตอนที่ 2  ข้อสอบแบบอัตนัย 
(ข้อ 1 – 5 ข้อละ 2 คะแนน, ข้อ 6 – 10 ข้อละ 3 คะแนน) 
 
1. กําหนดให้ 5h(x) 1 x   และ 5g(x) x  
ถ้า f เป็นฟังก์ชันซ่ึง f(g(x)) h(x)  แล้ว f(5) มีค่าเท่าใด 
 
2. กําหนดให้ A {1, 2, {1, 2},(1, 2)}  เม่ือ (1, 2) หมายถึงคู่อันดับ 
และ B (A A) A     จํานวนสมาชิกของเซต B เท่ากับเท่าใด 
 

3. กําหนดให้    

21 1 4x เมื่อ x 0f(x) 2x
0 เมื่อ x 0

  
  




 

ถ้า 1 2f (a) 3
    แล้ว a มีค่าเท่ากับเท่าใด 

 
4. กําหนดให้ u 3 i 4 j    ถ้า w a i b j   โดยที่ w  มีทิศทางเดียวกันกับ u  
และ w 10   แล้ว a b  เท่ากับเท่าใด 
 
5. ถ้าข้อมูลชุดหนึ่งมีสัมประสิทธิ์ของส่วนเบี่ยงเบนเฉล่ียเท่ากับ 0.12 
ส่วนเบี่ยงเบนเฉล่ียเท่ากับ 6 และส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานเท่ากับ 10 
แล้ว สัมประสิทธิ์ของการแปรผันมีค่าเท่ากับเท่าใด 
 
6. กําหนดให้ I  เป็นเซตของจํานวนเต็ม ถ้า 2S { x | 2x 9x 26 0 และ 1 2x 3 }    < >I  
แล้ว ผลบวกของสมาชิกของ S เท่ากับเท่าใด 
 

7. ถ้า 
2

2 3
1 1 a a ...a 3 3 3     เป็นอนุกรมเรขาคณิตซ่ึงมีผลบวกเท่ากับ 4

3  แล้ว a มีค่าเท่าใด 

 

8. กําหนดให้ 
3 x 3

A 2 0 9
1 1 2

 
 
 
 

 เม่ือ x เป็นจํานวนจริง 

ถ้า 
3 x 3 1 0 0 1 0 0 9 5 36
2 0 9 0 1 0 0 1 0 5 3 21
1 1 2 0 0 1 0 0 1 2 1 8

   
    
   

       

   แล้ว x มีค่าเท่ากับเท่าใด 

 
9. กําหนดให้ A {1, 2, 3, 4, 5}  และ B {a, b}  
ฟังก์ชันจาก A ไปทั่วถึง B มีจํานวนทั้งหมดกี่ฟังก์ชัน 
 
10. ถ้า x เป็นจํานวนเต็มบวกที่น้อยที่สุด ซ่ึง 9, 12 และ 15 หาร x ลงตัว 
แต่ 11 หาร x เหลือเศษ 7  แล้ว x มีค่าเท่ากับเท่าใด 
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เฉลยคําตอบ 
 

ปรนัย 1. 4 2. 3 3. 2 4. 1 5. 1 6. 4 7. 3 
 8. 1 9. 3 10. 4 11. 1 12. 2 13. 4 14. 1 
 15. 2 16. 3 17. 3 18. 4 19. 2 20. 3 21. 2 
 22. 2 23. 3 24. 1 25. 4 
อัตนัย 1. 4 2. 15 3. 0.5 4. 14 5. 0.2 
 6. 17 7. 1.5 8. 4 9. 30 10. 1800 

 
เฉลยวิธีคิด 

 
ตอนท่ี 1 
1. ข้อ 1. ผดิ.. เช่น a 6 , b 9  
ไม่เป็นจาํนวนเฉพาะสัมพทัธ์ เพราะ ห.ร.ม. เป็น 3 
 

ข้อ 2. ผดิ.. เช่น a 6 , b 9  
จะได้ a b 15   ไม่เป็นจํานวนเฉพาะ 
 

ข้อ 3. ผิด.. เช่น a 6 , b 9  
จะได้ ห.ร.ม. ของ a กับ b เป็น 3 
แต่วา่ ห.ร.ม. ของ a กับ 2b เป็น 6 
 

พิสูจน์  เน่ืองจาก a เป็นจํานวนคู่บวก 
จึงสามารถเขียน a 2n  โดยท่ี n เป็นจํานวนนับ 
..ฉะน้ัน (a, b) (2n,b) (n, b)   
(เพราะ b เป็นจํานวนค่ี ไม่มี 2 เป็นตัวประกอบ) 
แต่ (a,2b) (2n,2b) 2(n, b)   
จึงสรุปได้ว่า (a, b) (a,2b)  
 

ข้อ 4. ถูก 
พิสูจน์  ใช้ผลจากการพิสูจน์ข้างตน้ 

จะได้ a b a b[a, b] (a, b) (n, b)
 

   

และ a 2b a 2b a b[a,2b] (a,2b) 2(n, b) (n, b)
  

    

จึงสรุปได้ว่า [a, b] [a,2b]  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. ข้อ 1. ถูก.. จาก x yy x  
ยกกําลัง 1/y ทั้งสองข้าง จะได้ (x / y)y x  
ข้อ 2. ถูก.. จาก y xx y  
ยกกําลัง 1/x ทั้งสองข้าง จะได้ (y / x)x y  
 

ข้อ 3. ผิด  จาก y xx y  
นํา yy  คูณทั้งสองขา้ง จะได ้ y (x y)(xy) y   
(ซึ่งในโจทย์เขียนเป็น (x y)x   จึงผิด) 
ข้อ 4. ถูก.. จาก y xx y  
นํา yy  ไปหารทั้งสองขา้ง จะได ้ y (x y)(x/y) y   

 
 
3. แตล่ะพจนข์องการกระจาย จะอยู่ในรปู 

    rr
5 10111/5 1/ 10(55 r) r55 55(2 ) (3 ) (2 )(3 )r r

     

(โดย r มีค่าตั้งแต่ 0, 1, 2, …, จนถึง 55) 

ซึ่ง  55
r  เป็นจํานวนเต็มอยู่แล้ว ดังนัน้แตล่ะพจน์

จะเป็นจํานวนเตม็เม่ือ r
5  และ r

10  เปน็จาํนวนเต็ม 

..นั่นคอื r   0, 10, 20, 30, 40, หรือ 50 เท่านั้น 
ตอบ  6 พจน ์
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4. จากหลักที่ว่า “เม่ือนําค่าคงท่ีค่าหน่ึง ไปคูณ
สมาชิกแถวใดก็ได้ แล้วนําไปบวกไว้ที่แถวอื่น ค่า 
det จะยังคงเท่าเดิม” 

ดังนัน้ ค่าของ 
2 1 3
2 2 2

x 2y 2x y x 3y


 
  

 

2 1 3
2 2 2

x 2y 2z 2x y 2z x 3y 2z


  
     

 

   (นาํคา่คงที่ z ไปคณูแถว 2 แล้วบวกไวท้ี่แถว 3) 
2 1 3
2 2 2 60
2 5 3


   


 ตอบ 

 

หมายเหต ุ แก้ระบบสมการในโจทย์เพื่อหาค่า x, y 
ก่อน แล้วจึงแทนค่าลงใน det ก็ได้ (แต่จะยุ่งยาก) 

 
 
5. จัดรูปสมการวงร;ี 

2 29(x 4x) 4(y 6y) 36      
2 29(x 2) 4(y 3) 36 ???        

แสดงว่า จดุศูนยก์ลางของวงรีอยูท่ี่พกิัด (2, 3) 
 

..ความชนัเสน้สัมผัสวงกลม เทา่กบั 0 3 3
5 1 4


 


 

ดังนัน้ สมการเสน้สัมผสัคอื 3y (x 5)4    

หรือจัดรูปได้เป็น 3x 4y 15 0    
 

..รัศมีวงกลม คอืระยะจากจดุศูนยก์ลาง มายังเส้น

สัมผัสนี้ นั่นคือ 2 2
3(2) 4(3) 15 3r 53 4

 
 


 ตอบ 

 
 

6. จัดรูปสมการไฮเพอร์โบลาได้เป็น 
2 2x y 19 16   

เป็นไฮเพอร์โบลาเปิดซา้ยขวา 
จุดศูนยก์ลางที่ (0,0) 
และมีระยะโฟกัส 
c 9 16 5    
..เขียนกราฟไดด้งัรูป 
 
 
เนื่องจากเสน้กาํกับ 
เส้นที่เฉยีงขึน้นัน้ มีความชัน b/a 4/3   
จึงทราบพิกัดจุด A เป็น (6,8)  
(หรือคิดจากสมการเส้นกํากับ 4y x3   ก็ได้) 

..ดังนัน้ พื้นทีส่ามเหลี่ยม 1 2
1AF F 2c k2    

1 10 8 402     ตารางหน่วย  ตอบ 

 
 
7. ให้ A arctan2  และ B arctan 3  
(ซึ่งทั้งสองคา่เปน็มุมในควอดรันต์ที ่1) 
จากการเขียนสามเหลี่ยมมุมฉาก จะทราบวา่ 

2sin A 5 , 1cos A 5  

และ 3sinB 10 , 1cosB 10  

 

โจทย์ถาม sin(A B) sin A cosB cos A sinB    
2 1 1 3 5 1( )( ) ( )( )5 510 10 50 2     ตอบ 

 
 

8. จากโจทย์ จะได้ 1 1 1cos sin 
 

 

sin cos 1sin cos
  

 
 

 

sin cos sin cos        
ยกกําลังสองทั้งสองขา้ง 

2 2 2 2sin 2 sin cos cos sin cos           
2 21 2 sin cos sin cos        .....(1) 

 
โจทย์ถามค่า sin2 2 sin cos     สมมติเป็น A 

จะได้สมการ (1) กลายเปน็ 
2A1 A 4   

2A 4A 4 0     

4 16 16A 2 2 22
 

     

..แต่ sin2  ตอ้งมีคา่ในช่วง [ 1, 1]  เท่านั้น 
ตอบ 2 2 2 2(1 2)    

 
 
9. ข้อ 1. และ 2. จริง 
เช่น x 3   จะใช้ y เป็นค่าใดก็ได ้
ข้อ 4. จริง เชน่ x 1  จะใช้ y เป็นค่าใดก็ได ้
ข้อ 3. เทจ็ เพราะไม่มี x ใด ที่ใช้ y ได้ครบทุกค่า 
(จะใช้ y 1   ได้เท่านัน้ สว่นค่า y อื่นใช้ไม่ได้) 

 
 

5 

A(6,k) 

–5 0 



ขอสอบเขามหาวิทยาลัย  Math E-Book 
Release 2.6.3 

740 

10. จากโจทย์กาํหนด p (q r) F    
..แสดงว่า p เป็นเท็จ และ (q r)  เป็นเท็จ 
และจาก p (q r) T    โดยทราบว่า p เป็นเทจ็ 
..แสดงว่า (q r)  เป็นอะไรก็ได ้
 

ข้อ 1. ~ q (p r) ? (F ?) ? T T         
ข้อ 2. ~p (~p q) T (T ?)      
                      T T T    
ข้อ 3. (q r) ~p (q r) (?) (T F)        
                           (?) (T) T    
ข้อ 4. [(~ q) (~ r)] [p (q r)]     
     ~(q r) [p (q r)]      
     T (F ?) T F F       
ตอบ  ขอ้ 4. 

 
 

11. เนื่องจาก 5
log 3log 3 log5 , 7

log 3log 3 log 7  

ดังนัน้ 5 7log 3 log 3   (โดยสองคา่นีน้้อยกว่า 1) 

และเนือ่งจาก 7
log 10log 10 log 7  มีค่ามากกวา่ 1 

ตอบ 7 5 7log 3 log 3 log 10    (ขอ้ 1.) 

 
 
12. จาก 1/2 3log [ log (x 1)] 1    

..จะได้ 1
3[ log (x 1)] (1/2) 2    

(พลิกดา้นเครือ่งหมาย เพราะฐาน 1/2 น้อยกวา่ 1) 
..จากนั้น จะได้ 2(x 1) 3 9    
(ไม่ต้องพลิกเคร่ืองหมาย เพราะฐาน 3 มากกว่า 1) 

x 8   
 

..แต่มีเงือ่นไขของสิ่งที่อยูภ่ายใน log ด้วย 
นั่นคอื (x 1) 0 x 1      

และ 0
3log (x 1) 0 (x 1) 3 x 0        

สรุปช่วงคาํตอบของอสมการคือ (0,8)  
ตอบ  จาํนวนเตม็ที่เป็นคําตอบมีอยู่ 7 จาํนวน 

 
 
 
 
 
 
 

13. จากหลักที่ว่า 
(1) ทรงส่ีเหลี่ยมหน้าขนาน ที่เกิดจาก u, v, w  จะมี

ปริมาตร 1 2 3
1 2 3
1 2 3

u u u
v v v
w w w

  (ค่าสัมบูรณ์ของ det) 

(2) ถ้าหาปริมาตรได้ 0 แสดงว่าเวกเตอร์ u, v, w  
น้ันอยู่บนระนาบเดียวกัน (ไม่เกิดทรงสี่เหลีย่ม) 
 
ในข้อนี้โจทย์กาํหนด u, v, w  อยู่บนระนาบเดียวกนั 

ก็แสดงวา่ 1 2 3
1 2 3
1 2 3

u u u
v v v 0
w w w

  

แทนค่าไดเ้ป็น 
1 0 3
0 2 x 2 x 18 0
3 1 1

    
 

 

ตอบ  x 16  

 
 
14. จาก z 1 i   
จะได้ 2 2z (1 i) 2i     และได้ 4 2z (2i) 4    
..พิจารณาจากตัวเลือก ทกุขอ้อยู่ในรูป 

4 2z 2z 4z 0 ( 4) (4i) (4 4i) 0      
..เครื่องหมายทีส่อดคล้องคอื – และ + ตามลาํดับ 
ตอบ ข้อ 1. 

 
 
15. ถ้า z x y i   จะได้ z x y i   
..สมการในโจทยก์็คือ (x (y 1)i)(x (y 1)i) 1      

2 2x (y 1) 1      ..เปน็สมการวงกลม ตอบ 

 
 
16. การพจิารณา “การลู่เขา้/ลูอ่อก ของลําดับ” 
(หรือหา “ลิมิตของลาํดับ”) จะพจิารณาทีพ่จน์อนนัต ์
..ดังนัน้ nn n

lim a lim 2 2
 

   

และ 
2

nn n
nlim b lim 2n 1 




 2n
1lim 2/n 1/n




 

อยู่ในรปูตัวเลขหารดว้ย 0 แสดงว่าหาค่าไม่ได ้
ตอบ na  ลู่เข้า และ nb  ลูอ่อก 
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O     6   8 

(4,4) 6 
(2,6) 

17. ประเด็นของข้อน้ีคือ ต้องเลอืกเง่ือนไขของ f 
มาใช้ให้ถูกกรณ ีจึงจะได้คําตอบท่ีถูก 
 

2 2
2 2 2

x 0 x 0 x 0
lim f(x ) lim f(x ) lim (2x 1) 1

    
      

และ 
x 0 (1 x) 1
lim f(1 x) lim f(1 x)

   
    

                
(1 x) 1
lim 3(1 x) 3

 
    

ตอบ  ผลบวกเทา่กับ 2 
 

หมายเหต ุเพื่อช่วยให้เลอืกกรณีได้สะดวก จะเขียน
รูปแบบของ 2f(x ) กับ f(1 x)  ออกมาก่อนก็ได้.. 

 
 
18. “1, 2, 3 เป็นคําตอบของสมการ P(x) 0 ” 
โดย P(x) เป็นพหุนามดีกรีสาม 
แสดงว่า P(x) k(x 1)(x 2)(x 3)     
..หาค่า k ได้จากข้อมูล P(4) 5  
นั่นคอื 5 k(3)(2)(1) k 5/6    
 

จาก 5P(x) (x 1)(x 2)(x 3)6     ..จะได ้

5P(x) [(x 2)(x 3) (x 1)(x 3) (x 1)(x 2)]6           

(การหาอนพุันธ์ของผลคณู ทาํได้โดยดฟิทลีะวงเล็บ) 
5 5P(1) [( 1)( 2) 0 0]6 3         ตอบ 

 

หมายเหต ุ

สามารถคูณแจกแจง 3 25P(x) (x 6x 11x 6)6     

แล้วจึงค่อยหาอนุพันธ์.. 25P(x) (3x 12x 11)6     

 
 
19. จาก f (x) 2x 2    จะได ้ 2f(x) x 2x c    
และจาก “f มีค่าต่ําสุดสัมพทัธเ์ทา่กับ 3 ” 
โดยค่านี้เกดิเม่ือ f (x) 2x 2 0 x 1        
แสดงว่า f( 1) 3    ..และแก้สมการได ้ c 2   
..ดังนัน้ 2f(x) x 2x 2    
 

เนื่องจากสมการ 2f(x) x 2x 2 0     มีคาํตอบ
เป็น x 1 3    ..แสดงว่าจดุตดัแกน X ไม่ได้อยู่
ในช่วง –1 ถึง 0 ..จึงอินทิเกรตหาพืน้ที่ได้ทนัทดีังนี ้

0 2
1A (x 2x 2)dx


    

  03 2
1(x /3 x 2x) 1/3 1 2


       

  8
3  ตารางหน่วย  ตอบ 

 

20. เงนิได้ตอ่วนั 90x 300y   
เขียนกราฟอสมการขอ้จํากดั 
และหาจดุยอดมุมได้ดังรปู 
 

(0,6)   ..ได ้1800 บาท 
(2,6)  ..ได ้1980 บาท 
(4, 4)  ..ได ้1560 บาท 
(6, 0)   ..ได ้540 บาท 
ตอบ  ได้เงนิมากที่สดุตอ่วนัเท่ากับ 1,980 บาท 

 
 
21. ขอ้นี้ควรคดิโดย “ความน่าจะเป็นรวม” 
ลบออกด้วย “ความนา่จะเปน็ที่ไดผ้ลคณูเปน็จาํนวน
ติดลบ (นั่นคือได้บวกลบอย่างละใบ)” 

20 55 4 101 [ ] 11 1 2 45 9
             

     
  ตอบ 

 

หมายเหต ุสามารถคิดด้วยกรณีทัง้หมดท่ีเป็นไปได้ 

๏ “ศูนย์กับอะไรก็ได้” มีอยู่ 1 9 91 1      
   

 แบบ 

๏ “บวกทั้งสองใบ” มีอยู ่ 5 102   
 

 แบบ 

๏ “ลบทั้งสองใบ” มีอยู ่ 4 62   
 

 แบบ 

๏ “บวกลบอย่างละใบ” มีอยู่ 5 4 201 1       
   

 แบบ 

..ซึ่งกรณีที่ได้ผลคูณมากกว่าหรือเท่ากับ 0 
คือสามกรณีแรก จึงได้ความน่าจะเป็น เท่ากับ 

9 10 6 25 5
9 10 6 20 45 9

 
 

  
  ตอบ 

 
 
22. ในข้อน้ีใช้สมบัติว่า “สามเหลี่ยมมุมฉากแนบใน
วงกลม จะมีด้านยาวสุดเป็นเส้นผ่านศูนย์กลางของ
วงกลมพอดี” 
 

สามเหลีย่มมุมฉากเกิดขึน้ได้ โดยเลือกเสน้ผา่น
ศูนย์กลางวงกลมมา 1 เส้น และเลือกจุดอื่น ๆ  ที่ยงั
เหลอือยู่บนเสน้รอบวง มาอกี 1 จดุ 

จึงเปน็ไปได้ 3 8 241 1       
   

 แบบ 

 

สามเหลีย่มที่เปน็ไปได้ทั้งหมดมี 10 1203
   
 

 แบบ 

ดังนัน้ ความน่าจะเป็นเท่ากับ 24 0.2120    ตอบ 
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23. อายุ 48.5 ปี อยู่ในอนัตรภาคช้ัน 41 – 50 
แทนค่าในสตูรตาํแหน่งสัมพัทธ์ (เปอร์เซนไทล์) 

ได้ดังนี้ ตําแหน่ง 2648.5 40.5 10( )10


   

ซึ่งจะแก้สมการได้  ตําแหน่ง 34  
..แสดงว่า อายุ 48.5 ปี เป็นขอ้มูลในลาํดับที่ 34 
 

ส่วนมัธยฐานของข้อมูล 40 ตัว จะอยู่ในลําดับที่ 20 
(ใช้ N/2 เพราะเป็นข้อมูลแบบแจกแจงความถี่แล้ว) 
ดังนัน้ พนกังานที่มีอายุระหวา่งมัธยฐานกับ 38.5 
จะคิดเป็นช่วงกวา้งประมาณ 14 ใน 40 คน 

หรือ 14 100 35.0%40     ตอบ 

 
 
24. จากสมบัติของค่ามาตรฐานท่ีว่า “ผลรวมของค่า 
z ของข้อมูลชุดหน่ึง ๆ  จะเท่ากับ 0 เสมอ” 
 

ในข้อนี้คา่ z ของเงินเดือนพนักงานคนที่เหลอื 
จะเทา่กับ 2.5  ..และแทนในสตูรได้เป็น 

x 600002.5 x 3500010000


     บาท 

ตอบ พนกังานคนนี้มีเงนิเดอืน 35,000 บาท 

 
 

25. ที ่ x 49 ; จะได้ 49 58z 1.56


    

แสดงว่าอยู่ทางซกีซ้ายของโค้ง และมีพืน้ทีว่ัดไปยงั
แกนกลาง เท่ากบั 0.4332 
 

ที่ x 73 ; จะได้ 73 58z 2.56


   

แสดงว่าอยู่ทางซกีขวาของโค้ง และมีพื้นที่วดัไปยัง
แกนกลาง เท่ากบั 0.4938 
 
 
 
 
 
..ดังนัน้ พื้นที่รวมในช่วง 49 ถึง 73 เทา่กับ 
0.4332 0.4938 0.9270   ..นั่นคือ ในช่วงนี้มี
นักเรียนอยู่ 0.9270 10,000 9,270   คน ตอบ 

 
 
 
 
 

ตอนท่ี 2 
1. จาก f(g(x)) h(x)  จะได ้ 5 5f(x ) 1 x   
..แสดงว่า f(x) 1 x   
ตอบ f(5) 1 5 4    

 
 
2. n(A A) 4 4 16     
และในเซต A A  มีสมาชิกซ้าํกับเซต A อยู่ 1 ตัว 
คือ (1,2) 
..ดังนัน้ n [(A A) A] 16 1 15      ตอบ 

 
 

3. จาก 1 2f (a) 3
   ย่อมสรุปได้วา่ 2f( ) a3   

..นั่นคอื 
21 1 4(2/3) 1 5/3a 2(2/3) 4/3

    
   

          0.5   ตอบ 

 
 
4. w  มีทิศทางเดียวกับ u  
จะเขียนได้วา่ w k u   (k เป็นจาํนวนจรงิบวก) 
..และเนือ่งจาก 2 2u 3 4 5    แต่ w 10  
จึงสรุปวา่ w 2 u 6i 8 j    นัน่เอง 
ตอบ a b 6 8 14     

 
 

5. โจทย์กําหนด MD 0.12X   และ MD 6  

จึงได้วา่ 6X 500.12   

ตอบ สปส.การแปรผัน s 10 0.250X    

 
 
6. อสมการ 22x 9x 26 0  <  
แก้ได้ดังนี้..  (2x 13)(x 2) 0  <  
เขียนเส้นจํานวนแล้วได้ช่วงคาํตอบเป็น [ 2,6.5]  
 

อสมการ 1 2x 3 >  
แก้ได้ดังนี้.. 1 2x 3 หรือ 1 2x 3  > <  
จะได้ช่วงคําตอบเป็น ( , 1] [2, )     
 
..สรุปไดว้่า S { 2, 1, 2, 3, 4, 5, 6}    
มีผลบวกของสมาชิกเท่ากับ 17  ตอบ 

 

   49   58   73     x 

 0.9270 
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7. อนุกรมเรขาคณติอนันต์ที่โจทย์กําหนด 
มีพจน์แรกเป็น 1/a และมีอัตราส่วนร่วมเปน็ a/3 

จึงได้ผลบวกเปน็ (1/a) 4
1 (a/3) 3


 

แก้สมการไดด้ังนี ้ 2(3/a) 4 9 12a 4a3 a 3   


 

2(2a 3) 0 a 1.5       ตอบ 

 
 

8. จาก 
3 x 3 1 0 0 1 0 0 9 5 36
2 0 9 0 1 0 0 1 0 5 3 21
1 1 2 0 0 1 0 0 1 2 1 8

   
    
       

  

แสดงว่า 
3 x 3
2 0 9
1 1 2
 
 
  

 เป็นอนิเวอร์สกับ 
9 5 36
5 3 21
2 1 8

 
  
   

 

และเราสามารถหาค่า x ได้โดยหลักที่วา่ 

1 3 x 3 9 5 36 1 0 0
AA 2 0 9 5 3 21 I 0 1 0

1 1 2 2 1 8 0 0 1


     
         
           

 

พิจารณาที่แถวที ่1 หลักที่ 1 
จะได้ (3)(9) (x)( 5) (3)( 2) 1      
ตอบ x 4  

 
 
9. คิดโดย “จํานวนฟงัก์ชันจาก A ไป B ทุกแบบ” 
ลบออกด้วย “จํานวนฟังก์ชันจาก A ไปไม่ทั่วถึง B” 

2 2 2 2 2 2       
52 2 32 2 30      แบบ   ตอบ 

 

หมายเหต ุฟังก์ชนัจาก A ไปไม่ทั่วถึง B มี 2 แบบ 
คือแบบที่เรนจ์เป็น a ล้วน กับเรนจ์เป็น b ล้วน 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

10. “9, 12, 15 ไปหาร x ลงตัว” 
แสดงว่า ค.ร.น. ของ 9, 12, 15 (นั่นคอื 180) 
จะหาร x ลงตัวด้วย ..หรอืเขยีนได้เป็น x 180n  
(n เป็นจาํนวนนบั) 
 

แต่โจทย์กําหนดว่า x หารดว้ย 11 จะเหลอืเศษ 7 
ถ้า n 1  จะได ้ 180 / 11 ..ซึ่งเหลอืเศษ 4 
..ดังนัน้ ถ้า n 2  ย่อมได้เศษเหลือเทา่กับ 8 
(ถ้าค่า x เพิ่มทลีะ 180 เศษจะเพิ่มทลีะ 4) 
 

ถ้า n 3  ย่อมได้เศษเหลือเทา่กับ 12 ..นั่นคอื 1 
  (เศษเหลือจากการหารด้วย 11 จะต้องไม่เกิน 10 
   ถ้าได้เศษมากเกิน ให้ลบออกด้วย 11) 
ถ้า n 4  ย่อมได้เศษเหลือเทา่กับ 5 
ถ้า n 5  ย่อมได้เศษเหลือเทา่กับ 9 
ถ้า n 6  ย่อมได้เศษเหลือเทา่กับ 13 ..นั่นคอื 2 
ถ้า n 7  ย่อมได้เศษเหลือเทา่กับ 6 
ถ้า n 8  ย่อมได้เศษเหลือเทา่กับ 10 
ถ้า n 9  ย่อมได้เศษเหลือเทา่กับ 14 ..นั่นคอื 3 
ถ้า n 10  ย่อมได้เศษเหลือเทา่กับ 7 
 

ตอบ ค่า x ที่น้อยที่สดุ ที่เปน็ไปตามเงือ่นไข 
คือ x 180(10) 1,800   
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(หน้าว่าง) 



ข้อสอบเข้ามหาวิทยาลัย 2550 (^) 
 
ตอนที่ 1  ข้อสอบแบบเลือกตอบ  (ข้อละ 3 คะแนน) 
 
1. กําหนดให้ A { x | (2x 1)(x 1) 2 }     
และ 2B { x | 16 9x 0 }    
เซต A B  เป็นสับเซตของช่วงในข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 2 7( , )3 3       2. 5( 1, )3   3. 4 5( , )3 4       4. 5( , 1)3  

 
2. พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
    ก. ให้เอกภพสัมพัทธ์คือเซตของจํานวนเฉพาะบวก 
       ข้อความ 2x y [ x x 1 y ]      มีค่าความจริงเป็นจริง 
    ข. นิเสธของข้อความ x [ P(x) [Q(x) R(x)] ]    คือ x [ P(x) ~ Q(x) ~R(x) ]    
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
3. กําหนดเหตุให้ดังนี้ 
    (1) เอกภพสัมพัทธ์ไม่เป็นเซตว่าง 
    (2) x [ P(x) Q(x) ]   
    (3) x [ Q(x) R(x) ]   
    (4) x [ ~R(x) ]  
ข้อความในข้อใดต่อไปนี้เป็นผลท่ีทําให้การอ้างเหตุผล สมเหตุสมผล 
 1. x [ P(x) ]       2. x [ Q(x) ]  3. x [ P(x) ]       4. x [ Q(x) ]  
 
4. กําหนดให้ 2 2r {(x, y) | x y 16 }   R R  
             2 2s {(x, y) | xy x 3y 2 0 }     R R  
เซตในข้อใดต่อไปนี้เป็นสับเซตของ r sD D  
 1. [ 4, 1]        2. [ 3, 0]   3. [ 2, 1]       4. [ 1, 2]  
 
5. กําหนดให้ f, g เป็นฟังก์ชันซ่ึง 3f(x) (x 1) 3    
และ 1 2g (x) x 1, x 0   >  
ถ้า 1g f (a) 0   แล้ว 2a  อยู่ในเซตใดต่อไปนี้ 
 1. [10, 40]       2. [40, 70]   3. [70, 100]      4. [100, 130]  
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6. กําหนดให้ a, b เป็นจํานวนจริง และ 1 aA 1 b
    

,  1 3B 2 3
    

 

ถ้า 2 2 2(A B) 2AB A B     แล้ว det(A)  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 0.5       2. 1.5  3. 3.5       4. 4.5 
 
7. ถ้า k, l และ m เป็นจํานวนจริงที่ทําให้วงรี 2 2kx ly 72x 24y m 0      
มีจุดศูนย์กลางอยู่ที่จุด (4, 3) และสัมผัสแกน Y แล้ว ข้อใดต่อไปน้ีผิด 
 1. ความยาวแกนเอกเท่ากับ 12 หน่วย 
 2. ความยาวแกนโทเท่ากับ 8 หน่วย 
 3. ระยะห่างระหว่างจุดโฟกัสทั้งสองเท่ากับ 4 5  หน่วย 
 4. จุด (2,6) อยู่บนวงรี 
 
8. วงกลม C มีจุดศูนย์กลางอยู่ที่จุดกําเนิด และผ่านจุดโฟกัสของพาราโบลาซ่ึงมีสมการเป็น 

2(x 2) 8y    โดยเส้นไดเรกตริกซ์ของพาราโบลาตัดวงกลม C ที่จุด P และจุด Q 
ถ้าจุด R อยู่บนพาราโบลาและอยู่ห่างจากจุดโฟกัสเป็นระยะทาง 4 หน่วย 
แล้ว สามเหล่ียม PQR มีพ้ืนที่เท่ากับข้อใด 
 1. 8 ตารางหน่วย    2. 9 ตารางหนว่ย 
 3. 10 ตารางหน่วย   4. 12 ตารางหน่วย 
 
9. กําหนดให้ 3 3xA { z | z และ 6 log(x 2y) log x log y }y     R  

ผลบวกของสมาชิกทั้งหมดในเซต A มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 3       2. 4  3. 5       4. 6 
 
10. ให้ u a i b j 2k    และ v 2a i 3b j   โดยที่ a, b เป็นจํานวนเต็มบวก 
และ   เป็นมุมระหว่าง u  และ v  

ถ้า u 3  และ 1cos 3    แล้ว u v  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 6 i 8 j 10k     2. 6 i 8 j 10k    
 3. 12 i 4 j 10k     4. 12 i 4 j 10k    
 
11. กําหนดให้ P( 8,5) , Q( 15, 19)  , R(1, 7)  เป็นจุดบนระนาบ 
ถ้า v a i b j   (a, b เป็นจํานวนจริง) เป็นเวกเตอร์ซ่ึงมีทิศทางขนานกบัเส้นตรง 
ซ่ึงแบ่งคร่ึงมุม ˆQPR  แล้ว a

b  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี ้

 1. 2       2. 2   3. 2
11        4. 2

11  
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12. พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
    ก. tan 14 tan 76 2 cosec 28      

    ข. ถ้า x 0  และ 4sin(2 arctan x) 5  แล้ว 1x ( , 3)3  

ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
13. กําหนดให้ ABC เป็นรูปสามเหล่ียมซ่ึงมีด้านตรงข้ามมุม A, B, C ยาว 2a, 3a, 4a ตามลําดับ 
ถ้า sin A k  แล้ว cot B cot C  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1
6k        2. k

6   3. 1
3k        4. k

3  

 
14. กําหนดฟังก์ชันจุดประสงค์ และอสมการข้อจํากัดเป็นดังนี้ 
    C 40x 32y   
    6x 2y 12 > ,   2x 2y 8 < ,   4x 12y 24 >  
ค่าต่ําสุดของ C เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 108       2. 112  3. 136       4. 152 
 

15. ให้ 1 2 3z , z , z  เป็นคําตอบของสมการ 311 (1 ) 0z    

1 2 3Re(z z z )   มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1       2. 1   3. 3
2        4. 3

2  

 
16. ให้ 1 2z , z  เป็นจํานวนเชิงซ้อน  ซ่ึง 1 2z z 2i  และ 1

1z cos i sin6 6
  

   
2

1 2
3z z2  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 4       2. 5  3. 7       4. 8 
 
17. จัดคน 8 คน ซ่ึงมีสมชาย สมคิด และสมศรีรวมอยู่ด้วย เข้านั่งเรียงกันเป็นแถวตรง โดยที่สมศรี
นั่งกลางติดกับสมชายและสมคิดเสมอ จํานวนวิธีการจัดที่นั่งดังกล่าวมีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 360       2. 720  3. 1080       4. 1440 
 
18. กล่องใบหนึ่งมีบัตร 10 ใบ แต่ละใบมีหมายเลข 0, 1, 2, …, 9 บัตรละหนึ่งหมายเลข 
ถ้าหยิบบัตรจากกล่องพร้อมกัน 3 ใบ ความน่าจะเป็นที่จะได้บัตรหมายเลขคู่ทุกใบ และมีแต้มรวมกัน
มากกว่า 10 มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1
12        2. 1

15   3. 1
20        4. 1

30  
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19. กําหนดให้ 
n 1 n 1

n n
2 3a 4

 
  และ n

1b 1 2 ... n
  

 

ถ้า A และ B เป็นผลบวกของอนุกรม n
n 1

a



  และ n

n 1
b




  ตามลําดับ 

แล้ว A B  เท่ากับขอ้ใดต่อไปนี้ 
 1. 4.5       2. 5  3. 5.5       4. 6 
 
20. กําหนดให้ a, b เป็นจํานวนจริง และ f เป็นฟังก์ชันซ่ึงนิยามโดย 

                                                                     

2

3

(x 1) 1 เมื่อ x 0
f(x) x ax b เมื่อ 0 x 1

x b เมื่อ x 1

   


  

  

< <  

ถ้า f เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วง [ 2, 2]  แล้ว 1f( )2  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 0       2. 0.25  3. 0.5       4. 0.75 
 
21. กําหนดให้ af(x) 1 x   และ 2g(x) x b   

ถ้า 1(f g)(0) 2  และ f ( 1) 2    แล้ว f( ) (a b)g    เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1
3        2. 1

4   3. 1
4        4. 1

3  

 
22. พ้ืนที่ของบริเวณที่ปิดล้อมด้วยเส้นโค้ง 3 2y x 2x 2x    และแกน X 
จาก x 0  ถึง x 4  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 16 ตารางหน่วย   2. 16.25 ตารางหน่วย 
 3. 16.5 ตารางหน่วย   4. 17 ตารางหน่วย 
 
23. ตารางต่อไปนี้เป็นคะแนนสอบวิชาหนึ่งของนักเรียน 40 คน 
 

คะแนน จํานวนนกัเรียน (fi) 
10 – 14 
15 – 19 
20 – 24 
25 – 29 
30 – 34 
35 – 39 

4 
6 
a 
8 
4 
6 

 

โดยมีคะแนนเฉล่ีย ( )  เท่ากับ 24.5 และ 
3

i i
i 1

f (x ) 125


     

ถ้าส่วนเบี่ยงเบนควอร์ไทล์เท่ากับ b  และส่วนเบี่ยงเบนเฉล่ียเท่ากับ c แล้ว ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. b 5  และ c 6.25    2. b 6.25  และ c 5  
 3. b 4.5  และ c 5    4. b 5  และ c 4.5  
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24. สมศักด์ิสอบวิชาคณิตศาสตร์สองคร้ัง โดยที่ได้ค่ามาตรฐานของคะแนนสอบคร้ังที่หนึ่งเป็น 1.96 
และได้คะแนนในการสอบคร้ังที่สองคิดเป็นตําแหน่งเปอร์เซนไทล์ที่ 98.3 
ในการสอบทั้งสองคร้ังนี้ คะแนนสอบมีการแจกแจงปกติ โดยมีคะแนนเฉล่ียเท่ากัน และส่วนเบี่ยงเบน
มาตรฐานของคะแนนสอบคร้ังที่หนึ่ง และคร้ังที่สอง เท่ากับ 10 และ 5 ตามลําดับ 
    พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
      ก. คะแนนสอบที่ได้ในคร้ังที่หนึ่ง น้อยกว่า คร้ังที่สอง 
      ข. ค่ามาตรฐานของคะแนนสอบคร้ังที่หนึ่ง น้อยกว่า คร้ังที่สอง 
 

ตารางแสดงพืน้ทีใ่ต้เสน้โค้งปกติมาตรฐาน ระหว่าง 0 ถึง z เป็นดังนี ้
 

z 1.53 1.96 2.12 2.35 
พื้นท่ีใต้เสน้โค้ง 0.4370 0.4750 0.4830 0.4906 

 

ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
25. ถ้าน้ําหนักของนักเรียนชั้นประถมปีที่ 1 ของโรงเรียนแห่งหนึ่งมีการแจกแจงปกติ โดยมีมัธยฐาน
เท่ากับ 10 กิโลกรัม และสัมประสิทธิ์ของการแปรผันเท่ากับ 0.2 แล้ว นักเรียนที่หนกัมากกว่า 13 
กิโลกรัม และหนักน้อยกว่า 8 กิโลกรัม คิดเป็นเปอร์เซ็นต์เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
    ตารางแสดงพ้ืนที่ใต้เส้นโค้งปกติมาตรฐาน ระหว่าง 0 ถึง z เป็นดังนี้ 
 

z 0.75 1 1.25 1.5 
พื้นท่ีใต้เสน้โค้ง 0.2734 0.3413 0.3944 0.4332 

 

 1. 9.19%      2. 22.55%  3. 40.81%      4. 69.19% 
 
 

ตอนที่ 2  ข้อสอบแบบเติมคํา 
(ข้อ 1 – 5 ข้อละ 2 คะแนน, ข้อ 6 – 10 ข้อละ 3 คะแนน) 
 
1. กําหนดให้ n เป็นจํานวนเต็มบวกที่มีค่าน้อยที่สุด ซ่ึงหารด้วย 7 แล้วมีเศษเหลือเท่ากับ 4 
ถ้า 9 และ 11 ต่างก็หาร (n 2)  ลงตัว แล้ว n คือจํานวนใด 
 
2. ถ้าเส้นกํากับของไฮเพอร์โบลา 2 216x 9y 32x 36y 164     ตัดแกน X ที่จุด 1 2X , X  
แล้ว ระยะระหว่าง 1 2X , X  ยาวกี่หน่วย 
 
3. ถ้า 2log 3 1.59  แล้ว ค่าของ x ซ่ึงสอดคล้องสมการ 2x 1 2x 2 2x2 3 12    เท่ากับเท่าใด 
 

4. กําหนดให้ 
x 1 1

A 3 1 1
x 0 1

 
 
  

  ถ้า 12C (A) 4  แล้ว det(2A) มีค่าเท่าใด 
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5. 2x 1
1 1lim ( )1 x 2 3x x


  

 มีค่าเท่าใด 

 
6. ถ้าเซตคําตอบของอสมการ 2x x 2 (x 2)     คือช่วง (a, b) 
แล้ว a b  มีค่าเท่ากับเท่าใด 
 
7. กําหนดให้ f(x) 3x 5   และ 2h(x) 3x 3x 1    
ถ้า g เป็นฟังก์ชันซ่ึงทําให้ f g h  แล้ว g(5) มีค่าเท่าใด 
 
8. ให้ (x 1 i)   และ (x 2)  เป็นตัวประกอบของฟังก์ชัน 3 2f(x) x ax bx c     
(x 3)  หาร f(x) เหลือเศษเท่าไร 
 
9. ในการสอบวิชาคณิตศาสตร์ พบว่า คะแนนสอบของนักเรียนมีการแจกแจงปกติ 
ส่วนเบี่ยงเบนควอร์ไทล์เท่ากับ 6  สัมประสิทธิ์ของส่วนเบี่ยงเบนควอร์ไทล์เท่ากับ 0.6 
คะแนนเฉล่ียของการสอบคร้ังนี้มีค่าเท่ากับเท่าใด 
 
10. ถ้าความสัมพันธ์เชิงฟังก์ชันของข้อมูลชุดหนึ่ง ระหว่างตัวแปร x และ y มีกราฟเป็นเส้นตรง 

โดยที่ 
8

i
i 1

x 32


 ,  
8

i
i 1

y 16


 ,  
8

i i
i 1

x y 65


 ,  
8 2

i
i 1

x 140


 ,  
8 2

i
i 1

y 34


  

ถ้า x 8  แล้ว จะประมาณค่า y ได้เท่าใด (ตอบเป็นทศนิยมสองตําแหน่ง) 
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เฉลยคําตอบ 
 

ปรนัย 1. 2 2. 3 3. 2 4. 4 5. 1 6. 3 7. 4 
 8. 1 9. 2 10. 1 11. 4 12. 1 13. 3 14. 1 
 15. 4 16. 3 17. 4 18. 3 19. 2 20. (0.125) 21. 4 
 22. (37.33) 23. 1 24. 3 25. 2 
อัตนัย 1. 200 2. 3 3. 2.09 4. 16 5. 1 
 6. 2 7. 28 8. 25 9. 10 10. 2.33 

 
เฉลยวิธีคิด 

 
ตอนท่ี 1 
1. เซต A;  22x x 1 2    

22x x 3 0 (2x 3)(x 1) 0         

เขียนเส้นจํานวนได้ช่วงคาํตอบเป็น 3A ( 1, )2   

เซต B;  29x 16 0 (3x 4)(3x 4) 0       

เขียนเส้นจํานวนได้ช่วงคาํตอบเป็น 4 4B ( , )3 3   

4A B ( 1, )3      ..เปน็สับเซตของข้อ 2. ตอบ 

 
 
2. ข้อ ก. ผิด  ..เช่น x 13  
จะตอ้งได ้ y 183  ซึ่งไม่อยู่ในเอกภพสัมพัทธ ์
(แสดงวา่ไม่ใช่ x ทุกค่า ทีจ่ะมี y ที่ใช้ได)้ 
 

ข้อ ข. นิเสธของ x [ P(x) [Q(x) R(x)] ]    
คือ x [ P(x) ~ [Q(x) R(x)] ]    
   x [ P(x) ~Q(x) ~R(x)]   ขอ้ ข. ถูก 

 
 
3. คําถามขอ้นีค้อื “ถ้าเหตุทกุขอ้เป็นจรงิแลว้ ผลที่
ให้มาในตัวเลือกใดทีจ่ะเป็นจริงเสมอ” 
 

จากเหตุ (3) เปน็จรงิ ..แสดงว่า x ทุก ๆ  ตัวใน 
เอกภพสัมพทัธ ์ทําให้ Q(x) R(x)  เป็นจริง 
แต่จากเหต ุ(4) เป็นจริง ..ก็แสดงว่า มี x บางตัวใน 
เอกภพสัมพทัธ ์ที่ทาํให ้R(x) เป็นเทจ็ 
 

..จึงสรุปไดว้่า ค่า x ที่กล่าวถึงในเหต ุ(4) นั้น ตอ้ง
ทําให้ Q(x) เป็นจริง  (มิฉะนัน้เหต ุ(3) จะไม่จรงิ) 
ตอบ  ขอ้ 2. x [ Q(x)]  

 

4. เซต r;  สมการมีกราฟเป็นรปูวงกลม รัศมี 4 
หน่วย จุดศูนยก์ลาง (0,0) ..ดังนั้น rD [ 4, 4]   

เซต s;  จัดรูปสมการไดเ้ป็น 2 x 2y x 3
 




 

แสดงว่าเงื่อนไขคอื x 2 x 20 0x 3 x 3
  


 

> <  

..ดังนัน้ sD ( 3, 2]    

r sD D [ 4, 3] ( 2, 4]          ตอบ ข้อ 4. 

 
 
5. จาก 1g(f (a)) 0   
จะได้ 1 1 2f (a) g (0) 0 1 1       
ดังนัน้ 3a f( 1) ( 1 1) 3 5         
ตอบ 2a 25  อยู่ในเซตข้อ 1. 

 
 
6. จากสมการในโจทย์ คอื 

2 2 2 2(A AB BA B ) 2AB A B       
AB BA 0 AB BA       

จึงได้วา่ 2a 1 3a 3 2 a 3b
2b 1 3b 3 5 2a 3b

              
 

แก้สมการที่ตาํแหน่ง 11, 21 ..ได้ a 1.5   และ 
b 2  (แทนค่าที่ตาํแหน่งที่เหลือ พบวา่สอดคลอ้ง) 

ตอบ 1 1.5det(A) 3.51 2
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P 

R 

Q 



v  

7. จากสมการ 2 272 24k(x x) l(y y) mk l      

“จุดศูนยก์ลางอยู่ที่ (4,3)” 
แสดงว่า 72/k 8 k 9    
และ 24/l 6 l 4    
“สัมผัสแกน Y” แสดงว่าผ่านจดุ (0,3) 
..นั่นคอื 20 4((3) 6(3)) m m 36       
 

จัดรูปสมการวงร;ี 2 29(x 8x) 4(y 6y) 36      
2 29(x 8x 16) 4(y 6y 9) 36 144 36          

2 29(x 4) 4(y 3) 144      
2 2(x 4) (y 3) 116 36

 
    

เป็นวงรีตัง้, a 6 , b 4  ..จึงได ้ c 20  
ข้อ 1. ถึง 3. ถูก (คิดจาก 2a, 2b, 2c ตามลําดับ) 
ข้อ 4. ผดิ ..เพราะแทน (2,6) ลงไปแล้วไม่เปน็จรงิ 

 
 
8. ๏ จากสมการพาราโบลา 2(x 2) 4(2)(y)   
แสดงว่าเป็นพาราโบลาหงาย จุดยอดอยู่ที่ (2,0) 
จุดโฟกัสอยู่ที ่(2,2) และไดเรกตริกซ์คอื y 2   
 

๏ พิจารณาวงกลมที่สรา้งขึ้น มีจุดศูนย์กลาง (0,0) 
และผ่านจดุ (2,2) แสดงว่ารัศมี 2 22 2 8    

นั่นคอืสมการวงกลมเปน็ 2 2x y 8   
จะได้จดุตดัของวงกลมกับไดเรกตริกซ์ เป็น 
P(2, 2)  และ Q( 2, 2)   
(สองจดุนีอ้ยู่บนเส้นไดเรกตริกซ์) 
 

๏ พื้นที่สามเหล่ียม คิดจาก 1 PQ (R Dir)2     

ซึ่งจดุ R ห่างจากโฟกัสอยู่ 4 หน่วย ก็จะห่างจาก
ไดเรกตริกซ ์4 หน่วยเช่นกัน (สมบัติพาราโบลา) 

ตอบ 1 4 4 82     ตารางหนว่ย 

 
 
9. จากสมการในโจทย์ 
จะได้ 6 log(x 2y) 3 log x 3 log y    

2 log(x 2y) log x log y     
2log(x 2y) log(xy)    

2 2 2 2x 4xy 4y xy x 5xy 4y 0         

(x 4y)(x y) 0      ..นัน่คอื x 4y   หรอื 1 

 
 

..แต่มีเงือ่นไขของสิ่งที่อยูภ่ายใน log ในโจทย์ด้วย 
ได้แก่ 3 3x , y 0 x, y 0    

และ xx 2y 0 x 2y 2y       

(ย้ายข้างหารได้ เพราะแน่ใจว่า y 0  เท่าน้ัน) 

..จึงสรุปวา่ x 4y   ใช้ได้ แต่ x 1y   ใช้ไม่ได้ 

ตอบ A {4}  และมีผลบวกสมาชิกเทา่กบั 4 

 
 
10. ..จาก u 3  

จะได้ 2 2 2 2 2a b 2 3 a b 5       .....(1) 

..และจาก u v u v cos    

จะได้ 2 2 2 2 12a 3b (3)( 4a 9b )( )3    .....(2) 
 

แก้ระบบสมการโดยแทน (1) ลงใน (2) 
จะได้ 2 210 5b 20 5b    

2 4 2100 100b 25b 20 5b      
แยกตัวประกอบ 2 2(5b 16)(b 1) 0    
..แต่โจทย์กําหนด b เป็นจาํนวนเต็มบวก 
ดังนัน้ b 1  เทา่นัน้ และจะได ้ a 2  

ตอบ 
i j k

u v 2 1 2 6 i 8 j 10k
4 3 0

    


 

 
 
11. เขียนรูปครา่ว ๆ  
ได้ดังนี ้
 
 
 
 
จากสูตรการดอทเวกเตอร์ ทาํใหท้ราบว่า 
   PR vcos

|PR| v


 
˜
˜

PQ v
|PQ| v



˜
˜

 

ซึ่งหาได ้ 2 2PR 9i 12j |PR| 9 12 15    ˜ ˜  

และ 2 2PQ 7i 24j |PQ| 7 24 25     ˜ ˜  
 

..จึงแทนลงในสมการได้ 9a 12b 7a 24b
15 25
  

  

225a 300b 105a 360b      
a 2330a 60b b 11        ตอบ 
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O 

(3,1) (1.5,1.5) 

(1,3) 

12. ขอ้ ก. tan 14 tan 76    
sin 14 sin 76
cos 14 cos 76

 
 

 
 

sin 14 cos 76 cos 14 sin 76
cos 14 cos 76

    


 
 

sin90 1
cos 14 cos 76 cos 14 cos 76


 

   
 

1 2 2
cos 14 sin 14 2 sin28  

  
 

2 cosec28    ..ดงันัน้ ขอ้ ก. ถูก 
 

ข้อ ข. ให้ A arctan x  

จะได้ 2
xsin A

x 1



 และ 2

1cos A
x 1




 

..สมการจะกลายเป็น 42 sin A cos A 5  

2
2
2x 4 5x 2 2x5x 1

    


 

(2x 1)(x 2) 0     

นั่นคอื 1x 2  หรือ 2    ..ดังนัน้ ข้อ ข. ถูก 

 
 

13. จากกฎของไซน์ จะได้ sinB sin C k
3a 4a 2a   

นั่นคอื sinB 1.5k  และ sin C 2k  
 

..โจทย์ถามค่าของ cot B cot C  

    cos B cos C
sinB sin C   

    cosB sin C cos C sinB
sinB sin C


  

    sin(B C) sin(180 A)
sinB sin C sinB sin C

  
   

    sin A k 1
sinB sin C (1.5k)(2k) 3k     ตอบ 

 
 
14. เขียนกราฟของอสมการ 
และแก้ระบบสมการ หาจดุ 
ยอดมุม ได้ดงัรูป 
 
(1, 3) C 136   
(3, 1) C 152   
(1.5, 1.5) C 108   
ตอบ ค่าต่ําสุดของ C เทา่กับ 108 

 
 

15. จากสมการในโจทย์ คอื 31(1 ) 1z    

แสดงว่า 11 z  เป็นรากที่สามของ 1  
 

..เนื่องจาก 1 1 180     

ดังนัน้รากทีส่ามได้แก่ 1 31 60 i2 2    , 

1 180 1     และ 1 31 300 i2 2     
 

..จะได้ 1 1 31 1, iz 2 2     

นั่นคอื 1 1 32, iz 2 2     

และ 1 1 3z , i2 2 2     

ตอบ 1 2 3
1 1 1 3Re(z z z ) 2 2 2 2         

 
 

16. จาก 1
1

3 1z i2 2
    จะได ้ 1

3 1z i2 2   

จาก 1 2z z 2i  จะได้ 1
2 1

3 3 3z 3 iz i2 2 2
    

ตอบ 
2 2 2

1 2
3z z 3 2i ( 7) 72      

 
 
17. ให้คน 3 คนที่ระบุมา เปน็กลุ่มเดียวกัน 
สลับกันภายในได้ 2! แบบ 
(สลับระหว่างสมชายและสมคิดเทา่นัน้) 
จากนั้นนํากลุ่มนีไ้ปสลับร่วมกับอกี 5 คนที่เหลอื 
(ในแนวเส้นตรง) ได้ 6! แบบ 
..ดังนัน้ จํานวนวธิีทั้งหมดคือ 2!6! 1440   ตอบ 

 
 

18. วธิีที่เกิดขึน้ได้ทั้งหมดมีอยู่ 10 1203
   
 

 แบบ 

วิธีทีส่นใจ ได้แก ่864, 862, 860, 842, 840, 
642  ..รวม 6 แบบ 

ดังนัน้ ความน่าจะเป็นเท่ากับ 6 1
120 20   ตอบ 
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19. 
n 1 n 1

n n n
2 3a 4 4

 

     

       1 1 1 3 9(1 ...) ( ...)2 4 4 16 64         

          แตล่ะวงเล็บเป็นอนุกรมเรขาคณิตอนันต์ 

       (1/4)1 2 1 31 (1/2) 1 (3/4)    
 

 

 

n
1 1b 2n(n 1) / 2 n(n 1) 
 

    

     1 1 12( ...)1 2 2 3 3 4   
  

 

     1 1 1 1 12 [(1 ) ( ) ( ) ...]2 2 3 3 4        

     2(1) 2   
ตอบ A B 3 2 5     

 
 
20. ๏ ฟงัก์ชันนีต้่อเนื่องทีจุ่ด x 0  
จึงกลา่วได้วา่ 

x 0
lim f(x) f(0)


  

2( 1) 1 0 b b 2        
 

๏ ฟังก์ชันนีต้่อเนื่องที่จดุ x 1  
จึงกลา่วได้วา่ 

x 1
f(1) lim f(x)


  

1 a b 1 b      
..แทนค่า b ลงไป จะได ้ a 4   

ตอบ 1 1f( ) 2 2 0.1252 8      (ไม่มีข้อใดถูก) 

 
 
21. ๏ จาก 2 3f(x) ax f (x) 2ax       
และ f ( 1) 2    จึงได ้ 2a 2 a 1      

ดังนัน้ 1f(x) 1 x   

๏ จาก 1f(g(0)) f(b) 2   

จะได ้
1 11 b 2b 2     ..ดังนัน้ 2g(x) x 2   

ตอบ 2
g(1)f(1) f(1)g(1)f f( ) (a b) ( ) (1)g g (g(1))

 
     

               2
(3)(1) (0)(2) 1

3(3)


   

 
 
 
 

22. สมการ 3 2y x 2x 2x 0     มีคําตอบที่
เป็นจาํนวนจริงคาํตอบเดียวคือ x 0  
แสดงว่ากราฟนี้ตดัแกน X ที่จดุ 0 เพียงจดุเดียว 
..ในข้อนี้จงึสามารถอินทิเกรตหาพื้นที่ไดท้ันที โดยไม่
ต้องแบ่งช่วงยอ่ย 
 

4 3 2
0A (x 2x 2x)dx    

  44 3 2
0(x /4 2x /3 x )    

  12864 16 37.333     ตารางหน่วย 

ตอบ  ไม่มีข้อใดถูก 

 
 
23. เนือ่งจากจาํนวนนักเรียนทั้งหมดมี 40 คน 
ดังนัน้ a 12  และเขียนความถ่ีสะสมของแตล่ะชั้น
ได้ดังนี้ .. 4, 10, 22, 30, 34, 40 
 

หา QD;  3Q  อยู่ในตาํแหน่งที่ 3 40 304    

นั่นคอืขอ้มูลตัวสดุทา้ยของช้ัน 25–29 พอด ี
แสดงว่า 3Q ขอบบน 29.5   คะแนน 

1Q  อยู่ในตาํแหน่งที ่ 1 40 104    

นั่นคอืขอ้มูลตัวสดุทา้ยของช้ัน 15–19 พอด ี
แสดงว่า 1Q ขอบบน 19.5   คะแนน 

..ดังนัน้ 29.5 19.5QD 52


   
 

หา MD;  สูตรคาํนวณคอื i i

i

f xMD f
  




 

ซึ่งในขอ้นีจ้ะคาํนวณตรง ๆ  ก็ได้ ..แต่เพือ่ใหง้่ายขึ้น 
จึงสงัเกตว่า 3 ช้ันบน คา่ i(x )   ตดิลบทุกช้ัน 
และ 3 ช้ันลา่ง ค่า i(x )   เปน็บวกทกุช้ัน 
 

(1) โจทย์บอก i if (x )    ของ 3 ช้ันบน เปน็ –125 
..ดังนัน้คา่ i if x    ของ 3 ช้ันบน เทา่กบั 125 
 

(2) สมบัตขิองคา่เฉลี่ยเลขคณิต  “เม่ือพิจารณา
ข้อมูลทั้งหมดร่วมกัน จะได้ i if (x ) 0     เสมอ” 
แสดงว่า i if (x )    ของ 3 ช้ันลา่ง เทา่กับ 125 
..ดังนัน้คา่ i if x    ของ 3 ช้ันลา่ง เทา่กบั 125 
 

จะได้ i i

i

f x 125 125MD 6.25f 40
   

  


 

ตอบ ข้อ 1. 
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24. การสอบทั้งสองครั้ง มีคา่เฉลี่ยเลขคณิตเท่ากนั 
สมมติวา่เท่ากับ a 

ครั้งที ่1; 1
1 1

x az 1.96 x a 19.610


      

ครั้งที ่2; เปอร์เซนไทล์ที ่98.3 อยู่ทางซีกขวาของ
โค้ง มีพืน้ทีว่ัดไปยังแกนกลางเท่ากับ 0.4830 

..ดังนัน้ 2
2 2

x az 2.12 x a 10.65


      

ตอบ 1 2x x  และ 1 2z z   (ข้อ 3.) 

 
 
25. โค้งปกตทิําให้ X Med 10   กก. 

และจาก s 0.2X   จึงได้ s 2  กก. 

 

๏ คดิที ่13 กก.; 13 10z 1.52


   

อยู่ทางซีกขวาของโค้ง มีพื้นที่วัดไปยังแกนกลาง
เท่ากับ 0.4332 

๏ คดิที ่8 กก.; 8 10z 12


    

อยู่ทางซีกซา้ยของโค้ง มีพื้นที่วัดไปยังแกนกลาง
เท่ากับ 0.3413 
 

๏ โจทย์ถามพืน้ที่ดา้นนอกรวมกนัทั้งสองฝั่ง 
เท่ากับ 1 (0.4332 0.3413) 0.2255    
ตอบ 22.55% 

 
 
ตอนท่ี 2 
1. “9 และ 11 ไปหาร (n 2)  ลงตัว” 
แสดงว่า ค.ร.น. ของ 9 และ 11 ซึ่งก็คอื 99 นั้น 
จะหาร (n 2)  ลงตัวดว้ย 
..หรือเขียนได้เปน็ (n 2) 99a n 99a 2      
(โดย a เป็นจาํนวนเต็มบวก เพราะโจทย์กําหนดว่า 
n เป็นจํานวนเตม็บวก) 
 

“n หารด้วย 7 เหลอืเศษเท่ากับ 4” จะเขียนได้เปน็ 
n 7b 4    (โดย b เป็นจาํนวนเต็มบวก) 
 

..ดังนัน้ 99a 299a 2 7b 4 b 7


      

ทดลองแทนค่า a จาก 1, 2, 3, …ไปเร่ือย ๆ  
จนกว่าจะได้คา่ b ที่เปน็จาํนวนเต็มบวกดว้ย 
พบว่า a ที่นอ้ยทีสุ่ดที่สอดคลอ้งคอื a 2  
ตอบ n 99(2) 2 200    

 

2. ๏ จัดรูปสมการไฮเพอร์โบลา; 
   

2 216(x 2x 1) 9(y 4y 4) 164 16 36         
2 216(x 1) 9(y 2) 144      

2 2(x 1) (y 2) 19 16
 

    

ไฮเพอร์โบลาเปิดซ้ายขวา, จุดศูนย์กลางอยู่ที ่( 1,2)  
มีค่า a 3 , b 4  

ดังนัน้เสน้กาํกับมีสมการเป็น 4(y 2) (x 1)3     
 

๏ หาจุดตัดแกน X โดยแทนค่า y ด้วย 0 

จะได้ 3 1x ( 2)( ) 14 2      กับ 5
2  

แสดงว่าจุดตัดไดแ้ก่ 1( , 0)2  กับ 5( , 0)2  

ตอบ ระยะระหวา่งสองจุดนี้เทา่กบั 3 หนว่ย 

 
 
3. จากสมการ 2x 2x 2x 2x 2x2 2 3 9 2 2 3       
..นํา 2x 2x2 3  หารทั้งสองข้างของสมการ (หารได้
เพราะเอกซ์โพเนนเชียลไม่มีทางเท่ากับ 0 อยู่แลว้) 
จะได้ 2x2 9 2   

2x 1
29 2 2x 1 log 9      

2 21 log 9 1 2 log 3x 2 2
 

    

    0.5 1.59 2.09     ตอบ 

 
 

4. 12
3 1C (A) 3 x 4 x 1x 1        

ตอบ 3det(2A) 2 det(A)  
             (8)( 1 1 1 3) 16       

 
 

5. จากโจทย์จะได้ 
x 1

1 1lim ( )1 x (1 x)(2 x)


  
 

 

วิธีที่ 1 รวมเศษส่วน 

x 1 x 1
(1 x)(2 x) 1lim ( ) lim ((1 x)(2 x) 

 
 

  (1 x)
) 1(2 x) 


 

 

วิธีที่ 2 แยกเศษส่วนย่อย 

x 1 x 1
1 1 1 1lim ( ( )) lim ( ) 11 x 1 x 2 x 2 x 

    
   

 
 

ตอบ  1 
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+    –   +     –     + 
  –2 –2     0      2 

6. อสมการมากกว่าหรือเทา่กับ 0 ทั้งสองขา้ง 
(ฝั่งซ้ายเป็นคา่สมับูรณ์ และฝั่งขวาก็มากกว่าฝ่ังซา้ย
จึงเปน็บวกแนน่อน) สามารถยกกาํลังสองทัง้สองขา้ง 
..ได้ดังนี้ 2 2 2(x x 2) (x 2)     
ย้ายขา้งมาลบกนั แล้วแจกแจงดว้ยผลตา่งกําลังสอง 

2 2[(x x 2) (x 2)][(x x 2) (x 2)] 0           
2 2[x 4][x 2x] 0     

(x 2)(x 2)(x)(x 2) 0      
 
 
 
เขียนเส้นจํานวน จะได้ช่วงคาํตอบเป็น (0,2) 
และยังมีเงือ่นไขฝ่ังขวาของอสมการในโจทย์ 
คือ x 2 0 x 2      
..พบว่าชว่งคาํตอบก็ยังคงเปน็ (0,2) เชน่เดิม 
ตอบ a b 2   

 
 
7. จาก f(g(x)) h(x)  
จะได้ 23 g(x) 5 3x 3x 1     

..แสดงว่า 
2

23x 3x 6g(x) x x 23
 

     

ตอบ g(5) 25 5 2 28     

 
 
8. ข้อน้ีโจทย์จําเป็นต้องระบุด้วยว่า a, b, c เป็น
จํานวนจริง จงึจะหาคําตอบได้ โดยอาศัยหลักที่ว่า 
“ถ้า (x (a bi))   เป็นตัวประกอบ 
แล้ว (x (a bi))   จะเป็นตัวประกอบด้วย” 
 

๏ โจทย์กาํหนด (x 1 i)   เป็นตัวประกอบ 
แสดงว่า (x 1 i)   เป็นตวัประกอบด้วย.. 
นั่นคอื f(x) (x 1 i)(x 1 i)(x 2)       
           2(x 2x 1 1)(x 2)      
           3x 2x 4    
ตอบ f(3) 27 6 4 25     

 
 
 
 
 
 
 

9. จาก 3 1
3 1

Q Q 6 Q Q 122


     

และ 3 1
3 1

Q Q 0.6Q Q





  ..จะได้ 3 1Q Q 20   

 

เนื่องจากขอ้มูลชุดนี้มีการแจกแจงปกติ ค่าเฉลีย่เลข
คณติจึงอยู่กึง่กลางระหวา่ง 1Q  กับ 3Q  พอด ี

ดังนัน้ 3 1Q QX 102


   คะแนน  ตอบ 

 
 
10. จากสมการรูปแบบเส้นตรง Ŷ mX c   
..จะได้ y m x cN     
     16 32m 8c    .....(1) 
      (ค่า N เท่ากับ 8 ดูได้จากค่าดัชนีของซิกม่า) 
 

และ 2xy m x c x      
    65 140m 32c    .....(2) 
 

..แก้ระบบสมการได้ 1m 12 , 5c 3  

ดังนัน้ สมการที่ใช้ประมาณคอื 1 5Ŷ X12 3   

ตอบ ถ้า x 8  จะได ้ 8 5 7Ŷ 2.3312 3 3     

 
 



ข้อสอบเข้ามหาวิทยาลัย 2551 (&) 
 
ตอนที่ 1  ข้อสอบแบบเลือกตอบ  (ข้อละ 3 คะแนน) 
 
1. พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
    ก. ถ้า (p q) r   และ (q r) s   ต่างมีค่าความจริงเป็นเท็จ 
       แล้ว (p q) (r s)    มีค่าความจริงเป็นจริง 
    ข. การอ้างเหตุผลข้างล่างนี้สมเหตุสมผล 
        เหต ุ 1) ~ p ~(q r)         2) q s        3) ~ r  
         ผล  s p  
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
2. กําหนดให้ a 2

aI(a) (x 1)dx


   สําหรับ a [0, )   

ประโยคในข้อใดต่อไปนี้มีค่าความจริงเป็นจริง เม่ือเอกภพสัมพัทธ์คือช่วง [0, )  
 1. a [ I(a) 0 ]      2. a [ (I(a) 0) (a 0) ]     
 3. a [ (a 2) (I(a) 0) ]      4. a [ (a 0) (I(a) 0) ]     
 
3. กําหนดให้ A เป็นเซตคําตอบของอสมการ 2 2x x 2 x 4x 3   <   และ B A {1}   

ถ้า a เป็นสมาชิกของ B ซ่ึง a b 0 >  ทุก b B  แล้ว พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 

     ก. 4 a3  เป็นจํานวนคู่       ข. 5a  เป็นจํานวนคู่ 

ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
4. กําหนดให้ n เป็นจํานวนเต็มที่มีค่ามากที่สุด ซ่ึงมีสมบัติว่า 
n หาร 551 และ 731 เหลือเศษ r เท่ากัน และ n หาร 1093 เหลือเศษ r 2  

แล้ว r 1
n
  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1
17        2. 1

18   3. 1
19        4. 1

20  

 
5. ถ้า z เป็นจํานวนเชิงซ้อนที่สอดคล้องกับสมการ z z 2z i 0    
แล้ว ส่วนจินตภาพของ z มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 1        2. 2   3. 2 1       4. 1 2  
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6. ถ้า 1z , 2z  เป็นคําตอบที่ไม่ใช่จํานวนจริงของสมการ 
3z 1 8z 1

 
   

 

แล้ว 1 2z z  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 3       2. 3
7   3. 3        4. 3

7  

 
7. กําหนดให้ f และ g เป็นฟังก์ชัน ซ่ึงนิยามโดย 
    2f(x) x 1    และ  g(x) ax  เม่ือ a (0, 1)  
ถ้า k เป็นจํานวนจริงที่ทําให้ (f g)(k) (g f)(k)   

แล้ว 1
2
1(f g )( )
k

  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1       2. 2  3. 3       4. 4 
 
8. กําหนดให้ f และ g เป็นฟังก์ชัน ซ่ึงนิยามโดย 

             3
x 1 เม่ือ x 0f(x)
x 1 เมื่อ x 0

   
 >

และ  2g(x) x 4x 13    

ถ้า a เป็นจํานวนจริงบวก ซ่ึง g(a) 25  
แล้ว 1 1f ( 2a) f (13a)    มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 0       2. 2  3. 4       4. 6 
 
9. กําหนดให้ r {(x, y) | (x 2)(y 1) 1}     
        และ 2 2s {(x, y) | xy (y 1) }    
เซตในข้อใดต่อไปนี้ไม่เป็นสับเซตของ r sR R  

 1. ( , 1)        2. 1( 2, )2    3. 1( , 2)2       4. (1, )  

 
10. กําหนดให้ 2 2A {(x, y) | x y 1}    
              2 2B {(x, y) | 4x 9y 1}    
              2 2C {(x, y) | y x 1}    
ข้อใดต่อไปนี้ผิด 
 1. A B A      2. B C B   
 3. B (A C)       4. A (B C)     
 
11. ให้ A และ B เป็นจุดยอดของไฮเพอร์โบลา 2 24x y 24x 6y 11 0      
สมการของพาราโบลาที่มี AB  เป็นเลตัสเรกตัม และมีกราฟอยู่เหนือแกน X 
คือสมการในข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 2(x 3) 4(y 2)      2. 2(x 3) 8(y 1)    
 3. 2(x 2) 4(y 2)      4. 2(x 2) 8(y 1)    
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12. ให้ E เป็นวงรีที่มีแกนเอกขนานกับแกน X, มีจุดศูนย์กลางที่ ( 2, 1) , 
สัมผัสเส้นตรง x 1  และ y 3   โดยมี 1F  และ 2F  เป็นจุดโฟกัสของ E 
ให้ C เป็นวงกลมที่มี 1 2F F  เป็นเส้นผ่านศูนย์กลาง 
ถ้าวงรี E ตัดวงกลม C ที่จุด P, Q, R และ S แล้ว พ้ืนที่รูปส่ีเหล่ียม PQRS มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 12
5  ตารางหน่วย   2. 245  ตารางหน่วย 

 3. 36
5  ตารางหน่วย   4. 48

5  ตารางหน่วย 

 

13. ผลบวกของรากทั้งหมดของสมการ 1/ x
3 3

1log (3 27) log 4 1 2x     เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 0       2. 1
2   3. 3

4        4. 1 

 
14. ให้ A , B  และ C  เป็นเวกเตอร์ ซ่ึง A 3 , B 2  และ C 1  
ถ้า A B 4C 0    แล้ว A B B C C A      มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 5
2        2. 1   3. 0       4. 1

2  

 
15. กําหนดทรงส่ีเหล่ียมหน้าขนาน มีจุดยอดอยู่ที่จุด O(0, 0, 0) , A(1, 5, 7), B(2a, b, 1)   
และ C(a, 3b, 2) โดยที่ a และ b เป็นจํานวนเต็ม 
ถ้า OA˜  ตั้งฉากกบัฐานที่ประกอบด้วย OB˜  และ OC˜  
และ   เป็นมุมระหว่าง OB˜  และ OC˜  แล้ว ข้อใดต่อไปนี้ถูก 

 1. 5sin
3 7

   

 2. OB OC 21| || | 
˜ ˜  

 3. พ้ืนที่ฐานของทรงส่ีเหล่ียมหน้าขนาน เท่ากับ 5 3
2  ตารางหน่วย  

 4. ปริมาตรของทรงส่ีเหล่ียมหน้าขนาน เท่ากับ 75 ลูกบาศก์หน่วย 
 
16. ให้ A, B และ C เป็นจุดยอดของรูปสามเหล่ียม ABC และ ˆˆ ˆA B C   
โดยที่ tan A tanB tan C 3 2 3   และ tanB tan C 2 2 3    
พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 

     ก. tan C 2 3         ข. 5Ĉ 12
  

ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
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17. กําหนดเมทริกซ์ A และ B ดังนี้ 

    
2x 2 2A

2 2 x
   
  

  และ  2 4xB 2 0
    
 

  โดยที่ x เป็นจํานวนจริง 

ถ้า det (2A) 76   แล้ว 
เมทริกซ์ C ในข้อใดต่อไปนี้ ที่ทําให้ค่าของ det (BC) อยู่ภายในช่วง ( 100, 50)   

 1. 1 1C 1 2
   
 

      2. 1 2C 1 1
   
 

 3. 2 1C 1 4
 

   
      4. 2 1C 3 1

 
   

 

 
18. กล่องใบหนึ่งมีหลอดไฟอยู่ 10 หลอด เป็นหลอดดี 8 หลอด และหลอดเสีย 2 หลอด สุ่มหยิบ
หลอดไฟข้ึนมาคร้ังละ 1 หลอด 3 คร้ัง โดยที่ในการหยิบแต่ละคร้ังให้ใส่คืนหลอดไฟลงไปในกล่อง
ก่อนที่จะหยิบคร้ังต่อไป แล้ว ความน่าจะเป็นที่จะได้หลอดเสีย 2 คร้ัง มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 3
125        2. 6

125   3. 12
125        4. 16

125  

 
19. กําหนดให้ f เป็นฟังก์ชันที่นิยามบนช่วง (0, )  

โดยที่ f(2) 2 f(1)   และ 2
1f (x) 27x
x

    

ถ้า L เป็นเส้นสัมผัสกราฟของ y f(x)  ที่จุด (1, f(1)) แล้ว จุดในข้อใดต่อไปน้ีอยู่บน L 
 1. (2,64)      2. (2,66)  3. (3, 94)       4. (3, 96) 
 
20. กําหนดให้ f เป็นฟังก์ชันพหุนามกําลังสาม ซ่ึงนิยามบนช่วง [ 2, 2]  
โดยที่ f(0) 1 , f(1) 0   และ f มีค่าต่ําสุดที่ x 1 , มีค่าสูงสุดที่ x 1   
พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
      ก. f( 2) f(x) <   ทุก x [ 2, 2]   
      ข. f(2) f(x)>   ทุก x [ 2, 2]   
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
21. กําหนดตารางแสดงเงินค่าอาหารกลางวันที่นักเรียนห้องหนึ่งได้รับจากผู้ปกครองดังนี้ 
 

ค่าอาหารกลางวัน (บาท) จํานวนนกัเรียน (คน) 
29 – 31 
32 – 34 
35 – 37 
38 – 40 
41 – 43 

1 
4 
5 
5 
5 

 

ค่าเฉล่ียเลขคณิต ค่ามัธยฐาน และส่วนเบี่ยงเบนควอร์ไทล์ ตามลําดับ มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 37.35, 37.5 และ 3   2. 37.5, 37.5 และ 3 
 3. 37.35, 37.5 และ 3.5   4. 37.5, 37.0 และ 3 
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22. พิจารณาข้อมูลชุดหนึ่งซ่ึงเรียงลําดับจากน้อยไปมาก ดังต่อไปนี้ 
    8  a  12  17  22  b  26 
ถ้าค่าเฉล่ียเลขคณิตเท่ากับ 17 และควอร์ไทล์ที่ 1 เท่ากับ 10 แล้ว สัมประสิทธิ์ของส่วนเบี่ยงเบน
เฉล่ีย และสัมประสิทธิ์ของส่วนเบี่ยงเบนควอร์ไทล์ ตามลําดับ เท่ากับค่าในข้อใดต่อไปนี้ 
(ใช้ทศนิยมสองตําแหน่ง) 
 1. 0.35, 0.45      2. 0.35, 0.41 3. 0.42, 0.45      4. 0.42, 0.41 
 
23. นักเรียนห้องหนึ่งเป็นนักเรียนหญิง 20 คน นักเรียนชาย 30 คน มีค่าเฉล่ียของน้ําหนักของ
นักเรียนห้องนี้เท่ากับ 24.6 กิโลกรัม, สมศรีเป็นนักเรียนหญิงที่มีน้ําหนัก a กิโลกรัม คิดเป็นค่า
มาตรฐานของน้ําหนักในกลุ่มนักเรียนหญิงเท่ากับ b, สมชายเปน็นักเรียนชายที่มีน้ําหนัก a กิโลกรัม 
คิดเป็นค่ามาตรฐานของน้ําหนักในกลุ่มนักเรียนชายเท่ากับ b 
    ถ้า สัมประสิทธิ์ของการแปรผันเฉพาะกลุ่มนักเรียนหญิง เท่ากับ 0.125 
สัมประสิทธิ์ของการแปรผันเฉพาะกลุ่มนักเรียนชาย เท่ากับ 0.16 
ส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานเฉพาะกลุ่มนักเรียนชาย เท่ากับ 4 แล้ว 
    ข้อใดต่อไปน้ีถูก 
 1. a 22 , b 1.1     2. a 22 , b 1   
 3. a 21 , b 1.1     4. a 21 , b 1   
 
24. คะแนนสอบของนักเรียนกลุ่มหนึ่งมีการแจกแจงปกติ โดยมีฐานนิยมเท่ากับ 66.2 คะแนน 
ถ้า 39% ของนักเรียนกลุ่มนี้สอบได้คะแนนระหว่าง 56 และ 76.4 คะแนน 
แล้ว ส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานของคะแนนสอบคร้ังนี้เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
    ตารางแสดงพื้นที่ใต้เส้นโคง้ปกติมาตรฐาน ระหวา่ง 0 ถึง z เป็นดงันี ้
 

z 0.40 0.51 0.85 1.23 
พื้นท่ีใต้เสน้โค้ง 0.1554 0.1950 0.3023 0.3907 

 

 1. 8       2. 12  3. 20       4. 25 
 
25. ถ้าในการหาความสัมพันธ์เชิงฟังก์ชันระหว่างคะแนนสอบวิชาที่หนึ่ง (X) และวิชาที่สอง (Y) ของ
นักเรียนชั้นหนึ่งจํานวน 10 คน ของโรงเรียนแห่งหนึ่ง ได้พจน์ต่าง ๆ  ที่ใช้ในการคํานวณค่าคงตัวจาก
สมการปกติ ดังนี้ 

    
10

i
i 1

x 50


 ,  
10

i
i 1

y 50


 ,  
10

i i
i 1

x y 288


 ,  
10 2

i
i 1

x 304


   และ 
10 2

i
i 1

y 284


  

ได้สมการประมาณคะแนนสอบวิชาที่สองจากคะแนนสอบวิชาที่หนึ่งเป็น Ŷ 1.5 0.7X   (ใช้
ทศนิยมหนึ่งตําแหน่ง) 
    พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
ก. ถ้านักเรียนสองคนในกลุ่มนี้มีคะแนนสอบวิชาที่หนึ่งต่างกนั 2 คะแนน 
แล้ว คะแนนสอบวิชาที่สองของนักเรียนสองคนน้ีต่างกันประมาณ 1.4 คะแนน 
ข. เม่ือทราบคะแนนสอบวิชาที่สอง จะประมาณคะแนนสอบวิชาที่หนึ่งของนักเรียนในกลุ่มนี้ 
ได้จากสมการ X̂ 1.4Y 2.1   
    ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
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ตอนที่ 2  ข้อสอบแบบเติมคํา 
(ข้อ 1 – 5 ข้อละ 2 คะแนน, ข้อ 6 – 10 ข้อละ 3 คะแนน) 
 
1. กําหนดให้ 2A { x | x 2x 3 0 }     และ B { x | x 1 2 x }  >  
ถ้า A B (a, b)   แล้ว 3 a b  มีค่าเท่าใด 
 
2. ให้ 3 2P(x) x ax bx 10     เม่ือ a, b เป็นจํานวนเต็ม และ 2Q(x) x 9   
ถ้า Q(x)  หาร P(x) เหลือเศษ 1 แล้ว P(a) P(b)  มีค่าเท่าใด 
 
3. ให้ S แทนปริภูมิตัวอย่าง และ A, B และ C เป็นเหตุการณ์ 
โดยที่ A B C S    และ A B A C B C        
ถ้า P(A B) 0.7   และ P(B C) 0.5   แล้ว P(A' C')  มีค่าเท่าใด 
 

4. กําหนดเมทริกซ์ 
2 x 1

A 1 0 1
1 x 2 2x

 
   
  

 โดยที่ x เป็นจํานวนจริง 

ถ้า 22C (A) 14  แล้ว det (adj(A)) มีค่าเท่าใด 
 

5. ถ้า A { x | a x b }    เป็นเซตคําตอบของอสมการ 2
2 4

1 1log (2x 1) log (x )2 2     

แล้ว a b  มีค่าเท่าใด 
 

6. ให้   เป็นจํานวนจริง ซ่ึงสอดคล้องกับสมการ 2 2 2 2
1 1 1 1 7

tan cot sin cos
   

   
 

แล้ว 2tan 2  มีค่าเท่าใด 
 
7. กําหนดฟังก์ชันจุดประสงค์ และอสมการข้อจํากัด ดังนี้ 
    C 6x 2y  ,   x y 2 > ,   x 3y 9 < ,   0 x y< <  
ค่าสูงสุดของ C เท่ากับเท่าใด 
 

8. กําหนดให้ n k

พจน์n
1a [ 1 (2 2) (3 3 3) ... (n ... n) ]
n

         


 

โดยที่ k เป็นค่าคงตัว ที่ทําให้ nn
lim a L


 ,  L 0   แล้ว 6(L k)  มีค่าเท่าใด 
 
9. กําหนดให้ f เป็นฟังก์ชันต่อเนื่อง ที่นิยามโดย 

           

2

3
ax b เมื่อ x 0f(x)
x 1 เมื่อ x 0

  
 

>   ถ้า f (1) 4   แล้ว 3
1(f f)( )
2

  มีค่าเท่าใด 

 

10. กําหนดให้   3
x 3 เม่ือ x 1f(x)
2x เม่ือ x 1

    
  >

 

พ้ืนที่ปิดล้อมด้วยกราฟของ f บนช่วง [ 4, 0]  มีค่าเท่าใด 
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เฉลยคําตอบ 
 

ปรนัย 1. 3 2. 4 3. 3 4. 2 5. 4 6. 2 7. 2 
 8. 1 9. 3 10. 4 11. 1 12. 4 13. 3 14. 1 
 15. 4 16. 1 17. 1 18. 3 19. 2 20. 1 21. 1 
 22. 2 23. 4 24. 3 25. 2 
อัตนัย 1. 10 2. 922 3. 0.2 4. 36 5. 2.5 
 6. 8 7. 18 8. 20 9. 1.5 10. 3 

 
เฉลยวิธีคิด 

 
ตอนท่ี 1 
1. ข้อ ก. จาก (p q) r   เป็นเท็จ 
..แสดงว่า r เป็นเท็จ, p q  เปน็จรงิ 
จาก (q r) s   เป็นเท็จ 
..แสดงว่า s เป็นเท็จ, q r  เป็นจรงิ 
ดังนัน้ q เป็นเทจ็, p เป็นจริง 
และจะได ้(p q) (r s) (T F) (F F)        
               T F F       ขอ้ ก. ผิด 
 

ข้อ ข. ถ้าให้เหตเุป็นจริงทกุขอ้ 
จะได้วา่ (3) r เท็จ (2) q จรงิ, s จริง 
และ (1) p จรงิ เท่านั้น 
และพบวา่ผล s p  จะเป็นจริงตามไปด้วยเสมอ 
 การอา้งเหตุผลนี้สมเหตสุมผล    ข้อ ข. ถูก 

 
 
2. I(a)  มีคา่เทา่กับพื้นที่แรเงาในรูป 
โดยนําขนาดพืน้ที่ส่วนที ่
อยู่เหนอืแกน X ลบด้วย 
พื้นที่สว่นที่อยู่ใตแ้กน X 
 

..เม่ือคาํนวณเฉพาะซีกขวา 
ที่อยู่ใต้แกน 

จะได้ 
131 2

0
0

xA (x 1)dx ( x) 2/33       

 

ข้อ 1. ผิด ..ถ้า a มีค่าน้อย ๆ  จะได้ I(a)  ติดลบ
(เช่นเม่ือ a 1 ) 
ข้อ 3. ผิด ..ทดลองคํานวณพืน้ทีเ่หนอืแกน 
จาก 1 ถึง 2 จะได้เป็น 2 2

1B (x 1)dx 4/3    

พบว่าพื้นทีส่่วนนีใ้หญ่กว่าส่วนทีอ่ยู่ใต้แกน 
ดังนัน้ถ้า a 2  ก็จะยิง่ได้คา่ I(a) 0  เสมอ 
 

ข้อ 2. ผดิ ..ไม่จาํเป็นที่ถ้า I(a) 0  แล้ว a จะตอ้ง
เป็น 0 เท่านั้น เพราะยังมี a อีกค่า ทีท่ําให้ 
I(a) 0  ได้ เม่ือขนาดพืน้ที่ B A  พอด ี
 

..จากเหตุผลเดียวกันนี้ จึงทาํใหข้อ้ 4. ถูก ตอบ 

 
 
3. จาก 2 2x x 2 x 4x 3   <  

จะได้ (x 2)(x 1) (x 3)(x 1)   <  
 

๏ เม่ือ x 1  จะไดอ้สมการเปน็ 0 0<  
ซึ่งเปน็จรงิ แสดงว่า 1 เป็นคําตอบหน่ึงของอสมการ 
 

๏ เม่ือ x 1  จะตดั x 1  ทิ้งทัง้สองขา้งได้ 

(เพราะเป็นจํานวนซึ่งเป็นบวก และมีค่าเท่ากนั) 
ได้อสมการเป็น x 2 x 3 <  

2 2 2 2(x 2) (x 3) (x 2) (x 3) 0      < <  
(x 2 x 3)(x 2 x 3) 0       <  
5(2x 1) 0 x 0.5  < <  

สรุปวา่ A ( , 0.5] {1}    ..และ B ( , 0.5]   
 
หาค่า a ซึ่งทาํให ้ a b>  เสมอ โดยที ่ a, b B  
แสดงว่า a เป็นคา่ที่มากที่สดุในเซต นัน่คอื 0.5 

ข้อ ก. ได ้ 4 2a3 3  ไม่ใช่จํานวนคู่ ..ดังนัน้ ก. ผดิ 

ข้อ ข. ได ้ 5 10a   เป็นจํานวนคู่ ..ดังนัน้ ข. ถูก 

 
 
 
 

–a  –1        1  a 
0 

A 
B 
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4. ๏ “n หาร 551 และ 731 เหลือเศษ r เท่ากนั” 
จากบทนิยามของการหาร จะได ้

1551 nq r   และ 2731 nq r   

(โดยที่ 1 2q , q  เป็นจํานวนเต็ม) 

..นํามาลบกนักลายเปน็ 2 1180 n(q q )   

นั่นคอื “n ต้องหาร 180 ลงตัว” 
 

๏ “n หาร 1093 เหลือเศษ r 2 ” 
จะได ้ 31093 nq (r 2)     ( 3q  เป็นจาํนวนเต็ม) 

..ลบกับสมการทีส่องจะได ้ 3 2362 n(q q ) 2    

3 2360 n(q q )    

นั่นคอื “n ต้องหาร 360 ลงตัว” 
 

๏ โจทย์ถามค่า n ที่มากทีสุ่ด แสดงว่า 
n เป็น ห.ร.ม. ของ 180 กับ 360 นัน่คือ n 180  
และเม่ือนํา n ไปหาร 551 (หรอืจํานวนอื่น) 
ก็จะทราบวา่ r 11  

ตอบ r 1 10 1
n 180 18


   

 
 
5. ให้ z a b i   จะได้สมการเป็น 
a z b z i 2a 2bi i 0      
 

๏ จากการเทียบส่วนจริงในสมการ จะได ้
a z 2a 0 a( z 2) 0      

แต่ z  ไม่สามารถติดลบได้ ดงันัน้ a 0  

จึงทาํให ้ z b i  เทา่นัน้ และ z b  
 

๏ จากนั้น เทียบส่วนจินตภาพ จะได้ 
b b 2b 1 0    

กรณ ีb 0>  จะได้ 2b 2b 1 0    

       2(b 1) 0 b 1       
       ใช้ไม่ได้ เพราะไม่ตรงตามเง่ือนไข 
กรณ ีb 0  จะได้ 2b 2b 1 0     

       b 1 2    (สูตรสมการกําลงัสอง) 
       ใช้ได้เฉพาะ b 1 2   เทา่นัน้ 

ตอบ ส่วนจนิตภาพของ z คือ 1 2  

 
 
 
 

6. โจทย์กําหนดให้ z 1
z 1



 เป็นรากที่สามของ 8 

จึงตอ้งหารากทีส่ามของ 8 ก่อน ดังนี ้
 

เนื่องจาก 32 8  ..รากที่ 3 รากหนึง่ของ 8 คอื 2 
ส่วนอีกสองคา่ หาได้จากการ 
แบ่งวงกลมที่มี (2, 0) เป็นคาํตอบ 
ออกเป็น 3 สว่นเท่า ๆ  กัน 
..จะได้ 2 120   และ 2 ( 120 )    

นั่นคอื 1 3 i   และ 1 3 i   
 

ดังนัน้สมการในโจทย์กลายเปน็ z 1 1 3 iz 1


  


 

       (z ตอ้งไม่ใช่จํานวนจริง จึงไม่ตอ้งคดิคา่ 2) 
z 1 z 3 zi 1 3 i        

3 i2z 3 zi 3 i z
2 3 i

   
 


 

ตอบ 1 2
3 i 3 i 3z z 72 3 i 2 3 i


  

 
 

 
 
7. จาก (f g)(k) (g f)(k)   
จะได้ 2 2(ak) 1 a(k 1)    

2 2 2 2
2
a 1 1a k 1 ak a k aa a


      


 

สามารถตดั a 1  ที่เศษและสว่นได ้เพราะ a 1  
 

โจทย์ถามค่าของ 1 1
2
1(f g )( ) (f g )(a)
k

    

..และเนือ่งจาก g(1) a  ดังนัน้ 1g (a) 1   

ตอบ 1 1
2
1(f g )( ) (f g )(a) f(1) 2
k

      

 
 
8. จาก g(a) 25  จะได ้ 2a 4a 13 25    
แก้สมการได ้(a 6)(a 2) 0    
โจทย์กาํหนด a เป็นบวก ดังนั้น a 2  เทา่นัน้ 
 

..แสดงว่าโจทย์ถามค่าของ 1 1f ( 4) f (26)    
และเนือ่งจาก f( 3) 4    และ f(3) 26  
จึงได ้ 1f ( 4) 3     และ 1f (26) 3   
ตอบ 1 1f ( 4) f (26) ( 3) (3) 0        
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A  


B  

4C  



1 
2  F  2 

(1,3) (5,3) 
V 

9. เซต r; จดัรูปได้ 1x 2y 1 


 

ดังนัน้ เงื่อนไขคอื y 1 0 y 1     

rR {1}   R  

เซต s; จัดรปูได ้
2y 1x y

 
   
 

 

ดังนัน้ เงื่อนไขคอื y 0     sR {0}   R  

..จึงได ้ r sR R {0, 1}   R  

ตอบ ข้อที่ไม่ใช่สบัเซตคอืขอ้ 3. (เพราะมี 1 อยู่) 

 
 
10. เขียนกราฟแรเงา 
แสดงสมาชิกของ A, B, C 
ได้ดังรปู 
 
 
 
 
 
 
ข้อ 1. ถูก เพราะ A กับ B ไม่มีสมาชิกร่วมกนั 
ข้อ 2. ถูก เพราะ B กับ C ไม่มีสมาชิกร่วมกนั 
ข้อ 3. ถูก เพราะ B กับ A C  ไม่มีสมาชิกร่วมกัน 
ข้อ 4. ผิด เพราะ A กับ C มีสมาชิกร่วมกัน 

 
 
11. จดัรูปสมการไฮเพอร์โบลา; 

   
2 24(x 6x 9) (y 6y 9) 11 36 9          

2 2(x 3) (y 3) 14 16
 

    

เป็นไฮเพอร์โบลาเปิดซา้ยขวา, จุดศูนย์กลาง (3, 3)  
และจดุยอดอยู่ที ่(3 2, 3) (1, 3)   และ (5, 3) 
 

..พาราโบลาเหนอืแกน X จะตอ้งเป็นพาราโบลาหงาย 
จุด (1, 3) และ (5, 3) เป็นจดุปลายเลตสัเรกตัม 
แสดงว่าความยาวเลตสัเรกตัม 4c 4 c 1    
 
จึงไดจุ้ดยอดของพาราโบลา 
เป็น V(3,2) ดังรูป 
 
 
ตอบ สมการพาราโบลาคือ 2(x 3) 4(1)(y 2)    

 

12. เม่ือนําข้อมูลวงร ี
ในโจทย์มาเขียนรูป 
จะทราบ b 3 1 2     
และ a 1 ( 2) 3     
..ดังนัน้ 2 2c 3 2 5    
แสดงว่าจุดโฟกัสของวงรนีี้อยูท่ี่ ( 2 5, 1)   
 

..วงกลม C จึงมีศูนย์กลางที่ ( 2, 1)  และมี r 5  
สร้างสมการวงกลม C ได้ 2 2(x 2) (y 1) 5     

และสมการวงรี E คือ 
2 2

2 2
(x 2) (y 1) 1

3 2
 

   

 

..แก้ระบบสมการเพือ่หาจดุตดั ได้เป็น 
2 9(x 2) 5   และ 2 16(y 1) 5   

ดังนัน้ 3x 2
5

   , 4y 1
5

   

ตอบ พื้นที่สีเ่หลีย่ม 6 8 48
55 5

    ตร.หน่วย 

 
 
13. 1/ x 1/2x

3 3 3 3log (3 27) log 4 log 3 log 3     
1/ x 1/2x

3 3log (3 27) log (4 3 3 )      
1/ x 1/2x3 27 12 3     

 

ให้ 1/2x3 A  ..จะไดส้มการเปน็ 2A 27 12A   
1/2x(A 9)(A 3) 0 3 9       หรอื 3 

..แทนลงสมการ log ในโจทย์แล้วพบว่าใช้ไดท้ั้งคู ่
1 22x   หรอื 1   1x 4   หรือ 1

2  

ตอบ ผลบวกของรากเทา่กับ 1 1 3
4 2 4   

 
 
14.  
เขียนรปูเวกเตอร์ทั้งสาม 
และสมมติช่ือมุมดังรูป 
 
 
 
 

โจทย์ถามค่า A B B C C A      
ab cos(180 ) bc cos(180 ) ca cos(180 )         

ab cos bc cos ca cos       .....(1) 
 
 

[ยังมีตอ่ ในหน้าถัดไป] 

–1 

B 

1 
C 

1/3 
1/2 –1/2 –1/3 

A 
1 
1 

–1 
–1 

–2 1 

3 

1 
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๏ จากกฎของ cos .. 2 2 2(4c) a b 2ab cos     

จะได ้
2 2 2 2 2 2(4c) a b 4 3 2 3abcos 2 2 2
   

     

๏ จาก 2 2 2a b (4c) 2b(4c)cos     

จะได ้
2 2 2 2 2 2a b (4c) 3 2 4 11bccos 2(4) 8 8
   

       

๏ และจาก 2 2 2b (4c) a 2(4c)a cos     

จะได ้
2 2 2 2 2 2b (4c) a 2 4 3 21cacos 2(4) 8 8
   

       

 

..นําทั้งสามคา่นี้แทนลงในสมการ (1) ก็จะไดค้ําตอบ 

ตอบ 3 11 21 5
2 8 8 2     

 
 
15. การที ่OÃ  ตั้งฉากกับทั้ง OB̃  และ OC̃  
แสดงว่า OÃ  ขนานกับ OB OC

˜ ˜  
นั่นคอืสามารถเขียนได้ในรูป OB OC k OA 

˜ ˜ ˜  
 

และเนือ่งจาก 
i j kOB OC 2a b 1
a 3b 2

   
˜ ˜  

                   b i 5a j 7abk    
จึงไดส้มการ b i 5a j 7abk k(i 5 j 7k)      
จากการเทียบสัมประสทิธิ ์จะได ้ a 1 , b 1   
..สรุปวา่จดุ B คือ (2, 1, 1) , จุด C คือ (1, 3,2)  
และ OB OC i 5j 7k    
˜ ˜  

 

ข้อ 3. พืน้ทีฐ่าน |OB OC| 
˜ ˜  

                2 2 21 5 7 5 3     

ข้อ 2. 2 2 2 2 2 2|OB||OC| 2 1 1 1 3 2     
˜ ˜  

                  6 14 2 21    
 
ข้อ 1.  
 
ข้อ 4. ปริมาตร          พื้นที่ฐาน ความสูง (ตั้งฉาก)   
               พืน้ท่ีฐาน |OA|   

˜  
               (5 3)(5 3) 75   
ตอบ ข้อที่ถูกคอืข้อ 4. 

 
 
 
 
 

16. ๏ จาก tanB tan Ctan(B C) 1 tanB tan C


 


 

แทนสมการโจทย์ลงไป 2 2 3tan(B C)
3 2 31 tan A


 




 

แต่วา่ tan A tan(180 (B C)) tan(B C)        

จึงไดส้มการเปน็ 2 2 3tan A
3 2 31 tan A


 




 

นํา tan A  ไปหารทั้งสองขา้ง 
2 2 31

tan A (3 2 3)


  
 

 

tan A 1     ..แสดงวา่ A 45   
 

๏ จากนั้นแก้สมการหามุม B กับ C ได้โดย.. 
(1) tanB tan C 3 2 3   
(2) tanB tan C 2 2 3    
จะได้ tanB 3  และ tan C 2 3   
(สลับกันไม่ได ้เนื่องจากโจทย์กําหนดวา่ ˆB̂ C  
ทําให้ tanB tan C  ด้วย)  ..ดังนัน้ B 60   
และทาํใหท้ราบวา่ C 180 45 60 75         
ตอบ ทั้งขอ้ ก. และ ข. ถูก 

 
 
17. 3A x 8   ..แต่จาก 22A 2 A 76    

ดังนัน้ 34(x 8) 76 x 3       
..จึงได ้ B 8x 24    
 

โจทย์ตอ้งการ 100 BC 50     

100 ( 24) C 50       

นั่นคอื C  ตอ้งมีคา่ระหวา่ง 2.กวา่ ถึง 4.กวา่ 

..ข้อที่ถูกคอื ขอ้ 1. ซึ่งมีคา่ C 3   ตอบ 

 
 
18. วธิีทั้งหมด 10 10 10 1000    แบบ 
..วิธีทีต่อ้งการ มี 3 กรณีได้แก ่
กรณ ีเสีย-เสีย-ดี เป็นไปได้ 2 2 8 32    แบบ 
กรณ ีเสีย-ด-ีเสีย เป็นไปได้ 2 8 2 32    แบบ 
กรณ ีด-ีเสีย-เสีย เป็นไปได้ 8 2 2 32    แบบ 

ตอบ ความน่าจะเป็นเท่ากับ 32 32 32 12
1000 125
 

  

 

|OB OC| 5 3 5sin
2 21 2 7|OB||OC|


   
˜ ˜

˜ ˜
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19. จาก 2
1f (x) 27 x
x

    

อินทิเกรตได้เป็น 
227x 1f(x) C2 x    

หาค่า C ได้จากเงื่อนไข “ f(2) 2 f(1) ” 
1 5154 C 27 2 2C C2 2         

..จะได้ 27 51f(1) 1 402 2     

แสดงว่าจุดที่เส้นตรง L สัมผัสกราฟคือ (1, 40) 
และความชันของ L คิดไดจ้าก f (1) 27 1 26     
 

 เสน้ตรง L ผ่านจุด (2, 40 26) (2,66)   
             และจุด (3,66 26) (3,92)   
ตอบ ข้อ 2. 

 
 
20. f(x) เป็นพหนุามกําลงัสาม ดังนัน้ f (x)  ย่อม
เป็นพหนุามกาํลงัสอง ซึ่งสามารถเขียนได้ในลักษณะ 
f (x) k(x a)(x b)     
..โจทย์กาํหนดค่าวิกฤต x 1  และ 1  
ซึ่งจะเป็นคา่ที่ทาํให้ f (x) 0   
ดังนัน้ 2f (x) k(x 1)(x 1) kx k       

และทาํให ้
3kxf(x) kx C3    

..แทนค่า f(0) 1 , f(1) 0  
จะแก้ระบบสมการได ้C 1  และ k 3 / 2  

3x 3xf(x) 12 2     

 
จึงได ้ f(2) 2 , 
f( 1) 2  , f( 2) 0   
(ดูรูปประกอบ)        ตอบ ถูกทั้งขอ้ ก. และ ข. 

 
 

21. 30(1) 33(4) 36(5) 39(5) 42(5)X 1 4 5 5 5
   


   

 

      0(1) 3(4) 6(5) 9(5) 12(5)30 20
   

   

      37.35  
 

Med คือขอ้มูลในตาํแหน่งที่ 1 (20) 102   

ซึ่งเปน็ตัวสดุทา้ยของช้ัน 35–37 พอด ี
ดังนัน้ Med ขอบบน 37.5   
 

3Q  คือข้อมูลในตําแหน่งที่ 3 (20) 154   

ซึ่งเปน็ขอบบนของช้ัน 38–40 พอดี  3Q 40.5  

1Q  คือข้อมูลในตําแหน่งที่ 1 (20) 54   

ซึ่งเปน็ขอบบนของช้ัน 32–34 พอดี  1Q 34.5  

ดังนัน้ 40.5 34.5QD 32


       ตอบ ข้อ 1. 

 
 

22. ๏ 1Q  คือขอ้มูลในตาํแหน่งที่ 1 (7 1) 24    

ดังนัน้ 1Q a 10   

จาก X 17  จะได้ 8 10 12 ... 26 177
   

  

แก้สมการได ้b 24  
 

..ดังนัน้ 9 7 5 0 5 7 9MD 67
     

   

และสัมประสทิธิข์อง MD MD 6 0.35X 17    

 

๏ 3Q  คือข้อมูลในตาํแหน่งที่ 3 (7 1) 64    

ดังนัน้ 3Q b 24   

สัมประสิทธิ์ของ QD 24 10 7 0.4124 10 17


  


 

ตอบ ข้อ 2. 

 
 

23. จาก ช

ช

s 0.16X  , ชs 4  ..จะได้ ชX 25  

จาก ญ
รวม

25(30) X (20)
X 24.6 30 20


 


 

จะแก้สมการได้ ญX 24  

และจาก ญ

ญ

s
0.125X   ..ก็จะได้ ญs 3  

 

..เขียนสมการค่ามาตรฐานของแตล่ะคนได้ดังนี ้

สมศรี; a 24b 3


    สมชาย; a 25b 4


  

แก้ระบบสมการได้ a 21 , b 1    ตอบ 

 
 

2 –2  –1 

(0,1) 

(1,0) 
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24. เนือ่งจาก 56 และ 76.4 
อยู่หา่งจาก 66.2 
เป็นระยะเทา่กัน 
 
 
..จากความสมมาตรของโค้งปกติเราจงึทราบวา่ พืน้ที่

ระหว่าง 66.2 ถึง 76.4 มีขนาด 0.39 0.1952   

 

..เปิดตารางจะไดค้่ามาตรฐาน z 0.51  

จึงได ้ 76.4 66.20.51 s 20s


     ตอบ 

 
 
25. ขอ้ ก. จาก Ŷ 1.5 0.7 X   
จะได้ Ŷ 0.7( X)    
เม่ือ X 2   จึงได้ Ŷ 0.7(2) 1.4    
 

ข้อ ข. สมการที่ใช้ทํานาย ในที่นีค้อื X̂ mY c   
มีสมการปกติเปน็ x m y cN     .....(1) 
          และ 2xy m y c y      .....(2) 
แทนค่าตัวเลขที่ให้มาในโจทย์ จะได้สมการเปน็ 
50 50m 10 c   และ 288 284m 50 c   
ซึ่งแก้ได ้m 19 / 17 1.1  , c 10 / 17 0.6     
ดังนัน้ X̂ 1.1Y 0.6   
ตอบ ก. ถูก และ ข. ผดิ 

 
 
ตอนท่ี 2 
1. เซต A; (x 3)(x 1) 0 3 x 1        
ดังนัน้ A ( 3, 1)   
 

เซต B; แยกคิดเป็นสองช่วง (ถอดค่าสัมบูรณ์) 
เม่ือ x 0>  จะได ้ x 1 2x x 1 > <  
เม่ือ x 0  จะได ้ x 1 2x x 1/ 3   > >  
นํามายูเนยีนกนั จะได้ B [ 1/3, 1]   
 

..ดังนัน้ A B ( 3, 1/3)     
ตอบ 3 a b 3 3 1/3 10      

 
 
 
 
 
 
 

2. Q(x)  ไปหาร P(x)  แลว้เหลือเศษ 1 
แสดงว่าหาร 3 2P(x) 1 x ax bx 9      ลงตัว 
โจทย์กาํหนด 2Q(x) x 9   จงึเขียนได้ในรปู 

3 2 2x ax bx 9 (x 9)(ผลหาร)      
..จากการสังเกตดีกรี พบวา่ “ผลหาร” ต้องมีดีกร ี1 
และจากสัมประสทิธิ์ของ 3x  และเลข 9 ที่ลงทา้ย 
ทําให้ทราบวา่ “ผลหาร” ต้องเป็น x 1  เทา่นัน้ 

3 2 2x ax bx 9 (x 9)(x 1)        
                   3 2x x 9x 9     
จะได้ 3 2P(x) x x 9x 10     
ตอบ P(a) P(b) P(1) P(9)    
                 21 901 922    
 

หมายเหต ุจะใชวิ้ธีตั้งหารยาวก็ได้ 
โดยต้ัง 3 2x ax bx 9    หารด้วย 2x 9  
แล้วจะพบว่าเศษเท่ากับ (b 9)x (10 9a)    
แต่เศษต้องเป็น 1 จึงเทยีบได้ b 9 , a 1  

 
 
3. ข้อมูลในโจทย์ใส่ลงใน 
แผนภาพเซตไดด้ังรูป 
(ส่วนที่แรเงามีความนา่ 
จะเป็นเทา่กับ 0) 
 
 

P(A B) ก ข 0.7    , P(B C) ข ค 0.5     
สมการบวกกนัได้เป็น ก 2ข ค 1.2    
..แต่ความนา่จะเป็นรวมต้องเทา่กบั 1 เสมอ 
นั่นคอื ก ข ค 1    ..จงึได้ ข 0.2  
 

โจทย์ถาม P(A' C') ข 0.2    ตอบ 

 
 

4. จาก      22
2 1C 4x 1 x 5x 11 x 2x  

แต่กําหนด 22C 14   ..ดงันั้น x 3  

และจะได ้
2 3 1

A 1 0 1 6 2 18 4 6
2 2 6

       


 

 

พิสูจน์  จาก 1adj A A A   

    ..ดังนั้น 
n n 11adj A A A A     

ตอบ 
3 1 2adj A A 6 36

    

 
 

 56  66.2  76.4     x 

 0.39 
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O 

2 

 2               9 

3 

(9/4,9/4) 
(1,1) 

5. เริ่มโดยทําฐานของ log ให้เปน็ 4 ทั้งหมด 
จะได้ 2 2 1/2

4 4 4log (2x 1) log (x 1/2) log (4 )     
2

4 42
(2x 1)log log (2)
(x 1/2)


 


 

สามารถตดั log ออกทั้งสองขา้งได้ และนาํส่วน 
ขึ้นไปคณูฝ่ังขวาได้ เพราะมากกวา่ 0 เสมอ 

2 2(2x 1) 2x 1     
2 2 24x 4x 1 2x 1 2x 4x 0         

2 x(x 2) 0 0 x 2       
 

เงื่อนไขภายใน log คือ 2x 1 0 x 1/2     
               และ 2x 1/2 0   (เป็นจริงเสมอ) 
นําเงือ่นไขไปอนิเตอร์เซคกับช่วงคาํตอบที่คาํนวณได้ 
ดังนัน้ช่วงคําตอบที่แทจ้ริงคือ (1/2,2)    ตอบ 2.5 

 
 

6. จาก 2 2 2 2
1 1 1 1( ) ( ) 7

tan cos cot sin
   

   
 

2 2 2 2

2 2
cos tan sin cot 7

sin cos
     

  
 

 

นํา 2 2sin cos   คณูทั้งสองขา้งของสมการ 
4 2 4 2 2 2cos sin sin cos 7 sin cos            

ให้ c แทน cos   และ s แทน sin   
จะได้ 4 4 2 2c s 1 7 s c    
 

ทดลองแจกแจง 2 2 2 2 4 2 2 4(s c ) 1 s 2s c c      
               ดังนัน้ 4 4 2 2s c 1 2s c    
จะแทนคา่ได้ 2 2 2 21 2s c 1 7s c    
                 2 2s c 2/9   
นํา 4 คณู; 2 2 24sin cos sin 2 8/9      
ดังนัน้ 2 2cos 2 1 sin 2 1/9      

ตอบ 2 8 / 9tan 2 81/ 9    

 
 
7. เขียนกราฟของอสมการ และแก้ระบบสมการหา
จุดยอดมุม ได้ดงัรูป 
 

(0,2) C 4   
(0, 3) C 6   
(1, 1) C 8   
(9/4,9/4) C 18   
ตอบ ค่าสูงสุดของ C เทา่กับ 18 

 
 

8. จากโจทย์ 2 2 2 2
n k

1a [ 1 2 3 ... n ]
n

      

               k
1 n(n 1)(2n 1)[ ]6n

 
  

โจทย์กาํหนด nn
lim a


 เป็นจาํนวนจริงทีม่ากกวา่ 0 

ซึ่งจะเป็นไปได้เม่ือดีกรีเศษและส่วนเทา่กนัเทา่นัน้ 
จึงได้วา่ k 3  

และ n 3n n
n(n 1)(2n 1) 2 1lim a lim 6 36n 

 
    

ตอบ 16(L k) 6( 3) 203     

 
 
9. ..เม่ือ x 0>  จะได ้ f (x) 2ax    
โจทย์กาํหนด f (1) 4   ดงันั้นจะได ้ a 2  
..และจาก “ฟังกชั์นนี้เปน็ฟังก์ชันต่อเนื่อง” 
จะได้เงือ่นไขว่า 

x 0 x 0
lim f(x) lim f(x)

  
  

0 b 0 1 b 1       

สรุปวา่                       

2
3

2x 1 เมื่อ x 0f(x)
x 1 เมื่อ x 0

  
 

>  

ตอบ 3
1 1 1(f f)( ) f( 1) f( )2 22

      

                 212( ) 1 1.52    

 
 
10. เขียนกราฟแรเงา 
พื้นที่ทีต่้องการ ได้ดังรูป 
 
 
 
 
 

พื้นที่ 1 1A (1)(1)2 2   ตารางหนว่ย 

พื้นที่ 1B (2)(2) 22   ตารางหนว่ย 

พื้นที่ 
00 3 4

1 1
C ( 2x )dx ( x / 2)

 
     

        1 10 ( )2 2     ตารางหน่วย 

ตอบ พื้นที่รวมเท่ากับ 3 ตารางหน่วย 

 
 

–1     0 

(–1,2) 

(–4,–1) 

–4  –3 
A 

B C 
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(หน้าว่าง) 



ข้อสอบเข้ามหาวิทยาลัย 2552 (*) 
 
ตอนที่ 1  ข้อสอบแบบเลือกตอบ  (ข้อละ 3 คะแนน) 
 
1. พิจารณาประโยคต่อไปนี ้
    ก. x [ x 2 x ]    

    ข. x [ 2 x 3x ]   

เอกภพสัมพัทธ์ในข้อใด ทําให้ประโยค ก. และ ข. มีค่าความจริงเป็นจริง 
 1. { 2, 0, 2}       2. { 2, 0, 3}  3. {0, 1, 2}       4. {0, 1, 3}  
 
2. พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
    ก. ถ้า p (q r)   มีค่าความจริงเป็นจริง และ (p q) r   มีค่าความจริงเป็นเท็จ 
       แล้ว q (p r)   มีค่าความจริงเป็นจริง 
    ข. การอ้างเหตุผลต่อไปนี้ สมเหตุสมผล 
        เหต ุ 1) ~p q        2) (p q) ~r         3) p ~r  
         ผล  q r  
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
3. กําหนดให้ n เป็น ห.ร.ม. ของ 14097 และ 14351 
จํานวนในข้อใดต่อไปนี้ หารด้วย n แล้วได้เศษเหลือเป็นจํานวนเฉพาะ 
 1. 135       2. 144  3. 153       4. 162 
 
4. กําหนดให้ U  เป็นเซตคําตอบของอสมการ x 1 2 x 1 2 25     <  
ประโยคในข้อใดต่อไปนี้มีค่าความจริงเป็นจริง 
 1. x y [ x y 14 ]       2. x y [ x y 11 ]     
 3. x y [ x y 11 ]        4. x y [ x y 14 ]      
 
5. กําหนดให้ A เป็นเซตคําตอบของสมการ (2x 1)(x 3) (x 7)(3 4x)      
ผลบวกของสมาชิกทั้งหมดของ A เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 15        2. 15
2   3. 15

2        4. 15 

 
6. กําหนดให้ 3 3r {(x, y) | x 0, x y, x x y y }       
สมาชิกค่ามากที่สุดของ rD  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 4
3 3

       2. 8
3 3

  3. 4
9        4. 89  
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7. กําหนดให้ 2f(x) x  และ g เป็นฟังก์ชันพหุนาม โดยที่ 2(g f)(x) 3x 1   
ถ้าเซต 1{ y | y (g f)(x), x [ 10, 10] }    คือช่วง [a, b] 
แล้ว 3(a b)  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 88       2. 90  3. 98       4. 100 
 
8. กําหนดให้ 1F  และ 2F  เป็นจุดบนแกน X 
และ R เป็นจุดบนแกน Y ที่ทําให้ 1 2F FR  เป็นรูปสามเหล่ียมด้านเท่า 
ถ้าพาราโบลาซ่ึงมีจุดยอดอยู่ที่ R และผ่านจุด 1F  และ 2F  มีความยาวเลตัสเรกตัมเท่ากับ 1 หน่วย 
แล้ว วงรีซ่ึงมีจุด 1F  และ 2F  เป็นโฟกัส และผ่านจุด R จะผ่านจุดในข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 32( , 1)3       2. 32(1, )3   3. 5( , 1)3       4. 5(1, )3  

 
9. กําหนดให้ C คือวงกลม 2 2x y 4x 6y 9 0      
และ P เป็นพาราโบลาซ่ึงมีจุดยอดอยู่ที่จุดศูนย์กลางของวงกลม C และมีแกน Y เป็นเส้นไดเรกตริกซ์ 
ข้อใดต่อไปนี้คือสมการของ P 
 1. 2y 4y 8x 28 0       2. 2y 4y 8x 20 0     
 3. 2y 6y 8x 7 0       4. 2y 6y 8x 25 0     
 
10. จงพิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
    ก. ถ้า 3(log a) x 1   และ 3(log b) x 1   แล้ว 23log(a b) x 1    
    ข. กราฟของ 2y x  และกราฟของ xy 2  ตัดกันเพียง 2 จุดเท่านั้น 
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
11. กําหนดให้ u  และ v  ไม่เป็นเวกเตอร์ศูนย์ และ u v u v    

ถ้า 1v u
3

  แล้ว มุมระหว่างเวกเตอร์ u v  และเวกเตอร์ u v  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 30        2. 45   3. 60        4. 90  
 
12. กําหนดให้ 0 30      
ถ้า 2 2sin (7 ) sin (5 ) sin(2 )sin(6 )       แล้ว   เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 10        2. 15   3. 20        4. 25  
 
13. กําหนดให้ ABC เป็นรูปสามเหล่ียมซ่ึงมี 
     2 sin A 3 cos B 4     และ   3 sinB 2 cos A 1   
ค่าของ sin C  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1
6        2. 1

3   3. 1
2        4. 1 
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14. กําหนดให้ n เป็นจํานวนนับ และ x เป็นจํานวนจริงซ่ึงไม่เท่ากับ 1 

ถ้า A คือตัวผกผันการคูณของเมทริกซ์ 
2 n

2
x x x
0 x x
0 0 x

 
 
 
  

 

แล้ว ค่าของ n ที่ทําให้ 
0 0

1 0 0 A 0 2 0 0 A 0
2 3

   
            
      

 เท่ากบัข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1       2. 3  3. 6       4. 9 
 

15. กําหนดให้ 
a/2 b c

A 0 c/2 a
0 0 b/2

 
   
  

 

ถ้า tA A  เป็นเมทริกซ์เอกฐาน และ 3 3 3a b c 1    
แล้ว 1det (A )  เท่ากับขอ้ใดต่อไปนี้ 
 1. 24       2. 8  3. 2       4. 0 
 
16. กําหนดให้ 1z  และ 2z  เป็นจํานวนเชิงซ้อน ซ่ึง 1 2 1 2z z z z 3     

ถ้า 2z 2  แล้ว 
2

1 2z 2z  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 18       2. 19  3. 20       4. 21 
 
17. กําหนดให้ na  เป็นลําดับลู่เข้า และ nb  เป็นลําดับเลขคณิตที่มีผลต่างร่วมไม่เท่ากับ 0 

ถ้า 
2

n n n 1
nn n n

a b b1lim a 0b b




         
  

  แล้ว 2
nn

lim (2a 1)


  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1       2. 2  3. 4       4. 5 
 
18. กําหนดให้ min(a, b) แทนจํานวนที่มีค่าน้อยที่สุดในเซต {a, b}  
         และ max(a, b)  แทนจํานวนที่มีค่ามากที่สุดในเซต {a, b}  
เช่น min( 1, 2) 1    และ max( 1, 2) 2   เป็นต้น 

ค่าของ n n nn 1

1 1 1 1min , max ,3n2 ( 2) 3




    
          

  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 13
9        2. 41

24   3. 3
2        4. 2  

 
19. กําหนดให้ a และ b เป็นจํานวนจริง 

ถ้า  
2

3 2
(x 1) , x 1f(x)
ax bx x , x 1

  
  

>   เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องและหาอนุพันธ์ได้ ที่จุด x 1  

แล้ว f( 1)  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 6        2. 4   3. 0       4. 4 
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20. กําหนดให้ 3f(x) x 3x 6    
ถ้า P เป็นจุดบนกราฟของ y f(x)  ที่ให้ค่าสูงสุดสัมพัทธ์ของ f 
แล้ว เส้นตรงที่ผ่านจุด P และจุด (2,6) มีความชันเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 1        2. 2

3   3. 23        4. 2 

 
21. กล่องใบหนึ่งบรรจุสลาก 10 ใบ แต่ละใบมีตัวเลขกํากับไว้ มีสลาก 5 ใบที่ตัวเลขกํากับเป็น 
จํานวนลบ และอีก 5 ใบมีตัวเลขกํากับเป็นจํานวนบวก ถ้าสุ่มหยิบสลากจากกล่องนี้มา 4 ใบ 
ความน่าจะเป็นที่ผลคูณของตัวเลขที่กํากับสลากทั้งส่ีใบเป็นจํานวนลบ มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 10
21        2. 11

21   3. 13
21        4. 17

21  

 
22. ข้อมูลชุดหนึ่งประกอบด้วย 9 จํานวน ดังนี้ 
       185, 180, 190, 175, 193, 187, y, 200, 199 
ถ้า y เป็นเดไซล์ที่ 6 ของข้อมูลชุดนี้ แล้ว หากสุ่มข้อมูลจากชุดนี้มา 5 จํานวน 
ความน่าจะเป็นที่ข้อมูล 5 จํานวนนี้มีค่ามัธยฐานเป็น y เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 2
21        2. 4

21   3. 5
21        4. 8

21  

 
23. คะแนนสอบของนักเรียนห้องหนึ่งมีการแจกแจงปกติ โดยที่ 
       12.3% ของนักเรียน สอบได้คะแนนต้ังแต่ 86 คะแนนข้ึนไป 
       50% ของนักเรียน สอบได้คะแนนตั้งแต่ 74.4 คะแนนขึ้นไป 
ถ้าตารางแสดงพ้ืนที่ใต้เส้นโค้งปกติมาตรฐาน ระหว่าง 0 ถึง z เป็นดังนี้ 
 

z 1.00 1.16 2.04 3.09 
พื้นท่ีใต้เสน้โค้ง 0.3413 0.3770 0.4793 0.4990 

 

แล้ว เปอร์เซ็นต์ของนักเรียนที่สอบได้คะแนนน้อยกว่า 54 คะแนน มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 2.00       2. 2.04  3. 2.07       4. 2.10 
 
24. กําหนดให้ 1 2 11x , x , ... , x  เป็นข้อมูล 11 จํานวนซ่ึงเรียงค่าจากน้อยไปมาก 
ถ้าข้อมูลชุดนี้มีค่าเฉล่ียเลขคณิตเท่ากับมัธยฐาน และมีส่วนเบี่ยงเบนเฉล่ียเท่ากับ 5.2 

โดยที่ 
5

i
i 1

x 42.8


  แล้ว 
11

i
i 6

x

  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 100       2. 114.28  3. 142.80      4. 157.20 
 
25. คะแนนสอบของนักเรียน 2 กลุ่ม จํานวน 7 คนและ 5 คน 
ซ่ึงได้มีการเรียงลําดับคะแนนจากน้อยไปมาก ดังนี้ 
       กลุ่มที่ 1 :  2, 3.6, 4.5, 5.5, 6, 7, 8 
       กลุ่มที่ 2 :  2, 5, 5.4, a, 8 
ถ้าส่วนเบี่ยงเบนควอร์ไทล์ของคะแนนสอบของนักเรียนทั้งสองกลุ่มเท่ากัน แล้ว ข้อใดต่อไปน้ีเป็นจริง 
 1. 5.5 a 6.0< <    2. 6.1 a 6.6< <  
 3. 6.7 a 7.2< <    4. 7.3 a 7.9< <  
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ตอนที่ 2  ข้อสอบแบบเติมคํา 
(ข้อ 1 – 5 ข้อละ 2 คะแนน, ข้อ 6 – 10 ข้อละ 3 คะแนน) 
 
1. กําหนดให้ A {1, 2}  และ B {1, 2, 3, 4}  
เซต 1 1{ f | f : A  B  และ f(x) x  ทุก x A }  มีจํานวนสมาชิกเท่าใด 
 
2. กําหนดให้ A {n | n  เป็นจํานวนนับ และ 

2 3n 9 n 9n n }   
             B { n | n  เป็นจํานวนนับ และ log n log(n 1)}   
ผลบวกของสมาชิกทุกตัวในเซต A B  เท่ากับเท่าใด 
 
3. ถ้า A และ B เป็นเหตุการณ์ซ่ึง P(A' B) P(A B') P(A B) 0.15       
แล้ว P(A B)'  มีค่าเท่าใด 
 
4. พ้ืนที่ของอาณาบริเวณที่อยู่ระหว่างเส้นโค้ง 3y x 4x   และแกน X 
เม่ือ x อยู่ในช่วง [ 2, 1]  มีค่าเท่าใด 
 
5. ถ้าในการศึกษาความสัมพันธ์ระหว่างจํานวนปีที่มีประสบการณ์การขาย (X) และรายได้ต่อปี (Y) 
(หน่วยเป็นหม่ืนบาท) ของพนักงานขายสินค้าชนิดหนึ่ง โดยใช้ข้อมูลจากพนักงาน 6 คน ได้สมการ
ปกติของความสัมพันธ์เชิงฟังก์ชันที่มีรูปสมการเป็น Y a bX   คือ 
    42 6a 12b     และ   96 12a 28b   
แล้วพนักงานผู้ที่มีประสบการณ์การขาย 5 ปี จะมีรายได้ต่อปีโดยประมาณเท่าใด (หน่วยเป็นหม่ืนบาท) 
 
6. ถ้า z เป็นจํานวนเชิงซ้อนซ่ึงสอดคล้องกับสมการ 2z z 1 0    
แล้ว 3 22z z z 3    มีค่าเท่าใด 
 
7. ถ้า C 4x 2y   เม่ือ 
    3x y 6 > ,   x 3y 6 > ,   x y 4 <  
แล้ว ค่าต่ําสุดของ C เท่ากับเท่าใด 
 
8. กําหนดให้ a 1  และ b, c 0  
ถ้า 2 2 2a b c   และ x เป็นจํานวนจริงซ่ึง c b c b c b c blog a log a x(log a)(log a)      
แล้ว x มีค่าเท่าใด 
 
9. สองครอบครัวซ่ึงแต่ละครอบครัวประกอบด้วย พ่อ แม่ และลูก 2 คน จะต้องถูกจัดให้นั่งรอบ 
โต๊ะกลม 8 ที่นั่ง โดยที่เด็กแต่ละคนจะต้องนั่งติดกับพ่อหรือแม่ของตนเอง จะมีจํานวนวิธีจัดได้กี่วิธี 
 
10. คะแนนสอบแข่งขันคร้ังหนึ่งมีการแจกแจงปกติ โดยที่สัมประสิทธิ์ของการแปรผันเท่ากับ 0.5 
ค่ามาตรฐานของคะแนนสอบของนาย ก และนาย ข เท่ากับ 1 และ 1.5 ตามลําดับ 
ถ้านาย ก สอบได้ 45 คะแนน แล้ว นาย ข สอบได้กี่คะแนน 
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เฉลยคําตอบ 
 

ปรนัย 1. 2 2. 4 3. 2 4. 3 5. 1 6. 2 7. 3 
 8. 1 9. 4 10. 4 11. 3 12. 1 13. 2 14. 2 
 15. 1 16. 4 17. 4 18. 1 19. 2 20. 2 21. 1 
 22. 3 23. 3 24. 2 25. 1 
อัตนัย 1. 7 2. 4 3. 0.55 4. 5.75 5. 16 
 6. 4 7. 9 8. 2 9. 544 10. 52.5 

 
เฉลยวิธีคิด 

 
ตอนท่ี 1 
1. ในตวัเลอืกที่ให้มา มีสมาชิก 2, 0, 1,2, 3  
ข้อ ก. คา่ x ทีส่อดคล้องคอื 3 เท่านั้น 
ข้อ ข. คา่ x ทีส่อดคล้องคอื 2  เทา่นัน้ 
 คําตอบที่ถูกคอื ข้อ 2. 
เพราะมีสมาชิกบางตวัทีส่อดคล้องข้อ ก. กับ ข. 

 
 
2. ข้อ ก. จาก (p q) r   เป็นเท็จ 
แสดงว่า p, q เปน็จรงิอยา่งน้อยหนึ่งตวั, r เป็นเท็จ 
..แต่จาก p (q r)   เปน็จริง 
เราทราบวา่ q r  เปน็เทจ็ ดังนัน้ p ต้องเทจ็ด้วย 
จึงสรุปไดว้่า q เป็นจรงิ 
 

พิจารณา q (p r) T (F F) F       
ดังนัน้ ข้อ ก. ผดิ 
 

ข้อ ข. ทดสอบโดยให้เหตเุป็นจรงิ แต่ผลเปน็เท็จ 
..จากผลเปน็เท็จ จะได ้q, r เป็นเท็จ 
จากเหตุ (1) เปน็จรงิ จะได้ ~p  จริง นัน่คอื p เทจ็ 
นําคา่ความจริงของ p, q, r มาพจิารณาเหตุ (2) 
และ (3) พบว่าได้ค่าเป็นจริงพอด ี
 

เราสามารถทาํใหเ้หตุเป็นจริงทุกขอ้แต่ผลเปน็เทจ็ 
ได้สาํเร็จ การอา้งนี้จงึไม่สมเหตสุมผล ขอ้ ข. ผดิ 

 
 
3. เพือ่ความสะดวกควรหา ห.ร.ม. โดยวธิียุคลิด 
ดังนี ้ 14351 14097(1) 254   
     14097 254(55) 127   
       254 127(2)    ..สรุปว่า ห.ร.ม. คือ 127 
จํานวนทีห่ารด้วย 127 ไดเ้ศษจาํนวนเฉพาะคอืขอ้ 2. 

 

4. จากอสมการในโจทย์ จะได้ 2 2(x 1) 2 25  <  
    225 (x 1) 4 25   < <  
    221 (x 1) 29  < <  
แต่จาํนวนจริงยกกําลงัสองไม่มีทางติดลบ จงึได ้
  20 (x 1) 29 29 x 1 29   < < < <  
                    29 1 x 29 1   < <  
หรือประมาณค่าได้เป็น [ 6.กว่า, 4.กว่า]   U  
 

ข้อที่เป็นจริงคือ ข้อ 3. 
เพราะมี x, y ทีท่ําให ้ x y 11    (เช่น 5, 6  ) 
ส่วนข้อ 1., 2., 4. เท็จ เพราะไม่มี x, y ใดที่สอดคลอ้ง 

 
 
5. สมการในรูป    จะมีคําตอบ 2 กรณ ี
ได้แก่    หรอื    
 

กรณ ี(2x 1)(x 3) (x 7)(3 4x)      
   2 22x 5x 3 4x 25x 21        
   26x 30x 24 0     

5 25 16 5 41x 2 2 2
  

      
 

กรณ ี(2x 1)(x 3) (x 7)(3 4x)       
    2 22x 5x 3 4x 25x 21       
    22x 20x 18 0     

10 100 36x 5 342
  

      
 

ผลบวกคาํตอบ 
5 5 5 5 152 2         ข้อ 1. 
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6. จากสมการในโจทย์.. 33y x y x    
จัดรูปโดยนาํ 2/ 3 1/ 3 1/ 3 2/ 3y y x x   คณูทัง้สองขา้ง 
จะได้ 2/ 3 1/ 3 1/ 3 2/ 3(y x)(y y x x ) (y x)      
                   (ฝั่งขวาเปน็ผลตา่งกาํลงัสาม) 
 

..โจทย์กาํหนด x y  ดังนัน้ y x 0   
จึงหาร (y x)  ออกทั้งสองข้างได ้
สมการกลายเปน็ 2/ 3 1/ 3 1/ 3 2/ 3y y x x 1    
        2/ 3 1/ 3 1/ 3 2/ 3y (x )y (x 1) 0      
ใช้สูตรสําเร็จของสมการกําลังสองเข้าช่วย 

จะได้ 
1/ 3 2/ 3 2/3

1/ 3 x x 4x 4y 2
   

  

          
1/ 3 2/ 3x 4 3x

2
  

  

 

ดังนัน้ โดเมนหาได้จากเงือ่นไข 2/ 34 3x 0 >  
    2/ 3 3/2x 4/3 x (4/3) < <  
    0 x 8/3 3  <   (โจทย์กาํหนด x 0 ) 
 ค่ามากสุดในโดเมนคือ 8/3 3     ตอบ ข้อ 2. 

 
 
7. เนือ่งจาก 2 2g(f(x)) g(x ) 3x 1    

ดังนัน้ g(x) 3x 1   ..และจะได้ 1 x 1g (x) 3
 

  

2
1 1 2 x 1(g f)(x) g (x ) 3
  

    

 

โจทย์กาํหนดช่วงโดเมน 10 x 10 < <  
จะได้ 2 20 x 100 1 x 1 99  < < < <  

                      
2x 11 99

3 3 3


 < <  

ดังนัน้ช่วง 1 99[a, b] [ , ]3 3   

ตอบ 983(a b) 3( ) 983    

 
 
8. พจิารณาสามเหลี่ยมขวา 
จะได้ 2 2 2a b (2a)   

2 2b 4a a 3 a     
 
 
 
 
 
 

..พาราโบลามีสมการเป็น 2(x 0) 4(c)(y b)    
แต่เลตัสเรกตัมยาว 1 หน่วย ดังนั้น 4c 1   
(ต้องใสค่่าติดลบเพราะเราสมมติให้พาราโบลาคว่ํา) 
จะได้สมการพาราโบลา 2x y b y 3 a       
 

และเนือ่งจากพาราโบลาผ่านจดุ (a, 0)  
จึงแทนคา่ลงไปในสมการได ้ 2(a) (0) ( 3 a)    
    (a)(a 3) 0 a 3      เท่านั้น 
                        (แสดงว่า b 3 ) 
 

๏ สร้างสมการวงรีนอน มีจุดศูนย์กลางอยู่ที่ (0, 0) 
ระยะคร่ึงแกนโท b 3 , ระยะโฟกัส c 3  
ดังนัน้ 2 2 2

วงรีa 3 ( 3) 12    

และได้สมการเป็น 
2 2x y 112 9   

 

ตอบ จุดที่วงรีผ่านคือ ขอ้ 1. 
(แทนคา่ y 1  ลงในสมการ จะได้ x 32 / 3  ) 

 
 
9. เม่ือจัดรปูสมการวงกลม จะไดจุ้ดศูนยก์ลาง (2,3) 
 

จากภาพ พบวา่พาราโบลา 
ต้องเป็นแบบเปิดขวา 
และมีระยะโฟกัส c 2  
 

สมการพาราโบลาน้ีคอื 
2(y 3) 4(2)(x 2)    

หรือแจกแจงไดเ้ป็น 2y 6y 9 8x 16     
         2y 6y 8x 25 0        ตอบ 

 
 
10. ขอ้ ก. 3log a x 1  , 3log b x 1   
คูณกนัได้เปน็ 3 2log a log b x 1   
แต่เนือ่งจาก log (a b) log a log b    ขอ้ ก. ผิด 
 
ข้อ ข. จากการแก้สมการ 2 xx 2  เพือ่หาจุดตดั 
สามารถทายค่าในใจไดอ้ย่างนอ้ย 2 คา่ 
คือ x 2  ( 2 22 2 ) หรอื x 4  ( 2 44 2 ) 
 

..แต่เม่ือเขียนกราฟ 
คร่าว ๆ  จะพบว่าตัดกนั 
ทางซ้ายอีกจุดหนึ่งดว้ย 
ดังนัน้จดุตดัมีทัง้หมด 
3 จุด  ขอ้ ข. ผดิ 

 
 

(2,3) 

Directrix 

(2,4) 

(4,16) 
a  F2  F1 (a,0) 

b 

R (0,b) 

a 

2a 
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11. จาก u v u v    

จะได้ 2 2 2 2|u| 2u v |v| |u| 2u v |v|        

ยกกําลังสองแล้วย้ายขา้งลบกัน จะได้ 4u v 0   
u v 0    ..แสดงว่า u  ตั้งฉาก v  

 
 

หาขนาดมุมได้โดยเขียนรูป 
แล้วใช้ตรีโกณมิติช่วย 

..จะได้ |v| 1tan |u| 3
    

30     ..มุมที่ตอ้งการจงึมีขนาด 60  ตอบ 
 
หมายเหต ุหากไม่เขียนรูป ต้องคิดโดยหลักการดอท 

..น่ันคือ 
2 2

2 2
(u v) (u v) |u| |v|cos |u v||u v| |u| |v|

   
  

  
 

             
2 2

2 2
|u| (|u| / 3) 2/3 1

4/3 2|u| (|u| / 3)


  


 

ก็จะทราบค่า 60    เช่นกัน 

 
 
12. แจกแจง 2 2sin 7 sin 5    

(sin 7 sin5 )(sin 7 sin5 )        
(2 cos6 sin )(2 sin6 cos )      
(2 sin cos )(2 sin6 cos6 )      
sin2 (2 sin6 cos6 )     

 

ได้สมการ sin2 (2 sin6 cos6 ) sin2 sin6       
..สามารถหาร sin2 sin6   ทิ้งทัง้สองขา้งได ้
เพราะแตล่ะคา่ไม่เป็น 0 (เนือ่งจาก 0 30     ) 

2 cos6 1 cos6 1/2       
              6 60 10         ข้อ 1. 

 
 
13. นาํแตล่ะสมการมายกกาํลงัสองทัง้สองขา้ง 

2 24 sin A 12 sin A cosB 9 cos B 16    .....(1) 
2 29 sin B 12 cos A sinB 4 cos A 1    .....(2) 

 

จากนั้นบวกทั้งสองสมการเข้าด้วยกัน 
(ใช้เอกลักษณ ์ 2 2sin cos 1    ) 
จะได้ 4 9 12(sin A cos B cos A sinB) 17     

17 4 9 1sin(A B) 12 3
 

     

..แต่ sin C sin(180 (A B)) sin(A B)      
ดังนัน้ ตอบ sin C 1/3  

 

14. หาอนิเวอรส์ของเมทริกซท์ี่ให้มาได้โดยขัน้ตอน 

4 n 1 4 n 1

2 2
3 2 3 2

3 2 3 2x x x x

x 0 0 x 0 0
M x x 0 C x x 0

x x x x  

   
           

 

4 n 12 3
2 3

2

x xx x
Adj 0 x x

0 0 x

 
   
 

 ..และหา det ได้เป็น 3x  

ดังนัน้ 
n 2x x1/x 1

Inverse A 0 1/x 1
0 0 1/x

 
   
 
 

 

 

..สมการ 
0 0

1 0 0 A 0 2 0 0 A 0
2 3
   
               

 จะได้ 

n 2 n 2
0 0

(1/x) 1 (x x ) 0 (2/x) 2 (2x 2x ) 0
2 3

    
   

               
 

n 2 n 22x 2x 6x 6x            
n 2 n 2 n 32x 2x 6x 6x 4x(x 1) 0          

นั่นคอื x 0  หรือ n 3x 1   
 
..แต่ x เป็น 0 ไม่ได้ (เพราะจะทาํให้ไม่มีอนิเวอรส์) 
และโจทยก์ําหนด x 1  จงึเป็นไปได้เม่ือเลขชี้กําลัง
เป็น 0 เท่านั้น นั่นคอื n 3 0 n 3     ตอบ 

 
 

15. t
c
a b c

A A b c a
a b

 
  
  

 

เป็นเมทริกซเ์อกฐาน แสดงว่า det เท่ากับ 0 
นั่นคอื 3 3 3abc abc abc a b c 0       
           3 3 33abc (a b c ) 0      
แต่โจทย์กําหนด 3 3 3a b c 1    ดังนั้น abc 1/3  
 

1 1 1det(A ) det(A) (a/2)(c/2)(b/2)
    

          8 24abc    ขอ้ 1. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

v
u

u v  

u v  v  
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16. ให ้ 1z a bi   และ 2z c di   

จะได้สมการ 2 2(a c) (b d) 3     
   2 2 2 2a 2ac c b 2bd d 9        .....(1) 

และสมการ 2 2(a c) ( b d) 3      
   2 2 2 2a 2ac c b 2bd d 9        .....(2) 
 

(1)–(2);  ac bd 0  
(1)+(2); 2 2 2 2a b c d 9     
แต่โจทย์กําหนด 2z  มาให ้
คือ 2 2c d 4   ..จึงได้ 2 2a b 5   
 

โจทย์ถามค่า 2 2(a 2c) (b 2d)    
2 2 2 2a 4ac 4c b 4bd 4d       
2 2 2 2(a b ) 4(c d ) 4(ac bd)       

5 4(4) 4(0) 21       ข้อ 4. 

 
 
17. nb  เป็นลาํดับเลขคณิตที่ d 0  
แสดงว่า nn

lim b


   หรอื   เท่านั้น 

จึงทาํให ้
n n

1lim 0b
  .....(1) 

และถ้าให ้ n 1b kn c   ย่อมได้ n 1b   ในรูป 2kn c  

ดังนัน้ n 1
n n

b klim 1b k



   เสมอ .....(2) 

 

จากข้อมูล 
2

n 1
n nn n n

b1lim a a 0b b




         
  

 

จึงได้เปน็ nn
lim a 0


 2 nn
lim a 1 0


    

nn
1 5lim a 2

 
    (ใช้สูตรสมการกําลังสอง) 

ตอบ 2 2
nn

(2 lim a 1) (( 1 5) 1) 5


       

 
 

18. ๏ พจิารณา 1
1 1 1min( , )3(1) 32

  

2
1 1 1min( , )3(2) 62

     3
1 1 1min( , )3(3) 92

  

4
1 1 1min( , )3(4) 162

    5
1 1 1min( , )3(5) 322

  ... 

จะได้ n
1 1(min( , ))3n2

  

        1 1 1 1 1 1( ) ( ...)3 6 9 16 32 64        

            วงเล็บหลังเป็นอนุกรมเรขาคณิตอนันต์ 

        11 1/16 11 1
18 1 1/2 18 8   


 

 

๏ พิจารณา 1 1
1 1 1max( , ) 3( 2) 3




 

2 2
1 1 1max( , ) 4( 2) 3




    3 3
1 1 1max( , ) 27( 2) 3




 

4 4
1 1 1max( , ) 16( 2) 3




  ... (สลับกันไปเรื่อย ๆ ) 

จะได้ n n
1 1(max( , ))

( 2) 3
  

  1 1 1 1 1 1( ...) ( ...)3 27 243 4 16 64         

      แต่ละวงเล็บเป็นอนุกรมเรขาคณิตอนันต ์

  1/3 1/4 3 1
1 1/9 1 1/4 8 3   
 

 

 

ตอบ 11 1 3 1 13
18 8 8 3 9     

 
 
19. ๏ ฟงัก์ชันนีต้่อเนื่องทีจุ่ด x 1  
จึงกลา่วได้วา่ 

x 1 x 1
lim f(x) lim f(x)

  
  

2(1 1) a b 1 a b 1          .....(1) 
 

๏ ฟังก์ชันนีห้าอนุพนัธ์ได้ทีจุ่ด x 1  
จึงกลา่วได้วา่ f (1 ) f(1 )    

2(1 1) 3a 2b 1 3a 2b 1          ....(2) 
 

..แก้ระบบสมการได้ a 1, b 2    

ตอบ 3 2f( 1) 1( 1) 2( 1) ( 1) 4          

 
 
20. จาก 2f(x) 3x 3 3(x 1)(x 1)       
แสดงว่าค่าวิกฤตได้แก่ x 1  และ 1  
..และเนือ่งจากคา่ของ f(1) 4  และ f( 1) 8   
ดังนัน้จดุสงูสดุสมัพัทธ์ (จดุ P) ก็คือ ( 1,8)  
 

หาความชันของเส้นตรงที่ผา่นจุด ( 1,8)  กับ (2,6) 

ได้เทา่กับ 8 6 2
1 2 3


 
 

  ตอบ 
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21. เลอืกหยิบได้ทั้งหมด 10 2104
   
 

 แบบ 

แบบที่มีผลคณูเปน็จาํนวนลบ เกิดได้ 2 กรณี ได้แก่ 

“บวก 3 ลบ 1” เป็นไปได ้ 5 5 503 1
       
   

 แบบ 

“บวก 1 ลบ 3” เป็นไปได ้ 5 5 501 3
       
   

 แบบ 

ตอบ ความน่าจะเป็นเท่ากับ 50 50 10
210 21


  

 
 

22. 6D  อยู่ในตําแหน่งที่ 6 10 610    

จึงเรียงลาํดับขอ้มูลได้ดงันี ้
  175, 180, 185, 187, 190, y, 193, 199, 200 
 

การสุ่ม 5 จาํนวนแล้วได้มัธยฐานเป็น y แสดงวา่
จะตอ้งสุ่มได้ y, จํานวนทีน่้อยกวา่ y สองจาํนวน 
และมากกว่า y อีกสองจํานวน เท่านั้น 

จึงเปน็ไปได้ 5 3 302 2
       
   

 แบบ 

โดยการสุ่มนีเ้กิดขึ้นไดท้ั้งหมด 9 1265
   
 

 แบบ 

ตอบ ความน่าจะเป็นเท่ากับ 30 5
126 21  

 
 
23. จากขอ้มูลในโจทย์ สรุปไดว้า่ 74.4 คอื X  
 

พิจารณาที่คะแนน 86; มีผู้ได้คะแนนมากกวา่อยู่ 
12.3% แสดงว่าอยู่ซีกขวาของโคง้ มีพืน้ทีว่ัดไปยงั
แกนกลาง เท่ากบั 0.5 0.123 0.377   
ซึ่งเปดิตารางไดค้า่ z 1.16  

ดังนัน้ 86 74.41.16 s 10s


    คะแนน 

 

พิจารณาที่คะแนน 54; 

คิดเปน็คา่มาตรฐาน 54 74.4z 2.0410


    

แสดงว่าอยู่ทางซกีซ้ายของโค้ง เปดิตารางไดพ้ื้นที่ A 
เท่ากับ 0.4793 ..ดังนัน้พืน้ที่ทางซ้ายของค่านี้ มีอยู่ 
0.5 0.4793 0.0207   หรอื 2.07%  ตอบ 

 
 
 
 
 

24. ในขอ้นี ้ 6X Med x   

จากสูตร 1 2 11|x X| |x X| ... |x X|MD 11
     

  

 6 1 6 2 11 6(x x ) (x x ) ... 0 ... (x x )5.2 11
       

  

พบว่าค่า 6x  จะหักล้างกันหมดพอด ี

 1 2 5 7 8 11(x x ... x ) (x x ... x )5.2 11
       

  

     

11
i

i 7
42.8 x

11


 



  ..จะได้ 

11
i

i 7
x 100



  

 

๏ หาค่า 6x  ได้จาก 6
xX x 11


   

    6
6 6

42.8 x 100x x 14.2811
 

     

ตอบ 
11

i
i 6

x 14.28 100 114.28


    

 
 

25. ๏ กลุ่มที่ 1; 3Q  อยูต่ําแหน่งที ่ 3 8 64    

และ 1Q  อยูต่ําแหนง่ที่ 1 8 24    

3 1
7 3.6Q 7, Q 3.6 QD 1.72


       

 

๏ กลุ่มที ่2; 3Q  อยู่ตําแหน่งที ่ 3 6 4.54    

และ 1Q  อยูต่ําแหนง่ที่ 1 6 1.54    

3 1
a 8Q , Q 3.52


    

(a 8)/2 3.5 a 1QD 2 4
  

    

 

แต่โจทย์กําหนด QD เท่ากนั 
จึงแกส้มการได้ a 5.8      ตอบ ข้อ 1. 
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O 

(3,1) (1.5,1.5) 

(1,3) 

 A         B 

0.15  0.15  0.15 

x 

ตอนท่ี 2 
1. จาํนวนสมาชิกของเซตที่ถาม ก็คือจํานวนแบบ
ของฟังก์ชัน f ทีต่รงตามเงื่อนไขนั่นเอง 
 

“ f(x) x ” หมายความว่าห้ามมี (1,1) หรอื (2,2) 
๏ สร้างฟงัก์ชันทีมี่ (1,2) ได้ทั้งหมด 3 แบบ 
(เลือกคูข่อง 2 ได้แก่ 1, 3, 4) 
๏ สร้างฟงัก์ชันทีมี่ (1,3) หรือ (1,4) 
ได้ทั้งหมด 2 2 4   แบบ 
(เลือกคูข่อง 2 ได้เพียงสองแบบ เพราะหา้ม (2,2)) 
ตอบ สรา้งฟังก์ชัน f ได้ทั้งหมด 7 แบบ 
 
หมายเหต ุใช้วิธีเขียนแจกแจงก็ได้ ดังน้ี 
{(1,2),(2, 1)}   {(1,2),(2, 3)}   {(1,2),(2, 4)}  
{(1, 3),(2, 1)}   {(1, 3),(2, 4)}   {(1, 4),(2, 1)}  
และ {(1, 4),(2, 3)}  ..รวมทั้งส้ิน 7 แบบ 

 
 
2. เซต A; แก้สมการโดยใส่ log ทั้งสองขา้ง 
จะได้ 2 3(n 9)(log n) (n 9)(log n)    

3 2(n n 18)(log n) 0     
2(n 3)(n 2n 6)(log n) 0      

(พจนก์ําลังสองตรงกลาง ไม่มีคําตอบเป็นจํานวนจริง) 
 

ดังนัน้ n 3  หรอื 0log n 0 n 10 1     
..จะได้ A {3, 1}  
 

เซต B; จาก log n log(n 1)   
ตัด log ออกทัง้สองข้าง จะได้ n n 1 0 1     
สมการนี้เปน็ไปไม่ได้ แสดงว่าไม่มีคําตอบ.. B    
 

ตอบ ผลบวกสมาชิกทกุตวัใน A B  เท่ากับ 4 

 
 
3. ข้อมูลที่ให้มาในโจทย์ 
สามารถใสล่งในแผนภาพ 
ได้ดังรปู 
 

และจะได ้
P(A B)' x 1 0.15 0.15 0.15       
               0.55   ตอบ 

 
 
 
 
 
 

4. สมการ 3y x 4x x(x 2)(x 2)      
แสดงว่ากราฟนี้ตดัแกน X ที่จดุ 0, 2, –2 
การอินทิเกรตหาพื้นที่ในขอ้นี้จึงตอ้งแบ่งช่วงย่อย 
 

00 3 4 2
22 (x 4x)dx (x /4 2x )


     

                0 (4 8) 4     
11 3 4 2
00 (x 4x)dx (x /4 2x )     

                (1/4 2) 0 1.75      
          (ติดลบแสดงว่าพื้นที่ส่วนน้ีอยู่ใต้แกน X) 
 

ตอบ พื้นที่เท่ากบั 4 1.75 5.75   ตารางหน่วย 

 
 
5. แก้ระบบสมการได ้ a 1 , b 3  
ดังนัน้ สมการที่ใช้ประมาณคอื Ŷ 1 3X   
ตอบ ถ้า x 5  จะได ้ Ŷ 1 3(5) 16    หม่ืนบาท 

 
 
6. โจทย์ถามคา่ 3 22z z z 3    
   3 3 2z (z z z) 3      
   3 2 3

0
z z(z z 1) 3 z 3        

 

จากการสังเกต สมการ 3z 1  
แยกตัวประกอบได้เป็น 2(z 1)(z z 1) 0     
นั่นแสดงว่าค่า z ทีท่ําให้ 2z z 1 0    (ในโจทย์) 
จะทาํให ้ 3z 1  ด้วย 
(เป็นรากทีส่ามของ 1 อีกสองคา่ที่ไม่ใช่ 1 นัน่เอง) 
 

..ดังนัน้ คําตอบคือ 1 3 4    ตอบ 
 

หมายเหต ุจะแก้สมการหาค่า z ออกมาก่อนก็ได้ 

น่ันคือ 1 1 4 1 3z i2 2 2
  

     

แต่วิธีน้ีอาจไม่สะดวกเพราะต้องนําไปยกกําลังสาม 

 
 
7. เขียนกราฟของอสมการ 
และแก้ระบบสมการ หาจดุ 
ยอดมุม ได้ดงัรูป 
 

(1, 3) C 10   
(3, 1) C 14   
(1.5, 1.5) C 9   
ตอบ ค่าต่ําสุดของ C เทา่กับ 9 

 



ขอสอบเขามหาวิทยาลัย  Math E-Book 
Release 2.6.3 

782 

8. log a log a x log a log a
log(c b) log(c b) log(c b)log(c b) 

   
 

..นํา log(c b)log(c b)   คูณทั้งสองข้าง จะได ้
(log a)(log(c b) log(c b)) x log a log a     
 

โจทย์กาํหนด a 1  
ดังนัน้ log a  จึงไม่เปน็ 0 และสามารถตัดทิง้ได ้

log(c b) log(c b) x log a      
2 2log(c b ) x log a    
2log(a ) x log a 2 log a x log a     

แสดงว่า x 2   ตอบ 

 
 

10. สัมประสทิธิก์ารแปรผัน s 0.5X   .....(1) 

และ ก
45 Xz 1 s 45 Xs


      .....(2) 

แก้ระบบสมการได้ X 30  และ s 15  
 

ดังนัน้ ข
ข

x 30z 1.5 15


   

ขx 52.5   คะแนน  ตอบ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

9. จัดที่ผู้ใหญ ่4 คนก่อน แล้วจงึเลือกทีน่ั่งให้เด็ก 
(จากรูป ให้แต่ละครอบครัวเปน็วงกลมและสี่เหลี่ยม) 
 

กรณีแรก                 สลับผู้ใหญ ่
                         ได ้2! 2  แบบ 
 
จากนั้นเลอืกวางเด็ก.. 
แต่ละครอบครัวได้ 
4 3 12   แบบ 
 

..รวมกรณีนี ้2 12 12 288    แบบ 
 

กรณทีี่สอง                สลับผู้ใหญ ่
                          ได้ 2 2! 4   แบบ 
 
 

จากนั้นเลอืกวางเด็ก.. 
ซึ่งแตล่ะครอบครัวจะ 
วางได้ 2 ลักษณะ ได้แก ่
๏ สองคนอยู่คนละช่อง ได้ 3 2 6   แบบ 
๏ อยู่ช่องเดียวกนั (ระหว่างกลาง) ได้ 2! 2  แบบ 
 

..รวมกรณีนี ้4 8 8 256    แบบ 
 

ดังนัน้รวมทั้งสองกรณีได้ 544 แบบ ตอบ 

 
 



ข้อสอบเข้ามหาวิทยาลัย 
ความถนดัทางวิศวกรรม 

(เฉพาะข้อที่เป็นคณิตศาสตร์) 
 
หมายเหตุ ข้อสอบแบบปรนัย ข้อละ 2 คะแนน 
และข้อสอบแบบอัตนัย ข้อละ 3 คะแนน 
 

ตุลาคม 2541 (พ้ืนฐานทางวิศวกรรม) 
1. จากการสังเกต ณ จุด A มุมระหว่างแนวราบและแนวที่มองไปยังยอดตึกแห่งหนึ่งเป็น 30 องศา 
เม่ือเดินจากจุด A มุ่งไปยังตึกนี้เป็นระยะทาง 200 เมตร ถึงจุด B พบว่ามุมระหว่างแนวราบและแนว
ที่มองไปยังยอดตึกนี้เป็นมุม 45 องศาพอดี ความสูงของตึกหลังนี้สูงกี่เมตร โดยประมาณ 
 1. 271       2. 273  3. 275       4. 277 
 
2. วิศวกรคนหน่ึงมีลูกน้อง 10 คน จะแบ่งกลุ่มลูกน้องเป็นสองกลุ่มให้มีคนกลุ่มละเท่า ๆ  กัน วิศวกรผู้
นั้นจะมีวิธีจัดกลุ่มลูกน้องได้กี่วิธี 
 1. 45 วิธี      2. 90 วิธี  3. 126 วิธี      4. 252 วิธี 
 
3. จงหา 2

0 f(t)dt       

 
 
 
 
 
 
 

4. รูปส่ีเหล่ียมจัตุรัสรูปหนึ่งมีความยาวของแต่ละด้านเท่ากับ a ถูกบรรจุด้วยส่ีเหล่ียมจัตุรัสซ่ึงมีมุม 
                                   อยู่ที่จุดกึ่งกลางของแต่ละด้านของส่ีเหล่ียมภายนอก ดังแสดง 
                                   ในรูป ถ้าส่ีเหล่ียมดังกล่าวเกิดขึ้นอย่างไม่ส้ินสุด จงหาผลรวม 
                                   ของเส้นรอบรูปส่ีเหล่ียมทั้งหมดที่เกิดขึ้น 

      1. 4 2 a
1 2

      2. 2 1
4 2 a

  

      3. 4 2 a
2 1       4. 1 2

4 2 a
  

 
 

5. ถ้า 1x , 2x , …, Nx  เป็นข้อมูลชุดหนึ่งที่ N 0  และทุก ๆ  ค่าของ x เป็นจํานวนเต็ม 
ค่าเฉล่ียของข้อมูลชุดนี้เป็นค่าแบบใด 

1. จํานวนเต็ม      2. จํานวนนับ 3. จํานวนตรรกยะ     4. จํานวนอตรรกยะ 

f(t) 

 t 

5 

–5 
   O      1    2     3    4 

1. 0 
2. 2.5 
3. 5 
4. 10 

  a 

  a 
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y = x2 

6. จากการวิเคราะห์แนวโน้มของปริมาณรถที่ว่ิงผ่านถนนสายหนึ่งในอดีตพบว่า ปริมาณรถที่ว่ิงผ่าน
แปรผันตามรากที่สองของจํานวนประชากรในเมือง A ปัจจุบันเมือง A มีประชากรอยู่ 9 ล้านคน 
สมมติให้แนวโน้มการเปลี่ยนแปลงของปริมาณรถที่ว่ิงผ่านถนนสายนี้มีอัตราคงที่ และคาดว่าจะมี
ประชากรในอีก 10 ปีข้างหน้าเพ่ิมเป็น 16 ล้านคน ปริมาณรถที่ว่ิงผ่านถนนสายนี้ในอีก 10 ปี
ข้างหน้าจะเพ่ิมเป็นกี่เท่าของปริมาณรถที่ว่ิงผ่านถนนสายนี้ ณ ปีปัจจุบัน 
 1. 4/3       2. 1.5  3. 16/9       4. 4 
 
7. จากการขนส่งสินค้าทางบกจากกรุงเทพไปยังจังหวัดอุดรธานี 
พบว่ามีการขนส่งด้วยรถไฟและรถบรรทุกอยู่ร้อยละ 20 มีการขนส่งด้วยรถไฟร้อยละ 30 
ถามว่ามีการขนส่งสินค้าด้วยรถบรรทุกอยู่ร้อยละเท่าใด 
 
 

มีนาคม 2542 (พ้ืนฐานทางวิศวกรรม) 
8. โรงงานผลิตถ้วยแก้วแห่งหนึ่งมีการควบคุมคุณภาพแบบสุ่มตรวจ ระดับคุณภาพของโรงงานอยู่ที่
ความผิดพลาดหรือข้อบกพร่องของผลิตภัณฑ์ (เช่น บิ่น เบี้ยว ผิดขนาด ฯลฯ) ไม่เกินร้อยละ 5  
ดังนั้นในการผลิตถ้วยแก้ว 1,500 ใบ จะต้องสุ่มตรวจก่ีใบที่เม่ือไม่พบข้อบกพร่องเลยจะสามารถ
ยอมรับได้ตามเกณฑ์ระดับคุณภาพดังกล่าว 
 1. 75 ใบ       2. 74 ใบ  3. 19 ใบ      4. 20 ใบ 
 
9. เมือง A และ B อยู่ห่างกัน 20 กม. ดําออกเดินทางจากเมือง A ในแนวทิศตะวันออกเฉียงเหนือ 
แดงออกเดินทางจากเมือง B ในแนวทิศตะวันตกเฉียงเหนือ เมือง C อยู่ระหว่างทางในแนวทางเดิน 
                                           ของดํากับแดง เมือง C อยู่ห่างจากเมือง A เท่าไร 
 
      1. 10.00 กม.      2. 10 2  กม. 
      3. 10 3  กม.      4. 20.00 กม. 
 
 
 
10. แผนกซ่อมบํารุงของโรงงานแห่งหนึ่งมีพนักงานประจํา 9 นาย เป็นช่างกลโรงงาน 5 นาย และ
ช่างไฟฟ้า 4 นาย ในการจัดทีมซ่อมบํารุงแต่ละคร้ังจะใช้ช่างกลโรงงาน 3 นาย และช่างไฟฟ้า 2 นาย 
ในฐานะหัวหน้าแผนกซ่อมบํารุง ท่านมีวิธีจัดทีมงานได้กี่วิธี 
 
 

มีนาคม 2543 (พ้ืนฐานทางวิศวกรรม) 
11. แก้วบรรจุน้ําเต็มปร่ิมใบหนึ่ง หมุนรอบแกนกลางของแก้วด้วยความเร็วคงที่ แรงหนีศูนย์กลางที่
เกิดขึ้นทําให้น้ําที่อยู่ในแก้วส่วนหนึ่งล้นออกจากแก้ว เม่ือมองจากภาพตัดขวาง น้ําที่เหลืออยู่ในแก้ว
ขณะนั้นอยู่ในรูปพาราโบลา ซ่ึงก้นรูปพาราโบลาแตะก้นแก้ว และขอบพาราโบลาแตะขอบแก้วด้านบน
พอดี สามารถเขียนสมการแสดงความสัมพันธ์ในแนว x และ y ของรูป 
พาราโบลาได้เป็น 2y x  ดังรูป น้ําที่เหลืออยู่ในแก้วมีปริมาตรเท่าใด 
 1. มากกว่า 1/3 ของแก้ว  2. 1/3 ของแก้ว 
 3. น้อยกว่า 1/3 ของแก้ว  4. ข้อมูลไม่เพียงพอที่จะบอกได้ 
 
 

 20 กม. 

 A                        B 

  N 
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12. ในการคํานวณค่าความสามารถของกระบวนการผลิต ดัชนีชี้วัดประกอบด้วย 

  USL XCPU 3 SD





  LSL XCPL 3 SD





 

และ CPK   ค่าทีต่่ํากว่าระหว่าง CPU กับ CPL 
โดยที่  USL คือค่าควบคุมข้ันสูง  LSL คือค่าควบคุมข้ันต่ํา 
 X  คือค่าปัจจัยเฉล่ียของผลิตภัณฑ์ SD  คือค่าความเบี่ยงเบนมาตรฐานของปัจจัย 
 

    เม่ือค่า CPK 1  ผลิตภัณฑ์ที่เสียหายซ่ึงเกิดขึ้นเม่ือปัจจัย
สูงหรือต่ํากว่าค่าควบคุมจะมีจํานวนร้อยละเท่าไร (ทศนิยม 2 
ตําแหน่ง)   ใช้ตารางแสดงพ้ืนที่ใต้เส้นโค้งปกติที่กําหนดให้ 
 
 

ตุลาคม 2543 (พ้ืนฐานทางวิศวกรรม) 
13. ผลสอบวิชาพ้ืนฐานทางวิศวกรรมของนักเรียนจํานวน 100 คน มีตารางแจกแจงความถี่ดังนี้ 
 

ช่วงคะแนน ความถ่ี  ช่วงคะแนน ความถ่ี 
0 – 9 
10 – 19 
20 – 29 
30 – 39 
40 – 49 

15 
10 
20 
30 
10 

 50 – 59 
60 – 69 
70 – 79 
80 – 89 
90 – 99 

5 
5 
3 
1 
1 

 

ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1. มัธยฐานมีค่ามากกว่าค่าเฉล่ียเลขคณิต 2. ค่าเฉล่ียเลขคณิตมีค่ามากกว่าฐานนิยม 
 3. ฐานนิยมมีค่ามากกว่ามัธยฐาน  4. มัธยฐานมีค่ามากกว่าฐานนิยม 
 
14. ในการวัดการเปลี่ยนแปลงของการทดลองทางวิศวกรรม บ่อยคร้ังที่ค่าที่วัดได้จะอยู่ในรูปของลําดับ 
ข้อใดต่อไปนี้ไม่ถูกต้องเกี่ยวกับลําดับ 
 1. โดเมนของลําดับเป็นจํานวนเต็มบวก 
 2. ลําดับเรขาคณิตคือลําดับที่มีอัตราส่วนของพจน์ที่ n+1 กับพจน์ที่ n คงที ่
 3. ค่าลิมิตของลําดับคือค่าเพียงจํานวนเดียว ที่พจน์ที่ n ของลําดับมีค่าเข้าใกล้หรือเท่ากับ 
           เม่ือ n มีค่ามากขึ้นอย่างอนันต ์
 4. ลําดับไดเวอร์เจนต์คือลําดับอนันต์ที่มีค่าลิมิตของลําดับเป็นจํานวนจริง 
 
15. นาย ก ยืนอยู่บนดาดฟ้าของตึก A ซ่ึงสูง 10 เมตร ต้องการส่งสัญญาณให้นาย ข โดยใช้กระจก
สะท้อนแสงอาทิตย์ โดยนาย ข ยืนรออยู่บนดาดฟ้าของตึก B ซ่ึงสูง 50 เมตร และอยู่ห่างจากตึก A 
30 เมตร ขณะน้ันเป็นเวลาเที่ยงตรง นาย ก จะต้องวางกระจกสะท้อนแสงทํามุมกับพ้ืนราบเป็นมุม
เท่าใด 

 1. 1 4tan 3
  เรเดียน   2. 1 5tan 3

  เรเดียน 

3. 1 4tan2 3


  เรเดียน   4. 11 4tan4 2 3


  เรเดียน 

 
 

z 0.00 3.00 
A 0.0000 0.4987 
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 f(x) 

 x 

 f(x) 

  x 

 f(x) 

 x 

 f(x) 

 x 

16. เลขจํานวนเชิงซ้อนใช้อย่างแพร่หลายในงานคํานวณด้านวิศวกรรม 
ข้อใดต่อไปนี้เป็นคุณสมบัติที่ไม่ถูกต้องของจํานวนเชิงซ้อน 
(กําหนดให้ z , 1z  และ 2z  เป็นจํานวนเชิงซ้อน) 
 1. 1 1(z) (z )      2. 11z z    
 3. 1 2 1 2z z z z <    4. 1 2 1 2z z z z <  
 
17. การเก็บข้อมูลแสดงความเสียหายของเคร่ืองจักร A พบว่าชั่วโมงการทํางานเฉล่ียของเคร่ืองจักร
ก่อนเสียหายคือ 2000 ชั่วโมงทํางาน และค่าส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานเป็น 100 ชั่วโมงทํางาน ดังนั้น
ในฐานะที่ท่านเป็นวิศวกรฝ่ายบํารุงรักษาเคร่ืองจักร ท่านจะวางกําหนดเวลาการเข้าบํารุงรักษา
เคร่ืองจักร A ไว้ที่กี่ชั่วโมงทํางาน เพ่ือให้เคร่ืองจักรมีโอกาสทํางานได้ 97% ให้ถือว่าอัตราการ
เสียหายเป็นการแจกแจงแบบปกติ 
    ใช้ตารางแสดงพ้ืนที่ใต้เส้นโค้งปกติที่กาํหนดให้ต่อไปนี้ 
 
 
 

มีนาคม 2544 (พ้ืนฐานทางวิศวกรรม) 
18. โรงงานอุตสาหกรรมขนาดเล็กแห่งหนึ่งผลิตผลิตภัณฑ์และบรรจุใส่กล่อง กล่องละ 1 โหล เพ่ือ
จําหน่ายทั้งกล่อง ก่อนส่งออกจําหน่ายเจ้าหน้าที่ตรวจสอบคุณภาพผลิตภัณฑ์จะสุ่มผลิตภัณฑ์ในกล่อง
อย่างไม่ใส่คืนทุกกล่อง กล่องละ 3 ชิ้น เพ่ือตรวจสอบคุณภาพ ถ้าสุ่มพบผลิตภัณฑ์ชํารุดแม้แต่ชิ้น
เดียว จะส่งผลิตภัณฑ์ทั้งกล่องกลับไปยังโรงงาน และถ้าไม่พบผลิตภัณฑ์ชํารุดเลยจะส่งผลิตภัณฑ์
กล่องนั้นออกจําหน่าย จงหาความน่าจะเป็นที่กล่องที่มีผลิตภัณฑ์ชํารุด 3 ชิ้น จะถูกส่งออกไป
จําหน่าย 
 1. 12/55       2. 27/55  3. 7/55       4. 21/55 
 
19. ฟังก์ชัน f เป็นสับเซตจาก R  ไป R  
นิยามว่าเป็นฟังก์ชันเชิงเส้น (linear function) ถ้ามีคุณสมบัติต่อไปนี้ 
 (i) f (x y) f (x) f (y)    
 (ii) f (x) f ( x)      โดยที่   เป็นค่าคงที่จํานวนจริงใด ๆ  
ข้อใดต่อไปนี้เป็นฟังก์ชันเชิงเส้น 

1.       2.   3.       4. 
 
 
 
 
 
 
 

20. เคร่ืองบรรจุนมกล่องกึ่งอัตโนมัติจะบรรจุนมใส่กล่องกระดาษ โดยปริมาตรบรรจุมีการแจกแจง
ปกติและมีค่าส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐาน 10 ลบ.ซม. ในการจําหน่ายจะบรรจุนมกล่องในลังกระดาษ
ขนาดบรรจุ 2 โหลเพ่ือจําหน่าย ถ้าความน่าจะเป็นที่นมในกล่องจะมีปริมาตรเกินกว่า 250 ลบ.ซม. 
เป็นร้อยละ 50 จงหาปริมาตรเฉล่ียของนมกล่องทั้งลัง เป็น ลบ.ซม. 

z 0.00 1.88 
A 0.0000 0.4700 
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a 

 b 

ตุลาคม 2544 (พ้ืนฐานทางวิศวกรรม) 
21. ผลิตภัณฑ์ ก ประกอบด้วยชิ้นส่วน ข จํานวน 2 ชิ้นนํามาประกอบเข้าด้วยกัน ถ้าชิ้นส่วน ข 
ชํารุดจะใช้เวลาในการปรับแต่งก่อนประกอบ 9 นาที และใช้เวลาในการประกอบ 1 นาที ถา้ชิ้นส่วน 
ข ไม่ชํารุดจะไม่ต้องปรับแต่ง และใช้เวลาในการประกอบ 1 นาทีเช่นเดียวกัน ถ้าสุ่มชิ้นส่วน ข มา
จากกล่องชิ้นส่วน ข จํานวน 10 ชิ้น ซ่ึงมีชิ้นส่วน ข ที่ชํารุดอยู่ 3 ชิ้น และชิน้ส่วน ข ที่ไม่ชํารุด 7 
ชิ้น จงหาเวลาเฉล่ียในการประกอบผลิตภัณฑ์ ก จํานวน 1 ชิน้ 
 1. 7.2 นาท ี      2. 7.4 นาที  3. 8.4 นาท ี      4. 8.6 นาที 
 
22. ระบบเครือข่ายคอมพิวเตอร์หนึ่ง ๆ  จะประกอบด้วยคอมพิวเตอร์หลายเคร่ือง เคร่ืองคอมพิวเตอร์
แต่ละเคร่ืองมีหน้าที่รับและส่งข้อมูล ถ้าสมมติว่าคอมพิวเตอร์เคร่ืองหนึ่งมีข้อมูลเข้ามาจากเคร่ืองอ่ืน
ด้วยอัตราคงที่ 20 หน่วย/วินาที และจะส่งข้อมูลทั้งหมดที่เข้ามาออกไปยังเคร่ืองอ่ืนที่อตัราคงที่ 10 
หน่วย/วินาทีด้วยความน่าจะเป็น 1/2 และจะส่งข้อมูลกลับไปรวมกับข้อมูลที่เข้ามาจากเคร่ืองอ่ืนที่
อัตราคงที่ 10 หน่วย/วินาทีด้วยความน่าจะเป็น 1/2 ถ้าเคร่ืองคอมพิวเตอร์เคร่ืองนี้สามารถเก็บข้อมูล
ในเคร่ืองได้มากที่สุด 300 หน่วย จงหาว่านานเท่าไรเคร่ืองคอมพิวเตอร์เคร่ืองนี้จะสูญเสียข้อมูลจาก
การที่ไม่สามารถเก็บข้อมูลส่วนเกินได้ 
     กําหนดใหเ้คร่ืองนี้จะส่งข้อมูลออกทันทีที่มีข้อมูลเก็บอยู่ในเคร่ือง 
 1. 12 วินาที      2. 15 วินาที  3. 20 วินาท ี      4. 30 วินาที 
 
23. ในการสํารวจการสวมใส่อุปกรณ์ป้องกันภัยส่วนบุคคล 3 ชนิด ของพนักงานในหน่วยงานหนึ่ง
จํานวน 100 คน พบว่าพนักงานส่วนใหญ่ละเลยในการสวมใส่อุปกรณ์ป้องกันภัย ทําให้มีโอกาสเกิด
อันตรายได้ค่อนข้างสูง จากมาตรฐานความปลอดภัยในการทํางานได้ระบุว่าต้องสวมใส่อุปกรณ์อย่าง
น้อย 2 ชนิด คือหูเสียบป้องกันเสียงดังและแว่นตานิรภัย ผลการสํารวจพบว่ามีพนักงานส่วนน้อย 3 
คน ที่ไม่ยอมใส่อุปกรณ์อะไรเลย และ 
 1) มีผู้สวมใส่หูเสียบป้องกันเสียงดัง   50 คน 
 2) มีผู้สวมใส่แว่นตานิรภัย    70 คน 
 3) มีผู้สวมใส่ผ้าปิดจมูกอย่างเดียว   20 คน 
 4) มีผู้สวมใส่แว่นตานิรภัยอย่างเดียว   15 คน 
 5) มีผู้สวมใส่ผ้าปิดจมูกและหูเสียบป้องกันเสียงดัง 20 คน 
 6) มีผู้สวมใส่แว่นตานิรภัยและผ้าปิดจมูก  28 คน 
อยากทราบว่า มีโอกาสเท่าใดที่พนักงานจะสวมใส่อุปกรณ์ได้ถูกต้องตามมาตรฐานความปลอดภัย 
 1. 0.27       2. 0.35  3. 0.43       4. ผิดทุกข้อ 
 
24. จงหาจํานวนทางเดินทั้งหมดจากจุด a ไปยังจุด b โดย 
จะต้องเดินไปทางขวาหรือลงล่างเท่านั้น จากรูปเป็นตัวอย่าง 
ทางเดินแบบหนึ่งจากจุด a ไปจดุ b 
 1. 70       2. 16 
 3. 256       4. ผิดทุกข้อ 
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ประเทศ X   ประเทศ Y 

ประเทศ Z 

ด่าน X  ด่าน Y 

จํานวนเงิน (ล้านบาท) 
f 0.01x 0.01   

1g x 1


 

25. บนเกาะแห่งหนึ่งมีคนอยู่ 2 ประเภท ประเภทแรกเป็นคนท่ีพูดความจริงเสมอ ส่วนประเภทสอง
เป็นคนที่พูดโกหกเสมอ เม่ือท่านขึ้นไปบนเกาะได้ยินคนบนเกาะ 2 คน คือ A และ B พูด ดังนี้ 
    A พูดว่า “B เป็นคนที่พูดความจริงเสมอ” 
    B พูดว่า “ฉันและ A เป็นคนคนละประเภทกัน” 
ท่านคิดว่า A และ B เป็นคนประเภทไหน 
 1. A และ B เป็นคนที่พูดความจริงเสมอ 
 2. A และ B เป็นคนที่พูดโกหกเสมอ 
 3. A เป็นคนที่พูดความจริงเสมอ ส่วน B เป็นคนที่พูดโกหกเสมอ 
 4. A เป็นคนที่พูดโกหกเสมอ ส่วน B เป็นคนท่ีพูดความจริงเสมอ 
 
26. ประเทศ 3 ประเทศ ได้แก่ประเทศ X, ประเทศ Y และประเทศ Z เป็นประเทศเพื่อนบ้าน 
มีชายแดนติดกันดังแสดงในภาพ 

นาย x เป็นพลเมืองประเทศ X ทํางานที่ด่านตรวจคนเข้าเมือง
ของประเทศ X มีนิสัย “พูดจริง” เสมอ นาย y เป็นพลเมือง
ประเทศ Y ทํางานที่ด่านตรวจคนเข้าเมืองของประเทศ Y มี
นิสัย “พูดเท็จ” เสมอ เนื่องจากงานค่อนข้างนา่เบื่อ นาย x 
และนาย y จึงชอบเปล่ียนด่านที่ทํางาน บางวันนาย x จะย้าย
ไปทํางานที่ด่านของประเทศ Y ส่วนนาย y จะย้ายไปทํางาน
แทนที่ประเทศ X แต่บางวันทั้งคู่ก็อยู่ประจําด่านของประเทศ
ตนเอง ขึ้นอยู่กับอารมณ์และสถานการณ์ในแต่ละวัน 
 

    หากนาย z ซ่ึงเป็นพลเมืองประเทศ Z ต้องการเดินทางเข้าประเทศ X และได้ศึกษาจากคู่มือ
ท่องเที่ยวซ่ึงได้กล่าวถึงพฤติกรรมของนาย x และนาย y ไว้อย่างชัดเจน ดังนั้นเม่ือนาย z ไปถึงด่าน
ตรวจคนเข้าเมือง คําถามใดที่นาย z ควรใช้ เพ่ือตัดสินใจว่าด่านใดคือด่านเข้าประเทศ X ที่แท้จริง 
(โดยนาย z มีโอกาสถามได้เพียง 1 คร้ังเท่านัน้) 
 1. “ท่านเป็นเพศชาย ใช่ไหม” 

2. “ท่านเป็นพลเมืองของประเทศนี้ ใช่ไหม” 
 3. “ท่านพูดความจริงเสมอ ใช่ไหม” 
 4. การถามเพียง 1 คําถาม ไม่เพียงพอต่อการหาข้อสรุป 
 
27. ในการบริหารความปลอดภัยในโรงงานมีหลักการง่าย ๆ  ว่า “เม่ือลงทุนจัดทําระบบความปลอดภัย
ยิ่งสูง ก็จะทําให้อุบัติเหตุน้อยลง” จากการศึกษาพฤติกรรมของค่าใช้จ่ายทั้งสองพบว่าสามารถแสดงได้
ดังกราฟต่อไปนี้ 

 
อยากทราบว่า จะต้องใช้เงินลงทุนในระบบ
ความปลอดภัยเท่าใด ถึงจะได้ผลตอบแทนที่
คุ้มค่าที่สุด (หน่วย : 1000 บาท) 
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มีนาคม 2545 (พ้ืนฐานทางวิศวกรรม) 
28. บริษัทแห่งหนึ่งผลิตสินค้าชิ้นหนึ่ง มีฟังก์ชันต้นทุนรวม ดังสมการ 3C(x) x x   บาท 
โดย x คือจํานวนหน่วยของสินค้าที่ผลิตซ่ึงจะสัมพันธ์กับเวลา (t) หน่วยเป็นเดือน 
ดังสมการต่อไปนี้  2t x 2x 7    
    จงหาอัตราการเปล่ียนแปลงของต้นทุนต่อเวลา ในเดือนที่ 4 ของการผลิต 

 1. 18 6  บาท/เดือน   2. 7 บาท/เดือน 

3. 112 บาท/เดือน    4. ไม่มีข้อถูก 
 

29. ห้องเรียน A และห้องเรียน B มีนักเรียนรวมกันทั้งส้ินเท่ากับ 55 คน เม่ือทําการจัดห้องเรียน
พบว่าห้องเรียน A สามารถจัดให้นักเรียนนั่งได้แถวละ 5 คนพอดี ส่วนห้องเรียน B ก็สามารถจัดให้
นักเรียนนั่งได้แถวละ 6 คนพอดี 
    ข้อใดสรุปได้ถูกต้อง เกี่ยวกับจํานวนแถวของห้องเรียน A และห้องเรียน B 
 1. จํานวนแถวของห้องเรียน A   จํานวนแถวของห้องเรียน B 
 2. จํานวนแถวของห้องเรียน A   จํานวนแถวของห้องเรียน B 
 3. จํานวนแถวของห้องเรียน A   จํานวนแถวของห้องเรียน B 
 4. สรุปไม่ได้ 
 
30. บริษัทแห่งหนึ่งมีจํานวนโทรศัพท์ที่โทรเข้าในช่วงเวลา t ชั่วโมง โดยมีความน่าจะเป็นดังนี้ 

 
n

ttP [N(t) n] 2n!
            ซ่ึง N(t)  คือจํานวนที่โทรเข้าในช่วงเวลา t ชั่วโมง 

จงหาความน่าจะเป็นซ่ึงช่วงเวลาระหว่างการโทรเข้าแต่ละคร้ังน้อยกว่า 2 ชั่วโมง 
 1. 0       2. 1/4  3. 1/2       4. 3/4 
 
31. กระดาษรูปสามเหล่ียมมุมฉาก มีด้านประกอบมุมฉาก 
ยาว 3 และ 4 cm สามารถตัดเป็นรูปส่ีเหล่ียมผืนผ้าที่ใหญ่ 
ที่สุดได้กี่ตาราง cm 
 
 
 
 

32. ในการรับสมัครนักศึกษาด้วยการสอบเข้าของคณะวิศวกรรมศาสตร์ ณ มหาวิทยาลัยแห่งหนึ่ง มี
เกณฑ์ว่าผู้มีสิทธิ์เข้าสอบสัมภาษณ์จะต้องมีค่ามาตรฐานของคะแนนสอบตั้งแต่ 1.5 ขึ้นไป ถ้าค่าเฉล่ีย
ของคะแนนสอบของผู้เข้าสอบทั้งหมดเป็น 50 และค่าความแปรปรวนของคะแนนสอบเป็น 4 จาก
คะแนนเต็ม 100 คะแนน ผู้เข้าสอบจะมีสิทธิ์สอบสัมภาษณ์ต่อเม่ือทําข้อสอบได้ร้อยละเท่าไรขึ้นไป 
 
 
 
 
 
 
 

3 

4 
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ตุลาคม 2545 (พ้ืนฐานทางวิศวกรรม) 
33. อุปกรณ์ป้องกัน (Circuit Breaker) ในระบบส่งจ่ายกําลังไฟฟ้าของการไฟฟ้าฝ่ายผลิตของ
ประเทศไทย ดังแสดงข้อมูลในตารางข้างล่าง 
 

อุปกรณ์ป้องกนั 
(Circuit Breaker) 

ราคา/หน่วย 
Probability ที่จะชํารุด 

ในเวลา 5 ปี 
A 
B 
C 
D 

750,000 
650,000 
550,000 
450,000 

0.18 
0.2 
0.25 
0.3 

 

พนักงานออกแบบและวางแผนของการไฟฟ้าฯ ควรจะเลือกอุปกรณ์ป้องกัน (Circuit Breaker) 
ประเภทใดมาใช้งานเพ่ือให้เกิดความคุ้มทุนมากที่สุด 
 1. D       2. C  3. B       4. A 
 
34. จากรูปแสดงการเปรียบเทียบเส้นโค้งความถี่ของค่าระดับความเข้มแสง (Intensity value) 
แต่ละจุดภาพ ของรูปภาพต้นไม้และรูปภาพเคร่ืองบิน ซ่ึงแต่ละรูปภาพมีขนาด 128 x 128 จุดภาพ 
วิศวกรท่านหนึ่งได้คํานวณค่ามัธยฐานของค่าระดับความเข้มแสงของรูปภาพทั้งสอง พบว่ามีค่าเท่ากัน
คือ 128 
 
 
 
 
 
 
 
 

จงพิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
    ก. การกระจายของค่าระดับความเข้มแสงของรูปภาพต้นไม้และรูปภาพเคร่ืองบิน มีค่าเท่ากัน 
    ข. ค่าเฉล่ียเลขคณิตของค่าระดับความเข้มแสงของรูปภาพต้นไม้และเคร่ืองบิน มีค่าเท่ากนั 
    ค. ฐานนิยมของค่าระดับความเข้มแสงของรูปภาพต้นไม้มีค่าน้อยกว่า 128 
อยากทราบว่าจาํนวนข้อที่ถูกมีทั้งหมดกี่ข้อ 
 1. 1 ข้อ       2. 2 ข้อ  3. 3 ข้อ       4. ผิดหมดทุกข้อ 
 
35. ถ้าในประเทศไทยมีรหัสที่รับนักศึกษาต่อในคณะวิศวกรรมศาสตร์ จํานวน 100 รหัส 
แล้ว ในการสอบคัดเลือกบุคคลเข้าศึกษาในสถาบันอุดมศึกษาของทบวงมหาวิทยาลัยคราวนี้ 
ผู้สมัครจะมีโอกาสเข้าศึกษาต่อได้กี่รหัส 
 1. ไม่เกิน 4 รหัส     2. 100

4P  รหัส 3. 100
4C  รหัส      4. 100 รหัส 

 
36. ในการตัดแผ่นเหล็กรูปส่ีเหล่ียม ABCD ด้วยเคร่ืองตัดพลาสมา 
จากเหล็กแผ่นรูปวงกลม เส้นผ่านศูนย์กลาง 8 เมตร โดยรูปส่ีเหล่ียม 
ABCD นี้สามารถวางลงใน Quadrant ที่ 2 ของแผ่นโลหะได้พอดีดังรูป 
จงหาระยะ BD 
 1. 8 เมตร  2. 4 เมตร 

3. 4 3  เมตร  4. ข้อมูลไม่เพียงพอที่จะตอบ 

 จํานวนจุดภาพ 

 ระดับความเข้มแสง O 255 

6,000 
ภาพต้นไม้ 
ภาพเคร่ืองบิน 

 A       B 

 D       C 
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มีนาคม 2546 (พ้ืนฐานทางวิศวกรรม) 
37. รูปเหล่ียมด้านเท่าต้องมีความยาวแต่ละด้านไม่มากกว่าเท่าใด 
เพ่ือที่วงกลมรัศมี r สามารถสัมผัสกับทุกด้านได้ 
 1. 4 r        2. 2 3 r   3. 2 r        4. 2 r/ 3  
 
38. บริษัทผลิตรถยนต์แห่งหนึ่งทําการผลิตรถยนต์ 3 รุ่น โดยแต่ละรุ่นใช้วัสดุตามตาราง 
 

รุ่น เหล็ก (kg) อะลูมิเนียม (kg) พลาสติก (kg) 
A 
B 
C 

200 
250 
200 

300 
300 
250 

400 
400 
300 

 

ปรากฏว่าในวันนี้มีวัสดุในโกดังดังนี้  เหล็ก 1,000 kg อะลูมิเนียม 1,500 kg พลาสติก 1,600 kg 
เพ่ือให้วันนี้ผลิตรถยนต์ให้ได้จํานวนมากที่สุด วิศวกรโรงงานควรเลือกปฏิบัติตามข้อใด 
    ก. ไม่ผลิตรถยนต์รุ่น A และ B เลย เพราะว่าใช้วัสดุมาก 
    ข. ตัดสินใจโดยพิจารณาปริมาณการใช้เหล็กและพลาสติกเป็นหลัก 
    ค. ผลิตรถยนต์รุ่น C รุ่นเดียว เพราะว่าสามารถได้จํานวนมากถึง 5 คัน 
 1. ก และ ข      2. ก ข และ ค 3. ข และ ค      4. ก และ ค 
 
39. ร้านเบเกอร่ีแห่งหนึ่งต้องใช้แป้งสาลีและนํ้าตาลเป็นวัตถุดิบหลักในการทําขนมเค้กและขนมพาย 
ถ้าในการทําขนมเค้ก 1 ชิ้น จะต้องใช้แป้งสาลี 400 กรัม และน้ําตาล 200 กรัม ส่วนขนมพาย 1 
ชิ้นจะต้องใช้แป้งสาลี 200 กรัม และนํ้าตาล 400 กรัม ทางร้านจะได้กําไรจากขนมเค้กชิ้นละ 80 
บาท และขนมพายชิ้นละ 100 บาท 
    ถ้าในแต่ละวันทางร้านต้องส่ังแป้งสาลี 10 กิโลกรัม และนํ้าตาล 14 กโิลกรัม ทางร้านจะต้อง
ผลิตขนมเค้กและขนมพายอย่างละกี่ชิ้นต่อวันเพ่ือให้มีกําไรสูงสุด และจะได้กําไรเป็นเท่าใด ถ้าหาก
ขนมที่ผลิตออกมาขายได้หมด 
 1. ขนมเค้ก 20 ชิ้น  ขนมพาย 20 ชิ้น  กําไร 3,600 บาท 
 2. ขนมเค้ก 10 ชิ้น  ขนมพาย 20 ชิ้น  กําไร 2,800 บาท 
 3. ขนมเค้ก 10 ชิ้น  ขนมพาย 30 ชิ้น  กําไร 3,800 บาท 
 4. ขนมเค้ก 20 ชิ้น  ขนมพาย 10 ชิ้น  กําไร 2,600 บาท 
 
40. ระบบเครือข่ายคอมพิวเตอร์ระบบหนึ่งประกอบด้วยเคร่ืองคอมพิวเตอร์ที่เหมือนกันจํานวน 3 
เคร่ือง ในระบบน้ีจะอนุญาตให้คอมพิวเตอร์ส่งข้อมูลได้ทีละเคร่ือง ไม่เช่นนั้นจะทําให้ระบบหยุด
ทํางาน โดยที่คอมพิวเตอร์เคร่ืองหนึ่งจะมีความน่าจะเป็นที่จะส่งข้อมูลเท่ากับ 1/2 จงหาความน่าจะ
เป็นที่ระบบเครือข่ายนี้จะทํางานอยู่ได้ 
 
 

ตุลาคม 2546 (พ้ืนฐานทางวิศวกรรม) 
41. โรงงานแห่งหนึ่งมีความต้องการไฟฟ้าเฉล่ีย 1,000 kW ซ่ึงปัจจุบันโรงงานซื้อไฟฟ้าจากการไฟฟ้าฯ 
ในราคา 2 บาท/kWh แต่ในขณะนี้บริษัทกําลังคิดจะเปล่ียนจากการซ้ือไฟฟ้ามาเป็นการผลิตไฟฟ้าใช้
เองโดยใช้เคร่ืองยนต์ดีเซล หากการทําเช่นนี้มีค่าใช้จ่ายต่อปีเป็น 50,000 1,975 n  บาท เม่ือ n 
เป็นจํานวนชั่วโมงทํางาน จงหาว่าโรงงานนี้ควรจะทํางานอย่างน้อยกี่ชั่วโมงต่อปี จึงจะคุ้มค่ากบัการ
เปล่ียนมาผลิตไฟฟ้าใช้เอง 
 1. 1,500 ชั่วโมง      2. 1,750 ชั่วโมง   3. 2,000 ชั่วโมง     4. 2,250 ชั่วโมง 



ขอสอบเขามหาวิทยาลัย  Math E-Book 
Release 2.6.3 

792 

42. บริษัทก่อสร้างแห่งหนึ่งมีทีมวิศวกรชาย 3 คน และหญิง 3 คน โดยบริษัทมีโครงการที่จะส่ง
พนักงาน 3 คนไปฝึกอบรมต่างประเทศ อยากทราบว่าความน่าจะเป็นที่พนักงานที่บริษัทสุ่มเลือกมา
จะเป็นวิศวกรชาย 2 คน และวิศวกรหญิง 1 คน เป็นเท่าใด 
 1. 2/9       2. 3/9  3. 3/20       4. 9/20 
 
43. บริษัทผู้ผลิตหลอดฟลูออเรสเซนต์จากต่างประเทศ ต้องการจ้างโรงงานในประเทศไทยเป็น
ตัวแทนผลิต โดยมีทางเลือกอยู่ 2 โรงงาน คือโรงงาน A และโรงงาน B 
ให้ทดลองผลิตหลอดไฟเพ่ือที่จะเลือกตัวแทนผลิตเพียงรายเดียว 
ผลปรากฏว่าอายุการใช้งานของหลอดไฟที่ผลิตจากโรงงาน A และ B 
มีการแจกแจงปกติดังรูป 
 
จงพิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
    ก. อายุการใช้งานเฉล่ียของหลอดไฟจากโรงงาน A เท่ากับโรงงาน B 
    ข. บริษัทจะเลือกโรงงาน A หรือโรงงาน B เป็นตัวแทนผลิตก็ได้ เพราะให้คุณภาพเท่ากัน 
    ค. บริษัทควรจะเลือกโรงงาน A เป็นตัวแทนผลิต 
ข้อความใดถูกต้องจากผลการทดลองในคร้ังนี้ 
 1. ก       2. ก และ ข  3. ค       4. ก และ ค 
 
 

มีนาคม 2547 (พ้ืนฐานทางวิศวกรรม) 
44. กล่องใบหนึ่งมีลูกแก้วขนาดเดียวกัน 6 ลูก เป็นลูกสีแดง 3 ลูก สีเขียว 2 ลูก สีเหลือง 1 ลูก 
เด็กคนหนึ่งหยิบลูกแก้วออกจากกล่องนี้มา 1 ลูกโดยวิธีสุ่ม เม่ือดูสีของลูกแก้วแล้วก็โยนกลับลงใน
กล่อง แล้วทําการหยิบคร้ังที่ 2 โอกาสที่เด็กคนนี้จะหยิบได้ลูกแก้วสีแดงและสีเหลืองอย่างละลูก 
เท่ากับข้อใด 
 1. 1/3       2. 1/6  3. 2/3       4. 1/12 
 
45. ถ้าเชิญแขกมารับประทานอาหาร 6 คน โดยเป็นผู้ชาย 3 คน ผู้หญิง 3 คน โดยเชิญให้แขกนั่ง
รอบโต๊ะกลมซ่ึงมี 6 ที่นั่ง อยากทราบว่าความน่าจะเป็นที่จะจดัแขกให้นั่งสลับชาย-หญิง เป็นเท่าใด 
 1. 1/2       2. 1/5  3. 1/10       4. 1/60 
 
46. จงหาตัวเลขในตําแหน่งที่ขาดหายไปของลําดับต่อไปนี้ 
     125, 726, ……, 40328, 362889 
 1. 5027       2. 5037  3. 5047       4. 5067 
 
47. บริษัทผลิตกระเป๋าแห่งหนึ่ง ถ้าขายใบละ 40 บาท จะขายได้ 4000 ใบ 
ถ้าขายใบละ 30 บาท จะขายได้ 8000 ใบ 
จงสร้างฟังก์ชันเชิงเส้น f(x) เม่ือ f(x) เป็นจํานวนกระเป๋าที่ขายได้ และ x เป็นราคาขายต่อใบ 
 1. f (x) 400 x 12000     2. f (x) 200 x 4000   
 3. f (x) 400 x 20000     4. f (x) 200 x 12000    
 
 

x  

A 

B 
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48. จงคาํนวณหาพ้ืนที่แรเงาของรูปต่อไปนี้ โดยวงกลมมีรัศมี 
เท่ากับ 1 และสามเหล่ียมมุมฉากมีความยาวทั้งสองด้านเท่ากันคือ 2 
 1. 2           2. 2 /2   
 3. 2 /8         4. 2 /12   
 
 
49. ผู้จัดการโรงงานแห่งหนึ่งวางแผนที่จะนําเงินรายได้ในแต่ละปีไปฝากธนาคาร เพ่ือจะใช้เป็น 

เงินลงทุนในอีก 4 ปีข้างหน้า โดยจะเร่ิมฝากเงินในปีหน้า 
เป็นปีแรก 100,000  200,000 และ 300,000 บาท ตาม 
ลําดับ (ดังแผนภูมิกระแสเงินสด) อยากทราบว่าในปีที่ 4 ถ้า 
อัตราดอกเบี้ยเงินฝากคงที่ 10% ต่อปี ผู้จัดการคนนี้จะมีเงิน 
เก็บรวมเป็นเท่าใด (คิดเป็นหน่วยพันบาท) 

 
 
 

ตุลาคม 2547 (พ้ืนฐานทางวิศวกรรม) 
50. แผงวงจรอิเล็กทรอนิกส์ ประกอบด้วยชิ้นส่วนต่าง ๆ  ดังรูป 
โดยแต่ละชิ้นส่วนจะมีค่าความน่าจะเป็นในการทํางานตามตัวเลขที่ระบุไว้ 
 
 
 
 
 
อยากทราบว่าความน่าจะเป็นรวมของวงจรนี้ที่จะทํางานได้ เป็นเท่าใด (พิจารณาทศนิยม 2 ตําแหน่ง) 
 1. 0.52       2. 0.65  3. 0.70       4. 0.72 
 
51. ในการวางแผนการผลิตของชิ้นส่วนรถยนต์ พบว่าเกิดความล่าช้าเนื่องจากการรองาน วิศวกรฝ่าย
วางแผนจึงสนใจทําการเก็บข้อมูลเวลาที่ล่าช้า 100 ตัวอย่าง ซ่ึงได้ข้อมูลคือ ล่าช้า 0.5 นาที 40%,  
ล่าช้า 0.8 นาที 25%  และล่าช้า 1 นาที 35%  จากข้อมูลดังกล่าววิศวกรผู้นี้ควรจะเผื่อเวลา
สําหรับความล่าช้าโดยเฉล่ียประมาณกี่นาที 
 
 

มีนาคม 2548 (พ้ืนฐานทางวิศวกรรม) 
52. องค์การขนส่งมวลชนกรุงเทพ (ขสมก.) สนใจที่จะเปิดเส้นทางเดินรถโดยสารสายใหม่บนถนน
สายหนึ่ง จึงจา้งวิศวกรเข้าไปสํารวจข้อมูลจํานวนรถรับจ้างที่ว่ิงผ่านถนนเส้นนั้นในระยะเวลาหนึ่ง
ชั่วโมง จากการสํารวจทําให้ได้ข้อมูลดังตารางต่อไปนี้ 
 

จํานวนรถรับจ้างที่ผ่านในหนึ่งช่ัวโมง (คัน) 0 1 2 3 
ความน่าจะเป็น 0.5 0.25 0.2 0.05 

 

ขสมก. อยากทราบว่าเวลาเฉล่ียที่รถรับจ้างแต่ละคันจะผ่านถนนสายนี้เป็นเท่าใด 
 1. 45 นาที      2. 60 นาที  3. 75 นาที      4. 120 นาที 
 

2 

1 
2 

0   1   2  3   4 
ปีที่ 

100,000 

200,000 

300,000 

0.8 
0.9 0.8 

0.9 
0.9 
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53. จากรูปป้ายทะเบียนรถยนต์ อยากทราบว่าจะมีวิธีการจัดเรียงป้าย 
ทะเบียนดังกล่าวได้กี่แบบ ถ้ากําหนดให้การจัดเรียงตัวอักษรจะใช้ 
พยัญชนะไทยเพียง 40 ตัว และเม่ือนํามาเรียงแล้วจะใช้ไม่ได้ 500 คู่ 
ส่วนการจัดเรียงตัวเลขจะห้ามนําเลขศูนย์ขึ้นหน้าที่หลักแรก 
 1. 9.54 ล้านแบบ    2. 12.34 ล้านแบบ 
 3. 14.40 ล้านแบบ   4. 16.00 ล้านแบบ 
 
54. นักศึกษาคณะวิศวกรรมศาสตร์ระดับปริญญาโทคนหนึ่ง ต้องการซ้ือเลเซอร์พรินเตอร์สําหรับ 
การพิมพ์วิทยานิพนธ์ โดยเลเซอร์พรินเตอร์เคร่ืองนี้มีราคา 15,000 บาท และตลับหมึกมีราคาตลับ
ละ 2,000 บาท (หนึ่งตลับสามารถพิมพ์เอกสารได้ 1,000 หน้า) แต่ถ้าไม่ซ้ือเคร่ืองพรินเตอร์จะต้อง
ไปจ้างร้านพิมพ์เอกสารในราคาหน้าละ 8 บาท 
    ถ้าหากนักศึกษาคนนี้ซ้ือเคร่ืองพรินเตอร์ดังกล่าวแล้ว เขาควรจะพิมพ์เอกสารกี่หน้าจึงจะคุ้มค่า
กว่าไปจ้างร้านพิมพ์เอกสาร 
 
 

Admissions 2549 (ตุลาคม 2548) 
55. ค่าคงที่ e ที่มีค่าประมาณ 2.71828 
จากนิยามเราสามารถหาค่าประมาณดังกล่าวจากความสัมพันธ์ใด 

 1.  
 
 

nn n
n       2.  

 
 

nn 1
n   3.  

 
 

n
2

n n
n       4.  

  

nn
n 1  

 
56. ถ้าประพจน์ “ถ้าฝนตกนานกว่า 1 ชั่วโมงแล้ว น้ําจะท่วมรัฐสภา” เป็นเท็จ 
คํากล่าวใดต่อไปนี้มีตรรกะถูกต้อง 
 1. ฝนตกนานกว่า 1 ชั่วโมง กต็่อเม่ือน้ําท่วมรัฐสภา 
 2. ฝนตกนานกว่า 1 ชั่วโมง และนํ้าท่วมรัฐสภา 
 3. ฝนตกน้อยกว่า 1 ชั่วโมง และนํ้าไม่ท่วมรัฐสภา 
 4. ฝนตกน้อยกว่า 1 ชั่วโมง หรือน้ําไม่ท่วมรัฐสภา 
 
 

Admissions 2550 (ตุลาคม 2549) 
57. โรงงานผลิตเฟอร์นิเจอร์ไม้แห่งหนึ่ง ได้เก็บรวบรวมข้อมูลอายุการใช้งานของใบมีดตัดไม้ของ
โรงงาน และพบว่า 
 

ความน่าจะเป็น 0.1 0.2 0.6 0.1 
อายุการใช้งาน (ช่ัวโมง) 1500 2000 3000 4000 

 

ถ้าโรงงานมีการใช้งานใบมีดเดือนละ 250 ชั่วโมง อยากทราบว่าใบมีดชนิดนี้จะมีอายุการใช้งานเฉล่ีย
กี่เดือน 
 1. 9 เดือน      2. 10 เดือน  3. 11 เดือน      4. 12 เดือน 
 
58. จงหาตัวเลขถัดไปของอนุกรมต่อไปนี้  9, 27, 81, 243, ...   
 1. 729       2. 729   3. 2181       4. 2181  

กก 1234 
กรุงเทพมหานคร 
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59. บริษัทต่างชาติแห่งหนึ่งมีค่าใช้จ่ายในแตล่ะปี ซ่ึงสามารถสรุปเป็นสมการ คือ y 4x 10   
โดย y คือค่าใช้จ่ายในแต่ละปี และ x คือปีที่ดําเนินการ ( 1, 2, 3, ..., n ) 
ถ้าบริษัทนี้ดําเนินการ n ปี จะมีค่าใช้จ่ายรวมท้ังหมดเท่าใด 
 1. 2n(n 1)       2. 2n(n 2)  3. 2n(n 3)       4. 2n(n 4)  
 
60. ถ้า ndm ใช้เขียนระบุจํานวนลูกเต๋า n ลูก และแต่ละลูกมีจํานวนหน้าของลูกเต๋า m หน้า 
เช่น 1d8 หมายถึงลูกเต๋า 1 ลูกชนิดที่มีแปดหน้า โดยแต่ละหน้ามีหมายเลขกํากับตั้งแต่ 1 ถงึ 8 
จงคํานวณหาความน่าจะเป็นในการโยนลูกเต๋า 1d6 1d8 1d10 พร้อมกันแล้วได้หน้าของลูกเต๋าทุกลูก
เหมือนกัน 

 1. 1
480        2. 1

80   3. 1
48        4. 1

10  

 
61. โรงงานแห่งหนึ่งต้องการย้ายเคร่ืองจักรใหม่เข้าไปวางในแผนก A และแผนก B ซ่ึงมีเคร่ืองกลึง 5 
เคร่ือง เคร่ืองเจาะ 3 เคร่ือง โดยจัดเคร่ืองกลึง 2 เคร่ืองและเคร่ืองเจาะ 2 เคร่ืองให้กับแผนก A 
และจัดเคร่ืองกลึง 3 เคร่ืองและเคร่ืองเจาะ 1 เคร่ืองให้กับแผนก B อยากทราบว่าโรงงานจะมีวิธีจัด
เคร่ืองจักรได้กี่วิธี 
 
 

Admissions 2551 (ตุลาคม 2550) 
62. ด.ช.ตู้ ขายไอศกรีมแท่งร่วมกับเพ่ือน ๆ  มีไอศกรีม 2 รส ขายราคาแท่งละ 4 บาท ด.ช.ตู้ ขาย
ไอศกรีมรสกาแฟได้ 9 แท่ง และขายไอศกรีมรสกะทิได้ 7 แท่ง โดยที่ค่าเฉลี่ยเลขคณิตและส่วน
เบี่ยงเบนมาตรฐานของการขายไอศกรีมรสกาแฟเป็น 45 บาท และ 6 บาท และค่าเฉล่ียเลขคณิต
และส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานของการขายไอศกรีมรสกะทิเป็น 22 บาท และ 5 บาท จงเปรียบเทียบดู
ว่า ด.ช.ตู้ ขายไอศกรีมรสไหนได้ดีกว่า เม่ือเปรียบเทียบกับเพ่ือน ๆ  โดยใช้ค่ามาตรฐานเป็นเกณฑ์ใน
การวัด 
 1. ด.ช.ตู้ ขายไอศกรีมรสกะทิได้ดีกว่ารสกาแฟ โดยมีค่ามาตรฐานเท่ากับ 1.2  
 2. ด.ช.ตู้ ขายไอศกรีมรสกะทิได้ดีกว่ารสกาแฟ โดยมีค่ามาตรฐานเท่ากับ 1.2 
 3. ด.ช.ตู้ ขายไอศกรีมรสกาแฟได้ดีกว่ารสกะทิ โดยมีค่ามาตรฐานเท่ากับ 1.5  
 4. ด.ช.ตู้ ขายไอศกรีมรสกาแฟได้ดีกว่ารสกะทิ โดยมีค่ามาตรฐานเท่ากับ 1.5 
 
63. ในกล่องมีลูกแก้วสีขาวและสีดําจํานวนหน่ึง ถ้าลูกแก้วถูกหยิบออกจากกล่องทีละสองลูกแบบสุ่ม 
และหากลูกแก้วที่หยิบได้เป็น 
    ก. สีดําทั้งสองลูก ให้ทิ้งไปทั้งสองลูก และใส่ลูกแก้วสีขาวเข้าไปในกล่อง 
    ข. สีขาวทั้งสองลูก ให้ทิ้งไปลูกหนึ่ง และอีกลูกหนึ่งให้ใส่กลับลงในกล่อง 
    ค. ดําลูก ขาวลูก ให้ทิ้งลูกสีขาว และเก็บลูกสีดําไว้ในกล่อง 
ถ้าเร่ิมต้นมีจํานวนลูกสีดํา nb และลูกสีขาว nw จงหาว่าลูกแก้วสีใดจะเหลืออยู่ในกล่องเป็นสีสุดท้าย 
 1. สีขาว ถ้า nb เป็นคู่   2. สีขาว ถ้า nw เป็นคี่ 
 3. สีดํา ถ้า nb เป็นคู่   4. สีดํา ถ้า nw เป็นคี่ 
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64. การผลิตชิน้งานอย่างหนึ่ง 
ต้องเจาะรู 4 รู คือ A, B, C, D ดังรูป 
 
 
ถ้าในการผลิตสามารถควบคุมให้ระยะระหว่างจุดศูนย์กลางของ A กับ B อยู่ในช่วง 49.95 mm ถึง 
51.00 mm ระยะระหว่างจุดศูนย์กลางของ C กับ D อยู่ในช่วง 50.00 mm ถึง 50.05 mm และ
ระยะระหว่างจุดศูนย์กลางของ A กับ D อยู่ในช่วง 150.10 mm ถึง 149.90 mm จงหาว่าระยะ
ระหว่างจุดศูนย์กลางของ B กับ C จะอยู่ในชว่งเท่าไรถึงเท่าไร 
 1. 49.05 mm ถึง 49.85 mm  2. 48.85 mm ถึง 50.15 mm 
 3. 48.90 mm ถึง 50.10 mm  4. 49.10 mm ถึง 49.90 mm 
 
65. การผลิตโทรศัพท์ของโรงงานหนึ่ง ขั้นตอนสุดท้ายก่อนจัดจําหน่ายคือตรวจสอบคุณภาพ ปรากฏ
ว่าจากการตรวจสอบโทรศัพท์จํานวน 1000 เคร่ือง พบความบกพร่องดังนี้ 
    ก. จอแสดงผลชํารุด 90 เคร่ือง 
    ข. ปุ่มกดชํารุด 108 เคร่ือง 
    ค. อุณหภมิูของแบตเตอร่ีสูงเกินกําหนด 150 เคร่ือง 
    ง. จอแสดงผลชํารุดหรือปุ่มกดชํารุด 135 เคร่ือง 
    จ. เสียหายทั้งสามแบบ 18 เคร่ือง 
ถ้าความเป็นไปได้ที่จะพบเคร่ืองที่จอแสดงผลชํารุดและปุ่มกดชํารุด เท่ากับความเป็นไปได้ที่จะพบ
เคร่ืองที่จอแสดงผลชํารุดและอุณหภูมิของแบตเตอร่ีสูงเกินกําหนด จงหาความเป็นไปได้ที่จะพบเคร่ือง
ที่ไม่มีความบกพร่องเลย 
 1. 0.501       2. 0.697  3. 0.733      4. 0.747 
 
66. โรงไฟฟ้าที่หนึ่งผลิตไฟฟ้าโดยใช้หม้อต้มน้ําที่ใช้เชื้อเพลิงถ่านหิน 
ถ่านหินที่สามารถใช้ได้มี 3 ชนิด ซ่ึงมีรายละเอียดดังนี้ 
 

ชนิดของถ่านหิน 
กําลังไฟฟ้าที่ผลิตได้ 
(kW/h ต่อ kg) 

ราคา (บาทต่อ kg) 
ค่าใช้จ่ายบํารุงรักษาหม้อตม้น้ํา 

(% ของค่าใช้จ่ายในการซ้ือถ่านหิน) 
A 
B 
C 

3.0 
2.0 
1.8 

30 
25 
20 

10 
10 
5 

 

จงหาค่าใชจ้่ายทั้งหมดที่ต่ําที่สุดในการผลิตไฟฟ้าให้ได้กําลังไฟฟ้าไม่ต่ํากว่า 1.08 เมกะวัตต์ต่อชั่วโมง 
โดยต้องใช้ถ่านหินอย่างน้อย 2 ชนิด และปริมาณการซ้ือถ่านหินแต่ละชนิดต้องไม่ต่ํากว่า 100 
กิโลกรัม 
 
67. ค่า Y มีค่าเท่าใด 
 
 
 
 
 
 

A B C D 
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เฉลยคําตอบ 
 

 1. 2 2. 3 3. 3 4. 3 5. 3 6. 1 7. 90 
 8. 3 9. 2 10. 60 11. 1 12. 0.13 13. 3 14. 4 
 15. 4 16. 4 17. 1812 18. 4 19. 3 20. 6000 21. 2 
 22. 4 23. 3 24. 1 25. 2 26. 2 27. 100 28. 4 
 29. 2 30. 2 31. 3 32. 53 33. 3 34. 2 35. 1 / 4 
 36. 2 37. 2 38. 3 39. 3 40. 0.5 41. 3 42. 4 
 43. 1 44. 2 45. 3 46. 3 47. 3 48. 3 49. 705.1 
 50. 3 51. 0.75 52. 3 53. (9.90) 54. 2625 55. 2 56. 4 
 57. 3 58. 2 59. 2n(n+6) 60. 2 61. 30 62. 2 63. 1 
 64. 2 65. – 66. 12000 67. 2 / 3 / 4 

 
เฉลยวิธีคิด 

 
1. จาก  เล็ก มุม B 45   
แสดงว่าระยะทางจาก B 
ถึงตึก เทา่กับ h ด้วย 
 
 
พิจารณา  ใหญ ่

htan 30 200 h 3h200 h    


 

200h 273
3 1

  


 เมตร   ตอบ 

 
 
2. คํานวณดว้ยกฎการแบ่งกลุ่ม 
โดยแบ่งคน 10 คนออกเป็นกลุ่มละ 5, 5 คน 

จึงได้เปน็ 2
10! 126(5!) 2!   วธิ ี  ตอบ 

 

หมายเหต ุถ้าคิดจาก 510
55     
  

 ต้องหาร 2! ด้วย 

..เพราะ 510
55     
  

 น้ันมีลาํดับก่อนหลัง แต่ที่จริง 

สองกลุ่มน้ีสลับลาํดับกันแล้วถือว่าไม่แตกต่าง 

 
 
3. 2

0 f (t) dt   พื้นที่สามเหลี่ยม 

             1 5 2 52     ตอบ 

 

4. ความยาวด้านนอกสดุ a  
จะได้เส้นรอบรูปนอกสุด 4a  
 
 
 
 
 
 
 

ความยาวด้านถัดไป 
2 2a a a
4 4 2    

จะได้เส้นรอบรูปช้ันทีส่อง 4a
2  

 

..ดังนัน้ เส้นรอบรูปรวม 2
4a 4a4a 2 ( 2)     

                      4a 4 2 a
1 2 11 ( )2

 


 

(ใช้สูตรอนุกรมเรขาคณติอนันต์) 

 
 

5. x จํานวนเต็มX   N จํานวนเต็ม


    

จะได้ผลลพัธ์เป็นจํานวนตรรกยะเสมอ   ตอบ 
 

หมายเหต ุจํานวนตรรกยะคือจํานวนเต็ม 
กับเศษส่วนของจํานวนเต็ม 

 

a/2 

a/2 
B A h 200 

h 

4530
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6. เนือ่งจาก รถ ประชากร  จงึได้วา่ 

2 2
1 1

รถ ประชากร 16 4
รถ ประชากร 9 3      ตอบ 

 
 
7. โจทย์ข้อนี้ควรระบุด้วยว่า นอกจากสองทางนี้แล้ว 
ไม่มีการขนสง่ทางอื่นอีก จึงจะคาํนวณได้ดงันี ้
..จาก n(A B) 100%     ใช้สตูรยูเนียน 2 เซต 

100 30 n(B) 20 n(B) 90%       ตอบ 

 
 
8. เนือ่งจาก 5% ของ 20 เท่ากับ 1 ใบ 
ดังนัน้ถ้าสุ่มมา 20 ใบ จะบกพรอ่งได ้1 ใบ 
(เพราะโจทย์ใช้คาํวา่ “ไม่เกิน 5%”) 
 

..และถ้าพบว่า ใน 19 ใบแรกไม่บกพร่องเลยสักใบ 
ใบที่ 20 ก็ไม่จําเป็นตอ้งตรวจ 
ตอบ  19 ใบ 

 
 
9. ทิศการเดนิของ A 
กับ B ตั้งฉากกนั 
และมุม A กับ B เป็น 45  
ดังนัน้ จาก ABC ; 
AC 20 sin 45 10 2    กม.  ตอบ 

 
 

10. เลอืกช่างกลโรงงานได ้ 5
3  
 

 วิธ ี

เลือกช่างไฟฟา้ได้ 4
2  
 

 วิธ ี

ตอบ 5 4 10 6 603 2         
   

 วิธี 

 
 
11. พาราโบลาลกูถ้วยย่อมกินปรมิาตรมากกว่า
กรวยกลมตรง โดยถ้าเปน็กรวยจะกินปริมาตร 1/3 
แก้ว และเหลือน้าํอยู่ 2/3 แก้ว 
(ตามสตูร ปริมาตรกรวย = 1/3 ของทรงกระบอก) 
..ดังนัน้ ถ้าเปลีย่นตัวเลอืกทัง้หมดเป็น 2/3 ของแก้ว 
จะตอบได้ทนัทวี่า น้อยกวา่ 2/3 ของแกว้ 
 

แต่ในขอ้นีต้ัวเลือกที่ให้มาเปน็ 1/3 ของแก้ว จึงไม่
สามารถประมาณได้ ตอ้งคาํนวณปริมาตรโดยการ
อินทิเกรต แบบ “เปลอืกทรงกระบอก” ดังนี ้

(เกินหลักสูตร ม.ปลาย) 
 
   ปริมาตร a

0 (2 rh)dx    

           a 2
0 (2 x x )dx    

           
a4 4

0

2 x a( )4 2 
   

 
 
แต่ปริมาตรเต็มแก้วเทา่กับ 2 2 2 4r h a (a ) a     

..ดังนัน้ มีน้ําเหลอือยู ่ 1
2  ของแก้ว   ตอบ ขอ้ 1. 

 
 
12. ย้าย 3 มาคูณ 
จะได้ 3 CPU z, 3 CPL z   
ดังนัน้ ถ้า CPK 1  แสดงว่า z 3  หรือ 3  
 

จะได้พืน้ที่วัดไปยังแกนกลาง 0.4987  
และพืน้ทีส่่วนนอก 0.0013  
(พื้นทีท่างซา้ยของ –3 หรอืทางขวาของ 3 ก็ได้) 
 ผลติภณัฑ์เสียหายคดิเป็นร้อยละ 0.13   ตอบ 

 
 
13. คํานวณ X  โดยเลอืกกึง่กลางชั้น 30–39 

        
 

45 20 20 10 10 15 12 5 6X 34.5 (10)( )
100

 

   31.8  
 

คํานวณ Med ..อยู่ในช้ัน 30–39 

จะได้ 50 45Med 29.5 (10)( ) 31.1630


    
 

คํานวณ Mo ..อยู่ในช้ัน 30–39 

จะได้ 10Mo 29.5 (10)( ) 32.8310 20  


 

ตอบ ข้อ 3. 

 
 
14. ตอบ ขอ้ทีผ่ดิคือ ขอ้ 4. 
..เพราะลาํดับไดเวอร์เจนต์ คือลําดับที่ “ไม่มีลิมิต” 
หรือ “หาค่าไม่ได้” 
(ถ้าได้เป็นจํานวนจริงเรียกว่าคอนเวอร์เจนต)์ 
 

ส่วนข้ออื่น ๆ  ถูกต้อง และเป็นสิ่งที่ควรทราบอยู่แลว้ 

 
 

A 20 B 

C 

O a 

a2 

x 

x2 
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15. 
 
 
 
 
 
 

40 4tan 30 3    ดังนั้น 1 4tan 3
   

มุมที่กระจกทาํกบัพื้นคอื   หาไดจ้าก 
ˆ /2SAC
2 2 4 2

   
    

   

และ 2     
  

2 4 2 4 2
           

 
     

     11 4tan4 2 3
 

    ตอบ 

 
 
16. ขอ้ 1, 2. เป็นสมบัตทิี่ถูกตอ้งและควรทราบ 
ข้อ 3. ถูกตอ้ง เช่นเดียวกับสมบัติของจาํนวนจริง 
ข้อ 4. ผิด  ..เพราะวา่ 1 2 1 2z z z z  เสมอ 

 
 
17. ช่ัวโมงการทาํงานเฉลี่ย = 2,000 ชม. 
แสดงว่า ถ้าไปตรวจบํารุงรักษาเมือ่ 2,000 ชม. 
เครื่องจักรมีโอกาสทํางานอยู่ 50% หรอืไปถึงก็
พบว่าเสียหายแลว้อยู่ 50% เทา่ ๆ  กัน 
 
หากตอ้งการใหเ้ครื่องจักรมีโอกาสทาํงานถึง 97% 
ก็ต้องเขา้ไปบํารงุรักษาก่อนจะถึง 2,000 ชม. 
ดังตาํแหน่ง x ในรูป 
 
 
 
 
 
 
ตําแหนง่ x มีค่าพื้นที่เทา่กับ 0.47 ทางซ้ายของโค้ง 

จึงได ้ x 2,000z 1.88 100


    

ตอบ x 1,812  ช่ัวโมง 

 
 
 
 

18. วธิีทั้งหมด คือ 
ชํารุด 3 ช้ิน ตรวจพบกี่ช้ินก็ได ้

..จะได้เท่ากับ 12 12
3 3

   
   
   

 วธิ ี
 

วิธีทีต่อ้งการคอื ชํารุด 3 ช้ิน แตต่รวจไม่พบเลย 

..จะได้เท่ากับ 12 9
3 3

   
   
   

 วธิ ี

ตอบ ความน่าจะเป็นเท่ากับ 
12 9
3 3 21
12 12 55
3 3

   
   
    
   
   
   

 

 
 
19. จากขอ้ (i) ถ้า x 0, y 0   
จะได้วา่ f(0) f(0) f(0) 2f(0)    

f(0) 0   เทา่นัน้ 
จึงมีขอ้ 1. กับ 3. ที่เปน็ไปได ้
 

ต่อมาพจิารณาจากข้อ (ii) f( x) f(x)    
f(2) 2f(1), f(3) 3f(1), f(4) 4f(1), ...     

พบว่า f(3) f(2) f(1), f(4) f(3) f(1), ...     
แสดงว่า ความชันเทา่เดิมตลอดทกุค่า x 
คือเป็นกราฟเสน้ตรง 
 

ตอบ ข้อ 3. 

 
 
20. ความนา่จะเป็นทีน่ม 1 กลอ่ง 
มีปริมาตรเกิน 3250 cm   เป็น 50% พอดี 
แสดงว่า 3250 cm X  
 
 
 
 
 

..โจทย์ถามปริมาตรเฉลี่ยทั้งลงั (24 กล่อง) 
จะได้ 324 250 6,000 cm   ตอบ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

10 

40 

30 
A 

B 

50 
 C 

A 

S B 


C 





250 

  x    2,000 

 0.47   0.5 

เสียหาย 3%    ทํางานได้ 97% 
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21. ในข้อน้ีเป็นการหาค่าเฉลี่ยโดยถ่วงนํ้าหนักด้วย
ความน่าจะเป็น ..ในวิชาสถิติจะเรยีกว่า การหาค่า
คาดหมาย ซึ่งจะได้ศึกษาในระดับมหาวิทยาลัย 
 

ช้ินส่วน ข มีโอกาสชํารดุ 3 ใน 10 
กรณีที่ 1 ไม่ชํารดุเลย ใช้เวลา 2 นาท ี

มีโอกาสเกิดขึ้น 
7
2 7
10 15
2

  
  
 
 
 

 

 

กรณีที่ 2 ชํารุดทั้งสองช้ิน ใช้เวลา 9+9+2=20 นาท ี

มีโอกาสเกิดขึ้น 
3
2 1
10 15
2

 
 
  
 
 
 

 

 

กรณีที่ 3 ชํารุดช้ินเดียว ใช้เวลา 9+2=11 นาท ี

มีโอกาสเกิดขึ้น 7 1 71 15 15 15    
 

..ดังนัน้ เวลาเฉลีย่ (ถ่วงน้าํหนักดว้ยความนา่จะเปน็) 

คือ 7 1 7(2) (20) (11) 7.415 15 15    นาท ี ตอบ 

 
 
22. ที่เวลา t วินาทีมีขอ้มูลเขา้ 20t หน่วย 

ส่งขอ้มูลออก 1 110t( ) 10t( ) 10t2 2   หน่วย 

..มีข้อมูลค้างในเครื่อง 20t 10t 10t   หนว่ย 
 

แสดงว่า เครือ่งจะทํางานโดยไม่สญูเสยีข้อมูล 
ได้จนกระทัง่ 10t 300 t 30    วินาที  ตอบ 

 
 
23. จาก ตา=70 จะได้ 
ข+ง+จ 70 15 55    
แต่ ง+จ 28  ดังนั้น 
ข 55 28 27    คน 
 
จาก หู=50 จะได้ 
จ 100 3 20 15 50 12       
และ ง 28 12 16    
โจทย์ถาม ข+ง 27 16 43       ตอบ 0.43 

 
 
 
 
 
 

24. การเดนิทางดังกล่าว ไม่วา่จะไปในเสน้ทางใด 
จะพบวา่ตอ้งขยับขวา 4 ช่อง และขยับลง 4 ช่อง 
..เส้นทางตา่ง ๆ  ที่ได้จงึเหมือนการสลับลาํดับอักษร 
“ข ข ข ข ล ล ล ล” นั่นเอง 
 

..ดังนัน้ จํานวนเส้นทางทั้งหมด 

เท่ากับ 8! 704!4!   เส้นทาง ตอบ 

 
 
25. พิจารณาสิง่ที่ A พดู; 
๏ ถ้า A พูดจรงิ แสดงว่า B เป็นคนพูดจริงด้วย 
แต่ B พูดวา่ B กับ A เป็นคนละประเภท 
  ขัดแย้งกนั ดงันัน้ กรณนีี้จึงไม่ใช่.. 
 

๏ แต่ถ้า A พูดโกหก 
แสดงว่า B เป็นคนพูดโกหกเหมือนกนั 
และ B พดูวา่ B กับ A เป็นคนละประเภท 
ก็คือ B โกหก ..ลงตวัพอด ี  ตอบ ข้อ 2. 

 
 
26. ข้อ 3. ไม่ทําให้ไดข้้อมูลใด เพราะหากถามว่า 
“ท่านพดูความจรงิเสมอใช่ไหม” ไม่ว่านาย x หรือ 
นาย y ก็จะตอ้งตอบวา่ “ใช่” เหมือนกนัทัง้สองคน 
 

ข้อ 1. การถามวา่ “ท่านเป็นเพศชายใช่ไหม” จะทํา
ให้ทราบวา่ นายคนนี้ช่ือนาย x (พูดจริงเสมอ) หรือ
นาย y (พูดเท็จเสมอ) ..แตก่็จะไม่ได้ข้อมูลเพิ่มเตมิ
เกี่ยวกับดา่นเขา้ประเทศเลย 
 

ส่วนข้อ 2. เป็นขอ้ที่ถูก 
๏ สมมติเราไปถูกด่านแลว้ คอืด่าน X ไม่ว่าจะเจอ
นาย x หรือนาย y ก็จะได้รับคาํตอบวา่ “ใช่” เสมอ 
๏ แต่ถ้าไปผดิดา่น (คือไปดา่น Y) นาย x กับนาย 
y จะตอบวา่ “ไม่ใช่” ทัง้คู ่
..วิธีนีจ้ะทาํให้ทราบว่าด่านนี้ถูกหรือผิด  ตอบ ข้อ 2.  

 
 
27. จุดทีคุ่้มค่ากค็ือ จุดที่คา่ระบบความปลอดภยั 

เท่ากับค่าอุบัติเหตุพอด ี 10.01x 0.01 x 1  


 

2100x 1 (x 1) 100x 1     


 

จะได้ x 1 10   เท่านัน้ (ติดลบไม่ได)้ 
x 11      ..ดังนั้น f g 0.1   ล้านบาท 

คิดเปน็หน่วยพนับาทก็คอื 100 พนับาท   ตอบ 
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28. โจทย์ถาม 
t 4

dC
dt 

 

แต่ใหฟ้ังก์ชัน C กับ t มาในรูปของ x 
จึงตอ้งใช้กฎลูกโซ่ 

2dC dC dx dC dt 3x 1
dt dx dt dx dx 2x 2


    


 

 

ต้องการคิดที่ t 4  
หาค่า x ที่ทําให ้ t 4  ดงันี ้

24 x 2x 7     
..พบว่า x  ไม่ใช่จํานวนจริง 
ดังนัน้ t 4  เป็นไปไม่ได้     ตอบ ขอ้ 4. 
 

หมายเหต ุ จากสมการ 2t x 2x 7    
โดย x 0>  จะได้ว่า t 6>  เสมอ 

 
 
29. สมมติหอ้ง A มี a แถว แถวละ 5 คน, 
ห้อง B มี b แถว แถวละ 6 คน 

5a 6b 55      โดยที ่a, b เป็นจาํนวนนับ 

จะได้วา่ 55 6b 6ba a 115 5


     

 6b ตอ้งหาร 5 ลงตัว   ..พบว่า b 5  เท่านั้น 
(ถ้า b 10  จะได้หอ้ง B มี 60 คน ซึ่งเกิน 55) 
สรุปวา่ a 5, b 5      ตอบ ข้อ 2. 

 
 
30. ข้อน้ีคล้ายการแจกแจงแบบปัวส์ซอง ซึ่งเกิน
หลักสูตร ..แต่สตูรที่ให้มาก็ไม่ได้เหมือนทั้งหมด 
และถือว่ายังพอคํานวณได้ 
 

ต้องการความนา่จะเป็นที่ ในระยะเวลา 2 ช่ัวโมง 
(t=2) มีการโทรมากกวา่ 1 ครัง้ (n>1) ..ก็คือกี่ครัง้
ก็ได้ตั้งแต่ 2 ครัง้, 3 ครั้ง, 4 ครัง้, เป็นต้นไป 
 

ซึ่งควรจะคํานวณด้วยวธิีลบออก 
“ความน่าจะเปน็รวม” ลบด้วย “ความน่าจะเปน็ทีมี่
การโทรเขา้ 0 ครั้ง” และลบด้วย “ความนา่จะเปน็ที่
มีการโทรเขา้ 1 ครั้ง” 
 

1 P[N(2) 0] P[N(2) 1]      
0 1

2 22 2 1 1 11 2 2 10! 1! 4 2 4
          ตอบ 

 
 
 
 

31. จากหลักที่ได้อธิบายแล้วในเรื่องอนพุันธ ์ว่า 
“พื้นที่สีเ่หลี่ยมที่ใหญท่ี่สดุ จะเท่ากับครึ่งหนึ่งของ
พื้นที่สามเหล่ียมเสมอ” 
..ดังนัน้ คําตอบคือ 1.5 2 3   ตร.ซม. ตอบ 

 
 
32. 2s 4 s 2    

x 50z 1.5 x 532


     คะแนน 

..เนื่องจากคะแนนเต็ม 100 คะแนน ดังนั้น ตอบ 53 

 
 
33. ตอ้งการราคาถูก และโอกาสทีจ่ะชํารุดน้อย 
คิดได้งา่ย ๆ  โดยนําราคากับโอกาสชํารดุมาคูณกัน 
ประเภทใดไดค้่าต่ําสุดก็ให้เลือกประเภทนั้น 
 

A; 75 0.18 13.5   B; 65 0.2 13   
C; 55 0.25 13.75   D; 45 0.3 13.5   
..ดังนัน้ ควรเลือกประเภท B  ตอบ 

 
 
34. ก. ถูก ..การกระจายเท่ากัน 
รูปกราฟเพียงแคพ่ลิกด้านกนัเทา่นั้น 
 

ข. ผิด ..โค้งเบ้ซา้ย X Med  
แต่โค้งเบ้ขวา X Med  
 

ค. ถูก ..โคง้ภาพต้นไม้ 
เป็นโค้งเบ้ขวา Mo Med  
 

ตอบ มีขอ้ถูก 2 ข้อ 

 
 
35. ข้อนี้คาํถามไม่ชัดเจน 
ถ้าถามในแง่ที่วา่ เลอืกได้กีร่หสั 
ก็ต้องตอบข้อ 1. (ไม่เกิน 4 รหสั) แน่นอน 
... หรอืวา่ มีตัวเลือกได้กี่รหัส 
แบบนี้ตอบขอ้ 4. คือ 100 รหสั 
 

ส่วนข้อ 2. กับ 3. เป็นไปไม่ได้แน่นอน 
เพราะถามเปน็หน่วย “รหัส” 
ไม่ใช่จํานวน “แบบ” ในการเลอืก (ซึ่งคาํนวณออกมา
ได้ค่าหลายล้านแบบ) 

 
 
 
 

 Mo Med 
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2000n 
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36. วงกลมเส้นผ่านศูนย์กลาง 8 เมตร 
แสดงว่า AC 4  เมตร 
(เพราะจุด A อยูท่ี่ศูนย์กลางพอด)ี 
..สี่เหลี่ยมมุมฉากมีเส้นทแยงมุมยาวเท่ากัน 
ดังนัน้ BD 4  เมตรด้วย   ตอบ  

 
 
37. จากการสังเกต 
พบว่า จํานวนด้านย่ิงนอ้ย 
ด้านจะยิง่ยาวขึ้น ดังนั้น 
ด้านที่ยาวที่สดุคอื 
ด้านของรูปสามเหลี่ยม 
 
 

      พจิารณา  ด้านเทา่ 
      ยาวด้านละ x หน่วย 
      มีวงกลมรศัมี r แนบใน 

 
 
สมบัติของเส้นมัธยฐานทําให้ทราบว่า 
เส้นมัธยฐานยาว r 2r 3r   

2 2 2x( ) (3r) x2    (ทฤษฎีบทปีทาโกรัส) 

จะได้ 
2

2 3x9r x 12 r 2 3 r4      ตอบ 

 
 
38. มองโดยรวมพบว่า รุ่น C ใช้วัสดนุอ้ยทีสุ่ดทัง้ 3 
อย่าง ถ้าผลติรุ่น C รุ่นเดียว จะได้จาํนวน 5 คัน 
(เหล็กหมดกอ่น) ถ้าผลิตรุน่ A หรือ B รุน่เดียวจะ
ได้เพียง 4 คัน (พลาสติกหมดกอ่น) ดังนั้น ค. ถูก 
 

แต่หากมองตอ่ไปถึงการผลติ 2 รุ่นร่วมกัน จะพบว่า 
หากผลติรุ่น C 4 คัน รุน่ A 1 คัน ก็ยังไดจ้ํานวน 5 
คันเช่นเดิม (เหล็กหมด และพลาสติกหมดพอดี) 
ดังนัน้ ก. ผดิ, ข. ถูก 
 

ตอบ ข้อ 3. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

39. สมการจุดประสงค ์P 80x 100y   
โดยที่ x   จาํนวนเค้ก และ y   จํานวนพาย 
..มีเงื่อนไขดังนี ้0.4x 0.2y 10 <  
0.2x 0.4y 14 <  
และ x 0, y 0> >  
 

ได้จุดยอดมุมเปน็ (0, 35),  
(25, 0)  และ (10, 30)  
ตอบ ข้อ 3. ได้ทันท ี

 
 
40. ในข้อน้ีเป็นความน่าจะเป็นแบบ “ทวินาม” ซึง่
ไม่อยู่ในหลักสูตร 
 

โอกาสทีร่ะบบจะทํางานได ้
= มีเครือ่งเดยีวสง่ข้อมูล + ไม่มีเครื่องใดส่งข้อมูลเลย 

1 1 1 1 1 1 3 13 ( )( )( ) ( )( )( ) 0.51 2 2 2 2 2 2 8 8
       
 

 

(3 เลือก 1 คอืจาํนวนกรณ ีที่มีเครื่องเดียวส่งข้อมูล 
และ 1/2 คอืความน่าจะเป็นที่เครือ่งนัน้จะอยู่ใน
สถานะทีต่้องการ (ส่งหรือไม่ส่งขอ้มูล)) 
 

ตอบ  0.5 

 
 
41. ปริมาณไฟฟ้าที่ใช้ในเวลา n ช่ัวโมง 1,000 n  
kWh  ..คิดเป็นราคา 2 1,000n  บาท 
ค่าใช้จา่ยในการผลิตไฟฟา้ 50,000 1,975n  บาท 
 
 
 
 
 
 
 
จะคุ้มทนุที ่2,000n 50,000 1,975n   

n 2,000   ชม.   ตอบ 
(หมายความว่า เกิน 2,000 ชม. ไปแล้ว จึงจะไม่
ขาดทุน) 

 
 
 
 
 
 
 

r 

x/2 
x 

2r 
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42. วธิีทั้งหมด เท่ากับ 6 203
   
 

 วิธ ี

วิธีทีต่อ้งการ เทา่กับ 3 3 912
      

  
 วธิ ี

ตอบ ความน่าจะเป็นเท่ากับ 9
20  

 
 
43. ก. ถูก (X  เท่ากนั) 
ข. ผิด โรงงาน B คณุภาพดีกวา่ 
(เพราะการกระจายนอ้ยกว่า) 
ดังนัน้ ค. ผดิด้วย     ตอบ ข้อ 1. 

 
 
44. ในข้อนีต้อ้งบวกกัน 2 กรณ ี
คือ แดง-เหลอืง กับ เหลือง-แดง 

ตอบ ความน่าจะเป็นเท่ากับ (3 1) (1 3) 1
6 6 6

  



 

 
 
45. วธิีทั้งหมด เท่ากับ 5!  
วิธีทีต่อ้งการ เทา่กับ 3!2!  
ตอบ ความน่าจะเป็นเท่ากับ 3!2! 1

5! 10  

 
 
46. พจิารณาหลกัหนว่ย 
พบว่าเลขเรียง 5 6 ? 8 9     
ใช้หลักการอุปนยัจะได้วา่ ต้องเป็นเลข 7 เทา่นัน้ 
 

หลักที่เหลอื 12 72 ? 4032 36288     

ถ้าลองหารดูจะพบว่า 72 362886, 912 4032   

และ 4032 56 7 872     

..ดังนัน้ ส่วนทีห่ายไปคอื 72 7 504   
ตอบ  5,047 
 

หมายเหต ุเขียนรูปทั่วไปได้ว่า 

n
(n 4)!a 12 10 (n 4) (n 4)! (n 4)5!


        

 
 
 
 
 
 

47. ความชัน 8000 4000m 40030 40


  


 

(พิจารณาจากความชัน เลือกตอบข้อ 3. ได้ทันที) 
 

สร้างสมการได้ดงันี้.. y 4000 400(x 40)     
f(x) y 400x 20000         ตอบ ขอ้ 3. 

 
 
48. สามเหลี่ยมยาวด้านละ 2, 2  เท่ากัน แสดงวา่
มุมแหลมมีขนาด 45  และวงกลมถูกตัด 1 ใน 8 
..ดังนัน้ พื้นที่แรเงา 1

8     

          21 1(2)(2) (1) 22 8 8   
    ตอบ 

 
 
49. คดิเป็นหน่วยพันบาท จะไดว้า่ 
ปีที่ 1 ฝาก 100 
..ถึงปีที่ 2 (บวกดอกเบ้ีย) เปน็ 1.1 100 110   
ฝากเพิ่มอกี 200 เป็น 310 
..ถึงปีที่ 3 เป็น 1.1 310 341   
ฝากเพิ่มอกี 300 เป็น 641 
..ถึงปีที่ 4 เปน็ 1.1 641 705.1   พนับาท  ตอบ 

 
 
50. ใช้หลักการที่ว่า ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ที่
เกิดหลายขั้นตอนต่อเน่ืองกัน (โดยแต่ละขั้นตอนไม่
ขึ้นต่อกัน) หาได้จากผลคูณของความน่าจะเป็นของ
แต่ละขั้นตอนย่อย ๆ  น้ัน 
 

พิจารณาเฉพาะเส้นคูข่นาน (3 ช้ินส่วน) 
ความน่าจะเปน็ทีเ่ส้นคู่ขนานจะทํางานได ้
คิดแบบยูเนียน 
คือ P{เส้นบนทาํงาน} + P{เส้นลา่งทาํงาน} 
    – P{ทาํงานทั้ง2เส้น} 

(0.9 0.8) (0.9) (0.9 0.8 0.9)       
0.972  

 

..ดังนัน้ ความนา่จะเป็นรวมของวงจร 
เท่ากับ 0.8 0.972 0.9 0.70      ตอบ 

 
 
51. ให ้ x   เวลาลา่ช้า 
จะได้ X (0.4)(0.5) (0.25)(0.8) (0.35)(1)    
        0.75  นาท ี  ตอบ 
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52. ในข้อน้ีเป็นการหาค่าเฉลี่ยโดยถ่วงนํ้าหนักด้วย
ความน่าจะเป็น (ค่าคาดหมาย) เหมือนข้อ 21. 
 

จํานวนรถเฉลี่ยใน 1 ชม. 
(ถ่วงน้ําหนกัด้วยความน่าจะเป็น) 
  (0)(0.5) (1)(0.25) (2)(0.2) (3)(0.05)     
  0.8  คัน 
 

เทียบสดัสว่น.. 0.8 คัน ใช้เวลา 1 ชม. 

ดังนัน้ 1 คัน ใช้เวลา 1 1.250.8   ชม. 

                        = 75 นาท ีตอบ 

 
 
53. จํานวนแบบของอักษร 
เท่ากับ (40 40) 500 1100    แบบ 
จํานวนแบบของตัวเลข 
เท่ากับ 9 10 10 10 9000     แบบ 
 

..ดังนัน้ สามารถจัดเรยีงปา้ยทะเบียนไดท้ั้งหมด 
1100 9000 9.9   ล้านแบบ 
ตอบ  ไม่มีข้อใดถูก 

 
 
54. สมมติพิมพเ์อกสาร a หนา้ 
จะได้วา่ พิมพเ์องเสียเงิน 15,000 2a  บาท 
ควรนอ้ยกว่าหรือเท่ากับ จา้งพิมพ ์8a บาท 
 

จาก 15,000 2a 8a <  ได้ a 2,500>  หนา้ 
แต่ถ้าพิมพ ์2,500  หนา้ จะตอ้งใช้หมึกถึง 3 ตลับ 
และเสียเงิน 21,000  บาท (โดยมีหมึกเหลืออยู่) 
 

ควรพิมพ์มากกวา่ 21,000 2,6258   หน้า ตอบ 

(หมายถึง พิมพ์ในช่วง 2,626 ถึง 3,000 หน้า) 

 
 
56. รูปแบบประพจน์ในโจทย์ เขยีนสญัลกัษณ์ได้
เป็น p q  ซึ่งกําหนดว่าเปน็เท็จ แสดงว่า p ต้อง
เป็นจริง และ q ต้องเป็นเท็จ เท่านั้น 
 

ข้อ 1.    p q T F F  
ข้อ 2.    p q T F F  
ข้อ 3.    ~p ~ q F T F  
ข้อ 4.    ~p ~ q F T T  
ตอบ  ขอ้ 4. 

 

55. ความหมายของโจทย์ขอ้นี้คือ อยากทราบว่า
ตัวเลอืกใดทีจ่ะมีค่าเขา้ใกล้ e เม่ือ n มีค่ามากขึน้
เรื่อย ๆ  (หรอืกลา่วงา่ย ๆ  ว่า 




n
lim (?) e  นัน่เอง) 

 

สามารถเลอืกตัวเลือกได้โดยพิจารณาดังนี ้

ข้อ 1. 
n nn n( ) 2n  ..จึงมีคา่เข้าใกล้   

ข้อ 3. 
 

n
n n

n2
n n 2 2( ) ( )n nn  

ซึ่งถ้า n เพิ่มขึน้เรื่อย ๆ  คา่ของ nn  จะย่ิงมากกว่า 
n2  มาก ๆ  ดงันัน้ในข้อนีจ้ึงมีคา่เข้าใกล้ 0 

..เหลอืขอ้ 2. กับ 4. ที่มีโอกาสถูก โดยสองข้อนี้เป็น
ส่วนกลับของกนัและกัน พจิารณาเฉพาะในวงเล็บ 
พบว่าทั้งสองข้อ ลู่เขา้สู ่1 เหมือนกัน 

โดยที่ขอ้ 2. คอื n 1
n
  จะมีคา่มากกวา่ 1 เสมอ 

และข้อ 4. คือ n
n 1

 นั้นจะมีค่าน้อยกว่า 1 เสมอ 

แสดงว่าข้อ 4. ไม่มีทางยกกาํลังแล้วมีคา่ใกล้เคียง e 
(ซึ่งมากกว่า 1) ไปได้   ..ขอ้ที่ถูกจึงเปน็ขอ้ 2. ตอบ 
 
หมายเหต ุวิธีคํานวณลิมิตขอ้น้ีโดยตรง จะอยู่ในวิชา 
แคลคูลัสระดับมหาวิทยาลัย ..แสดงได้คร่าว ๆ  ดังน้ี 

ข้อ 2. ให้ 



 n

n
n 1L lim ( )n  

อยู่ในรูปแบบ 1  ซึง่ต้องคํานวณโดยใช้ ln เข้าช่วย 

..จะได้ 
 

 
 n

n n
n 1 n 1lnL ln lim ( ) lim n ln( )n n  

          





n
ln((n 1) / n)lim 1 / n   อยูใ่นรูปแบบ 0/0 

                  จึงสามารถใช้กฎของโลปีตาลได้ 

                  (โดย  



dd ln( ) 1

dx dx ) 

          


 


2

n
[n /(n 1)][ 1 / n ]lim

 21 / n
 1 

ดังน้ันค่าของ  1L e e  
 
..ส่วนข้อ 4. เป็นส่วนกลับของข้อ 2. 

ถ้าคํานวณด้วยวิธีเดียวกันจะทราบค่าลิมิตเป็น 1
e  
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57. ในข้อน้ีเป็นการหาค่าเฉลี่ยโดยถ่วงนํ้าหนักด้วย
ความน่าจะเป็น (ค่าคาดหมาย) เหมือนข้อ 21, 52. 
 

อายุการใช้งานเฉลี่ย (1500)(0.1) (2000)(0.2)   
                   (3000)(0.6) (4000)(0.1)   
                  2750  ช่ัวโมง 
แต่ใน 1 เดอืนจะใช้งานประมาณ 250 ช่ัวโมง 

ดังนัน้อายุการใชง้านเฉลีย่ 2750 11250   เดอืน ตอบ 

 
 
58. ในโจทย์ที่ให้มาเป็นลําดับเรขาคณติ 
ซึ่งมีอตัราส่วนรว่ม (r) เทา่กับ 3  
ดังนัน้พจน์ถัดไปเท่ากับ 243 ( 3) 729     ตอบ 

 
 
59. วิธีที ่1  เม่ือแทน x เป็น 1, 2, 3, ..., n 
จะพบวา่คา่ใช้จา่ย (y) เรียงกนัเป็นลาํดับเลขคณติ 
14, 18, 22, ..., 4n+10 
ดังนัน้ ผลบวกหาได้จากสูตร n 1 n

nS (a a )2   

n
nS (14 (4n 10)) 2n(n 6)2       

 

วิธีที ่2  หาผลบวกโดยสูตรซิกม่า คือ 
n

i 1
(4i 10)



  

   n(n 1)4 i 10 4 10n2


      

   2n(n 1) 10n 2n(n 6)      
 

ตอบ ไม่มีขอ้ใดถูก 

 
 
60. มีลูกเตา๋ 6 หนา้, 8 หน้า, 10 หน้า อยา่งละลูก 
ผลการทอดจะเป็นไปไดท้ั้งหมด 6 8 10   วิธ ี
..ต้องการได้แต้มเหมือนกนัทุกลูก ซึ่งมีอยู่ 6 วิธ ี
(คือ 1 ล้วน, 2 ล้วน, ... จนถึง 6 ล้วน) 

ตอบ ความน่าจะเป็นเท่ากับ 6 1
6 8 10 80
 

 

 
 

61. เลือกเครื่องกลึงใหแ้ผนก A ได้ 5 102
   
 

 วิธ ี

และเลอืกเครื่องเจาะให้แผนก A ได้ 3 32
   
 

 วิธ ี

(แผนก B ได้เครื่องที่เหลือ ไม่ตอ้งทาํการเลือกอกี) 
ตอบ 10 3 30   วิธี 

 

62. ด.ช.ตู้ ขายไอศกรีมรสกาแฟได้ 36 บาท 

คิดเปน็คา่มาตรฐาน 36 45 1.56


    

ขายไอศกรีมรสกะทิได้ 28 บาท 

คิดเปน็คา่มาตรฐาน 28 22 1.25


   

ดังนัน้ เขาขายรสกะทิได้ดกีว่า      ตอบ ขอ้ 2. 

 
 
63. ลูกแก้วสีดาํจะถูกทิ้งออกนอกกลอ่งทลีะ 2 ลกู
เสมอ (คือจากกรณี ก. เท่านั้น) และไม่มีการใส่เพิ่ม
เข้าไป ..สว่นลกูสีขาวจะถูกใส่เพิม่หรือเอาออกทีละ 1 
ลูกเสมอ 
     ดังนัน้ถ้า nb เป็นเลขคี ่จะเหลอืลูกสีดาํอยู่ใน
กล่องเป็นลูกสุดท้ายแน่นอน แตถ้่า nb เป็นเลขคู ่
ลูกแก้วสีดาํจะมีโอกาสหมดและเหลือแตส่ีขาวได ้
(ทุกครั้งทีท่ิ้งลกูสดีํา จะใสลู่กสีขาวเพิ่มลงในกล่อง)    
ตอบ ข้อ 1. 
 

หมายเหต ุnw เป็นเลขคู่หรือค่ี จะไม่มีผลต่อการคิด 
เพราะสีขาวจะเพิม่หรือลดครั้งละ 1 ลูกอยู่แล้ว 

 
 
64. 
 
 
 
 
จากเงื่อนไขที่กําหนดคอื 49.95 x 51.00< <  
                 และ 50.00 z 50.05< <  
จะได้ขอบเขตของผลบวกเป็น 
                    99.95 x z 101.05< <  
 

..และจากเงือ่นไข 149.90 x y z 150.10 < <  
เม่ือนาํขอบเขตมาลบกนั จะได ้
(149.90 101.05) y (150.10 99.95) < <  
นั่นคอื 48.85 y 50.15< <   ตอบ 
 

หมายเหต ุการบวกกันของค่าท่ีเป็นช่วง สามารถ
บวกตัวน้อยเข้าด้วยกัน และบวกตัวมากเข้าด้วยกัน
ได้ทันที ..แต่สําหรับการลบกันน้ัน จะต้องหาผลลบที่
น้อยที่สุด กับผลลบที่มากที่สุด มาเป็นช่วงคําตอบ 

 
 
 
 
 

A B C D 

x y z 
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A 

b 18 
a 

C 

B 

65. ให้ A, B, C แทนเซตของโทรศัพทท์ี่จอชํารุด, 
ปุ่มกดชํารุด และอุณหภูมิสูงเกิน ตามลําดับ 
จากข้อมูลในโจทย์จะได ้
ก. n(A) 90 , ข. n(B) 108 , ค. n(C) 150 , 
ง. n(A B) 135  , จ. n(A B C) 18    
 

จากข้อ ก, ข, ง แทนลงในสมการยูเนียนของ 2 เซต 
ได้ผลเปน็ n(A B) 90 108 135 63      
 

จากข้อ จ. จึงทาํให้ทราบ 
ว่าช่อง a ในรูปเท่ากับ 45 
 

แต่โจทย์กําหนดว่า 
n(A B) n(A C)    
ดังนัน้ช่อง b เปน็ 45 ดว้ย 
..ซึ่งเปน็ไปไม่ได!้ เพราะจะทาํให ้n(A) 90  
(ขัดแย้งกับขอ้มูล ก.)         ตอบ โจทย์ผิดพลาด 

 
 
66. เนื่องจากค่าบํารุงรักษาเป็นรอ้ยละคงที ่จงึนาํมา
รวมกับราคาซื้อได้เลย และได้ข้อมูลตอ่ 1 kg ดังนี ้
ชนิด A 3.0 kW/h 33 บาท (11 บาทต่อkW/h) 
ชนิด B 2.0 kW/h 27.5 บาท (13.75 บาทต่อkW/h) 
ชนิด C 1.8 kW/h 21 บาท (11.67 บาทตอ่kW/h) 
..จะพบวา่ชนดิทีร่าคาถูกที่สดุคือชนิด A 
 

แต่โจทย์บังคับใหเ้ลือกซื้ออย่างน้อย 2 ชนิด ชนดิละ
ไม่ต่ํากว่า 100 kg วิธทีี่ประหยดัที่สดุคอืเลอืกซือ้
ชนิด C มา 100 kg แล้วที่เหลอืก็เลือกชนดิ A จน
ได้กําลังไฟฟา้ตามต้องการ 
 

..ซื้อถ่านหินชนิด C 100 kg เป็นเงิน 2100 บาท 
จะผลติไฟฟ้าได้กาํลัง 180 kW/h 
ยังตอ้งการผลิตเพิ่มอีก 1080 180 900   kW/h 
จึงซือ้ชนดิ A เป็นจาํนวน 900 11 9900   บาท 
ตอบ ค่าใช้จา่ยรวม 2100 9900 12000   บาท 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

67. โจทย์ลักษณะนีส้ามารถมองได้หลายมุม และ
อาจได้คาํตอบแตกต่างกันไป เชน่.. 
(1) เม่ือสงัเกตวา่ ผลตา่งของสองจํานวนลา่ง คูณ
ด้วยจาํนวนบน เท่ากับ 12 เสมอ ก็จะได้ Y 4  
(2) เม่ือนําจํานวนทั้งสามคูณกัน ได้ผลลพัธ์เปน็ 32, 
18Y, 40 หากมองเปน็ลาํดับเลขคณิต จะได้ Y 2  
(3) หรือถ้าสงัเกตว่า เม่ือหาผลหารของสองจาํนวน
ล่าง แลว้บวกดว้ยจํานวนบน จะเท่ากับจํานวนแรก
ของกลุ่มถัดไป กจ็ะได้ Y 3  
 
หมายเหต ุถ้าค่า Y สามารถเป็นเลขทศนิยมได้ จะ
ยิ่งมองความเก่ียวโยงได้หลากหลายกว่าน้ีอีกมาก 
เช่น ถ้ามองผลบวกของจํานวนทั้งสามเรียงกันเป็น
ลําดับเลขคณิต จะได้ Y 2.5  

 
 
 
 



ข้อสอบ PAT มี.ค.52 (ฉบับท่ี 1) 
 
ข้อสอบแบบปรนัย 4 ตัวเลือก  (จํานวน 50 ข้อ) 
 
1. กําหนดให้ p, q, r เป็นประพจน์ จงพิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
    ก. ประพจน์ p (p (q r))    สมมูลกับประพจน์ p (q r)   
    ข. ประพจน์ p (q r)   สมมูลกับประพจน์ (q p) ~(p ~r)    
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
2. กําหนดให้เอกภพสัมพัทธ์คือ {{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}}U  
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. x y [ x y ]        2. x y [ x y ]    U  
 3. x y [ y x y x ]        4. x y [ y x y x ]      
 
3. กําหนดให้ A { , 1, {1}}   
ข้อใดต่อไปนี้ผิด 
 1. A      2. { } A   
 3. {1, {1}} A     4. {{1}, {1, {1}}} A  
 
4. กําหนดให้ A { x | x เป็นจํานวนคู่บวก และ x 100 } <  
และ B { x | x A และ 3 หาร x ลงตัว }   
จํานวนสมาชิกของเซต P(B)  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 162        2. 172   3. 182        4. 192  
 
5. กําหนดให้ 3S { x | |x| 1}   
เซตในข้อใดต่อไปนี้เท่ากับเซต S 
 1. 3{ x | x 1}     2. 2{ x | x 1}  
 3. 3{ x | x 1}     4. 4{ x | x x }  
 
6. กําหนดให้ S เป็นเซตคําตอบของสมการ 3 22x 7x 7x 2 0     
ผลบวกของสมาชิกทั้งหมดของ S เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 2.1       2. 2.2  3. 3.3       4. 3.5 
 
7. กําหนดให้ A { x | |x 1| 3 x }  <  และ a เป็นสมาชิกค่ามากที่สุดของ A 
ค่าของ a อยู่ในช่วงใดต่อไปนี้ 
 1. (0, 0.5]       2. (0.5, 1]   3. (1, 1.5]       4. (1.5, 2]  
 

(โจทย์ข้อสอบ PAT ฉบับท่ี 1–7 นํามาจากต้นฉบับที่เผยแพร่โดย สทศ. ผู้เป็นเจ้าของลิขสิทธ์ิครับ) 
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8. กําหนดให้ f(x) 3x 1   และ 
2

1
2

x , x 0g (x)
x , x 0


 
 

>  

ค่าของ 1f (g(2) g( 8))    เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1 2
3
       2. 1 2

3
   3. 1 2

3



      4. 1 2
3




 

 
9. กําหนดให้ A [ 2, 1] [1, 2]     และ r {(x, y) A A | x y 1}       
ถ้า a, b 0  และ ra D , rb R   แล้ว a b  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 2.5       2. 3  3. 3.5       4. 4 
 
10. กําหนดให้ 2f(x) x 1    เม่ือ x ( , 1] [0, 1]     
และ xg(x) 2   เม่ือ x ( , 0]   
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. g fR D     2. f gR D  
 3. f เป็นฟังก์ชัน 1–1   4. g ไม่เป็นฟังก์ชัน 1–1 
 

11. ถ้า 5cos sin 3     แล้ว ค่าของ sin 2  เท่ากับขอ้ใดต่อไปนี้ 

 1. 4
13        2. 9

13   3. 4
9        4. 13

9  

 
12. กําหนดให้ ABC เป็นรูปสามเหล่ียมที่มีมุม A เท่ากับ 60 , BC 6  และ AC 1  
ค่าของ cos 2B  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1
4        2. 1

2   3. 3
2        4. 3

4  

 

13. ให้ 1 x 1 < <  เป็นจํานวนจริงซ่ึง arccos x arcsin x 2552 
  

แล้ว ค่าของ sin( )2552
  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 2x        2. 21 2x   3. 22x 1       4. 2x  
 
14. กําหนดให้ A { a | เส้นตรง y ax  ไม่ตัดกราฟ 2 2y 1 x }   
และ B { b | เส้นตรง y x b   ตัดกราฟ 2 2y 1 x   สองจุด }   
เซต 2{ d | d c , c B A }    เท่ากับช่วงในข้อใดต่อไปน้ี 
 1. (0, 1)        2. (0, 2)  3. (1, 2)       4. (0, 4) 
 
15. ถ้าเส้นตรงหนึ่งผ่านจุดกําเนิดและจุดยอดของพาราโบลา 2y 4y 4x 0    
และตัดเส้นไดเรกตริกซ์ที่จุด (a, b)  แล้ว a b  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 4       2. 5  3. 6       4. 7 
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16. กําหนดให้วงกลมรูปหนึ่งมีจุดศูนย์กลางอยู่ที่จุด (2, 1) 
ถ้าเส้นสัมผัสวงกลมที่จุด x 1  เส้นหนึ่งมีความชันเท่ากับ 1

3
 

แล้ว จุดในข้อใดต่อไปนี้อยู่บนวงกลมที่กําหนด 
 1. (0, 1)        2. (0, 2)  3. (1, 0)        4. (3, 0) 
 

17. กําหนดให้วงรีรูปหนึ่งมีโฟกัสอยู่ที่จุด ( 3, 0)  และผ่านจุด 21(2, )2  

จุดในข้อใดต่อไปนี้อยู่บนวงรีที่กําหนด 

 1. ( 4, 0)       2. 5 2(0, )2   3. (6, 0)       4. (0, 3 2)  

 
18. ถ้า x y4 128   และ 2x y3 81   แล้ว ค่าของ y เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 2        2. 1   3. 1       4. 2 
 
19. ผลบวกของคําตอบทั้งหมดของสมการ 3 xlog x 1 log 9   อยู่ในช่วงใดต่อไปนี้ 
 1. [0, 4)       2. [4, 8)  3. [8, 12)      4. [12, 16) 
 

20. กําหนดสมการ 
x x4 9 125 25

   
    

   
   จงพิจารณาข้อความต่อไปนี้ 

    ก. ถ้า a เป็นคําตอบของสมการ แล้ว a 1  
    ข. ถ้าสมการมีคําตอบ แล้ว คําตอบจะมีเพียงค่าเดียว 
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 

21. กําหนดให้ 
1 2 1

A 2 x 2
2 1 y

 
   
  

  โดยที่ x และ y เป็นจํานวนจริง 

ถ้า 11C (A) 13  และ 21C (A) 9   แล้ว det(A)  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 33        2. 30   3. 30       4. 33 
 

22. กําหนดให้ t
2 2 3

A 1 1 0
0 1 4

 
   
  

 

สมาชิกในแถวที่ 2 และหลักที่ 3 ของ 1A  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 2
3        2. 2   3. 23        4. 2 
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23. กําหนดให้ x, y, z  สอดคล้องกับระบบสมการ 
    2x 2y z 5    ,   x 3y z 6    ,   x y z 4     
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. 2 2 2x y z 6      2. x y z 2    

 3. xyz 6     4. xy 2z    

 
24. กําหนดให้ ABCD เป็นรูปส่ีเหล่ียมด้านขนาน 

     M เป็นจุดบนด้าน AD ซ่ึง 1AM AD5
˜ ˜  

และ N เป็นจุดบนเส้นทแยงมุม AC ซ่ึง 1AN AC6
˜ ˜  

ถ้า MN a AB b AD 
˜ ˜ ˜  แล้ว a b  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 2
15        2. 1

5   3. 1
3        4. 1 

 
25. กําหนดให้ u  และ v  เป็นเวกเตอร์ที่มีขนาดหนึ่งหน่วย 
ถ้าเวกเตอร์ u 2v  ตั้งฉากกับเวกเตอร์ 2u v   แล้ว u v  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 4
5        2. 0  3. 1

5        4. 3
5  

 
26. กําหนดให้ S เป็นเซตคําตอบของสมการ 2z z 1 0     เม่ือ z เป็นจํานวนเชิงซ้อน 
เซตในข้อใดต่อไปนี้เท่ากับเซต S 
 1. { cos 120 i sin60 , cos 60 i sin60 }      
 2. {cos 120 i sin60 , cos 60 i sin60 }      
 3. { cos 120 i sin 120 , cos 60 i sin60 }       
 4. {cos 120 i sin 120 , cos 60 i sin60 }      
 

27. กําหนดให้ 1z  และ 2z  เป็นจํานวนเชิงซ้อน ซ่ึง 2
1 2z z 5   และ 2

1 2z z 1   

ค่าของ 2 2
1 2z z  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1       2. 2  3. 3       4. 4 
 
28. ถ้า C เป็นปริมาณที่มีค่าขึ้นกับค่าของตัวแปร x และ y ด้วยความสัมพันธ์ C 3x 5y   
เม่ือ x, y เป็นไปตามเงื่อนไข 
    3x 4y 5 > ,   x 3y 3 > ,   x 0>   และ y 0>  
แล้ว ค่าต่ําสุดของ C ตามเงื่อนไขข้างต้น มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 215        2. 295   3. 254        4. 274  
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29. ถ้า 
2

2n
n b 1lim 1
2n a 1





 แล้ว ผลบวกของอนุกรม 2 2n 1

nab
a b





 
   

  เท่ากับขอ้ใดต่อไปนี้ 

 1. 1
3        2. 23   3. 1       4. หาค่าไม่ได้ 

 

30. กําหนดให้ na  เป็นลําดับที่สอดคล้องกับ n 2

n

a 2a
   สําหรับทุกจํานวนนับ n 

ถ้า 
10

n
n 1

a 31


  แล้ว 
2552

n
n 1

a

  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 12752 1       2. 12762 1   3. 25512 1       4. 25522 1  
 

31. ถ้า 1 2 3a , a , a , ...  เป็นลําดับเรขาคณิตซ่ึง n
n 1

a 4




  แล้ว 

ค่ามากที่สุดที่เป็นไปได้ของ 2a  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 4       2. 2 
 3. 1       4. หาค่าไม่ได้ เพราะ 2a  มีค่ามากได้อย่างไม่มีขีดจํากัด 
 
32. กําหนดให้ 
     A แทนพ้ืนที่ของอาณาบริเวณที่ปิดล้อมด้วยเส้นโค้ง 2y 1 x   และแกน x 

     B แทนพ้ืนที่ของอาณาบริเวณใต้เส้นโค้ง 
2xy 4  เหนือแกน x จาก x c   ถึง x c  

ค่าของ c ที่ทําให้ A B  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 2        2. 2  3. 2 2        4. 4 
 
33. กําหนดให้ 4 2f(x) x 3x 7    
f เป็นฟังก์ชันเพ่ิมบนเซตในข้อใดต่อไปนี้ 
 1. ( 3, 2) (2, 3)      2. ( 3, 2) (1, 2)    
 3. ( 1, 0) (2, 3)      4. ( 1, 0) (1, 2)   
 

34. ถ้า 
3

1 1 1f (x) 2 x x
 

    
 

 แล้ว ค่าของ 
h 0

f(1 h) f(1)lim f(4 h) f(4)

 

 
 เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1       2. 16
5   3. 7

5        4. 1
5  

 
35. กําหนดให้ A {1, 2, 3, 4}  และ B {a, b, c}  
เซต S { f | f :A B  เป็นฟังก์ชันทั่วถึง }  มีจํานวนสมาชิกเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 12       2. 24  3. 36       4. 39 
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36. คุณลุง คุณป้า ลูกชาย และลูกสาว มาเยี่ยมครอบครัวเราซ่ึงมี 4 คนคือคุณพ่อ คุณแม่ ตัวฉัน 
และน้องชาย ในการจัดที่นั่งรอบโต๊ะอาหารกลมที่มี 8 ที่นั่ง โดยให้คุณลุงนั่งติดกับคุณพ่อ คุณป้านั่ง
ติดกับคุณแม่ ลูกชายของคุณลุงนั่งติดกับน้องชายของฉัน และลูกสาวของคุณลุงนั่งติดกับฉัน จะมี
จํานวนวิธีจัดได้เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 96 วิธี      2. 192 วิธี  3. 288 วิธี      4. 384 วิธี 
 
37. ข้าวสารบรรจุถุงแล้วกองหนึ่งประกอบด้วย ข้าวหอมมะลิ 4 ถุง ข้าวเสาไห้ 3 ถุง ข้าวขาวตาแห้ง 
2 ถุง และข้าวบัสมาตี 1 ถุง สุ่มหยิบข้าวจากกองนี้มา 4 ถุง ความน่าจะเป็นที่จะได้ข้าวครบทุกชนิด 
เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 4
35        2. 3

35   3. 25        4. 1
4  

 
38. กิตติและสมาน กับเพ่ือนๆ รวม 7 คน ไปเที่ยวต่างจังหวัดด้วยกัน ในการค้างแรมมีบ้านพัก 3 
หลัง หลังแรกพักได้ 3 คน ส่วนหลังที่สองและหลังที่สามพักได้หลังละ 2 คน ซ่ึงแต่ละหลังมีความ
แตกต่างกัน พวกเขาจึงตกลงทีจ่ะจับสลากว่าใครจะได้พักที่บ้านหลังใด ความน่าจะเป็นที่กิตตแิละ
สมานจะได้พักบ้านหลังเดียวกันในหลังที่หนึ่งหรือหลังที่สาม เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 4
21        2. 5

21   3. 8
21        4. 10

21  

 
39. กําหนดให้ n เป็นจํานวนนับ ในการสุ่มหยิบเลข n จํานวนพร้อมๆ กันจากเซต {1, 2, ..., 2n}  ถ้า

ความน่าจะเป็นที่จะได้เลขคู่ทั้งหมดเท่ากับ 1
20  แล้ว ความน่าจะเป็นที่จะได้เลขคู่เพียง 1 จํานวน

เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1
20        2. 3

20   3. 9
20        4. 11

20  

 
40. ข้อมูลชุดหนึ่งมี 99 จํานวน เรียงลําดับจากน้อยไปมากได้เป็น 1 2 99x , x , ...x  
ถ้าค่าเฉล่ียเลขคณิตของข้อมูลชุดนี้เท่ากับมัธยฐาน แล้ว ข้อใดต่อไปนี้ถูก 

 1. 
49 99

i i
i 1 i 51

x x
 

      2. 
49 99

50 i 50 i
i 1 i 51

(x x ) (x x)
 

     

 3. 
49 99

50 i 50 i
i 1 i 51

x x x x
 

      4. 
49 992 2

50 i 50 i
i 1 i 51

(x x ) (x x)
 

     

 
41. โรงเรียนอนุบาลแห่งหนึ่งมีนักเรียน 80 คน โดยการแจกแจงของอายุนกัเรียนเป็นดังตาราง 
 

อายุ (ปี) 3.5 4 4.5 5 5.5 6 
จํานวนนกัเรียน (คน) a 15 10 20 b 5 

 

ถ้าค่าเฉล่ียของอายุนักเรียนมีค่า 4.5 ปี แล้ว ส่วนเบี่ยงเบนเฉล่ียของอายุนักเรียนมีค่าเท่ากับข้อใด
ต่อไปนี้ 

 1. 5
16        2. 7

16   3. 9
16        4. 11

16  
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42. ถ้าตารางแจกแจงความถ่ีแสดงนํ้าหนักของเด็กจํานวน 40 คน เป็นดังนี้ 
น้ําหนัก (กิโลกรมั) จํานวน 

9 – 11 
12 – 14 
15 – 17 
18 – 20 
21 – 23 

15 
5 
5 
10 
5 

ถ้า X  แทนค่าเฉล่ียของน้ําหนักเด็กกลุ่มนี้ แล้ว ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. X 17.444  และมัธยฐานน้อยกว่าฐานนิยม 
 2. X 14.875  และมัธยฐานน้อยกว่าฐานนิยม 
 3. X 17.444  และมัธยฐานมากกว่าฐานนิยม 
 4. X 14.875  และมัธยฐานมากกว่าฐานนิยม 
 
43. ข้อมูลชุดหนึ่งมีการแจกแจงปกติ ถ้าหยิบข้อมูล a, b, c, d มาคํานวณค่ามาตรฐาน ปรากฏว่าได้
ค่าดังตาราง 

ข้อมูล a b c d 
ค่ามาตรฐาน (z)  –3 –0.45 0.45 1 

ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. a 2b 2c 3d 0        2. a b c 3d 0      
 3. a 2b 3c 2d 0       4. a b c d 0     
 
44. ข้อมูลความสูงของนักเรียนชั้น ม.6 โรงเรียนแห่งหนึ่งมีการแจกแจงปกติ 
ถ้าจํานวนนักเรียนที่มีความสูงน้อยกว่า 140.6 เซนติเมตร มีอยู่ 3.01% 
และจํานวนนักเรียนที่มีความสูงมากกว่าค่ามัธยฐานแต่น้อยกว่า 159.4 เซนติเมตร มีอยู่ 46.99% 
แล้ว จํานวนนักเรียนที่มีความสูงไม่น้อยกว่า 155 เซนติเมตร แต่ไม่เกิน 160 เซนติเมตร มี
เปอร์เซ็นต์เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
     เม่ือกําหนดตารางแสดงพ้ืนที่ใต้เส้นโค้งปกติมาตรฐาน ระหว่าง 0 ถึง z เป็นดังนี้ 
 

z 1.00 1.12 1.88 2.00 
พื้นท่ีใต้เสน้โค้ง 0.3413 0.3686 0.4699 0.4772 

 

 1. 12.86%      2. 13.14%  3. 15.87%      4. 13.59% 
 
45. ในการหาความสัมพันธ์เชิงฟังก์ชันระหว่างคะแนนสอบวิชาคณิตศาสตร์ (X) และวิชาฟิสิกส์ (Y) 
ของนักเรียน 100 คนของโรงเรียนแห่งหนึ่ง ได้พจน์ต่างๆ ที่ใช้ในการคํานวณค่าคงตัวจากสมการปกติ
ของความสัมพันธ์เชิงฟังก์ชันทีมี่รูปสมการเป็น Y a bX   ดังนี้ 

          
100 100

i i
i 1 i 1

x y 1000
 

   ,  
100

i i
i 1

x y 2000


 ,  
100 2

i
i 1

x 4000


  

ถ้าคะแนนสอบวิชาคณิตศาสตร์ของนายสมชายเท่ากับ 15 คะแนน แล้ว คะแนนสอบวิชาฟิสิกส์ 
(โดยประมาณ) ของนายสมชายเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 16 คะแนน      2. 16.67 คะแนน 3. 17 คะแนน      4. 17.67 คะแนน 
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46. กําหนดรูปแบบ 
          1, 1, 2, 1, 2, 3, 1, 2, 3, 4, 1, 2, 3, 4, 5, ...  
จํานวนในพจน์ที่ 5060 ของรูปแบบนี้มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 1       2. 10  3. 100       4. 1000 
 
47. กําหนดให้ n เป็นจํานวนนับใดๆ และ r เป็นเศษเหลือจากการหาร 2n  ด้วย 11 
จํานวนในข้อใดต่อไปนี้เป็นค่าของ r ไม่ได้ 
 1. 1       2. 3  3. 5       4. 7 
 
48. กําหนดให้ P(x) และ Q(x)  เป็นพหุนามดีกรี 2551 
ซ่ึงสอดคล้องกับ P(n) Q(n)  สําหรับ n 1, 2, ..., 2551    และ P(2552) Q(2552) 1   
ค่าของ P(0) Q(0)  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 0     2. 1 
 3. 1      4. หาไม่ได้เพราะข้อมูลไม่เพียงพอ 
 
49. ชาย 6 คน นาย ก, ข, ค, ง, จ และ ฉ ยืนเข้าแถวตอนตามลําดับ โดยมีเงื่อนไขดังนี้ 
     นาย ฉ ไม่ยืนติดกับนาย ข 
     นาย ฉ ยนือยู่ในลําดับก่อนนาย ก 
     นาย ก ยนืติดนาย ง 
     นาย จ ยนือยู่ลําดับที่ 4 
ถ้านาย ฉ ยืนตดิและอยู่หลังนาย ค แล้ว คนทีมี่โอกาสอยู่ในลําดับที่ 5 ได้แก่ชายในข้อใดต่อไปนี้ 
 1. นาย ข      2. นาย ค  3. นาย ง      4. นาย ฉ 
 
50. จากเงื่อนไขในโจทย์ข้อที่แล้ว ข้อความใดต่อไปนี้จริง 
 1. นาย ง ยืนอยู่ในลําดับที่ 2  2. นาย ค ยืนอยู่ในลําดับที่ 3 
 3. นาย ง ยืนอยู่หลังนาย ข  4. นาย ข ยืนอยู่หลังนาย จ 
 

เฉลยคําตอบ 
 

 1. 2 2. 1 3. 2 4. 1 5. 2 6. 4 7. 4 
 8. 1 9. 2 10. 1 11. 3 12. 4 13. 2 14. 3 
 15. 3 16. 1 17. 1 18. 2 19. 3 20. 3 21. 4 
 22. 3 23. 1 24. 1 25. 1 26. 4 27. 3 28. 2 
 29. 2 30. 2 31. 3 32. 2 33. 3 34. 2 35. 3 
 36. 1 37. 1 38. 1 39. 3 40. 3 41. 4 42. 4 
 43. 1 44. 4 45. 2 46. 2 47. 4 48. 3 49. 3 
 50. 3 

 
(เฉลยวิธีคิด จะมาในรุ่นถัดไปคร้าบ) 
 



ข้อสอบ PAT ก.ค.52 (ฉบับท่ี 2) 
 
ข้อสอบแบบปรนัย 4 ตัวเลือก  (จํานวน 50 ข้อ) 
 
1. กําหนดให้ P(x) และ Q(x)  เป็นประโยคเปิด 
ประโยค x [ P(x) ] x [ ~Q(x) ]    สมมูลกับประโยคในข้อใดต่อไปนี้ 
 1. x [ ~ P(x) ] x [ Q(x) ]     2. x [ Q(x) ] x [ ~P(x) ]    
 3. x [ P(x) ] x [ Q(x) ]     4. x [ ~Q(x) ] x [ P(x) ]    
 
2. กําหนดให้ { n | n 10 } U <I  
ประโยคในข้อใดต่อไปนี้มีค่าความจริงเป็นเท็จ 
 1. 2 2x y [ (x y ) (x y) ]       2. 2x y [ (x 1) (x y ) ]      
 3. x y [ xy x y ]  <    4. 2 2x y [ (x y) y 9xy ]   >  
 
3. ในการสํารวจความเห็นของนักเรียนชั้นมัธยมศึกษาตอนปลายจํานวน 880 คน เพ่ือสอบถาม
ข้อมูลเกี่ยวกับการศึกษาต่อ ปรากฏผลดังนี้ 
     มีผู้ต้องการศึกษาต่อ 725 คน   มีผู้ต้องการทํางาน 160 คน 
     มีผู้ต้องการศึกษาต่อหรือทํางาน 813 คน 
ผู้ที่ต้องการศึกษาต่อและทํางานด้วย มีจํานวนเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 67 คน      2. 72 คน  3. 85 คน      4. 90 คน 
 
4. กําหนดให้ A {1, 2, {1, 2}, {1, 2, 3}}  
ข้อใดต่อไปนี้ผิด 
 1. {1, 2} A       2. {1, 2, 3} A  3. {1, 2} A       4. {1, 2, 3} A  
 

5. กําหนดให้ A เป็นเซตคําตอบของอสมการ (2x 1)(x 1) 02 x
 


>  

และ B เป็นเซตคําตอบของอสมการ   22x 7x 3 0  
ถ้า A B [c, d)   แล้ว 6c d  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 4       2. 5  3. 6       4. 7 
 
6. กําหนดให้ 2 2A { x | (x 1)(x 3) 15 }   <  
ถ้า a เป็นสมาชิกค่าน้อยสุดในเซต A  และ b เป็นสมาชิกค่ามากสุดในเซต A 
แล้ว 2(b a)  เท่ากับขอ้ใดต่อไปนี้ 
 1. 24       2. 16  3. 8       4. 4 
 
 
 
 

(โจทย์ข้อสอบ PAT ฉบับท่ี 1–7 นํามาจากต้นฉบับที่เผยแพร่โดย สทศ. ผู้เป็นเจ้าของลิขสิทธ์ิครับ) 
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7. กําหนดให้ S เป็นเซตคําตอบของอสมการ 
4 2

2
x 13x 36 0
x 5x 6
 

 
>  

ถ้า a เป็นจํานวนที่มีค่าน้อยที่สุดในเซต S (2, )    และ b เป็นจํานวนลบที่มีค่ามากที่สุดซ่ึง b S  
แล้ว 2 2a b  เท่ากับขอ้ใดต่อไปนี้ 
 1. 9        2. 5   3. 5       4. 9 
 
8. กําหนดให้ f(x) x 5   และ 2g(x) x  
ถ้า a เป็นจํานวนจริงซ่ึง g f(a) f g(a)   แล้ว (fg)(a) มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 25        2. 18   3. 18       4. 25 
 
9. กําหนดให้ 2f(x) x x 1    และ a, b เป็นค่าคงตัว โดยที ่b 0  
ถ้า f(a b) f(a b)    แล้ว 2a  อยู่ในช่วงใดต่อไปนี้ 
 1. (0, 0.5)      2. (0.5, 1)  3. (1, 1.5)      4. (1.5, 2) 
 
10. กําหนดให้ 2r {(x, y) | x [ 1, 1] และ y x }       พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
    ก. 1r {(x, y) | x [0, 1] และ y x }      
    ข. กราฟของ r และกราฟของ 1r  ตัดกัน 2 จุด 
ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 

11. ค่าของ sin 30 cos 30
sin 10 cos 10

 


 
 เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1        2. 1  3. 2       4. 2  
 
12. กําหนดให้ ABC เป็นรูปสามเหล่ียม และ D เป็นจุดกึ่งกลางด้าน BC 

ถ้า AB 4  หน่วย, AC 3  หน่วย และ 5AD 2  หน่วย 

แล้ว ด้าน BC ยาวเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 3       2. 4  3. 5       4. 6 
 

13. ถ้า arcsin(5x) arcsin(x) 2 
  

แล้ว ค่าของ tan(arcsin x)  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1
5        2. 1

3   3. 1
3
       4. 1

2  

 
14. กําหนดให้เส้นตรง 1L  และ 2L  สัมผัสวงกลม 2 2(x 5) y 20    ที่จุด P และ Q ตามลําดับ 
และจุดศูนย์กลางของวงกลมอยู่บนเส้นตรงที่ผ่านจุด P และ Q 
ถ้า 1L  มีสมการเป็น x 2y 5 0    แล้ว จุดในข้อใดต่อไปนี้อยู่บนเส้นตรง 2L  

 1. 5(0, )2        2. (8, 1)   3. (1, 8)       4. (15, 0) 
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15. กําหนดให้ 2 2S {(x, y) | x y 17 }  <  
     2 2A {(x, y) | x y 1}     และ  2 2B {(x, y) | y x 1}    
ถ้า p S A   และ q S B   
แล้ว ระยะทางน้อยสุดที่เป็นไปได้ระหว่างจุด p และ q เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 3 2 4       2. 3 2 2   3. 2 3 2       4. 2 3 3  
 
16. ระยะทางจากโฟกัสของพาราโบลา 2y 8x   ไปยังเส้นตรง 2x y 6   เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 2 5  หน่วย      2. 5 2  หน่วย 3. 2
5  หน่วย      4. 2

5
 หน่วย 

 
17. กําหนดให้วงรี E มีโฟกัสทั้งสองอยู่บนวงกลม C ซ่ึงมีสมการเป็น 2 2x y 1   
ถ้า E สัมผัสกับ C ที่จุด (1, 0)  แล้ว จุดในข้อใดต่อไปนี้อยู่บน E 
 1. 1 3( , )2 2       2. 1 5( , )2 2   3. 1 2( , )3 3       4. 1 4( , )3 3  

 
18. คําตอบของสมการ 22log (4 x) log (9 4x) 1     อยู่ในช่วงใดต่อไปนี้ 
 1. [ 10, 6)        2. [ 6, 2)    3. [ 2, 2)       4. [2, 6) 
 
19. กําหนดให้ x, y 0  
ถ้า y xx y  และ y 5x  แล้ว ค่าของ x อยู่ในช่วงใดต่อไปนี้ 
 1. [0, 1)        2. [1, 2)  3. [2, 3)       4. [3, 4) 
 
20. กําหนดให้ a, b, c 1  
ถ้า alog d 30 , blog d 50  และ abclog d 15  แล้ว ค่าของ clog d  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 75       2. 90  3. 120       4. 150 
 
21. กําหนดให้ A เป็นเมทริกซ์ที่มีมิติ 2 2  และ det(A) 4  
ถ้า I เป็นเมทริกซ์เอกลักษณ์ และ A 3I  เป็นเมทริกซ์เอกฐาน 
แล้ว det(A 3I)  เท่ากับขอ้ใดต่อไปนี้ 
 1. 0       2. 6  3. 13       4. 26 
 
22. ถ้า x, y, z เป็นจํานวนจริงซ่ึงสอดคล้องกับระบบสมการเชิงเส้น 
    2x 2y z 1   ,   x 3y z 7   ,   x y z 5      

แล้ว 1 2 3
x y z   เท่ากับขอ้ใดต่อไปนี้ 

 1. 0       2. 2  3. 5       4. 8 
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23. ถ้า A และ B เป็นเมทริกซ์ซ่ึง 3 42A B 3 6
 

   
 

 และ 1 2A 2B 4 2
     

 

แล้ว 1(AB)  คือเมทริกซ์ในข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1/4 0
1 1

 
  

      2. 1 0
1 1/4

 
  

 3. 1 1/4
0 1
 
  

      4. 1 1
0 1/4
 
  

 

 
24. กําหนดให้ u  และ v  เป็นเวกเตอร์ที่มีขนาดหนึ่งหน่วย 
ถ้าเวกเตอร์ 3u v  ตั้งฉากกับเวกเตอร์ u 3v  
แล้ว เวกเตอร์ 5u v  มีขนาดเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 3 หน่วย      2. 3 2  หน่วย 3. 4 หน่วย      4. 4 2  หน่วย 
 
25. กําหนดให้ u  และ v  เป็นเวกเตอร์ซ่ึง u v u v   
ถ้า a(v 2u) 3u b(2u v)     แล้ว ค่าของ a อยู่ในช่วงใดต่อไปนี้ 

 1. 1[0, )2        2. 1[ , 1)2   3. 3[1, )2        4. 3[ , 2)2  

 
26. กําหนดให้ z เป็นจํานวนเชิงซ้อนที่สอดคล้องกับสมการ 4z 1 0   

ค่าของ 
21z z  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1       2. 2  3. 3       4. 4 
 
27. กําหนดให้ 1z , 2z  เป็นจํานวนเชิงซ้อน ซ่ึง 1 2z z 3   และ 1 2z z 3 4i    
ค่าของ 2 2

1 2z z  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 3       2. 4  3. 5       4. 6 
 
28. ถ้า P 5x 4y    เม่ือ x, y เป็นไปตามเงื่อนไข 
    x 2y 40 < ,   3x 2y 60 < ,   x 0>   และ y 0>  
แล้ว ค่าสูงสุดของ P เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 90       2. 100  3. 110       4. 115 
 

29. กําหนดให้ na  เป็นลําดับเลขคณิตที่สอดคล้องกับเงื่อนไข n 1
n

a alim 5n

 
  
 

 

ถ้า 9 5a a 100   แล้ว 100a  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 500     2. 515 
 3. 520     4. หาไม่ได้เพราะข้อมูลไม่เพียงพอ 
 

30. ถ้า 
4

3n
2nA lim

1 8 27 ... n

 
       

 มีค่าเป็นจํานวนจริงบวก 

แล้ว ค่าของ A เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 0       2. 2  3. 4       4. 8 
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31. ถ้า 4 2n 2

1 A
n n





 
   

  แล้ว 2n 2

1
n





 
 
 

  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 3 A4        2. 5 A4    3. 3 A4        4. 5 A4   

 
32. ถ้า 2f (x) 3x x 5     และ f(0) 1  
แล้ว 1

1 f(x)dx
   มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 53        2. 7
3   3. 23        4. 1

3  

 
33. ถ้า f, g และ h สอดคล้องกับ f(1) g(1) h(1) 1    และ f (1) g (1) h (1) 2      
แล้ว ค่าของ (fg h)(1)  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 1       2. 2  3. 4       4. 6 
 

34. เส้นตรงซ่ึงตัดตั้งฉากกับเส้นสัมผัสของเส้นโค้ง 3 1y 2x
x

   ที่จุด x 1  

คือเส้นตรงในข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 13x 2y 11 0      2. 13x 2y 15 0    
 3. 2x 13y 11 0      4. 2x 13y 15 0    
 
35. ต้องการสร้างจํานวนคู่บวก 4 หลัก จากเลขโดด 0, 1, 2, 3, 7, 8 โดยแต่ละจํานวนที่สร้างขึ้นไม่
มีเลขโดดในหลักใดที่ซํ้ากันเลย จะมีจํานวนวิธีที่สร้างได้เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 180       2. 156  3. 144       4. 136 
 
36. จํานวนเต็มที่มีค่าตั้งแต่ 100 ถึง 999 ที่หารด้วย 2 ลงตัว แต่หารด้วย 3 ไม่ลงตัว มีจํานวน
เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 250       2. 283  3. 300       4. 303 
 
37. ถุงใบหนึ่งบรรจุลูกกวาดรสสตรอเบอร่ี 5 ลูก รสช็อคโกแลต 4 ลูก รสกาแฟและรสมินท์อย่างละ 
2 ลูก หากสุ่มหยิบลูกกวาดจากถุงใบนี้มา 3 ลูก ความน่าจะเป็นที่จะหยิบได้ลูกกวาดต่างรสกัน
ทั้งหมด เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 57
143        2. 58

143   3. 59
143        4. 60

143  

 
38. กําหนดให้ A {(0, n) | n 1, 2, ..., 10 }   และ B {(1, n) | n 1, 2, ..., 10 }   
ในการเลือกจุดสองจุดที่แตกต่างกันจากเซต A และอีกหนึ่งจุดจากเซต B เพ่ือเป็นจุดยอดของรูป
สามเหล่ียมบนระนาบ ความน่าจะเป็นที่จะได้รูปสามเหลี่ยมที่มีพ้ืนที่ 1 ตารางหน่วย เท่ากับข้อใด
ต่อไปนี้ 

 1. 8
45        2. 9

45   3. 10
45        4. 11

45  
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39. ในล้ินชักมีถุงเท้าสีขาว 4 คู่ สีดํา 3 คู่ และสีน้ําเงิน 2 คู่ แต่ไม่ได้จัดเรียงไว้เป็นคู่ๆ 
ถ้าสุ่มหยิบถุงเท้ามา 2 ข้าง ความน่าจะเป็นที่จะได้ถุงเท้าสีเดียวกันเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1
2        2. 23   3. 43

153        4. 49
153  

 
40. ถ้าความยาวรัศมีของวงกลม 10 วงมีค่าเฉล่ียเลขคณิตเท่ากับ 3 และมีความแปรปรวนเท่ากับ 5 
แล้ว ผลรวมของพ้ืนที่วงกลมทั้ง 10 วงนี้ มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 90        2. 95   3. 140       4. 340  
 
41. กําหนดตารางแจกแจงความถี่แสดงความสูงของนักเรียนในโรงเรียนแห่งหนึ่ง เป็นดังนี้ 

ความสูง (เซนตเิมตร) จํานวนนกัเรียน (คน) 
120 – 129 
130 – 139 
140 – 149 
150 – 159 
160 – 169 

10 
20 
40 
50 
30 

ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
 1. มัธยฐานของความสูงมีค่าน้อยกว่า 149 เซนติเมตร 
 2. ฐานนิยมของความสูงมีค่าน้อยกว่า 147 เซนติเมตร 
 3. ควอร์ไทล์ที่ 3 ของความสูงมีค่ามากกว่า 150 เซนติเมตร 
 4. เปอร์เซนไทล์ที่ 20 ของความสูงมีค่ามากกว่า 145 เซนติเมตร 
 
42. จากการแจกแจงข้อมูลเงินเดือนของพนักงานบริษัทแห่งหนึ่งพบว่า 
 

เดไซล์ที่ 1 3 5 7 9 
เงินเดือน (บาท) 10,000 15,000 20,000 25,000 40,000 

 

ถ้านายเอกและนายยศมีเงินเดือนรวมกันเท่ากับ 40,000 บาท และมีจํานวนพนักงานที่ได้เงินเดือน
มากกว่านายยศอยู่ประมาณ 30% ของพนักงานทั้งหมด แล้ว เปอร์เซ็นต์ของจํานวนพนักงานที่ได้
เงินเดือนน้อยกว่านายเอกเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 10%       2. 30%  3. 50%       4. 70% 
 
43. กําหนดให้ข้อมูลชุดหนึ่งมีการแจกแจงแบบปกติ ถ้าหยบิข้อมูล x และ y จากข้อมูลชุดนี้มา
พิจารณา พบว่า 13.14% ของข้อมูลมีค่ามากกว่า x และ x มากกว่า y อยู่ 2% ของส่วนเบี่ยงเบน
มาตรฐาน แล้ว จํานวนข้อมูล (คิดเป็นเปอร์เซ็นต์) ที่มีค่าน้อยกว่า y เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
     เม่ือกําหนดตารางแสดงพ้ืนที่ใต้เส้นโค้งปกติมาตรฐาน ระหว่าง 0 ถึง z เป็นดังนี้ 
 

z 1.00 1.10 1.12 1.14 1.16 
พื้นท่ีใต้เสน้โค้ง 0.3413 0.3643 0.3686 0.3729 0.3770 

 

 1. 36.43%      2. 37.29%  3. 86.43%      4. 87.29% 
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44. คะแนนสอบวิชาความถนัดของนักเรียนกลุ่มหนึ่งมีการแจกแจงปกติ ถ้าผลรวมของค่ามาตรฐาน
ของคะแนนของนายแดงและนายดําเท่ากับ 0 และผลรวมของคะแนนนายแดงและนายดําเป็น 4 เท่า
ของส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐาน แล้ว สัมประสิทธิ์ของความแปรผันของคะแนนสอบของนักเรียนกลุ่มนี้
เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 0.5       2. 1  3. 1.5       4. 2 
 
45. ในการหาความสัมพันธ์เชิงฟังก์ชันระหว่างปริมาณสารปนเป้ือนชนิดที่ 1 (X) และปริมาณสาร
ปนเปื้อนชนิดที่ 2 (Y) จากตัวอย่างอาหารจํานวน 100 ตัวอย่าง พบว่า 
      ความแปรปรวนของปริมาณสารชนิดที่ 1 มีค่าเท่ากับ 1.75 
      ค่าเฉล่ียเลขคณิตของปริมาณสารชนิดที่ 2 มีค่าเท่ากับ 0.5 

      
100

i i
i 1

x y 100


   และ 
100 2

i
i 1

x 200


  

ถ้าสมการปกติของความสัมพันธ์เชิงฟังก์ชันดังกล่าวอยู่ในรูป Y a bX   แล้ว เม่ือพบสารปนเป้ือน
ชนิดที่ 1 อยู่ 4 หน่วย จะพบสารปนเปื้อนชนิดที่ 2 (โดยประมาณ) เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 0.5 หน่วย      2. 1 หน่วย  3. 1.5 หน่วย      4. 2 หน่วย 
 
46. กําหนดให้ n เป็นจํานวนนับ ถ้า f : {1, 2, ..., n} {1, 2, ..., n}  เป็นฟังก์ชัน 1–1 และทั่วถึง 
ซ่ึงสอดคล้องกับเงื่อนไข f(1) f(2) ... f(n) f(1) f(2)... f(n)     
แล้ว ค่ามากสุดที่เป็นไปได้ของ f(1) f(n)  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 2       2. 5  3. 8       4. 11 
 

47. กําหนดให้ na  เป็นลําดับซ่ึงสอดคล้องกับเงื่อนไข 
n n 1

1 1 1a a


   สําหรับทุกจํานวนนับ n 

ถ้า 1 2 100a a ... a 250     แล้ว 2552a 2.5  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1 5       2. 2 5   3. 5
2        4. 2 5  

 
48. กําหนดให้ A, B และ C เป็นจํานวนนับที่มีค่าไม่เกิน 100 
ถ้า A B C   และ B C 2A   แล้ว ค่ามากสุดที่เป็นไปได้ของ B อยู่ในช่วงใดต่อไปนี้ 
 1. [0, 40]      2. [45,60]   3. [70, 85]       4. [90, 100]  
 
49. นักว่ิง 5 คนคือ ก, ข, ค, ง และ จ ว่ิงแข่งกัน 6 คร้ัง โดยผลการแข่งขันทั้ง 6 คร้ังเป็นดังนี้ 
     นาย ข เข้าเส้นชัยก่อนนาย ค ทุกคร้ัง 
     นาย ก เข้าเส้นชัยเป็นลําดับที่ 1 หรือ 5 เสมอ 
     นาย จ เขา้เส้นชัยเป็นลําดับที่ 1 หรือ 5 เสมอ 
ถ้าคร้ังหนึ่งนาย ง เข้าเส้นชัยเป็นลําดับที่ 3 แล้ว ในคร้ังนั้นข้อความใดต่อไปน้ีจริง 
 1. นาย ก เข้าเส้นชัยเป็นลําดับที่ 1  2. นาย ข เข้าเส้นชัยเป็นลําดับที่ 2 
 3. นาย ค เข้าเส้นชัยเป็นลําดับที่ 2  4. นาย จ เข้าเส้นชัยเป็นลําดับที่ 1 
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50. จากเงื่อนไขในโจทย์ข้อที่แล้ว กําหนดให้ผู้ที่เข้าเส้นชัยเป็นลําดับที่ 1 ได้ 10 คะแนน, ลําดับที่ 2 
ได้ 8 คะแนน, ลําดับที่ 3 ได้ 6 คะแนน, ลําดับที่ 4 ได้ 4 คะแนน และลําดับที่ 5 ได้ 2 คะแนน 
ถ้านาย ง เข้าเส้นชัยลําดับที่ 2 เพียง 2 คร้ัง แล้ว คะแนนรวมน้อยที่สุดที่เป็นไปได้ของนาย ข จาก
การแข่งขันทั้ง 6 คร้ังเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 38 คะแนน      2. 40 คะแนน 3. 44 คะแนน      4. 48 คะแนน 
 
 

เฉลยคําตอบ 
 

 1. 2 2. 4 3. 2 4. 4 5. 1 6. 1 7. 3 
 8. 2 9. 1 10. 1 11. 3 12. 3 13. 1 14. 4 
 15. 1 16. 1 17. 4 18. 3 19. 2 20. 1 21. 4 
 22. 1 23. 4 24. 4 25. 2 26. 2 27. 1 28. 3 
 29. 2 30. 4 31. 3 32. 2 33. 4 34. 4 35. 2 
 36. 3 37. 2 38. 1 39. 4 40. 3 41. 3 42. 2 
 43. 3 44. 1 45. 4 46. 1 47. 3 48. 1 49. 2 
 50. 3 

 
(เฉลยวิธีคิด จะมาในรุ่นถัดไปคร้าบ) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



ข้อสอบ PAT ต.ค.52 (ฉบับท่ี 3) 
 
ตอนที่ 1  ข้อสอบแบบเลือกคําตอบ  (จํานวน 25 ข้อ) 
 
1. กําหนดให้เอกภพสัมพัทธ์คือเซต { 2, 1, 1, 2}   
ประโยคในข้อใดต่อไปนี้มีค่าความจริงเป็นเท็จ 
 1. x y [ x 0 x y 1 ]    <   2. x y [ x y (x y) 0 ]    < >  
 3. x y [ x y 0 x y 0 ]         4. x y [ x y x y ]      
 
2. กําหนดให้ p, q, r เป็นประพจน์ 
พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
    ก. ถ้า q r  มีค่าความจริงเป็นจริง แล้ว p และ p [(q r) p]    มีค่าความจริงเหมือนกัน 
    ข. ถ้า p มีค่าความจริงเป็นเท็จ แล้ว r และ (p q) r   มีค่าความจริงเหมือนกัน 
ข้อใดต่อไปนี้เป็นจริง 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
3. กําหนดให้ A {0, 1, 2, {0, 1, 2}}  และ P(A) แทนเซตกําลังของ A 
พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
    ก. A P(A) {0, 1, 2}   
    ข. n(A P(A)) n(P(A) A)    
ข้อใดต่อไปนี้เป็นจริง 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
4. กําหนดให้ A เป็นเซตคําตอบของสมการ 3 2x x 27x 27 0     
และ B เป็นเซตคําตอบของสมการ 3 2x (1 3)x (36 3)x 36 0       
A B  เป็นสับเซตของช่วงในข้อใดต่อไปนี้ 
 1. [ 3 5, 0.9]        2. [ 1.1, 0]   3. [0, 3 5]      4. [1, 5 3]  
 

5. กําหนดให้ 2 2
x x 2S { x | }

x 3x 2 x 1



  

>  

ช่วงในข้อใดต่อไปนี้เป็นสับเซตของ S 
 1. ( , 3)        2. ( 1, 0.5)   3. ( 0.5, 2)       4. (1, )  
 
6. กําหนดให้ S [ 2, 2]   และ 2 2r {(x, y) S S | x 2y 2 }      
ช่วงในข้อใดต่อไปนี้ไม่เป็นสับเซตของ r rD R  
 1. ( 1.4, 1.3)        2. ( 1.3, 1.2)   3. (1.2, 1.4)      4. (1.4, 1.5)  

(โจทย์ข้อสอบ PAT ฉบับท่ี 1–7 นํามาจากต้นฉบับที่เผยแพร่โดย สทศ. ผู้เป็นเจ้าของลิขสิทธ์ิครับ) 
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7. กําหนดให้ ABC เป็นรูปสามเหล่ียมที่มีด้าน AB ยาว 2  หน่วย 
ถ้า 3 3BC AC 2BC 2AC    แล้ว cot C  มีค่าเท่ากับเท่าใด 

 1. 1
3
       2. 1

2   3. 1       4. 3  

 
8. ถ้า x 0  และ x x x 38 8 4 2     แล้ว ค่าของ x อยู่ในช่วงใดต่อไปนี้ 
 1. [0, 1)        2. [1, 2)  3. [2, 3)       4. [3, 4) 
 
9. กําหนดให้ 2 2A {(x, y) | x y 1}    
และ 2 2B {(x, y) | x y 10x 10y 49 0 }       
ถ้า p A  และ q B  แล้ว ระยะทางมากสุดที่เป็นไปได้ระหว่างจุด p และ q เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 5 2  หน่วย      2. 2 5 2  หน่วย 3. 2 5  หน่วย      4. 5 2 5  หน่วย 
 
10. กําหนดให้ E เป็นวงรีที่มีโฟกัสอยู่ที่จุดยอดของไฮเพอร์โบลา 2 2x y 1   
ถ้า E ผ่านจุด (0, 1) แล้ว จุดในข้อใดต่อไปนี้อยู่บน E 

 1. 2(1, )2       2. (1, 2)  3. 1(1, )2       4. 3(1, )2  

 

11. กําหนดให้ 
x

X y
z

 
   
  

  สอดคล้องสมการ AX C  

เม่ือ 
1 2 1

A 2 0 1
0 1 2

 
   
  

, 
1 1 0

B 2 0 1
1 4 0

 
   
  

 และ 
2

C 2
3

 
   
  

 

ถ้า 
a

(2A B)X b
c

 
    
  

 แล้ว a b c   มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 3       2. 6  3. 9       4. 12 
 

12. ถ้า 
10 x 0 1det 2 0 2 2 x 13 1 5

            

 แล้ว x มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1       2. 2  3. 3       4. 4 
 
13. กําหนดให้ u  และ v  เป็นเวกเตอร์ที่ไม่เท่ากับเวกเตอร์ศูนย์ 
ซ่ึง u  ตั้งฉากกับ v   และ u v  ตั้งฉากกับ u v    พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
    ก. u v  
    ข. u 2v  ตั้งฉากกับ 2u v  
ข้อใดต่อไปนี้เป็นจริง 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
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14. พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 

    ก. ถ้าลําดับ na  ลู่เข้า แล้ว อนุกรม n
n 1

a



  ลู่เข้า 

    ข. ถ้าอนุกรม n
n 1

a



  ลู่เข้า แล้ว อนุกรม n

nn 1

a(1 )
2





  ลู่เข้า 

ข้อใดต่อไปนี้เป็นจริง 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
15. กําหนดให้ z เป็นจํานวนเชิงซ้อนที่สอดคล้องกับ 3 2z 2z 2z 0    และ z 0  

ถ้าอาร์กิวเมนต์ของ z อยู่ในช่วง (0, )2
  แล้ว 

4

2
z
(z)

 มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 2i        2. 1 i   3. 1 i        4. 2i  
 
16. ถุงใบหนึ่งบรรจุลูกแก้วสีแดง 5 ลูก สีเขียว 4 ลูก และสีเหลือง 3 ลูก ถ้าหยิบลูกแก้วจากถุงทีละ
ลูก 3 คร้ังโดยไม่ใส่คืน แล้ว ความน่าจะเป็นที่จะหยิบได้ลูกแก้วลูกที่หนึ่ง สอง และสาม เป็นสีแดง สี
เขียว และสีเหลือง ตามลําดับ เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1
21        2. 1

22   3. 3
22        4. 3

25  

 
17. กล่องใบหนึ่งบรรจุหลอดไฟ 12 หลอด เป็นหลอดชํารุด 3 หลอด ถ้าหยิบหลอดไฟจากกล่องมา 
4 หลอด แล้ว ความน่าจะเป็นที่จะได้หลอดชํารุดไม่เกิน 1 หลอด เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1
3        2. 1

4   3. 14
99        4. 14

55  

 
18. ในการโยนลูกเต๋า 2 ลูกหนึ่งคร้ัง ความน่าจะเป็นที่จะได้แต้มรวมเป็น 7 โดยที่มีลูกเต๋าลูกหนึ่งข้ึน
แต้มไม่น้อยกว่า 4 เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1
3        2. 1

4   3. 1
6        4. 1

12  

 
19. กําหนดให้ความสูงของคนกลุ่มหนึ่งมีการแจกแจงแบบปกติ ถ้ามีคนสูงกว่า 145 เซนติเมตรและ 
165 เซนติเมตร อยู่ 84.13% และ 15.87% ตามลําดับ แล้ว สัมประสิทธิ์ของความแปรผันของ
ความสูงของคนกลุ่มนี้เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 

z 1.00 1.12 1.14 1.16 
พื้นที่ใต้เสน้โค้งปกติมาตรฐาน จาก 0 ถึง z 0.3413 0.3686 0.3729 0.3770 

 

 1. 1
31        2. 2

31   3. 3
31        4. 4

31  
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20. กําหนดให้ข้อมูลชุดหนึ่งมีการแจกแจงปกติ 
หยิบข้อมูล 1 2 3x , x , x  มาคํานวณค่ามาตรฐาน ปรากฏว่าได้ค่าเป็น 1 2 3z , z , z  ตามลําดับ 
ถ้า 1 2 3z z z   แล้ว ค่าเฉล่ียเลขคณิตของข้อมูลชุดนี้เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 1 2 3x x x        2. 1 2 3x x x   3. 3 2 1x x x        4. 1 2 3x x x   
 
21. กําหนดให้ A เป็นเซตซ่ึงสอดคล้องกับเงื่อนไขต่อไปนี ้
     ก. 1 A  

     ข. ถ้า x A  แล้ว 1 Ax   

     ค. x A  ก็ต่อเม่ือ 2x A  
จํานวนในข้อใดต่อไปนี้เป็นสมาชิกของ A 

 1. 1
2        2. 1

8   3. 1
16        4. 1

32  

 
22. ถ้า   เป็นมุมซ่ึง 0 180 < <  แล้ว จากเวลาเที่ยงวันถึงบ่ายโมง 
เข็มยาวและเข็มส้ันของนาฬิกาจะทํามุมกันเท่ากับ   เป็นคร้ังแรกเมื่อเวลาผ่านไปกี่นาที 

 1. 213
  นาท ี      2. 211

  นาที  3. 29
  นาท ี      4. 27

  นาที 

 

23. กําหนดให้ n
1 2 n 1I (0, 1) ( , 2) ( , 3) ... ( , n)2 3 n


      เม่ือ n เป็นจํานวนนับ 

ค่าของ n ที่น้อยที่สุดที่ทําให้  n
2551 2553I ( , ]2554 2552  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 2554       2. 2552  3. 1277       4. 1276 
 
โจทย์สําหรับข้อ 24–25 
นาย ก, ข, ค, ง, จ และ ฉ นัง่เก้าอ้ี 6 ตัว ที่มีหมายเลข 1 ถึง 6 เรียงแถวหน้ากระดานจากซ้ายไป
ขวา โดยมีเงื่อนไขดังต่อไปนี้ 
     นาย ค นัง่เก้าอ้ีหมายเลข 1 หรือ 6 
     นาย จ ไม่นั่งติดนาย ค 
     นาย จ ไม่นั่งติดนาย ข 
     นาย ฉ นัง่ติดด้านซ้ายของนาย จ 
 
24. ถ้านาย ค นั่งเก้าอ้ีหมายเลข 1 และนาย ข นั่งเก้าอ้ีหมายเลข 5 
แล้ว ข้อใดต่อไปนี้เป็นจริง 
 1. นาย ก นั่งเก้าอ้ีหมายเลข 4  2. นาย ก นั่งเก้าอ้ีหมายเลข 6 
 3. นาย ฉ นั่งเก้าอี้หมายเลข 2  4. นาย ง นั่งเก้าอ้ีหมายเลข 6 
 
25. ถ้ากําหนดเงื่อนไขเพิ่มเติมให้มีคนนั่งคั่นกลางระหว่างนาย ข และ ค อยู่ 3 คน 
แล้ว จํานวนวิธีของการนั่งทั้งหมดเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 1 วิธี       2. 2 วิธี  3. 3 วิธ ี      4. 4 วิธี 
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ตอนที่ 2  ข้อสอบแบบระบายคําตอบ  (จํานวน 25 ข้อ) 
 
1. กําหนดเซตและจํานวนสมาชิกของเซตตามตารางต่อไปนี้ 
 
 
 
จํานวนสมาชิกในเซต A B C   เท่ากับเท่าใด 
 
2. ถ้า a เป็น ห.ร.ม. ของ 403 และ 465  และ b เป็น ห.ร.ม. ของ 431 และ 465 
แล้ว a b  มีค่าเท่าใด 
 

3. ถ้า 1f(x) x  และ g(x) 2 f(x)   แล้ว 1g f(3) f g (3)   มีค่าเท่าใด 

 

4. ถ้า 3f(x) x  และ xg(x) 1 x


  แล้ว 1 1(f g )(2)   มีค่าเท่าใด 

 

5. ถ้า x1 cot 20 1 cot 25  
 

  แล้ว x มีค่าเท่าใด 

 

6. ถ้า 2 3(sin cos ) 2    เม่ือ 0 4 
< <   แล้ว arccos(tan 3 )  มีค่าเท่าใด 

 
7. ให้ a, b และ c เป็นจํานวนจริง 
ถ้าวงกลม 2 2x y ax by c 0      มีจดุศูนย์กลางที่ (2, 1) 
และมีเส้นตรง x y 2 0    เป็นเส้นสัมผัสวงกลม  แล้ว a b c   เท่ากับเท่าใด 
 
8. พาราโบลามีจุดยอดที่ ( 1, 0)  และมีจุดกําเนิดเป็นโฟกัส 
ถ้าเส้นตรง y x  ตดัพาราโบลาที่จุด P และจุด Q 
แล้ว ระยะทางระหว่างจุด P กับจุด Q เท่ากับเท่าใด 
 
9. กําหนด y xlog x 4 log y 4    แล้ว 3

ylog x  มีค่าเท่าใด 
 
10. รากที่มีค่าน้อยที่สุดของสมการ log(x 2) log(x 3) log22 2 2    มีค่าเท่าใด 
 

11. กําหนดให้ 
1 2 4

A 3 8 0
1 2 1

 
   

  

 

สมาชิกในแถวที่ 3 หลักที่ 1 ของ 1A  เท่ากับเท่าใด 
 
12. กําหนดให้ ABC เป็นรูปสามเหล่ียมที่มี D เป็นจุดบนด้าน AC และ F เป็นจุดบนด้าน BC 

ถ้า 1AD AC4
˜ ˜ , 1BF BC3

˜ ˜  และ DF a AB b BC 
˜ ˜ ˜   แล้ว a

b  มีค่าเท่าใด 

เซต A B C A B  B C  A C  (A B) C   
จํานวนสมาชิก 15 17 22 23 29 32 28 
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13. กําหนดให้ w, z เป็นจํานวนเชิงซ้อนซ่ึง w z 2i   และ 2w z 6   

ถ้าอาร์กิวเมนต์ของ w อยู่ในช่วง [0, ]2
  และ w a bi   เม่ือ a, b เป็นจํานวนจริง 

แล้ว a b  มีค่าเท่าใด 
 
14. กําหนดให้ a และ b เป็นจํานวนจริงบวกซ่ึง a b  
ถ้าค่ามากสุดและค่าน้อยสุดของ P 2x y    เม่ือ x, y เป็นไปตามเงื่อนไข 
    a x 2y b< < ,   x 0>   และ y 0>  
มีค่าเท่ากับ 100 และ 10 ตามลําดับ แล้ว a b  มีค่าเท่าใด 
 

15. ถ้า na  เป็นลําดับเลขคณิตซ่ึง 
2 2
n 1 n

n
a alim 4n





 
   
 

  แล้ว 17 9a a
2


 มีค่าเท่าใด 

 

16. 
3

3n
3n 12n 27n ... 3nlim

1 8 27 ... n

    
  

    
 มีค่าเท่าใด 

 
17. ถ้า 2f (x) x 1    และ 1

0 f(x)dx 0   แล้ว f(1)  มีค่าเท่ากับเท่าใด 
 
18. กําหนดให้ 2f(x) ax b x   เม่ือ a และ b เป็นจํานวนจริงที่ b 0  

ถ้า 2 f (1) f(1)    แล้ว f(4)
f (9)

 มีค่าเท่าใด 

 
19. กําหนดให้ y f(x)  เป็นฟังก์ชันซ่ึงมีค่าสูงสุดที่ x 1  
ถ้า f (x) 4    ทุก x  และ f( 1) f(3) 0     แล้ว f มีค่าสูงสุดเท่าใด 
 
20. มีส่ิงของซ่ึงแตกต่างกันอยู่ 8 ชิ้น ต้องแบ่งให้คน 2 คน 
คนหนึ่งได้ 6 ชิน้ และอีกคนหนึ่งได้ 2 ชิ้น จะมีจํานวนวิธีแบ่งกี่วิธี 
 
21. ในการแข่งขันฟุตบอลฤดูกาลหนึ่ง มีทีมเข้าร่วมการแข่งขัน 7 ทีม จัดแข่งแบบพบกันหมด 
(แต่ละทีมต้องลงแข่งกับทีมอ่ืนทุกทีม) จะต้องจัดการแข่งขันกี่นัด 
 
22. ข้อมูลชุดหนึ่งเรียงจากน้อยไปมากเป็นดังนี้  1, 4, x, y, 9, 10 

ถ้ามัธยฐานของข้อมูลชุดนี้เท่ากับค่าเฉล่ียเลขคณิต และส่วนเบี่ยงเบนเฉล่ียของข้อมูลชุดนี้เท่ากับ 83  

แล้ว y x  มีค่าเท่าใด 
 
23. ข้อมูลชุดหนึ่งมี 5 จํานวน และมีค่าเฉล่ียเลขคณิตเท่ากับ 12 
ถ้าควอร์ไทล์ที่ 1 และ 3 ของข้อมูลชุดนี้มีค่าเท่ากับ 5 และ 20 ตามลําดับ 
แล้ว เดไซล์ที่ 5 ของข้อมูลชุดนี้มีค่าเท่าใด 
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24. กําหนดตารางแจกแจงความถี่แสดงอายุของคนในหมู่บ้านแห่งหนึ่ง เป็นดังนี้ 
 

อายุ (ปี) 0 – 9 10 – 19 20 – 29 30 – 39 40 – 49 50 – 59 
จํานวน (คน) 5 10 A 20 10 10 

 

ถ้าอายุเฉล่ียของคนในหมู่บ้านนี้เท่ากับ 33.33 ปี แล้ว จํานวนคนในหมู่บ้านนี้เท่ากับเท่าใด 
 
25. กําหนดให้ข้อมูล X และ Y มีความสัมพันธ์กันดังตารางต่อไปนี้ 
 

X 1 2 3 3 
Y 1 3 4 6 

 

ถ้าสมการปกติของความสัมพันธ์เชิงฟังก์ชันดังกล่าวอยู่ในรูป Y a bX   
แล้ว เม่ือ X 10  ค่าของ Y เท่ากับเท่าใด 
 
 

เฉลยคําตอบ 
 

ตัวเลือก 1. 4 2. 1 3. 3 4. 1 5. 2 6. 4 7. 1 
 8. 2 9. 2 10. 1 11. 3 12. 4 13. 1 14. 4 
 15. 1 16. 2 17. (42/55) 18. 3 19. 2 20. 1 21. 3 
 22. 2 23. (852) 24. 3 25. 4 
เติมคํา 1. 33 2. 30 3. 7.5 4. 6 5. 2 6. 0 7. 5.5 
 8. 8 9. 6 10. 4 11. 0.2 12. 9 13. 4 14. 70 
 15. ( 5/ 42 ) 16. 4 17. 0.25 18. 12 19. 8 20. 56 21. 21 
 22. 2 23. 10 24. (–) 25. 19 

 
(เฉลยวิธีคิด จะมาในรุ่นถัดไปคร้าบ) 
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(หน้าว่าง) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



ข้อสอบ PAT มี.ค.53 (ฉบับท่ี 4) 
 
ตอนที่ 1  ข้อสอบแบบระบายตัวเลือก  (จํานวน 25 ขอ้) 
 
1. กําหนดให้ p และ q เป็นประพจน์ใดๆ 
ข้อใดต่อไปนี้มีค่าความจริงเป็นเท็จ 
 1. (p q) p      2. (~p p) q   
 3. [(p q) p] q      4. (~p q) (~p ~q)    
 
2. ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1. ถ้าเอกภพสัมพัทธ์คือ { 1, 0, 1}   ค่าความจริงของ 2 2x y [ x x y y ]      เป็นเท็จ 
 2. ถ้าเอกภพสัมพัทธ์เป็นเซตของจํานวนจริง  ค่าความจริงของ x

3x [ 3 log x ]   เป็นจริง 
 3. ถ้าเอกภพสัมพัทธ์เป็นเซตของจํานวนจริง  นิเสธของข้อความ 
           x y [ (x 0 y 0) (xy 0) ]     <  คอื x y [ (xy 0) (x 0 y 0) ]     <  
 4. ถ้าเอกภพสัมพัทธ์เป็นเซตของจํานวนเต็ม 
           นิเสธของข้อความ 3 2x [ (x 0) (x x ) ]   >  คือ 3x [ (x 0) (x x) ]  <  
 
3. ให้ A {1, {1}}  และ P(A) เป็นเพาเวอร์เซตของเซต A 
ข้อใดต่อไปนี้ผิด 
 1. จํานวนสมาชิกของ P(A) A  เท่ากับ 3 2. จํานวนสมาชิกของ P(P(A)) เท่ากับ 16 
 3. {{1}} P(A) A     4. { , A} P(A)   
 
4. กําหนดให้ 2A { x | x 6x 9 4 }   R <  เม่ือ R  แทนเซตของจํานวนจริง 
ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1. A' { x | 3 x 4 }   R   2. A' ( 1, )    
 3. A { x | x 7 } R <    4. A { x | 2x 3 7 }   R  
 

5. กําหนดให้ 1
x 1y f(x) x 1


 


 เม่ือ x เป็นจํานวนจริงที่ไม่เท่ากับ 1 

     2 1y f(y ) ,  3 2y f(y ) ,  ...  n n 1y f(y )  สําหรับ n 2, 3, 4, ...  

2553 2010y y  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. x 1
x 1



       2. 
2x 1
x 1



  3. 
2x 1
2x
       4. 

21 2x x
x 1

 


 

 
 
 
 
 
 

(โจทย์ข้อสอบ PAT ฉบับท่ี 1–7 นํามาจากต้นฉบับที่เผยแพร่โดย สทศ. ผู้เป็นเจ้าของลิขสิทธ์ิครับ) 
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6. ให้ f และ g เป็นฟังก์ชันจากเซตของจํานวนจริงไปยังเซตของจํานวนจริง 

โดยที่ 2
x 1f(x)
x 4





 และ g(x) f(x) x 1    

จงพิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
    ก. gD (2, )   
    ข. ค่าของ x 0  ที่ทําให้ g(x) 0  มีเพียง 1 ค่าเท่านั้น 
ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก แต่ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด แต่ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
7. กําหนดให้ x เป็นจํานวนจริง 
ถ้า sin x cos x a   และ sin x cos x b   
แล้ว ค่าของ sin 4x  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 3 31 (a b ab )2        2. 3 31 (ab a b)2   3. 3 3ab a b       4. 3 3a b ab  

 
8. กําหนดให้วงรีรูปหนึ่งมีสมการเป็น 2 225x 21y 100x 42y 404 0      แล้ว ไฮเพอร์โบลา 
ที่มีจุดยอดอยู่ที่จุดโฟกัสทั้งสองของวงรีและผ่านจุด ( 3, 1 8)   มีสมการตรงกับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 2 25y 4x 10 8 y 32x 25 0      2. 2 23y 2x 6 8 y 8x 15 0      
 3. 2 2y 4x 2y 16x 19 0       4. 2 2y 7x 2y 28x 28 0      
 
9. จุด A( 3, 1) , B(1, 5) , C(8, 3) และ D(2, 3)  เป็นจุดยอดของรูปส่ีเหล่ียม ABCD 
ข้อใดต่อไปนี้ผิด 
 1. ด้าน AB ขนานกับด้าน DC 
 2. ผลบวกความยาวของด้าน AB กับ DC เท่ากับ 10 2  หน่วย 

 3. ระยะตั้งฉากจากจุด A ไปยงัเส้นตรงที่ผ่านจุด C และจุด D มีค่าเท่ากับ 9 2
2  หน่วย 

 4. ระยะตั้งฉากจากจุด B ไปยังเส้นตรงที่ผ่านจุด C และจุด D มีค่าเท่ากับ 92  หน่วย 

 
10. กําหนดให้ x และ y เป็นจํานวนจริงบวก และ y 1  
ถ้า ylog 2x a  และ y2 b  แล้ว x มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. a
2

1 (log b)2       2. a
22(log b)  3. 2

a (log b)2       4. 22a(log b)  

 
11. เซตคําตอบของอสมการ x 3x 3 2x 272 72 2 3     เป็นสับเซตของช่วงใดต่อไปนี้ 
 1. 8 9(log 7, log 8)      2. 9 8(log 8, log 9)  3. 8 7(log 9, log 8)      4. 9 8(log 10, log 9)  
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12. ถ้าสมการ 
x x 11 1 a 04 2

   
     

   
 มีคําตอบเป็นจํานวนจริงบวก 

แล้ว ค่าของ a ที่เป็นไปได้อยู่ในช่วงข้อใดต่อไปนี้ 
 1. ( , 3)        2. ( 3, 0)   3. (0, 1)       4. (1, 3)  
 

13. กําหนดให้ x 1f x 1 x
 

 
 

  เม่ือ x 0  และ x 1  

ถ้า 0 2    แล้ว 2f(sec )  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 2sin        2. 2cos    3. 2tan        4. 2cot   
 
14. ให้ a  และ b  เป็นเวกเตอร์ 

กําหนดโดย 1a i j 3pk2    และ b 2p i 2 j pk     เม่ือ p เป็นจํานวนจริง 

ถ้า a  ตั้งฉากกบั b  และขนาดของ b  เท่ากับ 3 แล้ว ค่าของ p อยู่ในช่วงข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 3( 3, )2        2. 3( , 0)2   3. 3(0, )2       4. 3( , 3)2  

 
15. กําหนดให้ ABC เป็นรูปสามเหล่ียมที่มี A(0, 0)  และ B(2, 2) เป็นจุดยอด 
และ C(x, y)  เป็นจุดยอดในจตุภาค (quadrant) ที่ 2 ที่ทําให้ด้าน AC ยาวเท่ากับด้าน BC 
ถ้าพ้ืนที่ของสามเหล่ียม ABC มีค่าเท่ากับ 4 ตารางหน่วย แล้ว จุด C อยู่บนเส้นตรงในข้อใดต่อไปนี้ 
 1. x y 4 0       2. 4x 3y 1 0    
 3. 2x y 3 0      4. x y 5 0    
 
16. ให้ 1 2 3z , z , z , ...  เป็นลําดับของจํานวนเชิงซ้อน 
โดยที่ 1z 0   และ 2

n 1 nz z i


   สําหรับ n 1, 2, 3, ...    เม่ือ i 1   
ค่าสัมบูรณ์ของ 111z  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 1       2. 2   3. 3        4. 110  
 

17. ผลบวกของอนุกรม 
n n

n 1
11 33 3 2 23 ... ...4 16 4 

 
      เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 203        2. 293   3. 31
3        4. 40

3  

 
18. กําหนดให้ R  แทนเซตของจํานวนจริง 

ถ้า f : R R  และ g: R R  เป็นฟังก์ชัน โดยที่ 2/ 3f(x) 3x , g(1) 8  และ 2g(1) 3   

ค่าของ (f g) (1)  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1
3        2. 23   3. 1       4. 4

3  
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19. กล่องใบหนึ่งบรรจุเส้ือยืด 13 สีๆ ละ 4 ตัว โดยที่เส้ือยืดในแต่ละสีมีขนาด S, M, L และ XL 
ตามลําดับ สุ่มหยิบเส้ือจากกล่องมา 3 ตัวพร้อมๆ กัน ความน่าจะเป็นที่จะได้เส้ือยืดมีสีเหมือนกัน 2 
ตัว เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 72
425        2. 72

5525   3. 3
221        4. 3

22100  

 
20. กําหนดให้ S เป็นแซมเปิลสเปซ และ A, B เป็นเหตุการณ์ใดๆ ใน S 
จงพิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
    ก. P(A) P(A B) P(A B')     
    ข. ถ้า P(A) 0.5 , P(B) 0.6  และ P(A B') 0.7    แล้ว P(A B) 0.4   
ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก แต่ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด แต่ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
21. นักเรียนห้องหนึ่งสอบวิชาคณิตศาสตร์ได้คะแนนเฉล่ียเลขคณิตเท่ากับ 40 คะแนน ถ้านักเรียน
ชายสอบได้คะแนนเฉล่ียเลขคณิต 35 คะแนน และนักเรียนหญิงสอบได้คะแนนเฉล่ียเลขคณิต 50 
คะแนน อัตราส่วนของนักเรียนชายต่อนักเรียนหญิงตรงกับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 3:2        2. 2:3   3. 2: 1        4. 1:2  
 
22. กําหนดให้ 

7(7 )A 7 , 77B 7 , 7C 77  และ 7 7D (77 )  
ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1. B A C D      2. B C A D    
 3. C B D A      4. C A D B    
 
23. จํานวนต่อไปนี้เรียกว่า “จํานวน PAT” 
     16325,  34721,  12347,  52163,  90341,  50381 
จํานวนต่อไปนี้ไม่เป็นจํานวน PAT 
     2564,  12345,  854,  12635,  34325,  45026 
ข้อใดต่อไปนี้ เป็นจํานวน PAT 
 1. 75401      2. 13562  3. 72341      4. 83051 
 
24. ให้ N  แทนเซตของจํานวนนับ กําหนดให้ ba b a   สําหรับ a, b  N  
พิจารณาข้อความต่อไปนี้ สําหรับ a, b, c  N  
    ก. a b b a      ค. a (b c) (a b) (a c)       
    ข. (a b) c a (b c)       ง. (a b) c (a c) (b c)       
ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1. ถูก 2 ข้อ คอื ข. และ ค.  2. ถูก 2 ข้อ คือ ค. และ ง. 
 3. ถูก 1 ข้อ คอื ค.   4. ก. ข. ค. และ ง. ผิดทุกข้อ 
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25. นายชัดแจ้งได้ทราบข้อมูลของคน 5 คน คอื A, B, C, D และ E ดังนี้ 
     A บอกว่า “C และ D พูดโกหก” 
     B บอกว่า “A และ C เป็นคนพูดจริง” 
     C บอกว่า “D พูดโกหก” 
     D บอกว่า “E พูดโกหก” 
     E บอกว่า “B พูดโกหก” 
จากข้อมูลดังกล่าว ท่านจงช่วยนายชัดแจ้งค้นหาว่าใครบ้างเป็นคนพูดจริง และใครบ้างเป็นคนพูดเท็จ 
 1. A, B, D พูดเท็จ, C และ E พูดจริง 2. B และ D พูดเท็จ, A และ C พูดจริง 
 3. A, B, C พูดเท็จ, D และ E พูดจริง 4. B และ E พูดเท็จ, A และ C พูดจริง 
 
 
ตอนที่ 2  ข้อสอบแบบระบายตัวเลข  (จํานวน 25 ข้อ) 
 
26. กําหนดให้ A, B และ C เป็นเซตใดๆ 
ถ้า n(A B C) 91   ,  n(A B' C') 11   ,  n((B A) (B C)) 15    , 
   n(A B C) 20   ,  n((A B) (A C) (B C)) 47        และ n(C) 59  
แล้ว n(A' B' C)   เท่ากับเท่าใด 
 
27. ถ้า S { x | 3x 1 x 1 7x 1 }      R  เม่ือ R  แทนเซตของจํานวนจริง 
แล้ว ผลบวกของสมาชิกใน S เท่ากับเท่าใด 
 
28. ให้ A เป็นเซตของจํานวนเฉพาะบวกที่มีค่าน้อยกว่าหรือเท่ากับ 10 
     B เป็นเซตของจํานวนเต็มบวกที่มีค่าน้อยกว่าหรือเท่ากับ 10 
และ C เป็นเซตของฟังก์ชัน f : A B  ทั้งหมดที่เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 
และ ห.ร.ม. ของ a และ f(a) ไม่เท่ากับ 1 สําหรับทุกค่า a A  
จํานวนสมาชิกในเซต C เท่ากับเท่าใด 
 

29. ให้   และ   เป็นมุมแหลมของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก โดยท่ี atan b   

ถ้า 
2 2 2 2
a acos(arcsin( )) sin(arccos( )) 1

a b a b
 

 
 แล้ว sin   มีค่าเท่ากับเท่าใด 

 

30. ค่าของ cos 36 cos 72
sin 36 tan 18 cos 36

  
   

 เท่ากับเท่าใด 

 
31. ให้ A และ B เป็นเมทริกซ์ที่มีขนาด 2 2  

โดยที่ 4 42A B 5 6
     
 

 และ 5 8A 2B 4 0
     
 

 

ค่าของ 4 1det (A B )  เท่ากับเท่าใด 
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32. ให้ x, y, z และ w สอดคล้องกับสมการ 1 0 x 1 2y 1 1 0
1 w 0 y z 2 1 w

                       
 

ค่าของ 4w 3z 2y x    เท่ากับเท่าใด 
 
33. ให้ u , v  และ w  เป็นเวกเตอร์ กําหนดโดย u i 2 j 3k   , 
v 2 i d j k   , w a i b j ck     เม่ือ a, b, c และ d เป็นจํานวนจริง 
ถ้า u w 2  ,  u (v w) 3   ,  v w i q j rk     เม่ือ q, r เป็นจํานวนจริง 

และ w  ขนานกับ 2 1 1i j k3 2 3    

แล้ว ค่าของ a 4b 2c   เท่ากับเท่าใด 
 
34. ให้ 1z  และ 2z  เป็นจํานวนเชิงซ้อนใดๆ และ 2z  แทนสังยุค (conjugate) ของ 2z  
ถ้า 1 25z 2z 5   และ 2z 1 2i    เม่ือ 2i 1   
แล้ว ค่าของ 1

15z  เท่ากับเท่าใด 
 

35. ถ้า n{a }  เป็นลําดับของจํานวนจริงที่ n 2
2 4 6 ... 2na

n
   

  สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n 

แล้ว nn
lim a


 มีค่าเท่ากับเท่าใด 

 

36. กําหนดให้ 
n

n
k 1

1S
k(k 1) k k 1

 
      
  สําหรับ n 1, 2, 3, ...  

ค่าของ nn
lim S


 เท่ากับเท่าใด 

 
37. กําหนดให้ a และ b เป็นจํานวนจริง 

และ f เป็นฟังก์ชันซ่ึงกําหนดโดย  

3

2

x 3x 2 , x 2x 2f (x) a b , x 2
x ax 1 , x 2

  


    
   

 

ถ้า f เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนเซตของจํานวนจริง แล้ว ค่าของ 2 2a b  เท่ากับเท่าใด 
 
38. กําหนดให้ R  แทนเซตของจํานวนจริง 
ถ้า f : R R  เป็นฟังก์ชัน โดยที่ f (x) 3 x 5    สําหรับทุกจํานวนจริง x  และ f(1) 5  

แล้ว ค่าของ 
2

x 4
f(x ) 2lim f(x)

  เท่ากับเท่าใด 

 
39. กําหนดให้ R  แทนเซตของจํานวนจริง 
ถ้า f : R R  เป็นฟังก์ชัน โดยที่ f (x) 6x 4    สําหรับทุกจํานวนจริง x 
และความชันของเส้นสัมผัสเส้นโค้ง y f(x)  ที่จุด (2, 19)  เท่ากับ 19 
แล้ว ค่าของ f(1) เท่ากับเท่าใด 
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40. กําหนดให้ A {0, 1, 2, 3, 4}  
จํานวนเต็มบวกที่มีค่าน้อยกว่า 300 โดยสร้างมาจากตัวเลขในเซต A และตัวเลขแต่ละหลักไม่ซํ้ากัน 
มีทั้งหมดกี่จํานวน 
 
41. คณะกรรมการชุดหนึ่งมี 7 คน ประกอบด้วยประธาน รองประธาน เลขานุการ และกรรมการอีก 
4 คน จาํนวนวิธีจัดกลุ่มคน 7 คนนี้นั่งประชุมรอบโต๊ะกลม โดยให้ประธานและรองประธานนั่งติดกัน
เสมอ แต่เลขานุการไม่นั่งติดกับรองประธาน เท่ากับเท่าใด 
 
42. ค่าเฉล่ียเลขคณิตของคะแนนสอบของนักเรียนกลุ่มหนึ่งเท่ากับ 72 คะแนน ความแปรปรวน 
(ประชากร) เท่ากับ 600  ถ้ามีนักเรียนมาเพิ่มอีก 1 คน ซ่ึงสอบได้ 60 คะแนน ทําให้ค่าเฉล่ีย
เปล่ียนไปเป็น 70 คะแนน ความแปรปรวนของข้อมูลชุดใหม่เท่ากับเท่าใด 
 
43. จากการสํารวจน้ําหนักของนักเรียนกลุ่มหนึ่งจํานวน 4 คน มี 2 คนน้ําหนักเท่ากันและหนักน้อย
กว่าอีก 2 คนทีเ่หลือ ถ้าฐานนิยม มัธยฐาน และพิสัยของน้ําหนักของนักเรียน 4 คนนี้คือ 45, 46 
และ 6 กิโลกรัม ตามลําดับ แล้ว ความแปรปรวนของน้ําหนักของนักเรียน 4 คนนี้เท่ากับเท่าใด 
 
44. ในการสอบคัดเลือกเข้าศึกษาต่อของโรงเรียนแห่งหนึ่ง ถ้าสอบได้คะแนน 700 คะแนน แปลง
คะแนนเป็นค่ามาตรฐานได้ 4 แต่ถ้าสอบได้ 400 คะแนน แปลงเป็นค่ามาตรฐานได้ 2  แล้ว 
สัมประสิทธิ์การแปรผันเท่ากับร้อยละเท่าใด 
 
45. ถ้าในปีหนึ่ง เดือนสิงหาคมมีวันจันทร์เพียง 4 วัน และวันศุกร์เพียง 4 วันเท่านั้น 
แล้ววันที่ 20 สิงหาคมในปีนี้จะตรงกับวันอะไร 
(วันจันทร์ให้ระบายตัวเลข 1, วันอังคารให้ระบายตัวเลข 2, วันพุธให้ระบายตัวเลข 3, ..., 
วันอาทิตย์ให้ระบายตัวเลข 7) 
 
46. มีกองลูกหินสีดําจํานวน 221 ลูก และกองลูกหินสีขาวจํานวน 260 ลูก 
ต้องการแบ่งลูกหินทั้งสองกองนี้ออกเป็นกองเล็กๆ โดยที่ 
     (1) แต่ละกองมีสีเดียวกัน 
     (2) ลูกหินแต่ละกองมีจํานวนเท่ากัน 
ถ้าต้องการให้จํานวนลูกหินในกองเล็กๆ เหล่านี้มีจํานวนมากที่สุด แล้ว จะแบ่งได้กี่กอง 
 
47. กําหนดให้ R  เป็นเซตของจํานวนจริง 
 

      บทนิยาม  ให้ f : R R  และ g: R R  เป็นฟังก์ชันใดๆ 
      กําหนด การดําเนินการ   ของ f และ g ดังนี้ 
      (f g)(x) (f(g(x)) g(f(x))     สําหรับทุกจํานวนจริง x 
 

ถ้า 2f(x) x 1   และ g(x) 2x 1   สําหรับทุกจํานวนจริง x 
แล้ว (f g)(1)  เท่ากับเท่าใด 
 
48. ถ้า a, b, c, d เป็นเลขโดดที่แตกต่างกัน 
ที่ทําให้จํานวนเต็ม 4 หลัก dcba เท่ากับ 9 เท่าของ abcd  แล้ว b เท่ากับเท่าใด 
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x 

แนวตั้ง 

แนวนอน 

49. พิจารณารูปต่อไปนี้ 
 
 
 
 
 
 
 
ให้เติมจํานวนเต็มบวก 1, 2, 3, ..., 11 ลงในช่องรูปส่ีเหล่ียม ช่องละ 1 จํานวน 
โดยให้ผลบวกของจํานวนในแนวตั้งเท่ากับ 43 และผลบวกของจํานวนในแนวนอนเท่ากับ 28 
จํานวน x ในช่องรูปส่ีเหล่ียมมุม เท่ากับเท่าใด 
 
50. พิจารณาการจัดเรียงลําดับของจํานวน 2, 3, 4, 5, 6, ... ในตารางดังต่อไปนี้ 
 

แถวที่      
1  9  17 ... 
2 2 8 10 16 ... 
3 3 7 11 15 ... 
4 4 6 12 14 ... 
5 5  13  ... 

 

จํานวน 2400 อยู่ในแถวที่เท่าใด 
 
 

เฉลยคําตอบ 
 

ตัวเลือก 1. 4 2. 3 3. 4 4. 1 5. 2 6. 4 7. 3 
 8. 3 9. 4 10. 1 11. 2 12. 2 13. 1 14. 2 
 15. 1 16. 2 17. 4 18. 2 19. 1 20. 2 21. 3 
 22. 3 23. 3 24. 4 25. 1 
เติมคํา 26. 18 27. 5 28. 25 29. 0.5 30. 0.5 31. 32 32. 6 
 33. 3 34. 5 35. 1 36. 1 37. 53 38. 6 39. 7 
 40. 44 41. 192 42. 520 43. 6 44. 10 45. 7 46. 37 
 47. 7 48. 0 49. 5 50. 2 

 
(เฉลยวิธีคิด จะมาในรุ่นถัดไปคร้าบ) 
 
 
 
 
 
 



ข้อสอบ PAT ก.ค.53 (ฉบับท่ี 5) 
 
ตอนที่ 1  ข้อสอบแบบระบายตัวเลือก  (จํานวน 25 ขอ้) 
 
1. กําหนดให้ p, q, r และ s เป็นประพจน์ที่ 

  (p q) (r s) มีค่าความจริงเป็นเท็จ และ p r  มีค่าความจริงเป็นจริง 
ประพจน์ในข้อใดมีค่าความจริงเป็นจริง 
 1.   (q p) (q r)   2.   q [p (q ~ r)]  
 3.   (p s) (r q)    4.    (r s) [q (p r)]  
 
2. กําหนดเอกภพสัมพัทธ์คือ { 1, 0, 1}  
ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1.     x y [ x y 2 0 ]  มีค่าความจริงเป็นจริง 
 2.   x y [ x y 0 ]>  มีค่าความจริงเป็นเท็จ 
 3.    x y [ x y 1 ]  มีค่าความจริงเป็นเท็จ 
 4.    x y [ x y 1 ]  มีค่าความจริงเป็นเท็จ 
 
3. ให้     A { , { }, { , { }}}  และ P(A) เป็นเพาเวอร์เซตของเซต A 
ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1. จํานวนสมาชิกของ P(A) เท่ากับ 16 
 2. จํานวนสมาชิกของ   P(A) { , { }}  เท่ากับ 7 
 3.       { , { , { }}} P(A) { , { }}  
 4.    { , { }, {{ }}} P(A) 
 
4. ให้ R  แทนเซตของจํานวนจริง 

ถ้า 
 

  
 

1 x 2
A { x | 1}

x x 3
R  แล้ว A [0, 1) เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1.  
1 2{ x | x }3 3    2.  

1{ x | x 1}3  

 3.  
2{ x | x 1}3    4.  

2 3{ x | x }3 2  

 
5. ให้ f และ g เป็นฟังก์ชัน ซ่ึงมีโดเมนและเรนจ์เป็นสับเซตของเซตของจํานวนจริง โดยที่ 

     



x 3f(x) x 6  และ  




1 6x(f g)(x) x 1  

ถ้า g(a) 2  แล้ว a อยู่ในช่วงใดต่อไปน้ี 
 1. [ 1, 1)       2. [1, 3)  3. [3, 5)        4. [5, 7) 
 
 

(โจทย์ข้อสอบ PAT ฉบับท่ี 1–7 นํามาจากต้นฉบับที่เผยแพร่โดย สทศ. ผู้เป็นเจ้าของลิขสิทธ์ิครับ) 
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6. กําหนดให้ x เป็นจํานวนจริง 

ถ้า 
arcsin x 4  แล้ว ค่าของ 

 2sin( arccos(x ))15  อยู่ในช่วงใด 

 1. 1(0, )2        2. 1 1( , )2 2
  3. 1 3( , )22

      4. 3( , 1)2  

 
7. ในรูปสามเหลี่ยม ABC ใดๆ ถ้า a, b และ c เป็นความยาวของด้านตรงข้ามมุม A, มุม B และ

มุม C ตามลําดับ แล้ว  
1 1 1cos A cos B cos Ca b c  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1.  2 2 2a b c
2abc       2.   2(a b c)

abc  3.   2(a b c)
2abc       4.  2 2 2a b c

abc  

 
8. กําหนดวงกลมรูปหนึ่งมีจุดปลายของเส้นผ่านศูนย์กลางอยูบ่นจุดศูนย์กลางและจุดโฟกัสด้านหนึ่ง
ของไฮเพอร์โบลา     2 29x 16y 90x 64y 17 0  แล้ว วงกลมดังกล่าวมีพ้ืนที่เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 25
4  ตารางหน่วย   2. 25

2  ตารางหน่วย 

 3. 4  ตารางหน่วย   4. 5  ตารางหน่วย 
 
9. รูปสามเหล่ียม ABC มีมุม ˆABC  เป็นมุมฉาก และด้านตรงข้ามมุมฉากยาว 10 หน่วย ถ้าพิกัด
ของจุด A และจุด B คือ ( 4, 3) และ ( 1, 2) ตามลําดับ แล้ว สมการเส้นตรงในข้อใดผ่านจุด C 
 1.   x 8y 27 0    2.   8x y 27 0  
 3.   4x 5y 3 0    4.    5x 4y 3 0  
 
10. พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 

     ก. 
3 4

322 3          ข. 2 3
3 1log ( ) log ( )8 2  

ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก แต่ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด แต่ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
11. ถ้า A เป็นเซตคําตอบของสมการ    2x 2 x3 28(3 ) 3 0  
และ B เป็นเซตคําตอบของสมการ    log x log(x 1) log(x 3) 
แล้ว ผลบวกของสมาชิกทั้งหมดในเซต A B  เท่ากบัข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 1       2. 2  3. 3       4. 4 
 

12. กําหนดให้  
  
 

0 1A 0 1   
  
 

1 1B 0 0  และ    
 

1 1C 0 2  

ค่าของ  t 2 tdet (2A BC B C) เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 1       2. 0  3. 2       4. 6 
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13. ถ้า sin 15  และ cos 15  เป็นคําตอบของสมการ   2x ax b 0  
แล้ว ค่าของ 4a b  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้  

 1. 1       2. 1  3. 2       4. 1 3 2  
 
14. กําหนดให้ x เป็นจํานวนจริงบวกที่สอดคล้องกับสมการ  

25x x3 9 27   

และ  2 4 6

4 6 8

(log 3)(log 5)(log 7)y (log 3)(log 5)(log 7)  

ค่าของ yx  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1.  1
8        2. 1

8   3. 27        4. 27 

 
15. ให้ 1z  และ 2z  เป็นจํานวนเชิงซ้อน 

ถ้า   1
1

3 4z i5 5   เม่ือ  2i 1   และ  1 25z 2z 5  

แล้ว 2z  เท่ากับขอ้ใดต่อไปนี้ (เม่ือ 2z  แทนสังยุค (conjugate) ของ 2z ) 

 1. 3 2i        2. 3 2i   3. 1 2i        4. 1 2i  
 
16. กําหนด u  และ v  เป็นเวกเตอร์ โดยที่  u i 3 j , v 3  และ  u v 4   
ค่าของ u v  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 6        2. 10   3. 13        4. 4 
 
17. กําหนดให้ x, y, z เป็นลําดับเรขาคณิต มีอัตราส่วนร่วมเท่ากับ r และ x y  
ถ้า x, 2y, 3z เป็นลําดับเลขคณิต แล้ว ค่า r เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1
4        2. 1

3   3. 1
2        4. 2 

 
18. กําหนดให้ R  แทนเซตของจํานวนจริง 
ถ้า f : R R  เป็นฟังก์ชัน โดยที่  f(x) ax b  เม่ือ a, b เป็นจํานวนจริง 
ถ้า f เป็นฟังก์ชันลด และ  f(f(f(f(x)))) 16x 45  
แล้ว ค่าของ a b  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 11       2. 5   3. 11       4. 5 
 
19. กําหนดให้ a และ b เป็นจํานวนจริง และให้ f เป็นฟังก์ชัน โดยที่ 

     

 
    


  



3x 1
, 1 x 1x 1

f(x) ax b , 1 x 5
5 , x 5

<

>

 

ถ้า f เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วง  ( 1, ) แล้ว ค่าของ ab เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 54        2.  7
4   3. 15       4. -10 
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20. ถ้าคะแนนสอบวิชาคณิตศาสตร์ของนักเรียน 30 คน มีคะแนนเฉล่ียเลขคณิตเท่ากับ 60 คะแนน 
และมีส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานเท่ากับ 10 
     ถ้าผลรวมของค่ามาตรฐานของคะแนนของนักเรียนกลุ่มนี้เพียง 29 คน เท่ากับ 2.5 แล้ว 
นักเรียนอีก 1 คนที่เหลือสอบได้คะแนนเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 35       2. 58  3. 60       4. 85 
 
21. มีนักเรียน 5 คน ร่วมกันบริจาคเงิน ได้เงินรวม 360 บาท ความแปรปรวน (ประชากร) เท่ากับ 
660 ถ้ามีนักเรียนเพิ่มอีก 1 คน มาร่วมบริจาคเป็นเงิน 60 บาท ความแปรปรวนจะเพิ่มขึ้นหรือ
ลดลงตรงกับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. เพ่ิมขึ้น 80      2. เพ่ิมขึ้น 90 3. ลดลง 80      4. ลดลง 90 
 
22. ในการทอดลูกเต๋า 2 ลูกพร้อมๆ กัน ความน่าจะเป็นที่ผลบวกของหน้าลูกเต๋าทั้งสองเท่ากับ 7 
หรือผลคูณของหน้าลูกเต๋าทั้งสองเท่ากับ 12 เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1
18        2. 1

6   3. 29        4. 4
9  

 
23. กําหนดให้อนุกรมต่อไปนี้ 

     


 
1000 k
k 1

A ( 1)  


 
20 2
k 3

B k  


 
100

k 1
C k  





  k
k 1

1D 2( )2  

ค่าของ   A B C D  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 7917       2. 7919  3. 7920       4. 7922 
 
24. กําหนด  48a 2 ,  36b 3  และ  24c 5  
ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 

 1.  
1 1 1
b c a       2.  

1 1 1
a b c  3.  

1 1 1
b a c       4.  

1 1 1
a c b  

 
25. พิจารณาการจัดเรียงลําดับของจํานวนคี่ 1, 3, 5, 7, 9, … ในตารางดังต่อไปนี้ 
 

แถวที่ 1 1 
แถวที่ 2 3      5 
แถวที่ 3 7       9       11 
แถวที่ 4 13      15      17      19 
แถวที่ 5  

  
จากตารางจะเหน็ว่าจํานวน 15 อยู่ตําแหน่งที่ 2 (จากซ้าย) ของแถวที่ 4 
อยากทราบว่าจาํนวน 361 จะอยู่ตําแหน่งใดในแถวที่เท่าใด 
 1. ตําแหน่งที่ 9 (จากซ้าย) ของแถวที่ 18 
 2. ตําแหน่งที่ 10 (จากซ้าย) ของแถวที่ 19 
 3. ตําแหน่งที่ 11 (จากซ้าย) ของแถวที่ 20 
 4. ตําแหน่งที่ 12 (จากซ้าย) ของแถวที่ 21 
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ตอนที่ 2  ข้อสอบแบบระบายตัวเลข  (จํานวน 25 ข้อ) 
 
26. ในการสอบวิชาภาษาไทย วิชาภาษาอังกฤษ และวิชาคณิตศาสตร์ ของโรงเรียนแห่งหนึ่ง มี
นักเรียนเข้าสอบทั้งหมด 66 คน ปรากฏว่ามีนักเรียนที่สอบตกทั้งสามวิชาจํานวน 13 คน นักเรียนที่
สอบได้ทั้งสามวิชามีจํานวน 17 คน นักเรียนที่สอบได้วิชาภาษาไทยและวิชาภาษาอังกฤษแต่สอบตก
วิชาคณิตศาสตร์มีจํานวน 10 คน นักเรียนที่สอบได้วิชาภาษาไทยและวิชาคณิตศาสตร์แต่สอบตกวิชา
ภาษาอังกฤษมีจํานวน 11 คน นักเรียนที่สอบได้เพียงวิชาเดียวมีจํานวน 6 คน 
     จาํนวนนักเรียนที่สอบได้วิชาภาษาอังกฤษและวิชาคณิตศาสตร์เท่ากับเท่าใด 
 
27. ให้ R  แทนเซตของจํานวนจริง 
ถ้า       S { x | x 1 3x 1 7x 1 }R  
และ     T { y | y 3x 1, x S }R   
แล้ว ผลบวกของสมาชิกใน T เท่ากับเท่าใด 
 
28. ให้ R  แทนเซตของจํานวนจริง 
ถ้า f1, f2, f3, f4, g และ h เป็นฟังก์ชันจาก R  ไปยัง R โดยที่ 
      1f(x) x 1 ,   2f (x) x 1 ,   2

3f (x) x 4 ,   2
4f (x) x 4  

      1 2(f (x) (f )(x) 2g) h    และ  3 4(f (x) (f )(x) 4xg) h   
ค่าของ (g )(1)h  เท่ากับเท่าใด 
 

29. ค่าของ  

 

 


 

 

 

44 44

n 1 n 1
44 44

n 1 n 1

cos n sin n

sin n cos n
 เท่ากับเท่าใด 

 
30. ให้ a, b, c, d เป็นจํานวนจริง 

ถ้า 
                 

a aa
c c

5 b 4 5 b5 63 d 1 32 d 2 2d  แล้ว ค่าของ b c  เท่ากับเท่าใด 

 
31. ให้ a, b, c, d, t เป็นจํานวนจริง 

ถ้า  
  
 

a bA c d  โดยที่  det A t 0  และ  2 1det (A t A ) 0  

แล้วค่าของ  2 1det (A t A ) เท่ากับเท่าใด 
 
32. กําหนดให้  u 2 i 5 j  และ  v i 2 j  
ให้ w  เป็นเวกเตอร์ โดยที่   u w 11  และ  v w 8  
ถ้า   เป็นมุมแหลมที่เวกเตอร์ w  ทํามุมกับเวกเตอร์ 5 i j  แล้ว   tan sin2  เท่ากับเท่าใด  
 

33. ถ้า n เป็นจํานวนเต็มบวกที่น้อยที่สุดที่ทําให้  n2 i 2( ) 12 2   เม่ือ 2i 1   

แล้ว n มีค่าเท่ากับเท่าใด 
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34. ให้ n{a }  เป็นลําดับของจํานวนจริง โดยที่ 
          2

1 2 3 n na a a a n a    สําหรับ n 1, 2, 3, ...  
ถ้า 1a 100  แล้ว 



2
nn

lim n a  มีค่าเท่ากับเท่าใด 

 
35. กําหนดให้   เป็นจํานวนจริง 

และให้ n{a }  เป็นลําดับของจํานวนจริงที่นิยามโดย  


n
n 7a n 2  สําหรับ  n 1, 2, 3,  

ถ้าผลบวก 9 พจน์แรกมีค่ามากกว่าผลบวก 7 พจน์แรกของลําดับ n{a }  เป็นจํานวนเท่ากับ 108a  
แล้ว 

 nn
lim a  มีค่าเท่ากับเท่าใด 

 
36. โรงงานผลิตตุ๊กตาแห่งหนึง่มีต้นทุนในการผลิตตุ๊กตา x ตัว โรงงานจะต้องเสียค่าใช้จ่าย 

  3 2x 450x 60,200x 10, 000  บาท ถ้าขายตุก๊ตาราคาตัวละ 200 บาท โรงงานจะต้องผลิต
ตุ๊กตากี่ตัวจึงจะได้กําไรมากที่สุด 
 
37. กําหนดให้ f (x) เป็นฟังก์ชันพหุนามกําลังสอง ถ้าความชันของเส้นสัมผัสเส้นโค้ง y f (x) ที่

จุด (1, 2) มีค่าเท่ากับ 4 และ 



2

1
f(x) dx 12  แล้ว   f( 1) f ( 1) มีค่าเท่ากับเท่าใด 

 
38. กําหนดให้ h(x) f(x)g(x) โดยที่ความชนัของเส้นสัมผัสเส้นโค้ง y f (x) ที่จุด (x, y)  เท่ากับ 

2 2x  และเส้นโค้ง y f (x) มีค่าสูงสุดสัมพัทธ์เท่ากับ 5 
ถ้า g เป็นฟังก์ชันพหุนามซ่ึงมีสมบัติ  g(2) g(2) 5  แล้ว h(2) มีค่าเท่ากับเท่าใด 
 

39. กําหนดให้ 
   

           
   

2 2

n
1 11 1 1 1n na  สําหรับ  n 1, 2, 3,  

ค่าของ   
1 2 20

1 1 1...a a a  เท่ากับเท่าใด 

 
40. ให้ k เป็นค่าคงที ่

ถ้า 




   
         

n 15 4

5n
k (n n) 3n 2 12 2lim 15 6 ... 15 ...5 5(n 2)

 แล้ว k มีค่าเท่ากับข้อใด 

 
41. มีข้อสอบปรนัย 20 ข้อ คะแนนเต็ม 50 คะแนน โดยกําหนดข้อ 1–10 ข้อละ 4 คะแนน และข้อ 
11–20 ข้อละ 1 คะแนน ถ้าหากนักเรียนตอบข้อใดถูกต้องจะได้คะแนนเต็มของข้อนั้น แต่ถ้าตอบผิด
หรือไม่ตอบจะได้คะแนน 0 คะแนน 
     จะมีกี่วิธีที่นักเรียนคนหนึ่งจะทําข้อสอบชดุนี้ได้คะแนนรวม 45 คะแนน 
 
42. กําหนดให้ A {1, 2, 3, ..., 9, 10}  จงหาจํานวนสับเซตของ A ทั้งหมดที่ประกอบด้วย 
สมาชิก 8 ตัวที่แตกต่างกัน โดยที่ผลรวมของสมาชิกทั้ง 8 ตัวเป็นพหุคูณของ 5 
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43. ในการสอบวิชาคณิตศาสตร์ของนักเรียนห้องหนึ่ง ถ้านักเรียนคนหนึ่งในห้องนี้สอบได้ 55 
คะแนน คิดเป็นคะแนนมาตรฐานได้เท่ากับ 0.5 และสัมประสิทธิ์ของการแปรผัน (coefficient of 
variation) ของคะแนนนักเรียนห้องนี้เท่ากับ 20% คะแนนเฉล่ียของนักเรียนห้องนี้เท่ากับเท่าใด 
 
44. สร้างตารางแจกแจงความถี่ของคะแนนสอบของนักเรียนกลุ่มหนึ่ง โดยให้ความกว้างของแต่ละ
อันตรภาคชั้นเป็น 10 แล้วปรากฏว่ามัธยฐานของคะแนนการสอบเท่ากับ 57 คะแนน ซ่ึงอยู่ในช่วง 
50–59 ถ้ามีนักเรียนที่สอบได้คะแนนต่ํากว่า 49.5 คะแนนอยู่จํานวน 12 คน และมีนักเรียนได้
คะแนนต่ํากว่า 59.5 คะแนนอยู่จํานวน 20 คน จงหาว่านักเรียนกลุ่มนี้มีทั้งหมดกี่คน 
 
45. กําหนดจุด 10 จุด โดยที่ระยะห่างระหว่างจุดเท่าๆกัน ดังรูป 
 
 
 
 
 
     จะต้องลบจุดออกจากภาพอย่างน้อยที่สุดกี่จุด ซ่ึงเม่ือลบออกจากภาพแล้วไม่มีสามจุดใดๆ (ที่
เหลือ) เป็นจุดยอดของสามเหล่ียมด้านเท่า 
 
46. ให้เติมจํานวนเต็มบวกลงในช่องส่ีเหล่ียม โดยให้ผลรวมของจํานวนในช่องส่ีเหล่ียมสามช่องที่
ติดกันเท่ากับ 18 
 

   7    x    8   
 

     ค่าของ x เท่ากับเท่าใด 
 
47. จากตารางที่กําหนดให้ มีช่องว่างทั้งหมด 16 ช่อง ดังรูป 
 

 หลัก(ค)   หลัก(ง) 
      

แถว(ก)  1  5  
      

แถว(ข)  x  13  
      

 

     ให้เติมจํานวนเต็มบวก 1, 2, 3, …, 16 ลงในช่องส่ีเหล่ียมช่องละ 1 จํานวน โดยให้ผลบวกของ
จํานวนในแต่ละแถว ((ก) และ (ข)) และในแต่ละหลัก ((ค) และ (ง)) มีค่าเท่าๆ กัน 
     ถ้าเติมจํานวนเต็มบวก 1, 5, 13 ดังปรากฏในตาราง แล้ว จํานวน x ในตารางเท่ากับเท่าใด 
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48. ให้เติมจํานวนเต็มบวก 1, 2, 3, 4, 5 ลงในช่องว่างในตาราง 5 5  ต่อไปนี้ 
 

 5 4   
1 3    
  5 3  
2  3 1  
    x 

โดยที่ แต่ละแถวต้องมีจํานวนเต็มบวก 1, 2, 3, 4 และ 5 
      แต่ละหลักต้องมีจํานวนเต็มบวก 1, 2, 3, 4 และ 5 
จํานวน x ในตารางเท่ากับเท่าใด 
 
49. สําหรับ a และ b เป็นจํานวนเต็มบวกใดๆ 
กําหนดให้ a b  เป็นจํานวนจริงที่มีสมบัติดังต่อไปน้ี 
   (ก)   a a a 4          (ข)   a b b a  
   (ค)   




a (a b) a b
a b b  

ค่าของ  (8 5) 100  เท่ากับเท่าใด 
 
50. พิจารณาการจัดเรียงลําดับของจํานวน 2, 5, 8, 11, 14, ... ในตารางดังต่อไปนี้ 
 

หลักที ่
1 

หลักที ่
2 

หลักที ่
3 

หลักที ่
4 

หลักที ่
5 

 2 5 8  
23 20 17 14 11 
 26 29 32  

47 44 41 38 35 
     

 

จํานวน 2012 อยู่ในหลักที่เท่าใด 
 

เฉลยคําตอบ 
 

ตัวเลือก 1. 2 2. 3 3. 4 4. 3 5. 3 6. 4 7. 1 
 8. 1 9. 2 10. 1 11. 2 12. 3 13. 3 14. 2 
 15. 4 16. 2 17. 2 18. 1 19. 4 20. 1 21. 4 
 22. 3 23. 1 24. 4 25. 2 
เติมคํา 26. 26 27. 2 28. 1 29. 2 30. 4 31. 4 32. 2 
 33. 8 34. 200 35. 2 36. (–) 37. 18 38. 10 39. 7 
 40. 25 41. 352 42. 9 43. 50 44. 36 45. 4 46. 3 
 47. 9 48. 3 49. 208 50. 2 

 
(เฉลยวิธีคิด จะมาในรุ่นถัดไปคร้าบ) 



ข้อสอบ PAT ต.ค.53 (ฉบับท่ี 6) 
 
ตอนที่ 1  ข้อสอบแบบระบายตัวเลือก  (จํานวน 25 ขอ้) 
 
1. กําหนดให้ A, B, C เป็นประพจน์ใดๆ ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1. ถ้า A B  มีค่าความจริงเป็นจริง แล้ว   (B C) (~ A C)  มีค่าความจริงเป็นเท็จ 
 2. ประพจน์    A [(A B) (B C)]  เป็นสัจนิรันดร์ 
 3. ประพจน์      [(A B) C] [(A B) (A C)]  เป็นสัจนิรันดร์ 
 4. ประพจน์   (A C) (B C) สมมูลกับประพจน์  (A B) C  
 
2. กําหนดเอกภพสัมพัทธ์คือเซตของจํานวนจริง และ 
 P(x) แทน   2(x 1) x 1 
 Q(x) แทน  x 1 2  
ข้อใดต่อไปนี้มีค่าความจริงตรงข้ามกับประพจน์   x[P(x)] x[Q(x)]  
 1.   x[~ P(x)] x[~ Q(x)]   2.   x[P(x)] x[Q(x)]  
 3.    x[P(x) Q(x)] x[P(x)]   4.    x[P(x) Q(x)] x[Q(x)]  
 
3. กําหนดให้ I  แทนเซตของจํานวนเต็ม และ P(S)  แทนเพาเวอร์เซตของเซต S 
ให้    2A { x | x 1 8 }I   และ    2B { x 3x x 2 0 }  >|I  
ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1. จํานวนสมาชิกของ P(A B) เท่ากับ 4 
 2. จํานวนสมาชิกของ  P( (A B))I  เท่ากับ 2 
 3.    P(A B) P(A) P(A B) 
 4.    P(A B) P(A B) {{0}}  
 
4. ให้ R  แทนเซตของจํานวนจริง ความสัมพันธ์ข้อใดต่อไปนี้เป็นฟังก์ชัน 
 1. ความสัมพันธ์      2

1r {(x, y) x 4 y และ xy 0 }|R R >  
 2. ความสัมพันธ์      2 2

2r {(x, y) x y 4 และ xy 0 }|R R  
 3. ความสัมพันธ์     3r {(x, y) x y 1}|R R  
 4. ความสัมพันธ์     4r {(x, y) x y 1}|R R  
 
5. ให้ N  แทนเซตของจํานวนนับ  กําหนดให้   a b a b  สําหรับ a, b N  
พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
   ก.     (a b) c a (b c) สําหรับ a, b, c N  
   ข.      a (b c) (a b) (a c)  สําหรับ a, b, c N  
ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก แต่ ข. ผิต 
 3. ก. ผิด แต่ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 

(โจทย์ข้อสอบ PAT ฉบับท่ี 1–7 นํามาจากต้นฉบับที่เผยแพร่โดย สทศ. ผู้เป็นเจ้าของลิขสิทธ์ิครับ) 
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6. ให้       2 3 4 5 6T(x) sin x cos x sin x cos x sin x cos x ...  
แล้วค่าของ 3T( )3  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 4 3 1      2. 5 3 1  3. 6 3 1      4. 7 3 1  
 
7. ให้ ABC เป็นรูปสามเหลี่ยม ดังรูป 
ถ้ามุม  ˆABC 30 ,  ˆBAC 135  และ 
AD และ AE แบ่งมุม ˆBAC  ออกเป็น 3 ส่วนเท่าๆ กัน 

แล้ว ECBC  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1
3
       2. 3   3. 1

2
       4. 2  

 
8. พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
   ก.    2 2x y 6x 4y 23  เป็นสมการวงกลมที่สัมผัสกับเส้นตรงซ่ึงมีสมการ 
เป็น   21x 20y 168 0  
   ข.   2y 16x 6y 71 เป็นสมการของพาราโบลาที่มีจุดยอดที่ ( 5, 3) และจุดโฟกัสที่ ( 1, 3) 
ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก แต่ ข. ผิต 
 3. ก. ผิด แต่ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
9. กําหนดให้ ABCD เป็นรูปส่ีเหล่ียมที่มีจุดยอดเป็น A( 2, 3)  B(2, 8)  C(4, 4) และ D(0, 3) 
พ้ืนที่ของรูปส่ีเหล่ียม ABCD เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 16 ตารางหน่วย   2. 32 ตารางหน่วย 
 3. 10 13  ตารางหน่วย   4. 26 10  ตารางหน่วย 
 
10. ถ้า a, b และ c เป็นรากของสมการ    3 2x kx 18x 2 0  เม่ือ k เป็นจํานวนจริง 

แล้ว  27
1 1 1log ( )a b c  เท่ากับขอ้ใดต่อไปนี้ 

 1. 1
9        2. 1

3   3. 23        4. 1 

 
11. เซตคําตอบของสมการ  2 3

3 27log x log x 6  ตรงกับเซตคําตอบของสมการในข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 
 

31 1 1 2
4 3 2

1log log log 0
9x 244x 29

 

 2.     2
2 22 log (x 1) log (x 14x 41) 1 

 3.       
2 2(1 x 8x 5) (2 x 8x 5)3 3 28  

 4.   3x 27
4log 3 log 3x 03  

 
 

A 

B D E C 
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12. กําหนดให้  
   

1 1A 1 1  และ  
  
 

x yB y z  ถ้า     
 

1 2 0A BA 0 4  

แล้ว ค่าของ xyz เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. –3       2. –1  3. 0       4. 1 
 
13. พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 

   ก. ถ้า z เป็นจํานวนเชิงซ้อนที่สอดคล้องกับสมการ   
  

  
2 2 i 3 4i 5 15iz 2 i 1 2i 3 i  

เม่ือ  i 1  แล้ว ค่าสัมบูรณ์ของ z เท่ากับ 37  

   ข. ถ้า x และ y เป็นจํานวนจริงที่สอดคล้องกับสมการ  


    
5 2i 10
x yi i(i 1)(i 2)(i 3)(i 4)  

แล้ว ค่าของ  x y 15  
ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก แต่ ข. ผิต 
 3. ก. ผิด แต่ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
14. กําหนดให้ u , v  และ w  เป็นเวกเตอร์ในระนาบ และ x, y เป็นจํานวนจริง 
โดยที่  u x i y j ,  v 4 i 3 j  และ  w 2 i j   
ถ้า   

2 2 2u v u v  และ  5x 5y 21 แล้ว ค่าของ u w  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 5       2. 6  3. 10       4. 14 
 
15. กําหนดให้ u , v  และ w  เป็นเวกเตอร์ในระนาบ ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1.   2(u v) (u u)(v v)>  
 2. ถ้า  2 2(u v) (u v)  แล้ว u  ตั้งฉากกับ v  
 3. ถ้า   u v w 0 , u 3 , v 4  และ w 7  แล้ว  u v 12  
 4.   

2 2 2u v u v  
 
16. กําหนดให้ n{a }  เป็นลําดับของจํานวนจริง  

โดยที่ 



 


2n

n
k 1

ka (2k 1)(2k 1)  สําหรับ n 1, 2, 3, ...  

 nn
16lim an  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 4       2. 16
3   3. 8       4. 16 

 
17. กําหนดให้ n{a }  เป็นลําดับเลขคณิต โดยมีสมบัติดังนี้ 
    (ก)  15 13a a 3  
    (ข) ผลบวก m พจน์แรกของลําดับเลขคณิตนี้ เท่ากับ 325 
และ (ค) ผลบวก 4m พจน์แรกของลําดับเลขคณิตนี้ เท่ากับ 4900 
แล้วพจน์ 2ma  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 612        2. 121
2   3. 125

2        4. 119 
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18. กําหนดให้ R  แทนเซตของจํานวนจริง 
ให้ f : R R  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที่ x 1 และให้ g เป็นฟังก์ชันที่กําหนดโดย 

   

   
  

 

x 3 2 เมื่อ x 1
x 1g(x)                            f(x) เมื่อ x 1
x 7

<

 

ถ้าฟังก์ชัน g มีความต่อเนื่องที่ x 1 แล้ว ค่าของ (g f)(1)  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 2 3       2. 2  3. 2 7       4. 7 2  
 
19. กําหนดให้ a และ b เป็นจํานวนจริง 
และให้ f เป็นฟังก์ชันพหุนาม โดยท่ี     4 3 2f(x) x 2x x ax b  

ถ้ามีฟังก์ชันพหุนาม Q(x) โดยที่  2f(x) (Q(x))  แล้ว ค่าของ 
1

0
f(x)dx  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 71
30        2. 31

30   3. 11
30       4. 1

30  

 
20. ให้ N  แทนเซตของจํานวนนับ 

สําหรับ a, b N     

 
 
 

a , a b
a b a , a b

b , a b
  และ 

 
 
 

b , a b
a b a , a b

a , a b
 

พิจารณาข้อความต่อไปนี้ สําหรับ a, b, c N  
   ก.  a b b a  
   ข.    a (b c) (a b) c  
   ค.     a (b c) (a b) (a c) 
ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1. ถูก 1 ข้อ คือข้อ ก.   2. ถูก 2 ข้อ คือข้อ ก. และ ข. 
 3. ถูก 2 ข้อ คอืข้อ ก. และ ค.  4. ถูกทั้ง 3 ข้อ คือข้อ ก. ข. และ ค. 
 
21. นักเรียนกลุ่มหนึ่งจํานวน 50 คน มีส่วนสูงแสดงดังตารางต่อไปนี้ 

ส่วนสูง (เซนติเมตร) จํานวนนักเรียน (คน) 
156 – 160 6 
161 – 165 15 
166 – 170 21 
171 – 175 8 

ให้ a เป็นค่าเฉล่ียเลขคณิตของส่วนสูง 
และ b เป็นส่วนสูง โดยที่มีจํานวนนักเรียน 75% ของนักเรียนทั้งหมดที่มีส่วนสูงน้อยกว่า b 
ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1. a 166.1 และ b 168.73   2. a 166.1 และ b 169.43  
 3. a 166.7  และ b 168.73   4. a 166.7  และ b 169.43  
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22. ในการสอบถามนักเรียนจํานวน 100 คน ปรากฏว่ามี 50 คนชอบวิชาคณิตศาสตร์, มี 40 คน
ชอบวิชาฟิสิกส์, มี 33 คนชอบวิชาภาษาอังกฤษ, มี 5 คนชอบทั้งสามวิชา, มี 10 คนชอบวิชา
ภาษาอังกฤษอย่างเดียว, มี 12 คนชอบวิชาฟิสิกส์อย่างเดียว และมี 20 คนชอบวิชาคณิตศาสตร์และ
วิชาฟิสิกส์ 
พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
   ก. ความน่าจะเป็นที่นักเรียนคนหนึ่งไม่ชอบทั้งสามวิชา เท่ากับ 0.15 
   ข. ความน่าจะเป็นที่นักเรียนคนหนึ่งชอบวิชาคณิตศาสตร์อย่างเดียว เท่ากับ 0.40 
ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก แต่ ข. ผิต 
 3. ก. ผิด แต่ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
23. พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
   ก. ในการสอบของนักเรียน 3 คน พบว่าคา่เฉล่ียเลขคณิตของคะแนนสอบเท่ากับ 80 คะแนน 
ค่ามัธยฐานเท่ากับ 75 คะแนน และพิสัยเท่ากับ 25 คะแนน คะแนนสอบของนักเรียนที่ได้คะแนน
ต่ําสุดเท่ากับ 70 คะแนน 
   ข. ข้อมูลชุดที่หนึ่งมี 5 จํานวน คือ 1 2 3 4 5x , x , x , x , x  และข้อมูลชุดที่สองมี 4 จํานวน คือ 

1 2 3 4x , x , x , x  โดยที่ค่าเฉล่ียเลขณิตของข้อมูลทั้งสองชุดเท่ากัน ถ้า a และ b เป็นส่วนเบี่ยงเบน

มาตรฐานของข้อมูลชุดที่หนึ่งและชุดที่สองตามลําดับ แล้ว 
b 5
a 2  

ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก แต่ ข. ผิต 
 3. ก. ผิด แต่ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
24. พิจารณาการบวกของจํานวนต่อไปนี้ 

               
A B
C D

E F G


 

เม่ือ A, B, C, D, E, F, G แทนเลขโดดที่แตกต่างกัน 
โดยที่ F 0  และ {A, B, C,D, E, G} {1, 2, 3, 4, 5, 6}  
ถ้าจํานวนสองหลัก AB เป็นจํานวนเฉพาะ แล้ว A B  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 4       2. 5  3. 7       4. 9 
 
25. สําหรับ a และ b เป็นจํานวนเต็มบวกใดๆ 
นิยาม a b  หมายถึง a kb  สําหรับบางจาํนวนเต็มบวก k 
ถ้า x, y และ z เป็นจํานวนเต็มบวก แล้ว ข้อใดต่อไปนี้เป็นจริง 
 1. ถ้า x y  และ y z  แล้ว  (x y) z  
 2. ถ้า x y  และ x z  แล้ว x (yz) 
 3. ถ้า x y  และ x z  แล้ว  x (y z) 
 4. ถ้า x y  แล้ว y x  
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ตอนที่ 2  ข้อสอบแบบระบายตัวเลข  (จํานวน 25 ข้อ) 
 
26. กําหนดให้ A,B และ C เป็นเซตใดๆ 
ถ้า   n(A) n(B) n(C) 301 และ   n(A B C) 102  
แล้ว  n(A B C) มีค่าอย่างน้อยเท่ากับเท่าใด 
 
27. ให้ R  แทนเซตของจํานวนจริง 
ถ้า        2 2A {x | 2x 2x 9 2 x x 3 15}R  
แล้ว ผลบวกของกําลังสองของสมาชิกในเซต A เท่ากับเท่าใด 
 
28. ให้ R  แทนเซตของจํานวนจริง 
ถ้า         2 2

2B {x | log ( x 7x 10) 3 cos( x 7) 1 1}R  
แล้ว ผลบวกของสมาชิกในเซต B เท่ากับเท่าใด 
 
29. ให้ R  แทนเซตของจํานวนจริง 
และให้      

22 (3x 4x 1)C {x | (3x 11x 7) 1}R  
จํานวนสมาชิกของเซต C เท่ากับเท่าใด 
 
30. ให้ I  แทนเซตของจํานวนเต็ม และให้ f : I I  เป็นฟังก์ชัน 
โดยที่    f(n 1) f(n) 3n 2  สําหรับ n I  
ถ้า  f( 100) 15,000  แล้ว f(0) เท่ากับเท่าใด 
 

31. ค่าของ 
 



1 1 7tan(arccot arccot arctan )5 3 9
5 12sin(arcsin arcsin )13 13

 เท่ากับเท่าใด 

 

32. กําหนดให้      n
1(sin 1 )(sin 3 )(sin5 )...(sin 89 )
2

  ค่าของ 4n เท่ากับเท่าใด 

 
33. กําหนดให้ a เป็นจํานวนจริง 
และสอดคล้องกับสมการ   5(sin a cos a) 2 sin a cos a 0.04  
ค่าของ  3 3125(sin a cos a) 75 sin a cos a  เท่ากับเท่าใด 
 
34. จุด A(1, 0) และจุด B(b, 0)  เม่ือ b 1 เป็นจุดปลายของเส้นผ่านศูนย์กลางของวงกลมวงหนึ่ง 

ถ้าเส้นตรง L ผ่านจุด ( 1, 0) และสัมผัสกับวงกลมวงนี้ มีความชันเท่ากับ 4
3  แล้ว b เท่ากับเท่าใด 

 
35. กําหนดให้ a, b, c และ d เป็นจํานวนจริงที่มากกว่า 1 
ถ้า b d(log a)(log c) 1  แล้ว ค่าของ    b c d a(log c 1) (log d 1) (log a 1) (log b 1)a b c d  เท่ากับเท่าใด 
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36. กําหนดให้ X เป็นเมทริกซ์ที่สอดคล้องกับสมการ 

   
 

                  

3 21 2 2 1 24X 1 44 3 0 1 3 3 1
 

แล้วค่าของ t tdet(2X (X X ))  เท่ากับเท่าใด 
 
37. กําหนดให้ n{a }  เป็นลําดับของจํานวนจริง 
โดยที่ 1a 2  และ 




   


n 1 2 n 1

n 1a ( )(a a a )n 1  สําหรับ n 2, 3, ...  

แล้ว ค่าของ 
   n 1 2 n

nlim a a a  เท่ากับเท่าใด 

 
38. บทนิยาม ให้ n{a }  เป็นลําดับของจํานวนจริง 
เรียกพจน์ na  ว่าพจน์คู่ ถ้า n เป็นจํานวนคู่ และเรียกพจน์ na  ว่าพจน์คี่ ถ้า n เป็นจํานวนคี่ 
     กําหนดให ้ n{a }  เป็นลําดับเลขคณิต โดยที่มีจาํนวนพจน์เป็นจํานวนคู่, ผลบวกของพจน์คี่
ทั้งหมดเท่ากับ 36 และผลบวกของพจน์คู่ทั้งหมดเท่ากับ 56 ถ้าพจน์สุดท้ายมากกว่าพจน์แรกเป็น
จํานวนเท่ากับ 38 แล้ว ลําดับเลขคณิต n{a }  นี้มีทั้งหมดกี่พจน์ 
 
39. ให้ n{b }  เป็นลําดับของจํานวนจริง 

โดยที่  1b 3  และ 





n

n 1
n

1 bb 1 b  สําหรับ n 1, 2, 3, ...  

ค่าของ 1000b  เท่ากับเท่าใด 
 

40. ค่าของ 
    


9999

4 4n 1

1
( n n 1)( n n 1)

 เท่ากับเท่าใด 

 
41. กําหนดให้     3 3 3 3

kS 1 2 3 k  สําหรับ k 1, 2, 3, ...  
ค่าของ 


   

n
1 2 3 n

1 1 1 1lim( )
S S S S

 เท่ากับเท่าใด 

 
42. ให้ R  แทนเซตของจํานวนจริง 
ให้     f {(x, y) y 3x 5}|R R  และ     g {(x, y) y 2x 1}|R R  
ถ้า a R  และ   1 1(g f )(a) 4  แล้ว (f g)(2a)  เท่ากับเท่าใด 
 
43. กําหนดให้ a, b, c, d, e, f เป็นจํานวนเต็มบวก โดยที่     a b c d e f  
ถ้าผลบวกของสองจํานวนที่แตกต่างกันในเซต {a, b, c, d, e, f}  มีทั้งหมด 15 จาํนวนคือ 37, 50, 67, 
72, 80, 89, 95, 97, 102, 110, 112, 125, 132, 147 และ 155 แล้ว ค่าของ c d  เท่ากับเท่าใด 
 
44. มีเลขโดด 3, 4, 6 และ 7 นํามาจัดเรียงสร้างจํานวน 4 หลักโดยที่แต่ละหลักไม่ซํ้ากัน 
จะมีจํานวน 4 หลักทั้งหมดกี่จํานวนที่หารด้วย 44 ไม่ลงตัว 
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45. ในการสอบวิชาคณิตศาสตร์ของนักเรียน 2 ห้อง ซ่ึงทําคะแนนเฉล่ียได้ 60 คะแนน โดยห้อง
แรกมีนักเรียนจํานวน 40 คน และห้องที่สองมีนักเรียนจํานวน 30 คน 
     ถ้าคะแนนสอบในห้องแรก เปอร์เซนไทล์ที่ 50 มีค่า 64 คะแนน และฐานนิยมมีค่า 66 
คะแนน แล้ว คะแนนเฉล่ียของนักเรียนห้องที่สองมีค่าเท่ากับเท่าใด 
 
46. ข้อมูลชุดหนึ่งมี 6 จํานวน คือ 2, 3, 6, 11, a, b 
ถ้าค่าเฉล่ียเลขคณิตของข้อมูลชุดนี้เท่ากับ 8 และค่ามัธยฐานเท่ากับ 7 แล้ว a b  เท่ากับเท่าใด 
 
47. ให้ f เป็นฟังก์ชันซ่ึงมีโดเมนและเรนจ์เป็นสับเซตของเซตของจํานวนจริง 
โดยที่   2f(2x 1) 4x 14x   ค่าของ  f(f(f (2553))) เท่ากับเท่าใด 
 
48. ถ้า    3(1 bi) 107 ki  เม่ือ b, k เป็นจํานวนจริง และ  i 1   
แล้ว k  เท่ากับเท่าใด 
 
49. ถ้าผลคูณของลําดับเรขาคณิต 3 จํานวนที่เรียงติดกันเท่ากับ 343 และผลบวก 
ของทั้งสามจํานวนนี้เท่ากับ 57 แล้ว ค่ามากที่สุดในบรรดา 3 จํานวนนี้ เท่ากับเท่าใด 
 
50. จากตารางที่กําหนดให้ มีช่องว่างทั้งหมด 9 ช่อง ดังรูป 

  7 
x   
 10 3 

ให้เติมจํานวนเต็มบวก ลงในช่องส่ีเหล่ียมช่องละ 1 จํานวน โดยให้ผลบวกของจํานวนในแต่ละแถว ใน
แต่ละหลัก และในแต่ละแนวทแยงมุม มีค่าเท่ากัน 
     ถ้าเติมจํานวนเต็มบวก 3, 7, 10 ดังปรากฏในตาราง แล้ว จํานวน x ในตารางเท่ากับเท่าใด 
 
 

เฉลยคําตอบ 
 

ตัวเลือก 1. 3 2. 2 3. 4 4. 2 5. 4 6. 3 7. 1 
 8. 4 9. 2 10. 3 11. 1 12. 1 13. 4 14. 2 
 15. 3 16. 1 17. 2 18. 4 19. 3 20. 4 21. 2 
 22. 4 23. 1 24. 3 25. 1 
เติมคํา 26. 97 27. 13 28. 3 29. 5 30. 50 31. 1 32. 178 
 33. 1 34. 17 35. 1 36. 396 37. 0 38. 20 39. 2 
 40. 9 41. 2 42. 262 43. 102 44. 22 45. 56 46. 10 
 47. 120 48. 198 49. 49 50. 4 
 

(เฉลยวิธีคิด จะมาในรุ่นถัดไปคร้าบ) 
 
 
 



ข้อสอบ PAT มี.ค.54 (ฉบับท่ี 7) 
 
ตอนที่ 1  ข้อสอบแบบระบายตัวเลือก  (จํานวน 25 ขอ้) 
 
1. กําหนดให้ p, q และ r เป็นประพจน์ โดยที่  p (q r) , r ~p  และ p มีค่าความจริงเป็นจริง 
ประพจน์ในข้อใดต่อไปนี้มีค่าความจริงเป็นเท็จ 
 1.    [p (q ~r)] ~(q r)  2.     [p (r q)] [(r p) q]  
 3.     [p ~(r q)] [r (p q)]   4.     [p ~(q r)] [r (p q)]  
 
2. กําหนดเอกภพสัมพัทธ์ คือ ช่วงเปิด  ( , )4 2  
พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
   (ก) ค่าความจริงของ  sin x cos xx [(cos x) (sin x) ]  เป็นจริง 
   (ข) ค่าความจริงของ  cos x cos xx [(cos x) (sin x) ] เป็นเท็จ 
ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1. (ก) ถูก และ (ข) ถูก   2. (ก) ถูก แต่ (ข) ผิต 
 3. (ก) ผิด แต่ (ข) ถูก   4. (ก) ผิด และ (ข) ผิด 
 
3. กําหนดให้       4 2 2r {(x, y) | 25x 16y 2 10x 8y}R R  
เม่ือ R  แทนเซตของจํานวนจริง  พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
   (ก) r ไม่เป็นฟังก์ชัน   (ข) r rRD  
ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1. (ก) ถูก และ (ข) ถูก   2. (ก) ถูก แต่ (ข) ผิต 
 3. (ก) ผิด แต่ (ข) ถูก   4. (ก) ผิด และ (ข) ผิด 
 
4. กําหนดให้ x, y และ z เป็นจํานวนจริงบวกที่สอดคล้องกับระบบสมการ 

           
1 1xyz 2, x 32, y 81z x   และ  

1 pz y q  

เม่ือ p และ q เป็นจํานวนเต็มบวกโดยที่ ห.ร.ม. ของ p และ q เท่ากับ 1 
แล้ว ค่าของ p q  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 3,925      2. 4,832  3. 4,951      4. 5,182 
 
 
 
 
 
 
 
 

(โจทย์ข้อสอบ PAT ฉบับท่ี 1–7 นํามาจากต้นฉบับที่เผยแพร่โดย สทศ. ผู้เป็นเจ้าของลิขสิทธ์ิครับ) 
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5. ให้ R  แทนเซตของจํานวนจริง และให้ f : R R  เป็นฟังก์ชัน 

ที่มีสมบัติสอดคล้องกับ 



1 xf( ) x1 x  สําหรับทุกจํานวนจริง  x 1  

ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1.  f(f(x)) x  สําหรับทุกจาํนวนจริง x 

 2. 
 


1 xf( x) f( )1 x  สําหรับทุกจํานวนจริง x 1 

 3. 
1f( ) f(x)x  สําหรับทุกจํานวนจริง x 0  

 4.     f( 2 x) 2 f(x) สําหรับทุกจํานวนจริง x 
 
6. ให้ ABC เป็นรูปสามเหลี่ยม โดยที่ 

3sin A 5  และ 
5cos B 13  

ค่าของ cos C  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 16
65        2.  16

65   3. 48
65        4.  33

65  

 
7. ค่าของ   cot (arccot 7 arccot 13 arccot 21 arccot 31)  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 11

4        2. 13
4   3. 92        4. 252  

 
8. ให้เส้นตรง   x y 2 0  ตัดกับวงกลม     2 2x y 6x 4y 4 0  ที่จุด A และจุด B 
ถ้า (a, b)  เป็นจุดโฟกัสของพาราโบลาซ่ึงมีเส้นตรง y 2  เป็นแกนของพาราโบลา 
และพาราโบลาน้ีผ่านจุด A และจุด B แล้ว a b  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 11
4        2. 94   3. 7

4        4. 54  

 
9. พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
   (ก) ไฮเพอร์โบลา     2 24x 25y 24x 100y 164 0  มีจุดยอดอยู่ที่จุดยอดของวงรี 

    2 24x 25y 24x 100y 36 0  และมีแกนสังยุคยาวเท่ากับแกนโทของวงรี 
   (ข) วงรี     2 24x 25y 24x 100y 36 0  มีจุดยอดจุดหนึ่งอยู่บนพาราโบลา 

   2y 4y 4x 12 0  
ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1. (ก) ถูก และ (ข) ถูก   2. (ก) ถูก แต่ (ข) ผิต 
 3. (ก) ผิด แต่ (ข) ถูก   4. (ก) ผิด และ (ข) ผิด 
 
10. ถ้า A แทนเซตคําตอบของ    1/2 3

3 1/ 32(log x 1) log x 4 0  
แล้ว เซต A เป็นสับเซตของช่วงใดต่อไปนี้ 
 1. (0, 3)       2. (1, 4)  3. (2,5)       4. (2, 9) 
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11. ให้ R  แทนเซตของจํานวนจริง 

       
22x 3x 7 2x 111 1A {x | ( ) ( ) }2 4R       

 


2x 6x 5B {x | 0}x 1R >  

 A'B  เป็นสับเซตของเซตในข้อใดต่อไปนี้ 
 1.   {x | 1 x 0}R <    2.   {x | 1 x 2}R <  
 3.  {x | 0 x 1}R <    4.  {x | 0 x 3}R <  
 

12. กําหนดให้ x เป็นจํานวนเต็ม และ  
  
 

2x 1A x x  เป็นเมทริกซ์ที่มี det A 3  

ถ้า B เป็นเมทริกซ์มิติ 2 2  โดยที่  1BA BA 2I  เม่ือ I เป็นเมทริกซ์เอกลักษณ์การคูณมิติ 
2 2  แล้ว ค่าของ det B  อยู่ในช่วงใดต่อไปนี้ 

 1. [1, 2]        2. [ 1, 0]   3. [0, 1]        4.  [ 2, 1]  
 
13. กําหนดให้ a, b และ z เป็นจํานวนเชิงซ้อน โดยที่  a b , a 1 และ b 1 
ถ้า   az b bz a  แล้ว z  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 1       2. 2  3. 3       4. 4 
 
14. ถ้า  x 1 i  เป็นตัวประกอบของพหุนาม    3 2P(x) x ax 4x b  เม่ือ a และ b เป็น
จํานวนจริง แล้ว ค่าของ 2 2a b  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 17       2. 13  3. 8       4. 5 
 
15. กําหนดให้ u  และ v  เป็นเวกเตอร์ใดๆ โดยที่ u 1 , v 3  และ u  ทํามุม 60  กับ v  

ค่าของ 




u v
2u v

 เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 13
19        2. 13

7   3. 1       4. 7
19  

 
16. กําหนดให้ n{a }  เป็นลําดับของจํานวนจริง โดยที่ 


 2

n 1 na n a  สําหรับ n 1, 2, 3, ...  
ค่าของ 1a  ที่ทําให้ 101a 5100  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 50       2. 25  3. 1       4. 0 
 
17. กําหนดให้ 4 พจน์แรกของลําดับเลขคณิตคือ   2a 1, 2b 1, 3b a  และ a 3b  เม่ือ a และ 
b เป็นจํานวนจริง พจน์ที่ 1000 ของลําดับเลขคณิตนี้เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 3,997       2. 3,999  3. 4,001       4. 4,003 
 

18. ค่าของ 


 3 2

2x 0
x x xlim

x
 เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1.  1
2        2. 1

2   3. 1       4. 1 
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19. กําหนดให้ f เป็นฟังก์ชันพหุนามที่มี   f (x) ax b  เม่ือ a และ b เป็นจํานวนจริง 
ถ้า f(0) 2 และกราฟของ f มีจุดต่ําสุดสัมพัทธ์ที่ (1, 5) แล้ว 2a 3b  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. –12       2. 20  3. 42       4. 48 
 
20. กําหนดให้ R  แทนเซตของจํานวนจริง 

ให้ g : R R  เป็นฟังก์ชันกําหนดโดย 

1g(x) 2x 3  เม่ือ  

3
2x  

ถ้า f : R R  เป็นฟังก์ชันที่ (f g)(x) x  สําหรับทุกจํานวนจริง x 

แล้ว  1f ( )2  เท่ากับขอ้ใดต่อไปนี้ 

 1.  1
2        2. 1

2   3. 8        4. 8 

 
21. โยนเหรียญบาท (เที่ยงตรง) หนึ่งเหรียญ จํานวน 10 คร้ัง 
ความน่าจะเป็นที่ได้หัวอย่างน้อย 2 คร้ังติดกัน เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1. 193
512        2. 314

512   3. 9
64        4. 5564  

 
22. มีถุงยังชีพ 5 ถุง ต้องการแจกให้ครอบครัวที่ถูกน้ําท่วม 4 ครอบครัว ครอบครัวละไม่เกิน 2 ถุง 
ความน่าจะเป็นที่ครอบครัวของสมชายซ่ึงเป็นหนึ่งในส่ีครอบครัวนั้นไม่ได้รับของแจกเลย เท่ากับข้อใด
ต่อไปนี้ 
 1. 0.15        2. 0.2   3. 0.4       4. 0.6 
 
23. ในการสอบคณิตศาสตร์คะแนนเต็ม 60 คะแนน มีนักเรียนเข้าสอบ 30 คน นาย ก เป็น
นักเรียนคนหนึ่งที่เข้าสอบในคร้ังนี้ นาย ก สอบได้ 53 คะแนนและมีจํานวนนักเรียนที่มีคะแนนสอบ
น้อยกว่า 53 คะแนนอยู่ 27 คน 
   ถ้ามีการจัดกลุ่มคะแนนสอบเป็นช่วงคะแนนโดยมีอันตรภาคชั้นกว้างเท่าๆ กัน คะแนนสอบของ
นาย ก อยู่ในชว่งคะแนน 51–60 จํานวนนักเรียนที่สอบได้คะแนนในช่วงคะแนน 51–60 นี้มีทั้งหมด
กี่คน 
 1. 3       2. 4  3. 5       4. 9 
 
24. กําหนดตารางแสดงพ้ืนที่ใต้โค้งปกติมาตรฐาน ที่อยู่ระหว่าง 0 ถึง z 

z 1.14 1.24 1.34 1.44 
พื้นท่ี 0.373 0.392 0.410 0.425 

ความสูงของนักเรียน 2 กลุ่มมีการแจกแจงปกติดังนี้ 
กลุ่ม ค่าเฉล่ียเลขคณิต ส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐาน 

นักเรียนหญิง 158 เซนติเมตร 4 เซนติเมตร 
นักเรียนชาย 169.06 เซนติเมตร 5 เซนติเมตร 

 
ถ้านักเรียนหญิงคนหนึ่งมีความสูงตรงกับเปอร์เซนไทล์ที่ 91 ของกลุ่มนักเรียนหญิงนี้ แล้ว จํานวน
นักเรียนชายที่มีความสูงน้อยกว่าความสูงของนักเรียนหญิงคนน้ี คิดเป็นร้อยละเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1. 12.7       2. 11.4  3. 10.7       4. 9.4 
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25. บริษัทผลิตหลอดไฟต้องการรับประกันคุณภาพผลิตภัณฑ์ของบริษัท โดยจะเปลี่ยนเป็นหลอดใหม่
ถ้าหลอดเดิมชํารุด บริษัทจะรับประกันไม่เกิน 4.1% ของจํานวนที่ผลิต หลอดไฟมีอายุใช้งานเฉล่ีย 
2500 ชั่วโมง มีสัมประสิทธิ์ของความแปรผันเท่ากับ 0.20 ถ้าคาดว่าตามปกติคนจะใช้หลอดไฟวันละ 
5 ชั่วโมง บริษัทนี้ควรกําหนดเวลาประกันมากที่สุดกี่วัน 
   กําหนดตารางแสดงพ้ืนที่ใต้โค้งปกติมาตรฐาน ที่อยู่ระหว่าง 0 ถึง z 

z 1.34 1.44 1.54 1.74 1.84 
พื้นท่ี 0.410 0.425 0.438 0.459 0.467 

 1. 362 วัน      2. 352 วัน  3. 346 วัน      4. 326 วัน 
 
 

ตอนที่ 2  ข้อสอบแบบระบายตัวเลข  (จํานวน 25 ข้อ) 
 
26. โรงเรียนแห่งหนึ่งมีนักเรียนจํานวน 750 คน พบว่ามีนักเรียนจํานวน 30 คนไม่เล่นกีฬาเลย 
นอกนั้นเล่นกีฬาอย่างน้อยหนึ่งประเภทคือ ปิงปอง แบดมินตัน เทนนิส 
   จากการสํารวจเฉพาะกลุ่มนักเรียนที่เล่นกีฬา พบว่ามีนักเรียนจํานวน 630 คนเล่นกีฬาเพียง
ประเภทเดียวเท่านั้น, มีนักเรียน 30 คนเล่นเทนนิสและปิงปอง, มีนักเรียน 50 คนเล่นปิงปองและ
แบดมินตัน, มีนักเรียน 40 คนเล่นเทนนิสและแบดมินตัน, มีนักเรียนไม่เล่นเทนนิสจํานวน 250 คน 
   จงหาว่ามีนักเรียนกี่คนที่เล่นเทนนิสเพียงอย่างเดียว 
 
27. กําหนดให้ A, B และ C เป็นเซตจํากัด โดยที่  2n(P(A)) log 4 ,  5log 256n(P(B)) ( 5)  
และ   92 log 32n(P(A B)) 3  เม่ือ P(S)  แทนพาวเวอร์เซตของเซต S 
จงหาค่าของ n(P(A) P(B)) 
 

28. กําหนดให้ I  แทนเซตของจํานวนเต็ม และให้   


 

4 2 2

5 2
x 2x a x 75f(x)
x b x 270

 เม่ือ a, b I  

ถ้า   A {(a, b) | f(3) 0}I I   และ      2 2B {(a, b) | a 2ab b 3}I I  
แล้ว จํานวนสมาชิกของเซต A B  เท่ากับเท่าใด 
 
29. ให้ R  แทนเซตของจํานวนจริง 
ถ้า     2x x 1 2xA {x | 3 34(15 ) 5 0}R  

และ      5 5
1/ x 1B {x | log (5 125) log 6 1 }2xR  

แล้ว จํานวนสมาชิกของเซต A B  เท่ากับเท่าใด 
 
30. ค่าของ         2 2 2log (1 tan 1 ) log (1 tan2 ) log (1 tan 44 ) เท่ากับเท่าใด 
 
31. ถ้า d เป็นจํานวนเต็มบวกที่มากกว่า 1 และจํานวน 3456, 2561 และ 1308 หารด้วย d 
มีเศษเหลือเท่ากันคือ r แล้ว d r  เท่ากับเท่าใด 
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32. กําหนดให้ ABC เป็นรูปสามเหล่ียมใดๆ 
มีความยาวตรงข้ามมุม A, B และ C เป็น a, b และ c หน่วยตามลําดับ 
ถ้า  2 2 2a b 31c  แล้ว ค่าของ 3 tan C(cot A cot B)  เท่ากับเท่าใด 
 

33. ให้ A เป็นเซตคําตอบของ 
xcos x cos( )4  

จํานวนสมาชิกในเซต  A (0,24 ) เท่ากับเท่าใด 
 
34. กําหนดให้  a tan60  และ A(a, 3) , B(7, 8) และ C( 4, 9) เป็นจุดยอดของรูปสามเหลี่ยมที่
มีมุม A เป็นมุมฉาก ให้ L เป็นสมการเส้นตรงที่ผ่านจุด A และจุด B 
   จงหาจํานวนเต็มบวก k ที่นอ้ยที่สุด ที่ทําให้พาราโบลา  2ky x 2k  มีจุดร่วมกับเส้นตรง L 
เพียงจุดเดียว 
 
35. กําหนดให้ 1z  และ 2z  เป็นจํานวนเชิงซ้อน โดยที่   1 1 2z z z 3  และ  1 2z z 3 3  

ค่าของ 



1 2

1 2 1 2

11z 5z
z z z z

 เท่ากับเท่าใด ( z  แทนสังยุค (conjugate) ของ z) 

 
36. กําหนดให้ A(a, b), B(4, 6) และ C(1, 4) เป็นจุดยอดของรูปสามเหล่ียม ABC 
ถ้า P เป็นจุดบนด้าน AB ซ่ึงอยู่ห่างจากจุด A เท่ากับ 3

5  ของระยะระหว่าง A และ B 
และเวกเตอร์  

  
CP i 2j  แล้ว a b  เท่ากับเท่าใด 

 

37. กําหนดให้ 
   

  

cosec 10 3A sec 10 1 , 
    

  

2
2

cos 70 sin 40B 0 cos 50  

และ 
   

   

2
2

cos 20 0c sin 80 cos 10   ค่าของ det[A(B C)] เท่ากับเท่าใด 

 
38. จงหาผลคณูของค่าสูงสุดและค่าต่ําสุดของฟังก์ชัน   f(x, y) x y 2  ภายใต้เงื่อนไขข้อจํากัด
ต่อไปนี้  (1) x 2y 8>      (2) 5x 2y 20>      (3) x 4y 22<  
         (4) x 1>           (5) 1 y 8< <  
 
39. ให้ a, b, c เป็นจํานวนจริง โดยที่ 2a, 3b, 4c เป็นลําดับเรขาคณิต 

และ 1 1 1, ,a b c  เป็นลําดับเลขคณิต ค่าของ 
a c
c a  เท่ากับเท่าใด 

 
40. กําหนดให้ n{a }  เป็นลําดับของจํานวนจริง โดยที ่ 1a 1  
และ n n 1a 1 a <  และ  n 5 na a 5<  สําหรับ n 1, 2, 3, ...  

แล้ว ค่าของ 
 

 
   

 

n

kn k 1

1lim (a 6 k)n  เท่ากับเท่าใด 
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41. กําหนดให้ R  แทนเซตของจํานวนจริง 
ถ้า f : R R  เป็นฟังก์ชัน โดยที่     2x f(x) f(1 x) 2x x  เม่ือ x R  

แล้ว ค่าของ 



54

x 25
(x f(x)) เท่ากับเท่าใด 

 
42. กําหนดให้ R  แทนเซตของจํานวนจริง 
ถ้า f : R R  และ g : R R  เป็นฟังก์ชันที่หาอนพัุนธ์ได้ทุก x R  
โดยที่   2g(x) x 2x 5 ,      6 4 3 2(g )(x) x 2x 2x x 2x 5f  และ f(0) 0  
ค่าของ    (f g)(1) (g f )(0)   เท่ากับเท่าใด 
 
43. กําหนดให้เส้นโค้ง y f(x)  สัมผัสกับเส้นตรง   2x y 3 0  ที่จุด (0, 3) 
และ 2

0 f (x)dx 3    

ถ้า  g(x) x 2 f(x) และ  g(2) 0  แล้ว f(2)  เท่ากับเท่าใด 
 

44. กําหนดให้ 
 


    
 

x 3 เม่ือ x 3f(x)  2x 10 x 13
a เม่ือ x 3

 โดยที่ a เป็นจํานวนจริง 

ถ้า f เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที่จุด x 3  แล้ว a เท่ากับเท่าใด 
 
45. จงหาจาํนวนสับเซต 1 2 3{a , a a },  ของเซต {1, 2, 3, ..., 14}  ทั้งหมด 
ที่สอดคล้องกับ 2 1a a 3>  และ 3 2a a 3>  
 
46. ถ้า S เป็นผลบวกของจํานวนเต็มบวกทั้งหมดที่สร้างมาจากเลขโดด 1, 2, 3  หรือ 4 
โดยที่ตัวเลขในแต่ละหลักไม่ซํ้ากัน แล้ว เศษเหลือจากการหาร S ด้วย 9 เท่ากับเท่าใด 
 
47. ข้อมูลความสูง (เซนติเมตร) และนํ้าหนัก (กิโลกรัม) ของนักเรียนหญิง 4 คนเป็นดังนี้ 

นักเรียนหญิง คนที่ 1 คนที่ 2 คนที่ 3 คนที่ 4 
ความสูง 

(เซนติเมตร) 150 152 154 156 

นํ้าหนัก 
(กิโลกรัม) 45 45 48 50 

ถ้าส่วนสูงและน้ําหนักของนักเรียนมีความสัมพันธ์เชิงฟังก์ชันเป็นเส้นตรง  y a 0.9x  เม่ือ x เป็น
ส่วนสูง และ y เป็นน้ําหนัก แล้ว นักเรียนที่มีส่วนสูง 155 เซนติเมตรจะมีน้ําหนักกี่กิโลกรัม 
 
48. กําหนดให้ I  แทนเซตของจํานวนเต็ม ถ้า f : I I  เป็นฟังก์ชันที่มีสมบัติดังนี้ 
   (1) f(1) 1     (2)  f(2x) 4f(x) 6  
   (3)    f(x 2) f(x) 12x 12  
แล้ว ค่าของ f(7) f(16) เท่ากับเท่าใด 
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49. กําหนดให้ a, b, c เป็นจํานวนจริง 
นิยาม    2 2x y ax by cxy  สําหรับจํานวนจริง x, y ใดๆ 
ถ้า    1 2 3, 2 3 4  และมีจํานวนจริง d 0  โดยที่  x d x  สําหรับทุกจํานวนจริง x 
แล้ว ค่าของ   a 2b 3c 4d  เท่ากับเท่าใด 
 
50. กําหนดให้ a, b {0, 1, 2, ..., 9}  และ 1a5, 6b9 เป็นจํานวนสามหลัก 
ถ้า  6b9 1a5 454  และ 6b9 หารด้วย 9 ลงตัว แล้ว a b  เท่ากับเท่าใด 
 
 

เฉลยคําตอบ 
 

ตัวเลือก 1. 3 2. 2 3. 3 4. 3 5. 4 6. 1 7. 2 
 8. 4 9. 1 10. 4 11. 2 12. 3 13. 1 14. 2 
 15. 2 16. 1 17. 3 18. 1 19. 3 20. 4 21. 4 
 22. 1 23. 2 24. 1 25. 4 
เติมคํา 26. 415 27. 18 28. 8 29. 4 30. 22 31. 234 32. 0.2 
 33. 20 34. 4 35. 2 36. 3 37. 3 38. 157.5 39. 2.5 
 40. 6 41. 30 42. 1 43. 8 44. 8 45. 120 46. 4 
 47. 48.8 48. 911 49. (–) 50. 11 

 
(เฉลยวิธีคิด จะมาในรุ่นถัดไปคร้าบ) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



ข้อสอบ PAT ธ.ค.54 (ฉบับท่ี 8) 
 
ตัวเลือก 1. 4 2. 1 3. 2 4. 2 5. 1 6. 1 7. 3 
 8. 2 9. 4 10. 1 11. 3 12. 4 13. 3 14. 2 
 15. 4 16. 4 17. 2 18. 1 19. 3 20. 4 21. 2 
 22. 3 23. 2 24. 1 25. 4 
เติมคํา 26. 16 27. 4 28. 3 29. 1.35 30. 2 31. 8 32. 5 
 33. 93 34. 5 35. 115 36. 2 37. 10 38. 63 39. 18 
 40. 6 41. 27.25 42. 1.5 43. 4 44. 1001 45. 204 46. 5.6 
 47. 387 48. 80 49. 840 50. 7 
(เฉลยวิธีคิด จะมาในรุ่นถัดไปครับ) 
 

ข้อสอบ PAT มี.ค.55 (ฉบับท่ี 9) 
 
ตัวเลือก 1. 2 2. 3 3. 1 4. 4 5. 2 6. 4 7. 1 
 8. 3 9. 2 10. 1 11. 3 12. 3 13. 1 14. 3 
 15. 1 16. 2 17. 4 18. 2 19. 3 20. 2 21. 4 
 22. 1 23. 4 24. 2 25. 4 
เติมคํา 26. 25 27. 6 28. 6 29. 1 30. 48 31. 135 32. 5 
 33. 10 34. 166.25 35. 1 36. 24.96 37. 990 38. 763 39. 4 
 40. 3 41. 22 42. 22 43. 0.9 44. 43.5 45. 33   46. 264 
 47. 343 48. 15 49. 9 50. 6       (ข้อ 46. ยังไม่ชัวร์ว่าตีความถูกหรือไม่) 
(เฉลยวิธีคิด จะมาในรุ่นถัดไปครับ) 
 

ข้อสอบ PAT ต.ค.55 (ฉบับท่ี 10) 
 
ตัวเลือก 1. 2 2. 3 3. 1 4. 2 5. 3 6. 4 7. 2 
 8. 3 9. 1 10. (4) 11. 2 12. 1 13. 4 14. 2 
 15. (4) 16. 3 17. 4 18. 3 19. 2 20. 1 21. 3 
 22. 4 23. 1 24. 1 25. 3 
เติมคํา 26. 128 27. 11 28. 2 29. 6 30. 10.5 31. 14.5 32. 3 
 33. 320 34. 2.25 35. 2 36. 4840 37. 2.25 38. 3     39. 157 
 40. 8.2 41. 106 42. 6657 43. 108 44. 6 45. 0.14  46. 134 
 47. 61 48. 28 49. 36 50. 13 
(เฉลยวิธีคิด จะมาในรุ่นถัดไปครับ) 
 
 

(ข้อสอบ PAT ฉบับท่ี 8–18 เจ้าของลิขสิทธ์ิ สทศ. ไม่อนุญาตให้เผยแพร่ ผู้อ่านต้องสบืหาเองนะครับ) 
ป.ล. เฉลยทั้งหมดนี้อิงจากข้อจริง ถ้าท่านมีฉบับจํามาหรือฉบับดัดแปลง อาจเฉลยต่างกันบางข้อครับ 
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ข้อสอบ PAT มี.ค.56 (ฉบับท่ี 11) 
 
ตัวเลือก 1. 2 2. 1 3. 2 4. 3 5. 4 6. 3 7. 1 
 8. 4 9. 1 10. 3 11. 2 12. 3 13. 4 14. 2 
 15. 4 16. 2 17. 4 18. 1 19. 4 20. 2 21. 1 
 22. 3 23. 1 24. 2 25. 3 
เติมคํา 26. 7 27. (20) 28. 373 29. 5 30. 4 31. 162 32. 2 
 33. 2 34. 16 35. 11 36. 205 37. 3 38. 24   39. 354 
 40. 168 41. 42 42. 5927 43. 396 44. 135 45. 200 46. 20 
 47. 12 48. 10 49. 6 50. 4 
(เฉลยวิธีคิด จะมาในรุ่นถัดไปครับ) 
 

ข้อสอบ PAT มี.ค.57 (ฉบับท่ี 12) 
 
ตัวเลือก 1. 3 2. 3 3. 1 4. 2 5. 3 6. 3 7. 1 
 8. 2 9. 4 10. 3 11. 1 12. 4 13. 1 14. 4 
 15. 2 16. 4 17. 2 18. 4 19. 3 20. 3 21. 2 
 22. 3 23. 4 24. 2 25. 1 26. 4 27. 2 28. 1 
 29. 4 30. 2 
เติมคํา 31. 4 32. 5 33. 2 34. 5 35. 3 36. 153 37. 3 
 38. 12 39. 8 40. 21 41. 15.87 42. 100 43. 721 44. 22 
 45. 152 
(เฉลยวิธีคิด จะมาในรุ่นถัดไปครับ) 
 

ข้อสอบ PAT เม.ย.57 (ฉบับท่ี 13) 
 
ตัวเลือก 1. 3 2. 2 3. 1 4. 4 5. 3 6. 1 7. 3 
 8. 1 9. (4) 10. 1 11. 3 12. 2 13. 2 14. 1 
 15. 3 16. 1 17. 2 18. 3 19. 2 20. 4 21. 4 
 22. 1 23. 1 24. 3 25. 4 26. 4 27. 2 28. 2 
 29. 3 30. 4 
เติมคํา 31. 5 32. 54 33. 681 34. 3 35. 9 36. 500  37. 1704 
 38. 340 39. 109 40. 7 41. 38 42. 634 43. 35  44. 2750 
 45. 384 
(เฉลยวิธีคิด จะมาในรุ่นถัดไปครับ) 
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ข้อสอบ PAT พ.ย.57 (ฉบับท่ี 14) 
 
ตัวเลือก 1. 3 2. 3 3. 2 4. 3 5. 2 6. 2 7. 1 
 8. 4 9. 2 10. 3 11. 1 12. 4 13. (2) 14. 4 
 15. 4 16. 3 17. 1 18. 1 19. 4 20. 2 21. 3 
 22. 4 23. 4 24. 3 25. 4 26. 4 27. 3 28. 1 
 29. 2 30. 1 
เติมคํา 31. 7 32. 169 33. 3 34. 66 35. 201 36. 3     37. 270 
 38. 14 39. 11 40. 55 41. 34.5 42. 36 43. 3.5 44. 4 
 45. 1277 
 

ข้อสอบ PAT มี.ค.58 (ฉบับท่ี 15) 
 
ตัวเลือก 1. 2 2. 1 3. 2 4. 3 5. 2 6. 4 7. 1 
 8. 4 9. 3 10. 1 11. 1 12. 4 13. 1 14. 4 
 15. 3 16. 3 17. 4 18. 1 19. 4 20. 2 21. 2 
 22. 3 23. 3 24. 1 25. (3) 26. 2 27. 1 28. 2 
 29. 4 30. 3 
เติมคํา 31. (8) 32. 181 33. 4.5 34. 16 35. 35 36. (26) 37. 4 
 38. 3.97 39. 112 40. 132 41. 15 42. 8 43. 1806 44. 0.5 
 45. 60 
(ฉบับนี้ยังไม่พิมพ์วิธีคิดเนื่องจากผมยังไม่เห็นฉบับจริงครับ ท่านใดมีรูปถ่ายช่วยแบ่งให้บ้างนะคร้าบ) 
 

ข้อสอบ PAT ต.ค.58 (ฉบับท่ี 16) 
 
ตัวเลือก 1. 2 2. 5 3. 3 4. 2 5. 5 6. 4 7. 4 
 8. 2 9. 3 10. 5 11. 3 12. 3 13. 1 14. 1 
 15. 2 16. 4 17. 3 18. 4 19. 2 20. 3 21. 1 
 22. 4 23. 5 24. 4 25. 5 26. 4 27. 3 28. 1 
 29. 2 30. 1 
เติมคํา 31. (230) 32. 126 33. 5 34. 9.25 35. 32 36. 68 37. (–) 
 38. 160 39. 3 40. 117 41. 4 42. 1.5 43. 2    44. 78.7 
 45. 429 
(เฉลยวิธีคิด จะมาในรุ่นถัดไปครับ) 
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ข้อสอบ PAT มี.ค.59 (ฉบับท่ี 17) 
 
ตัวเลือก 1. 1 2. 3 3. 4 4. 1 5. 2 6. 5 7. 2 
 8. 1 9. 4 10. 2 11. 5 12. 3 13. 3 14. 4 
 15. 1 16. 3 17. 1 18. 4 19. 2 20. 5 21. 4 
 22. 3 23. 5 24. 1 25. 5 26. 2 27. 2 28. 1 
 29. 5 30. 5 
เติมคํา 31. 34 32. 45 33. 5 34. 3 35. 97.2 36. 641 37. 61 
 38. 0.75 39. 3 40. 48 41. 20 42. 9 43. 396 44. 3 
 45. 70 
(เฉลยวิธีคิด จะมาในรุ่นถัดไปครับ) 
 

ข้อสอบ PAT ต.ค.59 (ฉบับท่ี 18) 
 
ตัวเลือก 1. 1 2. 2 3. 3 4. 5 5. 1 6. 3 7. 2 
 8. 4 9. 5 10. 3 11. 4 12. 3 13. 4 14. 3 
 15. 5 16. 1 17. 4 18. 1 19. 4 20. 5 21. 4 
 22. 1 23. 1 24. 2 25. 2 26. 5 27. 2 28. 4 
 29. 3 30. 3 
เติมคํา 31. 4 32. 12 33. 4 34. 1.5 35. 23 36. 17 37. 4 
 38. 174.5 39. 43.5 40. 64.25 41. 5610 42. 12 43. 30 44. 37 
 45. 20 
(ฉบับนี้ยังไม่พิมพ์วิธีคิดเนื่องจากผมยังไม่เห็นฉบับจริงครับ ท่านใดมีรูปถ่ายช่วยแบ่งให้บ้างนะคร้าบ) 
 



  

ดรรชนี 
 

กฎการตัดออก 53|66 
กฎการแบ่งกลุ่ม 449 
กฎของคราเมอร์ 310 
กฎของโคไซน ์ 253|325 
กฎของไซน ์ 253 
กฎของโลปีตาล 400|440 
กฎมือขวา 336 
กฎลูกโซ ่ 407 
ก็ต่อเม่ือ 106 
กรณฑ์ 274 
กราฟของความสัมพันธ ์ 203 
กราฟของตรีโกณมิต ิ 244 
กราฟเช่ือมโยง 551 
กราฟถ่วงน้ําหนกั 553 
กราฟออยเลอร์ 551 
การกระจายสัมบูรณ ์ 502 
การกระจายสัมพทัธ ์ 506 
การแจกแจงความถ่ี 509 
การแจกแจงปกต ิ 509 
การดําเนินการตามแถว 308|310 
การทดลองสุ่ม 459 
การทํานายคา่ฟังก์ชัน 515 
การให้เหตุผล 125 
การอ้างเหตุผล 116|127 
กําลงัสองน้อยที่สดุ 516 
กําลงัสองสมบูรณ ์ 162|166 
กําหนดการเชิงเส้น 535 
กึ่งกลางช้ัน 482 
กึ่งกลางพิสยั 492 
กึ่งพสิัยควอร์ไทล ์ 502 
แกนจริง/แกนจินตภาพ 354 
แกนตามขวาง 171 
แกนสงัยุค 171 
แกนเอก/แกนโท 168 
ขนาน 149|330 
ขอบเขตบนนอ้ยสุด 70 
ขอบบน/ขอบลา่ง 481 
ข้อมูลเชิงปริมาณ/เชิงคุณภาพ 479 
ข้อมูลปฐมภูมิ/ทตุิยภูมิ 480 
ขั้นตอนวิธขีองยุคลิด 86 
ข่าวสาร (สารสนเทศ) 479 

ค.ร.น. (ตัวคณูรว่มน้อย) 85 
ครอสโปรดคัท ์(ผลคณูเชิงเวกเตอร์) 338 
ควอดรันต์ (จตภุาค) 143 
ควอร์ไทล ์ 497 
ความชนั 148|405 
ความต่อเนือ่ง 401 
ความถี ่ 480 
ความถีส่ะสม/ความถ่ีสะสมสัมพัทธ ์ 481 
ความถีส่ัมพทัธ ์ 481 
ความน่าจะเปน็ 460 
ความแปรปรวน 505 
ความเยื้องศูนย์กลาง 173 
ความสัมพนัธ ์ 198 
ความสัมพนัธจ์าก A ไป B 198|478 
ความสัมพนัธภ์ายใน A 198|478 
คอนเวอร์เจนต ์ 379|382 
คอมพลีเมนต ์ 22 
ค่ากลาง 484 
ค่าการกระจาย 502 
ค่าความจริง 105 
ค่าเฉลี่ยเรขาคณติ 492 
ค่าเฉลี่ยเลขคณติ 484 
ค่าเฉลี่ยฮาร์โมนกิ 492 
คาบ  244 
ค่ามาตรฐาน 508 
ค่าวกิฤต 410 
ค่าสัมบูรณ ์ 73|204|357 
คู่อันดับ 143|197 
แคแรกเทอริสติก 280 
แคลคลูัส 395 
โค้งความถ่ี 483 
โค้งความถ่ีสะสม 483|490 
โค้งเบ้ 509 
โค้งปกต/ิโค้งรูประฆัง 509 
โคไซน์แสดงทิศทาง 337 
โค-ฟังกชั์น 236 
โคแฟกเตอร ์(ตวัประกอบร่วมเกีย่ว) 300 
จตภุาค (ควอดรนัต์) 143 
จริง/เท็จ 105 
จํานวนจริง 48 
จํานวนจินตภาพ 49|353 



  Math E-Book 
Release 2.6.4 

868 

จํานวนเฉพาะ 83 
จํานวนเฉพาะสัมพัทธ ์ 85 
จํานวนเชิงซอ้น 49|353 
จํานวนตรรกยะ 47 
จํานวนเต็ม 47 
จํานวนนับ/จาํนวนธรรมชาติ 47 
จํานวนประกอบ 84 
จํานวนอตรรกยะ 48 
จุดกาํเนดิ 143 
จุดเปลี่ยนความเว้า 410 
จุดยอด 165|547 
จุดยอดคู่/จดุยอดคี่ 548 
จุดยอดประชิด 548 
จุดศูนยก์ลาง 161|168|171 
จุดสุดขดี 410 
จุดสูงสดุ/ต่ําสุด 410 
ช่วง  63 
ช่วงครึง่เปิด 64 
ช่วงเปิด/ช่วงปดิ 64 
ซิกม่า 381 
ซิงกูลาร์เมทริกซ ์(เมทริกซ์เอกฐาน) 301 
เซต  11 
เซตจํากดั/เซตอนันต ์ 12 
เซตวา่ง 12 
แซมเปิลสเปซ (ปริภูมิตวัอย่าง) 459 
ฐานนิยม 486 
ดอทโปรดคัท ์(ผลคูณเชิงสเกลาร)์ 333 
ดีกรี  55|548 
ดีเทอร์มินนัต์ (ตวักําหนด) 300 
เดไซล ์ 497 
โดเมน 200|233 
ไดเรกตริกซ ์ 165 
ไดเวอร์เจนต ์ 379|382 
ต้นไม้แผ่ทั่ว 554 
ตรรกศาสตร ์ 105 
ตรวจคาํตอบ 293 
ตรีโกณมิต ิ 235 
ตั้งฉาก 149|330 
ตัวกาํหนด (ดีเทอร์มินนัต)์ 300 
ตัวคณูร่วมน้อย (ค.ร.น.) 85 
ตัวเช่ือมประพจน ์ 106 
ตัวบ่งปริมาณ 120 
ตัวประกอบร่วมเกี่ยว (โคแฟกเตอร์) 300 
ตัวผกผัน (อินเวอร์ส) 50|201 
ตัวหารร่วมมาก (ห.ร.ม.) 85 
ตัวอย่าง/ประชากร 480 
ตารางค่าความจริง 107 

ตารางแจกแจงความถ่ี 480 
ต่ําสุดสัมพทัธ/์สมับูรณ ์ 411 
ตําแหนง่สัมพทัธ ์ 497 
ถ่วงน้าํหนัก 484 
ถ้า-แล้ว 106 
แถว  295 
ทรงสี่เหลี่ยมหนา้ขนาน 339 
ทรานสโพส 296 
ทฤษฎีกราฟ 547 
ทฤษฎีจาํนวน 81 
ทฤษฎีบทของเดอมัวฟ ์ 360 
ทฤษฎีบทตวัประกอบ 58 
ทฤษฎีบททวินาม 454 
ทฤษฎีบทปีทาโกรัส 144 
ทฤษฎีบทเศษเหลือ 57 
นิรนัย 126 
นิเสธ 107|324 
แนวเดิน 551 
บทนิยามการหาร 83 
ปฏิยานพุนัธ ์ 416 
ประชากร/ตวัอยา่ง 480 
ประพจน ์ 105 
ประโยคเปดิ 119 
ปริพนัธ ์(อินทิกรัล) 416 
ปริภูมิตวัอย่าง (แซมเปิลสเปซ) 459 
ปริภูมิสามมติ ิ 335 
ปริมาณเวกเตอร์ 323 
ปริมาณสเกลาร ์ 323 
เปลี่ยนตัวแปร 441 
เปอร์เซนไทล ์ 497 
ผลคณูคาร์ทเีซียน 197 
ผลคณูเชิงเวกเตอร์ (ครอสโปรดคัท์) 338 
ผลคณูเชิงสเกลาร์ (ดอทโปรดัคท)์ 333 
ผลตา่งเซต 22 
ผลตา่งรว่ม 376 
ผลบวกย่อย 381 
ผลรวมเชิงเสน้ 82|331 
ผลลพัธ ์ 459 
แผนภาพกลอ่ง 500 
แผนภาพการกระจายตัว 515 
แผนภาพตน้ไม้ 443 
แผนภาพลาํตน้-ใบ 483 
แผนภาพเวนน์-ออยเลอร ์ 20|128|460 
พจน์/พจน์ทั่วไป 375 
พหนุามตัวแปรเดียว 55|363 
พาราโบลา 165|204|515 
พิกัดฉาก 143|330 
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พิกัดเชิงขัว้ 330|360 
พิสัย (เรนจ์) 200|233|502 
พื้นที่ใต้โค้ง 419|510 
เพาเวอร์เซต 16 
โพรเจคชัน (ภาพฉาย) 155 
ฟังก์ชัน 207 
ฟังก์ชันคอมโพสทิ (ประกอบ) 212|233|407 
ฟังก์ชันโคซีแคนต ์ 235 
ฟังก์ชันโคไซน ์ 235 
ฟังก์ชันโคแทนเจนต ์ 235 
ฟังก์ชันจาก A ไป B 208|478 
ฟังก์ชันจาก A ไปทั่วถึง B 208|478 
ฟังก์ชันจดุประสงค ์ 536 
ฟังก์ชันซีแคนต ์ 235 
ฟังก์ชันไซน ์ 235 
ฟังก์ชันตรีโกณมิต ิ 235 
ฟังก์ชันแทนเจนต ์ 235 
ฟังก์ชันประกอบ (คอมโพสิท) 212|233|407 
ฟังก์ชันผกผัน (อินเวอรส์) 213 
ฟังก์ชันผกผันของตรีโกณมิต ิ 249 
ฟังก์ชันเพิ่ม/ฟงักชั์นลด 209|410 
ฟังก์ชันลอการิทมึ 279 
ฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 208|478 
ฟังก์ชันอาร์ค- 249 
ฟังก์ชันอนิเวอรส์ (ผกผัน) 213 
ฟังก์ชนัเอกซ์โพเนนเชียล 275|515 
เฟสเซอร์ 374 
แฟคทอเรียล 445 
โฟกัส 165|168|171 
ภาคตัดกรวย 159 
ภาคตัดกรวยลดรูป 176 
ภาพฉาย (โพรเจคชัน) 155 
มัธยฐาน 145|485 
มิติ   295 
มุมก้ม/มุมเงย 255 
มุมกําหนดทิศทาง 337 
เมทริกซ ์ 295 
เมทริกซ์จตัุรัส 296 
เมทริกซ์แต่งเติม 308 
เมทริกซ์ผกผนั (อินเวอรส์) 304 
เมทริกซ์ผูกพัน (แอดจอยท์) 304 
เมทริกซ์สามเหลีย่ม 301 
เมทริกซ์เอกฐาน (ซิงกูลาร์เมทริกซ์) 301 
เมทริกซ์เอกลักษณ ์ 297 
แมนทสิซา 280 
ไม่เกิดร่วมกนั 460 
ไม่ขึ้นตอ่กนั (อสิระจากกัน) 460 

ไมเนอร์ 300 
ไม่มีลิมิต 379 
ยูเนียน 21 
ระนาบ 143 
ระนาบเชิงซ้อน 354 
ระบบสมการเชงิเส้น 310 
ระเบียบวิธีกาํลังสองน้อยทีสุ่ด 516 
ระยะตัดแกน 151 
รัศมี  161 
ราก (รู้ท) 274 
รากที่สอง 104|274|361 
รูปเชิงขัว้ 360 
รูปแบบยังไม่กําหนด 398|440 
รูปหลายเหลี่ยมของความถ่ี 482 
เรขาคณติวิเคราะห ์ 143 
เรเดียน 238 
เรนจ ์(พสิัย) 200|233 
ลอการทิึมธรรมชาติ (ฐาน e) 279 
ลอการทิึมแบบเนเปียร ์ 279 
ลอการทิึมสามัญ (ฐาน 10) 279 
ลําดับ 375 
ลําดับจํากัด/ลําดบัอนันต ์ 376 
ลําดับเลขคณติ/ลาํดับเรขาคณติ 376 
ลิปดา 237 
ลิมิต 378|395 
ลิมิตซา้ย/ลิมิตขวา 395 
ลู่เขา้/ลูอ่อก 379|382 
เลขช้ีกาํลงั 273 
เลตสัเรกตัม 166 
เลื่อนแกน 159 
และ  106 
วงกลม 161|204 
วงกลมหนึง่หน่วย 236 
วงจร/วงจรออยเลอร ์ 551 
วงรี  168 
วงวน 548 
วัฏจักร 554 
วิถี/วิถีทีส่ั้นที่สดุ 553 
วิธีจดัหมู่ 448 
วิธีเรียงสับเปลี่ยน 445 
เวกเตอร ์ 323 
เวกเตอรห์นึง่หนว่ย 331 
เศษ (เศษเหลือ) 57|83 
สตาร์แอนด์บาร ์ 451 
สถิต ิ 479 
สมการจดุประสงค์ 536 
สมการตรีโกณมิต ิ 241 
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สมการปกต ิ 516 
สมการพหุนาม 55|363 
สมการลอการิทมึ 282 
สมการเสน้ตรง 149|376 
สมการเอกซ์โพเนนเชียล 277|376 
สมบัติการแจกแจง 52 
สมบัติการเปลี่ยนกลุ่ม 52 
สมบัติการสลับที ่ 52 
สมบัติไตรวิภาค 63 
สมบัติปิด 47|52 
สมมูล 109 
สมเหตุสมผล 116|127 
สมาชิก 11|197|295 
ส่วนจริง/สว่นจินตภาพ 353 
ส่วนเบ่ียงเบนควอร์ไทล ์ 502 
ส่วนเบ่ียงเบนเฉลี่ย 503 
ส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐาน 503 
สังยุค 357 
สัจนิรันดร ์ 113|117 
สับเซต 15 
สับเซตแท ้ 16 
สัมประสิทธิ์การแปรผัน 506 
สัมประสิทธิ์ทวินาม 454 
สัมพทัธ/์สัมบูรณ ์ 411|502 
สามสิ่งอนัดับ 336 
สามเหลีย่มของปาสคาล 454 
สามเหลีย่มบน/สามเหลี่ยมลา่ง 296 
สารสนเทศ (ขา่วสาร) 479 
สํามะโน 480 
สูงสดุสัมพทัธ์/สมับูรณ ์ 411 
เส้นกาํกับ 171 
เส้นโค้งของความถ่ี 483|509 
เส้นจํานวน 64 
เส้นเช่ือม 547 
เส้นเช่ือมขนาน 548 
เส้นตรง 148|204|515 
เส้นทแยงมุมหลกั 296 
เส้นสัมผัสวงกลม 163 
ห.ร.ม. (ตวัหารรว่มมาก) 85 
หรือ  106 
หลัก 295 
หลักมูลฐานเกี่ยวกับการนับ 443 

หาค่าไม่ได ้ 379 
หารลงตัว 81|452 
หารสังเคราะห ์ 60 
เหตกุารณ ์ 459 
องศา 237|238 
อนุกรม 380 
อนุกรมจาํกัด/อนกุรมอนันต ์ 381 
อนุกรมผสม 386 
อนุกรมเลขคณิต/อนกุรมเรขาคณติ 380 
อนุกรมเวลา 518 
อนพุันธ ์ 405 
อนพุันธ์อนัดับสูง 408 
อสมการ 63 
อสมการข้อจํากดั 536 
อัฐภาค 335 
อตัราการเปลี่ยนแปลง 404 
อัตราส่วนร่วม 376 
อันตรภาคช้ัน 480 
อันตรภาคช้ันเปดิ 480 
อาณาบริเวณทีห่าคาํตอบได ้ 536 
อารค์- 249 
อินเตอร์เซกชัน 21 
อินทิกรลั (ปรพินัธ์) 416 
อินทิกรลัจาํกัดเขต 418 
อินทิกรลัไม่จาํกดัเขต 416 
อินทิเกรต 416 
อินเวอรส์ 50|304|355 
อินเวอรส์ของความสัมพันธ ์ 201|205 
อินเวอรส์ของฟังก์ชัน 213 
อินเวอรส์เมทริกซ์ (ผกผนั) 304 
อิสระจากกนั (ไม่ขึ้นตอ่กนั) 460 
อุปนัย 125 
เอกภพสัมพทัธ ์ 14 
เอกลกัษณ ์ 50|297|355 
เอกลกัษณ์ของตรีโกณมิต ิ 236|252 
แอดจอยท์ (เมทริกซ์ผูกพนั) 304 
แอนติลอการิทึม 280 
แอมพลิจดู 244 
ฮิสโทแกรม 482|490 
ไฮเพอร์โบลา 171 
ไฮเพอร์โบลามุมฉาก 174|205 
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