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 טבלאות גיבוב

 מבוא

 נתונים בסיסיים לניהול מאגר אלמנטים.בקורס הקודם )מבנה נתונים א'( הכרנו מבני 

 כאשר למדנו להכיר מבנה נתונים כלשהו, התייחסנו בעיקר לפעולות הבאות:

 יצירת מבנה נתונים ממאגר אלמנטים )המגיעים בדרך כלל במערך(. .א

 הכנסת אלמנט למבנה. .ב

 מחיקת אלמנט מהמבנה. .ג

 חיפוש אלמנט במבנה. .ד

 נרצה שהפעולות ייעשו בעלות המינימאלית של זמן ריצה.כאשר נרצה לבחור מבנה נתונים יעיל, אנו 

 בטבלה הבאה נוכל לראות תמצית של העלויות למבנים המוכרים:

 חיפוש הוצאה הוספה יצירה המבנה נתונים

 O(n) O(1) O(n) O(n) לא ממוינת רשימה 
 O(n*log(n)) O(log(n)) O(log(n)) O(log(n)) רשימה ממוינת

 O(n) O(n) O(n) O(n) עץ חיפוש בינארי

עץ בינארי מאוזן 
(\AVL) 

O(n*log(n)) O(log(n)) O(log(n)) O(log(n)) 

 הערה: הטבלה הינה כפי שמופיעה בספר של ד"ר חייט.  הנתונים על "רשימה ממוינת" נראים כטעות, אך לא זה הנושא כרגע. 

.  O(1)המטרה בפרק הקרוב הינה למצוא מבנה נתונים שכל הפעולות הבסיסיות שבו תהיינה בעלות 

 .(O(n))למעט היצירה שתמיד תהיה 

 אז איך עושים זאת?

 שיטת הגישה הישירה

סטודנטים, אשר לכל סטודנט יש מספר ייחודי  100 עדניקח כדוגמא בה יש לנו אוסף של 

, אשר לכל סטודנט ישנו מיקום 100בגודל  A.  אנו נוכל פשוט ליצור מערך 1-100( בין key\)מפתח

 ייחודי אשר בו הוא יופיע במאגר.

 100, )נזכור שישנה מגבלת כמות של iכך שכאשר נרצה להוסיף סטודנט בעל מספר ייחודי 

 . A[i]סטודנטים(, ההוספה תהיה למיקום ה 

 (.emptyכריק  ) A[i]נסמן את  , פשוטiכאשר נרצה להסיר סטודנט 

 .O(1).  כל הפעולות הללו הינם כמובן בעלות A[i], ניגש למיקום iוכשנחפש סטודנט בעל מספר ייחודי 

 אז מה החיסרון? מדוע שלא נשתמש במבנה זה?

 התשובה היא, שלזכור את המספר הייחודי של כל סטודנט, זהו קושי ליישום וניהול.

ש במספר זהות של הסטודנט, שהוא מספר שמופיע בכל מקרה ברשומה אם ננסה להתחכם ולהשתמ

 שלו, ומנוהל בצורה טבעית, אנו נאלץ לשם כך לאפשר אחסון לכל מספר זהות אפשרי..
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 , אנו ניגש לתא במערך:20456668דהיינו, כדי למצוא את סטודנט בעל המספר זהות 

A[20456668] 

 . 810ל ובמילים אחרון, נצטרך לבנות מערך בגוד

בגודל  Aהסטודנט כמפתח ייחודי, עדיין נצטרך לבנות את מערך  שםבגם אם ננסה להשתמש 

 .(ייחודישיתאים לכל השמות האפשריים.. )מה גם ששם אינו בהכרח יכול להיות 

לסיכום: שיטת הגישה הישירה מאוד לא יעילה כאשר יש לבנות מאגר לא גדול יחסית, המבוסס על 

 מפתחות המגיעים ממאגר גדול )אפשרי( של מפתחות.אלמנטים בעלי 

רשומה אחת בלבד!  )רשומה  לכל תא בערך המבנה, מכי –נשים לב למאפיין בשיטת הגישה הישירה 

 סטודנט(.\= אלמנט

 

 Hash table – טבלת גיבוב

 בבואנו ללמוד על טבלת גיבוב, נכיר את הנושאים הבאים:

 רעיון טבלת הגיבוב. •

 רבול )פונ' גיבוב(.הכרת פונקציות ע •

 מימוש טבלת גיבוב בשיטת השרשור. •

 מימוש טבלת גיבוב בשיטת המיעון הפתוח. •

 טבלת גיבוב אוניברסאלית. •

 רעיון טבלת הגיבוב:

 .טבלת הגיבוב הינה הרחבה של שיטת הגישה הישירה

באופן כללי, טבלת הגיבוב מושתת גם כן על מערך, אלא שכאשר נרצה לזהות שיוך של אלמנט 

המפתח של  המקבלת אתלמיקום מסוים )אינדקס( במערך, אנו נבצע זאת באמצעות פונקציה 

 את האינדקס המתאים לו.  ומחזירההאלמנט, 

במערך )שיטת המיעון אלמנט יושב ממש בתוך תא הש באופן כזההשימוש במערך יכול להיות 

, או לחילופין, כל תא במערך הינו מצביע שראינו הישיר( ובאופן שמזכיר את שיטת הגישה הישירה

 )שיטת השרשור( לרשימה מקושרת שיכולה להחזיק מספר אלמנטים.

 ויקיפדיה:

עם ערכים. הפעולה  מפתחות שמקשר מבנה נתונים היא ,(Hash table) טבלת גיבוב ,מדעי המחשבב"

מפתח נתון )למשל  העיקרית שבה הוא תומך ביעילות היא אחזור מידע מתוך מבנה הנתונים: בהינתן

שם של אדם(, מצא את הערך המתאים )למשל מספר הטלפון של אותו אדם(. המבנה עובד על ידי 

 .מערךלמספר סידורי המייצג למעשה את האינדקס של ה פונקצית גיבוב הפיכת המפתח באמצעות

ב היא מעין מערך שאליו ניתן לגשת באמצעות מפתחות, ולא ניתן לומר, אם כן, כי טבלת גיבו

 " ע"כ.אינדקסים

 

 

http://he.wikipedia.org/wiki/%D7%9E%D7%93%D7%A2%D7%99_%D7%94%D7%9E%D7%97%D7%A9%D7%91
http://he.wikipedia.org/wiki/%D7%9E%D7%91%D7%A0%D7%94_%D7%A0%D7%AA%D7%95%D7%A0%D7%99%D7%9D
http://he.wikipedia.org/w/index.php?title=%D7%9E%D7%A4%D7%AA%D7%97_(%D7%9E%D7%93%D7%A2%D7%99_%D7%94%D7%9E%D7%97%D7%A9%D7%91)&action=edit&redlink=1
http://he.wikipedia.org/wiki/%D7%A4%D7%95%D7%A0%D7%A7%D7%A6%D7%99%D7%99%D7%AA_%D7%92%D7%99%D7%91%D7%95%D7%91
http://he.wikipedia.org/wiki/%D7%9E%D7%A2%D7%A8%D7%9A_(%D7%9E%D7%91%D7%A0%D7%94_%D7%A0%D7%AA%D7%95%D7%A0%D7%99%D7%9D)
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 שיטת השרשור:

 סטודנטים.  100 כנחזור לדוגמא בה יש לנו מסד נתונים המיועד להחזקת 

כך שכל תא במערך יוכל להחזיק יותר מסטודנט בודד, וזאת בעזרת , 100אנו ניצור מערך בגודל 

 רשימה מקושרת. 

 )שרשור(.   chainingשיטה זו של טיפול בהתנגשויות באמצעות רשימה מקושרת נקראת 

)המערך הינו מערך של מצביעים, כאשר כל מצביע הינו מצביע לרשימה מקושרת, שבאותה רשימה 

 יושבים הסטודנטים המתאימים לאותו תא(.

ומחזירה מספר בין מפתח( )כלשהי, אשר מקבלת מספר ת.ז.  h ת גיבובבנוסף, אנו נשתמש בפונקצי

0-99. 

בעזרת הפונקציה, אנו נדע לאן לנתב כל סטודנט שנכנס, או לחפש סטודנט קיים כלשהו בהינתן 

 מספר הת.ז. שלו.

 זהות.המספר על    modulo-100תעשה פעולת  hהפונקציה  :hלפונקצית הגיבוב  כדוגמא פשוטה

h(k) 
 return  k%100; 
 

 תחזיר : hהפונקציה  20456668ת סטודנט בעל הת.ז. א הוסיףלמשל, כאשר נרצה ל

68204566  % 100  = 68. 

 . A[68]סטודנט זה ינותב לרשימה הנמצאת בתא 

 נוכל לדעת ביעילות לאיזה תא הוא מתאים. hנוסיף, דרך הפונקציה \נמחק\וכך לכל סטודנט שנחפש

הוא, שההסתברות של התאמת מפתח לתא מסוים, זהה להתאמתו  hהרעיון של פונקצית הגיבוב 

 לכל תא אחר. נחזור לכך כשנראה שיטות לבניית פונקצית גיבוב.

 ולמעשה, הנחת הסתברות זו נקראת "הנחת הגיבוב האחיד הפשוט". והגדרתה המתמטית הינה:

P(h(k) = i ) = 
1

𝑚
 

לשהו במערך( שווה לאחד חלקי גודל )מיקום כ iיהיה   hההסתברות שהחזר הפונקציה  הסבר:

 המערך.

, עדיין, אנו לא נחשוש iלאותו   h הפונקציה אז אמנם ייתכן מצב נדיר בו כל האלמנטים יותאמו בעזרת

 "סדר גודל"לכך בגלל הנחת הגיבוב האחיד הפשוט, שמצביעה על הסתברות הגיונית שבכל תא יישב 

 של אלמנט בודד.

, ולכן הפעולות הבסיסיות של מבנה O(1) הת הסטודנטים בכל תא הינובהתאם לכך, אנו נניח שכמו

 . )כמובן, למעט היצירה( O(1)הנתונים יהיה בעלות 

כמה אלמנטים  בערךשמבנה הנתונים טבלת גיבוב מתאים למצב בו אנו יודעים מראש נשים לב לכך 

 כרגע( נצטרך לאחסן. )אם כי תמיד לאחר מכן ניתן לבצע הרחבה, אך זה לא הנושא
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(. בעזרת פונקציה זו כפי שהבנו, אנו Hash functionשהכרנו, נקראת פונקצית ערבול ) hהפונקציה 

 נתאים לכל מפתח ייחודי, את התא המתאים לו.

הפונקציה שראינו לעיל, הינה פונקציה המבצעת פעולת מודולו בין המספר הייחודי של אלמנט 

 כלשהו, לבין גודל המערך הראשי.

 

 ם:מונחי

 hפונקצית הערבול: 

 mגודל המערך הראשי: 

)בשיטת השרשור ראינו שהטיפול  התנגשות: מצב בו שני אלמנטים ויותר יושבים באותו תא במערך.

 בהתנגשות היה באמצעות "רשימה מקושרת"(

 nמספר האלמנטים: 

 =∝מקדם העומס:  
n

m
כמה אלמנטים יישבו באותו  בממוצעמקדם העומס נוכל לדעת  בעזרת -     

 תא.

 דוגמא:

, המערך   1-1000באיור הבא נוכל לראות טבלת גיבוב, בה המפתחות של האלמנטים הינם בין 

 .10הינה מודולו  n, ופונקצית הערבול 10בגודל 

 

 =∝אלמנטים, מקדם העומס יהיה  1500במידה ונחזיק במאגר זה סכום של 
n

m
=

1500

10
= 150  

.. כך שמקדם העומס 1500ותר חכם למקרה זה פשוט לבנות את המערך בגודל )ומובן, שיהיה י

 ( 1 -יהיה

 הערות:

)מספר , m=nנשים לב ששיטת הגישה הישירה הינה מקרה פרטי של טבלת גיבוב, בו  -

 הערבול לא משנה את ערך המפתח, כך ופונקציתהאלמנטים שווה לגודל מערך הטבלה( 

 (.h(k) = k:     חד ערכית-במקרה זה הינה חד hשבכל תא יישב אלמנט בודד. )הפונקציה 
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, שאנו hבוכיות הפעולות הבסיסיות, נצטרך להוסיף את העלות של פעולת הפונקציה לסי -

 .hולכך נצטרך לדאוג כאשר נבנה את הפונקציה  – O(1)מניחים שהיא בעלות 

הוא  ∝, וְ h' מסמן את עלות הפונקציה 1כאשר ה '   ∝ + O(1את הסיבוכיות מסמנים:  )  -

 מקדם העומס, שמהווה בעצם )בממוצע( את גודל רשימה מקושרת בכל תא. 

 ת ערבולופונקצי

הוא  mכאשר  [m-1,0]כזכור, פונקצית הערבול מקבלת מפתח של אלמנט, ומחזירה מספר בטווח  

 גודל המערך הראשי בטבלת הגיבוב. 

יטות רבות אך למעשה ישנן ש ולת מודולו הינה הקלה להבנת מבנה הטבלההפונקציה המבצעת פע

 לבניית פונקצית הערבול.

ככלל:  "איכות של פונקצית ערבול נמדדת ביכולת שלה להתאים למפתח נתון, מיקום בטבלה באופן 

תוך שימוש בתהליך   [m-1…,0]המדמה עד כמה שאפשר פעולה של מחולל מספרים אקראיים בטווח 

 ט לחישוב".פשו

 לשני דברים:אשר אנו נרצה לבנות פונקצית ערבול, אנו נצטרך לדאוג זאת אומרת, שכ

דהיינו, חלוקת מפתחות אקראיים שונים, תהיה אחידה בטווח  –שיטת הערבול תהיה אחידה  .א

[1,m-1] ,אחרת, נתקל במצבים בהם הפונקציה מנתבת אלמנטים בהעדפה לתאים מסוימים ,

 התנגשות גדולה, והסיבוכיות תגדל..כך שתהיה בהם 

פעולת הערבול צריכה להיות לא מסובכת מידי בעלויות חישוב, אחרת כפי שראינו, כל פעולה  .ב

 תעלה אף היא בהתאם.על טבלת הגיבוב, בסיסית 

 הערה: הגדרה פורמאלית לפונקצית הגיבוב הינה:

 1}-m→ {0,…,U  h:  ולם ז"א: הפונקציה מתאימה לכל מפתח השייך לעU ,0]-[1בטווח  אינדקס,m. 

 שיטת החילוק

שיטת המודולו שראינו נקראת שיטת החילוק. בדרך כלל אנו נבחר את גודל המערך להיות בסביבות 

הגודל של כמות האלמנטים אותם אנו מתכננים להכניס למבנה הנתונים, אך נעדיף שגודלו יהיה 

ו על מספר ראשוני מניבה תוצאה אקראית מספר ראשוני, המציאות מראה שבדרך כלל פעולת מודול

 יותר מאשר על מספרים אחרים.

int h(k,m) 
{ 
 return  k%m; 
} 

 יתרון השיטה: פשטות רעיונית, ובפרט מבחינת תכנות )מימוש בקוד(. -

, ועלותה אינה שולית. למעבד חסרון השיטה: פעולת חישוב מודולו, הינה מורכבת יחסית -

בנוסף, אלמנטים בעלי ערך מפתח קרוב, יפלו לתאים סמוכים, דבר שלעיתים )לא תמיד( 

 עלול להוות חוסר נוחות לניהול.   

, יפלו לתאים 100כאשר פעולת החילוק היא ב   513ו  512)למשל, האלמנטים בעלי מפתח 

 .  בדרך כלל חסרון זה לא משמעותי(.13וְ  12
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 הקיפול שיטת

תמיר את המפתח המתקבל למספר בינארי, את הספרות המתקבלות, היא  hבשיטה זו, הפונקציה 

בין הקטעים. תוצאת הפעולה תהיה מספר התא אליו ינותב  xorתחלק לכמה קטעים, ותבצע פעולת 

 אותו אלמנט בעל המפתח שהתקבל.

 101110010110יומר למספר בינארי:    2966לדוגמא,  מפתח בעל ערך 

 101110  וְ      010110מספר בינארי זה יחולק לשני חלקים :   

 ביניהם: xorהפונקציה תבצע 

 1קטע  1 0 1 1 1 0 

 2קטע  0 1 0 1 1 0 

 תוצאה 1 1 1 0 0 0 1056

 .Aבמערך  56מפתח זה ינותב לתא מספר 

 היינו מקבלים:אם הפונקציה הייתה מוגדרת לחלק את המפתח המתקבל לשלושה קטעים, 

1011    1001    0110     

 1קטע  1 0 1 1 

 2קטע  1 0 0 1 

 3קטע  0 1 1 0 

 תוצאה 0 1 0 0 104

 

 .Aבמערך  4אם כך היה מנותב לתא מספר  2966המפתח 

אם מספר הספרות הבינאריות לא מתחלק באופן שווה למספר הקטעים שהפונקציה בחרה, היא 

 ים.\הקטנים \משמאל לקטע 0תוסיף 

 . xorבין הקטעים שנוצרו, ולא פעולת  חיבורבשיטת הקיפול, ישנן פונקציות המבצעות בפשטות 

על מספרים בינאריים הינם קלים למחשב עקב פעולות  xor\יתרון השיטה: פעולות חיבור -

 הזזה המבצעות זאת. כך שעלות הפונקציה נמוכה.

יטת החילוק, ייתכן מצב בו אלמנטים , וכמו בשלתכנות חסרון השיטה: מימוש מעט מורכב -

 סמוכים יפלו לתאים סמוכים.

 שיטת אמצע הריבוע

אקראי בטווח הנבחר. שיטה זו מבצעת מספר פעולות מתמטיות על ערך המפתח, כך שיתקבל מספר 

 הפעולות המתמטיות הינן:

 העלאת המספר בריבוע. .א

 ספרות אמצעיות מהתוצאה. Xניקח  .ב

 הינו התא שיקבל את המפתח. Xה 

של תוצאת הריבוע, הספרות האמצעיות  3, אנו ניקח את 1000לדוגמא, כאשר יש לנו מערך בגודל 

, הפונקציה תעלה את המספר בריבוע: 13596להיות התא המשויך, כך שאם יתקבל מפתח בעל ערך 

 תב האלמנט.יהיו מספר התא במערך אליו ינו 851ושלוש הספרות האמצעיות  216851184
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הסיבה שלוקחים את הספרות האמצעיות ולא את הקיצוניות, היא כדי להימנע מהתנגשויות. ספרות 

 מערך המפתח שהתקבל.יותר מושפעות  )ימיניות או שמאליות(קיצוניות 

אם כך בהכרח גודל המערך צריך להיות חזקה של  מספר ספרותנשים לב לכך שכיוון שאנו לוקחים 

ספרות אמצעיות, גודל המערך   4 . אם היינו לוקחים310גודל המערך הוא  . בדוגמא שלנו10

 וכן הלאה. 410המתאים הינו 

חסרון השיטה: קשה להוכיח )מתמטית( נכונות שהפעולה בוודאות תוכל להוביל לכל תא  -

 )שהפונ' היא פונקציה על(. במערך.

 שיטת הכפל

עולות מתמטיות )מוזרות( על המפתח שיטה זו דומה לשיטה הקודמת בכך שהיא מבצעת מספר פ

 המתקבל, ומחזירה מספר בטווח הנדרש.

 בשיטה זו:

 ( float/double)  0-1כלשהו בין   a ממשי מספרב משתמשתהפונקציה  .א

 .aבמספר   kהכפלת המפתח  .ב

 . mהחלק הלא שלם של התוצאה יוכפל בגודל המערך  .ג

מספר התא במערך אליו יובל עיגול התוצאה כלפי מטה )ערך שלם תחתון(, יניב את  .ד

 האלמנט.

h(k) = ⌊𝑚 ∙ [(𝑘 ∙ 𝑎) % 1⌋ 

 (להחזיר את הערך הלא שלם של הביטוי עליו היא מופעלת כוונה %1)הפעולה 

, וגודל המערך 453, והתקבל מפתח בעל ערך a = 0.39לדוגמא, אם הפונקציה עובדת עם המספר 

 : 20הוא 

453 * 0.39 = 176.67   ➔   0.67 * 20 = 13.4  ➔ 13 

 

משיטת  למשל בשונה , mיתרון השיטה: בשיטה זו אין חשיבות כלל לבחירת גודל המערך  -

    .החילוק בה בחרנו בגודל שהוא מספר ראשוני דווקא

, מבלי לשנות כלל aבנוסף, אם נרצה לשנות את הפונקציה, נוכל פשוט לשנות את המספר  -

החילוק, שאם נרצה לשנות את המספר המשמש בסיס את גודל המערך. בשונה משיטת 

 למודולו, בהתאם יצטרך לחול שינוי גם בגודל המערך.

 

 . m ובְ  aב  2: ייעול שיטת הכפל בעזרת הצבת חזקות של  1ראה נספח מס' 

 

 עון הפתוחשיטת המ

ו, אנו נטפל במצב של עון הפתוח הינה שיטה נוספת למימוש טבלת גיבוב. בשיטה זשיטת המ

 לא ע"י שרשור )כפי שראינו, עם רשימה מקושרת( אלא באופן אחר.התנגשויות 
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, יישב אלמנט בודד אחד. דבר שמיד מכריח של הטבלה ואכן, בשיטה זו, בכל תא שבמערך הראשי

 פר האלמנטים הנדרשים להתאכלס בו.חייב להיות גדול או שווה למס mאותנו לוודא שגודל המערך 

יטת המעון הפתוח משתמשת גם היא בפונקצית ערבול כדי להתאים לאלמנט מיקום במערך ע"י ש

לאותו  יםאלמנטשני המפתח שלו, וברור שתישאל השאלה, מה יקרה כאשר פונקצית הערבול תוביל 

 מיקום? 

התשובה הינה, שבמצב כזה פונקצית ההכנסה תבצע ערבול נוסף, ותמצא מקום חדש במערך עבור 

 –ט השני.   אם מקום חדש זה גם הוא כבר תפוס, פונקצית ההכנסה תבצע ערבול נוסף האלמנ

 שלישי, למציאת מיקום חדש, וכן הלאה.  

 איך זה עובד?

הגדרת המפתח הינה  .1500בטבלה אותה יצרנו בגודל סטודנטים  1000כ של לדוגמא אחסון  ניקח

 ע"י תעודת הזהות של הסטודנט.

מהווה שהוא  i וְ  )ת.ז( שהוא המפתח k, שני פרמטריםמקבלת  h בשיטת המעון הפתוח, הפונקציה 

 , וכפי שיוסבר.ת הערבולנוכחית לפונקציהאת מספר הניסיון לקריאה 

ין שמדובר , )מה שמציi=0, ואת הערך kכאשר מבוצעת הכנסה, תחילה נשלח לפונקציה את המפתח 

בטבלה )לפי  1Xאיזשהו מקום  kון ראשון( הפונקציה  תתאים למפתח ניסי – בקריאה ראשונה לערבול

 השיטה בה היא עובדת(, והאלמנט יוכנס למיקום זה.

. 2Xפונקציה תמצא מקום פוטנציאלי חדש קודם, ה סטודנט\כאשר מיקום זה בטבלה תפוס ע"י אלמנט

, ישלח ת.ז() kבמצב כזה, למעשה תתבצע קריאה נוספת לפונקציה כאשר כעת בנוסף למפתח 

 לפונקציה. 2, דהיינו, קריאה מס' i=1המשתנה 

 3Xתפוס, תבוצע קריאה נוספת שתנסה להכניס את האלמנט ל  2Xכמובן, שגם אם התא החדש 

 וכן הלאה.   i=2כאשר כעת  

הינו קטן מגודל סטודנטים(  1000בדוגמא,  – n)כיוון שאנו יודעים שמספר האלמנטים המקסימאלי 

כלשהו פנוי במערך.  iXהפונקציה מתישהו תמצא מקום  , אזי בוודאות(1500נו שיהיה )שקבע המערך

   )גודל המערך(. m-1ועד  0 האפשריים הולך מְ  ים-Xובאופן כללי נוכל לומר שבהכרח מספר ה 

, נהיה חייבים לדאוג לכך שהפונקציה בוודאות תכסה את hערבול הפונקצית את אי לכך, כאשר נבנה 

נחזור לכך בהמשך כשנראה מימושים של פונקציות ערבול לשיטת  הרלוונטיים בטבלה. כל המקומות

 המיעון הפתוח.

 :דוגמת הכנסה

, אך במקום לעשות את המודולו רק על mת פעולת מודולו תפונקצית הגיבוב מושתבדוגמא זו, 

 הינו מס' הניסיון להכנסה( i –.  )כאשר אנו זוכרים iהמפתח, היא עושה זאת על המפתח+

h(k,i) 
   return (k+i)%m ; 

 )זוהי פונקצית גיבוב פשוטה, אנו נכיר בהמשך פונקציות גיבוב יעילות יותר(.

 .m=10בדוגמא, גודל המערך 

 כניס את רשימת המפתחות הבאים )משמאל לימין(:נדרש לה

57,12,37,19,17,62,53 
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 .7תחזיר את המיקום  hקציה , כך שפעולת הפונ57המפתח הראשון הינו 

(57 + 0) % 10 = 7 

 .2תחזיר את המיקום   h, כך שפעולת הפונקציה 12המפתח השני הינו 

 , שהוא תפוס!7ראשוני יחזיר את המיקום הכנסה ה, כך שניסיון ה37המפתח השלישי הינו 

 .8תחזיר את המיקום הבא: . כעת הפונקציה  i=1עם  במקרה זה אנו נבצע קריאה נוספת

(37+1)%10 = 8 

 וכן הלאה.. 

 בטבלה הבאה נראה את כל ההכנסות.

בטבלה, מצביע על מצב שהחזר הפונקציה היה למקום תפוס במערך, ונאלצנו לבצע  ➔הסימון 

 קריאה נוספת לפונקציה.

 

 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 ←אינדקסים במערך              ↓הפעולה 

h(57,0) = 57%10 = 7 
 

  57        

h(12,0) = 12%10 = 2 
 

  57     12   

h(37,0) ➔ h(37,1) = (37+1)%10 = 8 
 

 37 57     12   

h(19,0) = 9 
 

19 37 57     12   

h (17,0)➔ h(17,1)=8 ➔ h(17,2)=9 ➔ 
h(17,3) = (17 + 3)%10 = 0 

19 37 57     12  17 

h (62,0) = 2 ➔ h(62,1) = 3 
 

19 37 57    62 12  17 

h (53,0) = 3 ➔ h(53,1) = 4 
 

19 37 57   53 62 12  17 

 

 ואם כך בסופו של יום, המערך ייראה כך:

19 37 57   53 62 12  17 

 

 

 באופן מלא ההכנסהמימוש פונקצית 

 תיאור:

 .k, ואת המפתח הנדרש להכנסה Tהפונקציה מקבלת את המערך הראשי )הטבלה( 

עד למצב שבו ההחזר של הפונקציה  while( בלולאת h) פונקצית ההכנסה תקרא לפונקצית הערבול

  בטבלה. פנויייתן מקום 
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 הקוד:

Hash_insert(T,k) 
{ 
    int i  0;  // ניסיון ראשון 
    int x; 
    while (i != m) // כל עוד מספר ניסיונות ההכנסה קטן מגודל המערך 
    { 
        x = h(k,i); 
        if (T[x] == empty) 
        { 
            T[x]  k; 
            return; 
        } 
        i++; 
    } 
    throw "ERROR, overflow"; 
} 
 

שווה למספר האלמנטים, נגיע למצב של \בקוד, אם לא דאגנו לכך שגודל הטבלה יהיה גדול ניכרכפי ש

יהיה שווה ל  i ניסיונות ההכנסהמצב זה יזוהה כאשר מספר  שה, בו אין לאלמנט היכן להתאכסן.גלי

m. 

 חיפוש

נאלץ למעשה לעבור על מסלול  בשיטת המיעון הפתוח, כאשר נרצה לבצע חיפוש של אלמנט בטבלה,

נצטרך לחפשו גם כן ע"י שימוש בקריאות  -ההכנסה האפשרי של אותו אלמנט שאנו מחפשים. דהיינו 

 יהיה המיקום שבו אכן יושב האלמנט שאנו מחפשים. hד אשר ההחזר של , עiעם סימון  hלפונקציה 

אם נגיע לתא ריק, נוכל להסיק שהאלמנט שאנו מחפשים לא קיים במערך, שאילולא כן, הוא היה 

 צריך להיכנס לאותו מקום ריק, ואין סיבה שיוכנס למקום מתקדם יותר.

 הקוד:

Hash_search(T,k) 
{ 
 int i=0; 
 int x = h(k,i);   //מאתחלים מחוץ ללולאה, כדי להתאים אותו לתנאי הלולאה 
 while (i != m  && T[x] != empty) 
 { 
  x = h(k,i); 
  if (T[x] == k) 
   return x;   // נדקסיהפונקציה מחזירה את הא  
  i++; 
 } 
 return -1; 
} 
 

 האלמנט שאנו מחפשים. הערה: מטרת פונקצית החיפוש הינה החזרת האינדקס בו מופיע

 

 מחיקה

 כאשר נרצה להוציא אלמנטים מהטבלה, אנו עלולים להיתקל בבעיה.

 לדוגמא, ניזכר בטבלת ההכנסות שעשינו:
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57,12,37,19,17,62,53 

19 37 57 empty empty 53 62 12 empty 17 

 

 .  מצב הטבלה ייראה לאחר המחיקה כך:57כעת, נניח שנרצה למחוק את האלמנט 

19 37 empty empty empty 53 62 12 empty 17 

 
 .  37כעת, נחזור לפונקצית החיפוש, וננסה לחפש את האלמנט 

מה שיקרה הוא שלולאת החיפוש תיפסק מיד, שכן המיקום הראשון שהפונקציה תבדוק הוא המיקום 

 הפונקציה תניח שהאלמנט כלל לא נמצא בטבלה.. empty. וכיוון שמיקום זה הינו 7

אנו נבדיל בין מצב "ריק" לבין מצב "מחוק". כך שכאשר נמחק אלמנט מהטבלה, לא נסמן     פתרון:

מחוק. באופן  -deleted( אלא נסמן את המיקום כ שנגדיראו איך  null \ emptyאת המקום כריק, )

כזה, פונקצית החיפוש תמשיך לחפש, כי תנאי העצירה שלה הוגדר להפסיק לחפש רק כאשר 

 , ולא מחוק.ריק ממשהוא  המיקום

 עלויות

הינה פונקציה יעילה, שלא תנתב מספר רב של אלמנטים לאותו  hבמקרה הממוצע, אם הפונקציה 

 .O(1)מיקום בטבלה, נוכל לומר שהעלות היא 

לאותו מיקום, זמן החיפוש לאלמנט  hע"י  )מיקום( כאשר מספר אלמנטים יקבלו ערך לעומת זאת

, hהאחרון מביניהם יהיה גדול יותר מאשר הקודמים, שכן נצטרך לבצע קריאות שוב ושוב לפונקציה 

 וכפי שראינו. 

שכן גם בשיטת השרשור, כאשר  אך האמת היא שדבר זה לא בהכרח מצביע על אי יעילות השיטה,

היינו צריכים לעבור על כל הרשימה כדי להגיע  מספר אלמנטים הוכנסו לאותה רשימה בתא מסוים,

 לאלמנט האחרון שהוכנס בה.

מה שכן, כאשר השימוש בטבלה יהיה לזמן מה, ובמהלך זמן זה כל התאים התמלאו ונמחקו וכו', כך 

קיים  לאש, כעת כאשר נרצה לבצע חיפוש של אלמנט  null\emptyשלא קיים איזשהו תא בעל ערך 

שכן הלולאה לא תיפסק באמצע, אלא רק כאשר מספר הקריאות יגיע  O(m)ב  בטבלה, החיפוש יבוצע

 .mל 

לעומת זאת בשיטת השרשור, מספיק לעבור על הרשימה הנמצאת במיקום המתאים למפתח 

 )שהותאם ע"י פונקצית הערבול(, ונזהה שהאלמנט לא קיים שם.

ן להוסיף אלמנטים נוספים. עון הפתוח הוא שכאשר הטבלה מלאה, לא ניתיחסרון נוסף לשיטת המ

 להכנסה. האלמנטים הניתנים כמותבנו מוגבלים דהיינו, א

 

 :פונקציות ערבול עבור שיטת המעון הפתוח

עבור טבלת גיבוב הפועלת בשיטת המיעון הפתוח, עלינו לדאוג  hבבואנו להתאים פונקצית ערבול 

 להנחת הגיבוב האחיד. )לא "האחיד הפשוט" אלא רק "האחיד"(.

 ניסיונות הינו זהה. סדרתינה הנחה שפונקצית הערבול מושלמת כך שההסתברות לכל הנחה זו ה
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 הסבר:

 : מחזירה כדלהלן hהפונקציה ו ,k. למפתח מסוים 4שיש לנו מערך בגודל  לדוגמא נניח

   h(k,i)החזר  )ניסיון הכנסה(  iערך 
0 2 

1 3 

2 0 

3 1 

 

 .1➔0➔3➔2הינו:      kבמקרה זה נוכל לומר שהמסלול הנבחר לערך 

 

 ( = !4  24)  .  !4. במקרה שלנו   !mמספר המסלולים התיאורטיים האפשרי הינו 

 (!mמספרים בשורה =   m)מהסיבה: קומבינטורית, מספר האפשרויות לסדר 

0,1,2,3 1 

0,1,3,2 2 

0,2,1,3 3 

0,2,3,1 4 

0,3,1,2 5 

0,3,2,1 6 

1,0,2,3 7 

1,0,3,2 8 

... 

... 
.. 

24 

 

 

הינו    !mהנחת הגיבוב האחיד הינה, שהסיכוי שייבחר אחד המסלולים מתוך ה 
1

𝑚!
 

בנוסף להנחת הגיבוב האחיד, מובן שעל הפונקציה גם להיות בנויה בצורה כזו שהיא לא תבצע 

מוקדמת יותר או עלול לחזור  iכלשהי, כבר הוחזר בקריאה  iמסלול טיפשי בו הערך המוחזר בקריאה 

 על עצמו בקריאה מאוחרת יותר.

 הינה: hהגדרה פורמאלית לפונקצית הערבול 

1}-1} → {0,…,m-{0,…,m U  h: 

,  [m-1,0], ומספר בטווח  Uמתאימה לכל זוג סדור הבנוי ממפתח השייך ל  h: הפונקציה  הסבר

 .[m-1,0](  בטווח  אינדקס איזשהו ערך )החזר

על הנחת הגיבוב  ותעונ ה הןעד כדי כמ בדוקכזו, ונ hנראה כעת שיטות שונות לבניית פונקצית ערבול 

 האחיד.

פונקציות הערבול משיטת השרשור. לשם אופן חלקי בבאופן כללי, פונקציות אלו משתמשות ב

( k –לים פרמטר אחד בלבד ההבחנה ביניהן, את הפונקציות שראינו בשיטת השרשור )שכזכור, מקב

 hהמתאימה לשיטה הנוכחית )שיטת המיעון הפתוח( נסמן ב שאנו בונים, , ואת הפונקציה Hנסמנן 

 )קטנה(.
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 בדיקה ליניארית:

 קיימת, באופן הבא: Hמשתמשת בפונקצית ערבול  hבשיטת הבדיקה הליניארית, הפונקציה 

h(k,i)  
   return (H(k)+i)% m 
 

)מספר ניסיון  i, מוסיפה על התוצאה שלה את Hמפעילה את הפונקציה  hהסבר: הפונקציה 

 .mההכנסה(,  ועל תוצאת החיבור מפעילה מודולו 

 Hהדוגמא בה פתחנו את שיטת המיעון הפתוח, הייתה דוגמא של בדיקה ליניארית, כאשר הפונקציה 

 בה השתמשנו, הייתה בעצמה פונקצית מודולו )שיטת החילוק(.

 

 : קלות למימוש.ת הבדיקה הליניאריתשיט יתרון

 חסרונות: 

כאשר הטבלה מתחילה להתמלא, המרות רבות מסתיימות  :בעיית הצטברות ראשונית -

בהתנגשויות, לאחר כל התנגשות נסרק מספר רב יחסית של תאים עד למציאת תא פנוי. לכן 

מן החיפוש ( המאריכים את זאשכולותנוצרים רצפים ארוכים של תאים תפוסים )המכונים 

 הממוצע. 

עבור כל המסלולים האפשריים להכנסה, יכולים להתקבל. שכן  !mמתוך  mבנוסף, רק  -

, )ע"פ הנחת הגיבוב האחיד הפשוט( אפשרויות mמאפשרת  Hפונקצית הערבול  kמפתח 

הבדיקה הליניארית מנסה מקומות בסדר ולאחר מכן, המסלול כבר קבוע כליניארי, דהיינו ש

. אי לכך הנחת הגיבוב  1,0,2לא ייתכן מצב שהבדיקה תהיה בסדר הבא:  עוקב, ולמשל 

 האחיד לא מתקיימת. 

 

 בדיקה ריבועית:

 באופן הבא:  Hעושה שימוש בפונקצית הגיבוב  מימוש פונקצית הערבולל ה זושיט גם

ℎ(𝑘, 𝑖) = ( 𝐻(𝑘) + 𝐶1  ∙ 𝑖 + 𝐶2 ∙ 𝑖
2) % 𝑚 

כלשהיא, ומוסיפה  H.  היא מפעילה פונקצית גיבוב  2C וְ  1Cהסבר: הפונקציה עובדת עם שני קבועים  

 .m.  על התוצאה היא מפעילה פעולת מודולו 2Cפעמים את הקבוע  2iוְ   1Cפעמים את הקבוע  iעליה 

 )מיד דוגמא(

 .  2Cוְ  1Cבה נשתמש, ואת הקבועים  H, נצטרך לקבוע את הפונקציה כאשר נבנה פונקציה בשיטה זו

תלויים בגודל הטבלה, ואנו נבחר אותם בהתאם כך שסדרת הבדיקות בדרך כלל  2Cוְ  1Cהערכים של 

 (.m-1 …0,1,2,3בוודאות תעבור על כל המיקומים הרלוונטיים. )

 ות בהם הקבועים עונים על צורך זה.איך בדיוק? אין לנו שיטה כללית כזו, אלא רק נוכל לראות דוגמא

 דוגמא:

 הבאים:   1לְ  0הינם בעלי ערך בין  בדוגמא זו, האלמנטים הנדרשים להכנסה

➔   0.873, 0.23, 0.92, 0.49, 0.24, 0.87, 0.33, 0.75, 0  
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 נבחר את הקבועים להיות: 

C1 =  C2 = 0.5 

 m=8     טבלה בגודל

H:   H(k) ערבולהפונקצית  =  ⌊k ∙ m⌋   )ערך שלם תחתון של המפתח המתקבל כפול גודל המערך( 

 תחזיר לנו: h.  אם כך 6נקבל חזרה את הערך:  Hל עליו את , כאשר נפעי0.873המפתח הראשון 

h(0.873,0) = ( H(0.873) + 0*0.5 + 0* 0.52  ) % m = (6 + 0 +0) % 8 = 6%8 = 6. 

  0.873פנוי, ולשם נכניס את האלמנט  6( המיקום  -)כיוון שזו ההכנסה הראשונה 

במקרה זה ההחזר היה  . i=1, עם ערך hהיה תפוס, היינו מבצעים קריאה נוספת ל  6אם המיקום 

 יוצא:

h(0.873,1) = ( H(0.873) + 1*0.5 + 12* 0.5  ) % m = (6 +0.5 +0.5) % 8 = 7%8 = 7. 

 עבור כל המפתחות:פעולת ההכנסה נבצע את בטבלה הבאה 

➔   0.873, 0.23, 0.92, 0.49, 0.24, 0.87, 0.33, 0.75  

הכנסה, העמודה השנייה משמאל מייצגת את מספר בטבלה, העמודה השמאלית הינה המפתח ל

ניסיון הראשון(. שלוש העמודות לאחר מכן ות הראשונים, האלמנטים נכנסו בניסיון ההכנסה. )במפתח

לשם נוחות המעקב(.  כנגד כל ניסיון הכנסה, בעמודה הימנית  -)  hמייצגות חלק מנוסחת הפונקציה 

 ליח. נוכל לראות האם הניסיון הצ  -סטאטוס  –

 i H(k) המפתח
K*8 

0.5 ∙ 𝑖 +  0.5 ∙ 𝑖2 
 

h   (%8) טוסאסט  

 נכנס 6 0 6 0 0.873

 נכנס 1 0 1 0 0.23

 נכנס 7 0 7 0 0.92

 נכנס 3 0 3 0 0.49

0.24 0 1 
 

 תפוס 1 0

 נכנס 2 1 1

 
0.87 

0  
6 

 תפוס 6 0

 תפוס 7 1 1

 תפוס 1 3 2

 נכנס 4 6 3

 
0.33 

0  
2 

 

 תפוס 2 0

 תפוס 3 1 1

 נכנס 5 3 2

 
 

0.75 

0  
 

6 
 
 

 תפוס 6 0

 תפוס 7 1 1

 תפוס 1 3 2

 תפוס 4 = %8(6+6) 6 3

 נכנס 0 = %8(10+6) 10 4
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כאשר נרצה לבדוק אם קבועים שבחרנו הינם טובים או לא, נוכל לבצע זאת ע"י שנראה את הקפיצות 

 (. Hמחזירה )ביחס להחזר של  hשהפונקציה 

 :0,1,3,6,2,7,5,4בדוגמא זו הקפיצות הן   

h(k,0) = H(k)+ 0.5 * 0 + 0.5 * 02  = H(k)+0 

h(k,1) = H(k)+ 0.5 * 1 + 0.5 * 12  = H(k)+1 

h(k,2) = H(k)+ 0.5 * 2 + 0.5 * 22  = H(k)+3 

h(k,3) = H(k)+ 0.5 * 3 + 0.5 * 32  = H(k)+6 

h(k,4) = H(k)+ 0.5 * 4 + 0.5 * 42  = H(k)+10  ➔   mod 8  =  2 

h(k,5) = H(k)+ 0.5 * 5 + 0.5 * 52  = H(k)+15  ➔  mod 8  = 7 

h(k,6) = H(k)+ 0.5 * 6 + 0.5 * 62 = H(k)+ 21  ➔  mod 8 = 5 

h(k,7) = H(k)+ 0.5 * 7 + 0.5 * 72 = H(k)+28  ➔  mod 8 = 4 

 כל, מאותו מיקום אנו נעבור על Hובכן, אנו רואים בשיטה זו, שלא משנה מה יהיה ההחזר של 

המיקומים האפשריים בטבלה, ובקפיצות הנ"ל. מה שמראה שפונקציה זו עם קבועים אלו הינה 

 פונקציה טובה.

 .8קריאות, בוודאות נמצא מקום לאלמנט כלשהו, עבור מערך בגודל  8ובמילים אחרות, לכל היותר ב 

, נוכל לראות שלא נגיע לכל 10, וגודל טבלה  3 וְ  1אם לעומת זאת היינו לוקחים קבועים אחרים, 

 המקומות בטבלה:

h(k,0) = H(k)+ 1 * 0 + 3 * 02  = H(k)+0 

h(k,1) = H(k)+ 1 * 1 + 3 * 12  = H(k)+4 

h(k,2) = H(k)+ 1 * 2 + 3 * 22  = H(k)+8  ➔ mod 8 = 0 

h(k,3) = H(k)+ 1 * 3 + 3 * 32  = H(k)+ 30  ➔ mod 8 =  6 

h(k,4) = H(k)+ 1 * 4 + 3 * 42  = H(k)+52  ➔   mod 8  =  4 

h(k,5) = H(k)+ 1 * 5 + 3 * 52  = H(k)+80  ➔  mod 8  = 0 

h(k,6) = H(k)+ 1 * 6 + 3 * 62 = H(k)+ 114  ➔  mod 8 = 2 

h(k,7) = H(k)+ 1 * 7 + 3 * 72 = H(k)+154  ➔  mod 8 = 2 

הניסיונות הראשונים, שקבועים אלו לא יובילו אותנו לסדרת מיקומים שיכסו את  8ברור לנו לפי סדרת 

 הובילו לאותו מקום..  i=4וְ    i=1כל המערך.  למשל, הקריאה עם 

 להציג שיטה אילו קבועים מתאימים ואילו לא.\לא במסגרת קורס זה להוכיח
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 :שיטת הבדיקה הריבועיתיתרונות 

 במיקומים. גדולים יחסית מביאות לדילוגים 2iו  iת אשכולות קטנה יותר, כי הכפל ב הצטברו -

 :השיטה חסרונות

מחזירה ערך שיכול להיות  Hשכן להתקבל,  המסלולים יכולים !mמתוך   mרק גם בשיטה זו  -

הנחת  מיקומים, ולכל החזר כזה יש לנו מסלול קבוע מראש לדילוגים. אי לכך mאחד מה 

 בשלמות. אחיד לא מתקיימתהגיבוב ה

 

 כפול:הגיבוב שיטת ה

שיטת בניית פונקצית הגיבוב בצורת הגיבוב הכפול הינה ע"י שימוש בשתי פונקציות גיבוב קיימות 

 .  (kמקבלות פרמטר אחד בלבד  –לשיטת השרשור, דהיינו  שכל אחת בפני עצמה מתאימה) אחרות

 באופן הבא:ו

h(k,i) = ( H1(k) + i * H2(k) ) % m 

 (i=0) כי    1H(k)התא הראשון שייבדק הינו התא:  

 2H 1 *  (k) +1H(k)התא השני שייבדק הינו התא:  באם הראשון תפוס, 

 2* H (k) + 21H(k)התא השלישי שייבדק הינו התא:  באם גם השני תפוס, 

 וכן הלאה..

 הקושי בשיטה זו, הוא להבטיח שאכן נעבור על כל המיקומים האפשריים.

דהיינו שאין לו  –)גודל המערך(   mזר ל  יהיה 2H(k) המוחזר מ  ערךכל כדי להבטיח זאת, נצטרך ש

 – 2ראה נספח ה את המושג מחלק משותף, \אם אינך ממש מבין.  )1כי אם  mעם מחלק משותף 

 מחלק משותף(.

 2H(k)כפל ב משום שהדילוגים ב ,יכסו את כל האינדקסים בטבלה hהקריאות ל  mבאופן כזה בהכרח 

  לא יחזרו על עצמם עד שנעבור על כל התאים. 

על  נעבורהטבלה, כי מ חלקתעבור רק על  kסדרת הבדיקה עבור מפתח , mלא היה זר ל  2H(k)אם 

 .המחלק המשותףהטבלה בקפיצות של 

 דוגמא:

 , סדרת הבדיקות הינה תקינה:mאכן זר ל  2H(k) כאשר,  נראה שm=10  בדוגמא הבאה בה

החזירה את  1H(k).  והפונקציה 3את הערך  2H(k)כלשהו, החזירה הפונקציה  kנניח שעבור מפתח 

 .4הערך 

 סדרת הבדיקות תהיה:

h(k,i) = (H1(k) + i * H2(k) ) % m 

h(k,0) = (4 + 0 * 3 ) % 10 = 4 
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h(k,1) = (4 + 1 * 3 ) % 10 = 7 

h(k,2) = (4 + 2 * 3 ) % 10 = 0 

h(k,3) = (4 + 3 * 3 ) % 10 = 3 

h(k,4) = (4 + 4 * 3 ) % 10 = 6 

h(k,5) = (4 + 5 * 3 ) % 10 = 9 

h(k,6) = (4 + 6 * 3 ) % 10 = 2 

h(k,7) = (4 + 7 * 3 ) % 10 = 5 

h(k,8) = (4 + 8 * 3 ) % 10 = 8 

h(k,9) = (4 + 9 * 3 ) % 10 = 1 

-   4 , 7 , 0 , 3 , 6 , 9 , 2 , 5 , 8 , 1 

הקריאות הראשונות.  mבתוך  [m-1,0]עברנו על כל הערכים האפשריים בטווח ש ניתן לראות

(m=10) 

שהוא גודל  10זר ל  הוא 2H(k)שהוא הערך שהוחזר מ  3דבר זה הצליח בעקבות זאת ש 

 המערך.

. היינו 10, שאינו זר ל 5היה  2H(k)לעומת זאת, באותה דוגמא ממש, אם הערך שהיה מוחזר מ 

 אות את המצב הבא:מקבלים בסדרת הקרי

h(k,i) = (H1(k) + i * H2(k) ) % m 

h(k,0) = (4 + 0 * 5 ) % 10 = 4 

h(k,1) = (4 + 1 * 5 ) % 10 = 9 

h(k,2) = (4 + 2 * 5 ) % 10 = 4 

h(k,3) = (4 + 3 * 5 ) % 10 = 9 

h(k,4) = (4 + 4 * 5 ) % 10 = 4 

… 
- 4 , 9 , 4 , 9 , 4 , 9 …… 

 הניסיות הראשוניים..  m בוודאי לא בוהתאים..  כל באופן כזה לא נכסה את

הניסיונות הראשונים יחזיר ערך שכבר הוחזר קודם לכן, וכבר  m)למעשה מספיק שאחד הניסיונות ב 

 האלגוריתם לא יעבוד(

כך שהיא תמיד תחזיר  2H, נוכל לבחור פונקצית mאכן יהיה זר ל  2Hכדי לדאוג לכך שההחזר של 

 .1. כך שבהכרח לא יהיה להם מחלק משותף כי אם 2להיות חזקה של   mערכים אי זוגיים, ואת 
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, כך גם כן לא mתפיק ערכים קטנים מ  H ראשוני, ומספר להיות   mלבחור את  –אפשרות נוספת 

 . 1יהיה להם מחלק משותף גדול מ 

 יתרון השיטה:

, Kאפשרויות למפתח  m תמאפשר  1Hמסלולים שונים. שכן, \סדרות m(m-(1בשיטה זו אנו מקבלים 

, כי הניסיון הראשון 1מקומות נוספים. )פחות  mמאפשרת עוד  2Hנותן,  1Hוכנגד כל אפשרות ש 

  (.0ב  מוכפלת 2H, הפונקציה i=0כאשר 

 ות הקודמות.מסלולים אפשריים, עדיין אנו במצב טוב יותר מהשיט !mאז למרות שלא קיבלנו 

 

 :לשיטת המיעון הישיר זמן ריצה

. נוכיח שזה מתבצע גם O(1)כזכור, מטרת טבלת הגיבוב הינה לאפשר פעולות בסיסיות בעלות 

 בשיטת המיעון הישיר.

 הכנסה:

אלמנטים, נצטרך לבצע ניסיון הכנסה אחד  nהמכילה  mכאשר נרצה לבצע הכנסה לטבלה בגודל 

 לפחות.

באם ניסיון הכנסה זה נכשל, וזה יקרה בהסתברות של  
𝑛

𝑚
זאת  – המקומות mאברים ב  n)כי יש    

סה אנו ננ (n < m וכזכור,  –המקומות  kהתפוסים חלקי  nאומרת, שהסיכוי ליפול על תא תפוס הינו 

 שוב מיקום אחר.

ו תפוס, נצטרך לבדוק כנגד הבדיקה עצמה, ובאם הוא עצמ 1עלותו גם כן  –המיקום הבא שנבדוק 

עוד תא. אלא שההסתברות לכך שהמיקום השני תפוס איננה 
𝑛

𝑚
 m -וה   n-1נהיה  nאלא כעת ה    

 יושב בו(המהמיקום שכבר נבדק, והאלמנט . )כי אנו מתעלמים m-1נהיה 

 מקומות כך: mאיברים ו  nובכן, נסמן את תוחלת זמן הריצה של הכנסת אלמנט כאשר ישנם 

E(n,m) 

בדיקות  n/mזמן הריצה יכלול לפחות בדיקה אחת, ובהסתברות של  -וכפי שהסברנו  נו יודעיםא

 נוספות, אם כך:

E(n,m) = 1 + 
𝑛

𝑚
 𝐸(𝑛 − 1,𝑚 − 1) 

נסמן   
𝑛

𝑚
=  𝛼 

𝐸(𝑛,𝑚) = 1 +  𝛼 ∙  𝐸(𝑛 − 1,𝑚 − 1) 

 כעת נמשיך זאת רקורסיבית ביודעינו ש:

𝐸(𝑛 − 1,𝑚 − 1) = 1 + 
𝑛 − 1

𝑚 − 1
∙  𝐸(𝑛 − 2,𝑚 − 2) 

 נקבל:אם כך 
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𝐸(𝑛,𝑚) = 1 +  𝛼 ∙ { 1 + 
𝑛 − 1

𝑚 − 1
∙  𝐸(𝑛 − 2,𝑚 − 2)} 

 ניתן להוכיח מתמטית ש :

𝑛אם  < 𝑚      )אז :   )וכך אכן המצב
𝑛

𝑚
  ≥  

𝑛−1

𝑚−1
  לסמן אתולכן, נרשה לעצמינו    

𝑛−1

𝑚−1
 . 𝛼כ   גם 

 ונקבל:

𝐸(𝑛,𝑚) = 1 +  𝛼 ∙ { 1 +  𝛼 ∙  𝐸(𝑛 − 2,𝑚 − 2)} 

 נמשיך זאת רקורסיבית:

𝐸(𝑛,𝑚) = 1 +  𝛼 ∙ { 1 +  𝛼 ∙ {1 +  𝛼 ∙  𝐸(𝑛 − 3,𝑚 − 3)… } 

 נפתח את הסוגריים ונקבל:

𝐸(𝑛,𝑚) = 1 + 𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼5… .+𝛼𝑛 ∙ 𝐸(0,𝑚 − 𝑛) 

,  𝐸(0הבדיקה    𝑚 − 𝑛)     הינה בעלותO(1)  מכיוון שיחסית לבדיקה זו המערך נחשב ריק, אזי

= Qנקבל סדרה הנדסית, בה   𝛼    כיוון ש    .  𝛼 =
𝑛

𝑚
𝛼דהיינו     < כסכום  אזי סכום הסדרה הינו  1

 :סדרה הנדסית שהוא

E(𝑛,𝑚) =  
1

1 − 𝛼
 

 .O(1)דהיינו הוכחנו שההכנסה הינה ב 

 .)חיפוש כושל( אלמנט שלא קיים בטבלהבור חיפוש גם ע באופן זהה להוכיח את זמן הריצהנוכל 

 ה הינה:הערה: עבור חיפוש מוצלח )דהיינו, חיפוש אלמנט שקיים בטבלה( נוסחת חישוב זמן הריצ

1

𝛼
∙ ln (

1

1−𝛼
 )הוכחה לא נדרשת לקורס זה(.        (

 

 לסיכום:

האחיד, והיא לא מתקיימת במלואה  הנחת הגיבוב דורשת אתפתוח המיעון שיטת האז אמנם גיבוב ב

 עדיין ניסויים מראים שבפועל:בפונקציות שראינו, 

מספר הבדיקות הממוצע  2/3( הינו 𝛼בשיטת הבדיקה הליניארית כאשר מקדם העומס ) •

 .5, ולחיפוש כושל הוא 2הוא  מוצלחלחיפוש 

גם כאשר מקדם העומס  5הוא  כושלבשיטת הגיבוב הכפול מספר הבדיקות בממוצע לחיפוש  •

בדיקות אף כאשר מקדם  5 -שהטבלה עמוסה יותר( ולחיפוש מוצלח דהיינו, , )4/5הוא 

 . 99/100העומס הינו 

 90%, כאשר שיעור התפוסה הוא m -ו nהראו כי עבור ערכים גדולים של  ניסויים שנערכו •

לשיטת  10-לשיטת הבדיקה הליניארית ו 50אזי ממוצע מספר בדיקות לחיפוש כושל יהיה 

   הגיבוב הכפול.

בחיי המעשה אין אך תוצאות גרועות, והסיבה היא שיעור התפוסה הגבוה.  אמנםאלו 

  ה גדול כי זה יגרום להאטה רצינית בחיפושים השונים.לאפשר להגיע לשיעור תפוסה כז
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כאשר נשווה בין שיטת השרשור לבין שיטת המיעון הפתוח, נוכל לומר שבעיקרון כאשר מתבצעים 

מחיקות בטבלה נעדיף את שיטת השרשור, שכן בשיטת המיעון הפתוח, בחיפוש כושל מספר 

 סימון בעזרת –חיקה במיעון הפתוח מההבדיקות יהיה גבוה. )כפי שהיטבנו להסביר בשיטת 

deleted) 

כאשר נבנה מבנה נתונים עבור ארכיון שבו לא מתבצעות מחיקות, אנו נעדיף את שיטת המיעון 

הפתוח, כיוון שאנו חוסכים בו שימוש במצביעים )עבור הרשימות המקושרות(, מה שמייעל את כמות 

 הזיכרון הנצרכת.

 

 

 :אוניברסאליגיבוב 

בטבלאות הגיבוב כפי שראינו אנו עלולים להיתקל במצב בו עומס התנגשויות יגרור זמן ריצה ארוך 

אם כל האלמנטים יקבלו את אותו הערך  O(n)זמן הריצה יהיה כך שבמקרה הגרוע יותר, עד כדי 

 בשיטת המיעון הפתוח(. O(m))או  מפונקצית הגיבוב.

 ב זה לנדיר יותר.להפוך מצשיטת הגיבוב האוניברסאלית נועדה 

בשיטת הגיבוב האוניברסאלית אנו משתמשים באוסף גדול של פונקציות גיבוב שונות, כך שעבור כל 

 שימוש כלשהו בטבלת גיבוב, נבחר באופן אקראי פונקציה אחרת מאוסף הפונקציות שלנו.

שיך מובן שבעת שבחרנו להשתמש בפונקצית גיבוב מסוימת עבור טבלת גיבוב מסוימת, אנו נמ

להשתמש באותה פונקציה לכל אורך חיי הטבלה, ולא נוכל להחליפה.  אחרת, אם נבצע חיפוש ע"י 

 , זמן החיפוש יהיה ארוך ולא יעיל..2hכאשר ההכנסה הייתה באמצעות פונקציה מהאוסף,  1hפונקציה 

 מספר הגדרות: כירנ ,אוסף אוניברסאלי כזהבש תועלתלפני שנראה את ה

 : הגדרות

H – פונקציות.ה אוסף 

t - .מספר הפונקציות שבאוסף 

יהווה אוסף אוניברסאלי, אנו נרצה שהוא יעמוד בהגדרת האוסף  Hכדי שאוסף הפונקציות 

, מספר פונקציות הגיבוב זוג מפתחות שונים זה מזה כלכזו שעבור האוניברסאלי. ההגדרה הינה 

 (. t/m    = )       |H|/m   היותרלכל הוא   h(x) = h(y)באוסף שעבורן יש התנגשות, דהיינו 

 : (היפותטית)דוגמא 

 . 3hוְ     1h   2hפונקציות:   3ישנן  Hנניח שבאוסף 

 {1,2,3}, והאלמנטים הינם   2גודל המערך הינו 

 : a, b, cעבור המפתחות  ih להלן טבלת הפונקציות 

(k)3h (k)2h (k)1h :מפתחות 

1 0 0 a 
2 2 1 b 
1 2 0 c 
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 .  נזהה שאין שום פונקציה המתאימה להם ערכים זהים.bוְ    aנסתכל על זוג המפתחות   

 מתאימה להם ערכים זהים. 3hוגם הפונקציה  1h, נזהה שהפונקציה  cוְ   aנסתכל על הזוג  

 מתאימה להם ערך זהה. 2h, ונראה שרק הפונקציה cוְ  bנסתכל על הזוג 

וזה  .2הינו  –סימאלי, המתאים לכל זוג מפתחות כלשהו, ערך זהה אם כך מספר הפונקציות המק

 .cוְ   aהמפתחות זוג יקרה כפי שראינו עבור 

נקרא אוניברסאלי שכן לפי הנדרש, צריך שמספר הפונקציות הללו  לאבמקרה היפותטי זה, האוסף 

כאלו. לכן האוסף הנוכחי  פונקציות 2ולנו יצא שישנן      t/m     .mt/   =23/  =1.5יהיה קטן מ  ( 2)

 נקרא אוניברסאלי. לא

(, יהיה קטן מ B -כאשר אכן נדאג שמספר הפונקציות המביאות להתנגשות מפתחות )נסמן מספר זה 

t/m  נוכל לראות שכאשר נבחר פונקציה כלשהי מהאוסף, הסיכוי לבחור אחת כזו שיוצרת התנגשות

 .tמתוך סך הפונקציות  B, הוא בעצם הסיכוי לבחירת אחד מהפונקציות bוְ  aעבור שני מפתחות 

 . ואם כן, נוכל לראות שהסיכוי הכללי להתנגשות הוא:B/tהסיכוי הוא:   

𝑩

𝒕
≤ 
(
𝑡
𝑚)

𝑡
=
1

𝑚
 

אם כך, הגדרת האוסף האוניברסאלי הינה שקולה להנחת הגיבוב האחיד הפשוט, שסיכוי להתנגשות 

 .m/1הוא 

 הגדרה פורמאלית:

לכל שני  אם גיבוב פונקציות של ליתאאוניברס משפחה היא H = {  h:  U → {1, … , m}    }   :הגדרה

 .1/mH∈hP = {h(x) = h(y)}  מתקיים,  U ∈  y ≠x שוניםמפתחות  

 מה הרווחנו אם כך ?

מסוימת הפעולות תהיינה לא יעילות, כעת אנו מקטינים את  hאם ישנו קלט מסוים שעבור פונקציה 

 הסבירות שדווקא פונקציה זו תיבחר לשימוש. 

שינסה להפיל את המערכת שבנינו ע"י שליחת מפתחות  "האקר" לדוגמא, אם אנו חוששים ל

 שיתגבבו לאותו תא, כעת כיוון שפונקצית הערבול תיבחר באופן אקראי, אנו נוכל למנוע זאת. 

מפתחות מסוימת שניתן לומר עליה שבאופן מוחלט היא גרועה עבור \במילים אחרות, אין קבוצת קלטו

 הטבלה שלנו, וזאת מהסיבה שאנו משתמשים באוסף פונקציות גיבוב. 

 

כאשר מדברים  וזאת m/1להתנגשות הוא  שונים )כלשהו(זוג מפתחות עבור : למדנו שסיכוי משפט

  .מסוים Yמול מפתח  Xעל מפתח 

, קטנה Xאו, התוחלת של מספר ההתנגשויות בהן מעורב מפתח מסוים  -הסיכוי להתנגשות כללית,  

 .1מ 

 הוכחה: 
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 ,גודל מערך הטבלה גדול ממספר האלמנטים( - m>nבהנחה ש  )

 n-1. כיון שיש  m/1 מסוים הוא yמול מפתח  Xהוכחנו, הסיכוי להתנגשות של מפתח שכבר כפי 

, אזי התוצאה תהיה קטנה מ mקטן מ  n. ומכיוון ש 1/m * (n-1)כ הסיכוי הוא   מפתחות נוספים, סה"

1. 

𝑛 − 1

𝑚
≤ 1 

 

 

 :אוניברסאליבניית אוסף 

 הינן פונקציות שונות מהפונקציות שראינו בפרקים הקודמים., Hאוסף הקיימות בהפונקציות 

לאיזשהו טבלה ליצירת אוסף אוניברסאלי. בשיטה זו נגדיר את גודל ה מעניינתאנו נכיר כעת שיטה 

 (.ןאחסנתכנן להקרוב למספר האלמנטים ש כזה נבחר מספרש כמובןראשוני ) m מספר 

  מקטעים בגודל שווה. r+1 לכל להתחלק וכך שכל מפתח י r מספר אנו נבחר זו בנוסף, בשיטה 

 מקטעים: 8יחולק ל  22142784אזי  המפתח  r=7לדוגמא, אם בחרנו 

2,2,1,4,2,7,8,4 

 מקטעים אף הוא: 8יחולק ל  1357באופן דומה, המפתח 

 )הוספת אפסים משמאל(   0,0,0,0,1,3,5,7

גודל  יבעל יםמקטעל נו נוכל לבחור גם חלוקהבצורת חלוקה זו, כל מקטע הוא בעל ספרה בודדת. א

חיד הוא, שהערך המקסימאלי שמקטע יכול בכל מקרה התנאי המגביל הייותר מספרה אחת, של 

 2ספרות, נוכל שכל מקטע יכיל  3הינו מספר בעל  mלמשל, אם  .)גודל הטבלה( mמ  קטןלקבל יהיה 

 ספרות.

נדע מהו גודל מקסימאלי של כל קטע, ולפי המפתח הגדול ביותר, נדע לכמה מקטעים  mלסיכום, לפי 

 נוכל לבצע חלוקה.

 .r=14ספרות, אז   30, והמפתח המקסימאלי הינו בעל ל הטבלה()גוד m = 101אם  דוגמא:

מקטעים(, כך שכל מקטע  15מקטעים )דהיינו   r+1מהסיבה, שנוכל לחלק את המפתח המקסימאלי ל 

 .101שהוא כזכור  mספרות תמיד יהיו קטנים מ  2ספרות. כמובן ש  2יהיה בעל 

 :מבנה הפונקציות באוסף

ופן מעט שונה בא אך מקטעים r+1ל  גם הוא אשר מחולק כלשהו aכל פונקציה באוסף  בוחרת מספר 

 .מחלוקת המפתח

 , לדוגמא :(כל מקטע )בכמות הספרות של לא חייבים להיות זהים aהמקטעים של השינוי הוא בכך, ש

 כזה : aניתן לבחור  r=14עבור 

>  15.. C  ,93 34, ,78 6 4, 0, , 0 , ,44 ,7 23  <      a = 
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שחלוקת המקטעים שלו עדיין תהיה כך  ינהה ומקטעיו aבבחירת  לה שעלינו לדאוג עדיין, המגבלה

 .mשכל מקטע ערכו קטן מ 

 פעולת הפונקציה:

סכום  ומחשבת kהיא מקבלת מפתח  כך שלה aמשתמשת באותו )פונ' כלשהי באוסף(  ahהפונקציה 

 כפול כל מקטע במפתח )לאחר חלוקתו( aשל כל מקטע ב 

 דהיינו:

∑𝑎𝑖∙𝑘𝑖

𝑟

0

 

 .)מקטעים r+1)לאחר חלוקתם ל  kהינו מקטע במפתח  ik , ו aבמספר  iהינו מקטע  ia כאשר 

 דוגמא:

m=13    

 ובהתאם אורך מקטע יהיה ספרה אחת.

 ספרות. 4: באלמנטים k מפתח אורך מקסימאלי של

  r = 3   ממילא 

 < a  =  < 5,0,7,9   שלה הוא :  aעבור פונקציה מסוימת,  נניח שה  הדוגמא לצורך

  k=193 נניח שמתקבל מפתח 

 חלוקתו למקטעים הינה:

= < 0,1,9,3 >  ik 

 :kבמקטע של  aע"י מכפלת כל מקטע ב  נחשב את הסכום שהפונקציה יוצרת

ℎ𝑎(𝑘) =  ∑𝑎𝑖∙𝑘𝑖

𝑟

0

   =  (0 ∗ 5 +  1 ∗ 0 +  7 ∗ 9 +  3 ∗ 9)   =  90 

, התוצאה הינה האינדקס אותו היא mפעולת מודולו  hהפונקציה לבסוף צאה, מבצעת על סכום התו

 מחזירה.

 . 12: נקבל     13המודולו פעולת , ולאחר 90בדוגמא שלנו, הסכום יוצא 

 שונה.  a, תכיל מספר Hובכן, כל פונקציה באוסף 

 r+1mהינו  Hואם כך, מספר הפונקציות המקסימאלי באוסף 

 הסבר: 

שונים יכולים  aשונה, אם כך נצטרך לבדוק כמה מספרים  aכיוון שכל פונקציה הינה בעלת מספר 

 (mערכו יהיה קטן מ  –וכל מקטע  r+1להתקיים. )כמובן כך שכולם מתאימים חלוקה למקטעים של 

 אפשרויות.  mדהיינו   -(  0)החל מ   m-1הערך המקסימאלי היושב בו הינו  aובכן, בכל מקטע של 
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 .  )קומבינטוריקה בסיסית(aאפשרויות ליצירת  r+1m, לכן מובן הוא שיש לנו r+1מספר המקטעים הינו 

 הגדרה פורמאלית לאוסף שלמדנו ליצור: -ת \למעוניין

 








−=== 
=

1,...,1,0a ,a , ,a ,aa  m mod ·ka(k)hH ir10

r

0i

iia m 

 דוגמא:

 .257נניח שגודל הטבלה הינו 

 .242ערך המפתח המקסימאלי הינו 

 המפתחות מוצגים בייצוג בינארי.

 m=257 ש מקטעים.  אך כיוון 24 עדז"א שניתן לחלקו  242כיוון שערך המפתח המקסימאלי הינו 

ביטים, כדי לוודא שערך מקטע לא  8של  מקסימאליאנו נאלץ לבחור מקטעים בגודל  m  >92דהיינו 

 .mיעלה על 

 )בינאריות(.ספרות  8( שבכל מקטע r=2נבחר לחלק כל מפתח לשלושה מקטעים )שרירותית אם כך, 

מקטעים אלו לא  –של כל פונקציה, נחלק לשלושה מקטעים. )תזכורת  aממילא, גם את הקבוע 

 (.mכדי שבוודאות ערכו יהיה קטן מ    8שווה ל \קטןחייבים להיות שווים, אך על כל אחד מהם להיות 

  >   = 101a , 223 ,248    <נניח שנבחרה באופן אקראי פונקציה בעלת  

 .   )בייצוג בינארי(.K = 1025סים כעת להכניס לטבלה מפתח    ואנו מנ

 לושה מקטעים:לש kובכן, אנו תחילה נחלק את 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

 

 בייצוג עשרוני:שזה 

> 0 , 4 , 1k = <  

 הפונקציה אם כך תבצע:

ℎ𝑎(1025) = (∑𝑎𝑖∙𝑘𝑖  

2

0

  )  %    257 = (248 ∗ 0 + 223 ∗ 4 + 101 + 1 ) % 257 = 993 %  257 = 222 

 .222יוכנס לטבלה במיקום  1025אם כך, האלמנט בעל מפתח 

 

  3הוכחה שאוסף פונקציות אלו יוצרת מענה להגדרת האוסף האוניברסאלי, מצורפת בנספח מספר 

 שיתרחק(. –)מי שלא אוהב מתמטיקה 
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 הערה לסיום:

ת השרשור כשיש התנגשות, והן טבלאות שמשתמשות בשיטלגיבוב אוניברסאלי יכול לשמש הן 

 לטבלאות בשיטת המיעון הפתוח. 

כשמשתמשים בשיטת המיעון הפתוח הפונקציה שעלתה מהאוסף, תיתן לנו את הניסיון למיקום 

הראשון שבו ננסה להכניס, ובמקרה של התנגשות, נגריל פונקציה נוספת, או שניצור איזושהי דרך 

)כפי שראינו בשיטת המיעון  iה עבור ניסיונות הכנסה מתמטית כדי לקבל מסלול דילוגים להכנס

 (הפתוח, פונקציות בשיטת הגיבוב הכפול, השיטה הליניארית וכו'. 

 

 

 

 עצי חיפוש מאוזנים

 כפי שלמדנו בקורס מבנה נתונים א' :

. )כאשר log(n) Oמשפחה של עצים נקראת מאוזנת אם מתקיים שלכל עץ במשפחה גובה העץ הוא 

n  באותו עץ כמובן(. קודקודיםההוא מספר 

ולכל  : כאשר כמות הצאצאים מימין לכל קודקוד, זהות לכמות הצאצאים משמאלו, אינטואיטיביובאופן 

 )בעץ בינארי(   העץ נקרא מאוזן. צומת פנימית קיימים שני ילדים

 log(n): הגובה חסום ע"י לסיכום 

 .Bועצי   2-3עצי   בקורס זה, אנו נלמד על עוד שני סוגי עצים מאוזנים: 

 

 2-3עצי 

 ישנם שלושה סוגי קודקודים: -  2-3 לעץ המאוזן הקרוי

אין לו ערך כלשהו, הוא סתמי, נראה בהמשך את תועלתו.  –מסומן כנקודה שחורה.   –עלה  .א

 )וכמובן שאין לו צאצאים(

● 

 

 .R וְ  L   -תתי עצים   \, ויש לו שני בניםXבודד  קודקוד ערך אחדל -  2קודקוד  .ב
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הוא בנו  L. כך ש  M וְ  L, Rתתי עצים,  שלושה, ויש לו Y וְ  Xערכים  שניקודקוד ל – 3קודקוד  .ג

 תת עץ האמצעי.\הינו הבן Mהימני, ו  – Rהשמאלי, 

 

עץ כמובן ששני סוגי הקודקודים יופיעו. וכל קודקוד יכול אף להיות צאצא של קודקוד מסוג במבנה ה

 אחר.

 

 כך: 3וקודקוד  2בהמשך, יתוארו קודקוד בדוגמאות שנראה 

 
 3-קודקוד    2-קודקוד 

 

 פירוט נוסף:

 :2בקודקוד 

)הערך של  Xמ  שווה אוקטן של הקודקוד צריך להיות  Lהמופיע בתת עץ  V (value)כל ערך  .ד

 הקודקוד(, 

 . Xמ  (ממש) גדולצריך להיות  Rבתת עץ  Vכל  .ה

בכך כמובן .   )בתתי העץ שלו צריך להיות זהה עלהבנוסף, אורך המסלול מהקודקוד עד לכל  .ו

 (העץ מאוזן

 דוגמא:

 
העלים, אין להם משמעות. מכאן ולהבא אפילו לא נאייר אותן. ולמעשה  –הערה: הנקודות השחורות 

"קודקוד שאין לו צאצאים, יש לו עלים, וכל  ש הינה רק כדי שנוכל לומר קיומן )האבסטרקטי(הסיבה ל

 : קודקוד שצאצאיו הינם רק עלים, נקרא "קודקוד סופי".(הערההעלים באותה דרגה". )

 )פירוט נוסף( : 3קודקוד ב

 שלו. Xשל הקודקוד צריך להיות גדול או שווה לערך  Yהערך  .1

 .   X לשווה  קטן אוצריך להיות  Lהמופיע בתת עץ  Vכל ערך  .2

 .Yשווה ל \וקטן Xממש מ  גדול, צריך להיות Mהמופיע בתת עץ  Vרך כל ע .3

 .Yממש מ  גדול, צריך להיות Rהמופיע בתת עץ  Vכל ערך  .4

 , אורך המסלול מהקודקוד עד לכל עלה בתתי העץ שלו צריך להיות זהה.   2וכמו בקודקוד  .5



 brook.ori@gmail.comספר הקורס מבנה נתונים ב'. השימוש לא תשלום אסור. לפרטים: 

 

30 
 

שמאל, קטנים מהם, במילים פשוטות: הצאצאים מימין, גדולים מהערכים שבקודקוד, הצאצאים מ

 ( שבקודקוד.Yוְ  Xוהצאצאים מהאמצע, הינם בין הערכים )

 : 2דוגמא לקודקוד מסוג 

 

. הערכים מימין הינם 30ל  20כפי שניכר, הערכים הנמצאים בתת העץ האמצעי הינם ערכים בין 

 .20, והשמאליים הינם קטנים מ 30גדולים מ 

 למעלה משלושה אלמנטים, ניתן לייצוג במספר אופנים.כל עץ המכיל  -    2-3לעץ  תכונה מעניינת

 2,3,5,6דוגמא, אם יש לנו עץ המכיל את הערכים:   ל

 :שתי דרכיםהציגו בניתן ל

 

 הערה:

ואם כך חשוב שנבדיל בין  הקודקודים(. פרמס=   n) nבדרך כלל שונה מ  3-2בעץ  הערכיםמספר 

 צומת".\"ערך" לבין "קודקוד

איברים  m. כעת אם נחשוב על log(n)כפי שהגדרנו, "עץ מאוזן" הינו עץ אשר גובהו חסום ע"י 

כל קודקוד ש משום  n = m , מובן שכמות הקודקודים תהיה גם כן 2המסודרים בתוך קודקודים מסוג 

 מכיל ערך בודד.

. )משום n = m/2 , אזי כמות הקודקודים תהיה 3לעומת זאת, בעץ שבו כל הקודקודים הינם מסוג 

 כל קודקוד מאחסן שני ערכים(.ש

, יהיה גבוה יותר מאשר עץ 2בהתאם מובן שגובה עץ העושה שימוש בעיקר בקודקודים מסוג 

, שלו יותר גדול n, דהיינו ה )כי פשוט יש בו יותר קודקודים .3המשתמש בעיקר בקודקודים מסוג 

 תהיה גדולה יותר(   log(n)ותוצאת ה 

למחוק איברים במקביל \להוסיף לבצע פעולות על העץ, דהיינו: כיצד כעת הואמה שנשאר לנו ללמוד 

 לשמירת התכונות. 
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 הכנסה

 ה ננתחם :ל במספר מצבים שונים, הבכאשר נבצע הכנסה, אנו עלולים להיתק

 מתאים. זיהוי המקום אליו הערך החדש תחילה בכל מצב, השלב הראשוני בעת ביצוע הכנסה, הוא

 לעץ הבא, נזהה שמיקום ההכנסה הוא היכן שהחץ מצביע: 8לדוגמא, אם נרצה להכניס את הקודקוד 

 

, אנו לא "נלך" 5, נדע מהשורש "לפנות" שמאלה. כיוון שהגענו לערך 10קטן מ  8הסבר: כיוון ש 

ד המכיל את אין המשך. אם כך אנו יודעים שמיקום ההכנסה הוא לקודקו( משום ש5גדול מ 8) ימינה

 .5הערך 

 השלב הבא:

)כפי שאכן קרה בדוגמא  ,2קודקוד מסוג המתאים בו נתקלנו ישנו מקום שהבמקרה  •

ערך יהיה ה השני שבו,הערך ש כך, 3לקודקוד מסוג  הקודקוד נהפוך את אנו האחרונה(

, דהיינו מימין או משמאל לערך הקיים כבר. להוסיף. ההוספה תהיה במקום המתאים שרצינו

  , הוא יצטרף אליו מימין.5גדול מ 8, כיון ש שלנו וגמאבד

 צד שמאל.מקודקוד מתווסף ל, הוא היה 1אם הערך שהיינו רוצים להכניס היה 

 

 
 

 

 

ערך לא נוכל לצרף את ה – 3הינו קודקוד מסוג  (מתאים)שמצאנו  המקום החדש במקרה בו •

הערכים  האמצעי משלושת ניקח אתבשלב הראשון  נבצע שני שלבים.  חדש אליו, אלאה

את שני האחרים נהפוך לילדים שלו כך יים הקיימים( ונעלה אותו למעלה.  )החדש + השנ

  .2מסוג שכל אחד מהם יהיה קודקוד נפרד 
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 :מימיןלעץ  8 כשננסה להכניס את הערך :לשלב הראשון דוגמא

 

, לקחנו את 3הינו קודקוד מסוג , לאחר שזיהינו שמיקום ההכנסה העץ לפני ההכנסה -:  מימין הסבר

, והפרדנו אותם לשני קודקודים בודדים (8,9,12) משלושת הערכים (12וְ  8) שני הערכים הקיצוניים

 , הפכנו ל "אבא" שלהם.9 –, ואת האמצעי 2מסוג 

השמאלי לשורש הינו  עץהתת )בדוגמא, הגובה של העץ לא מאוזן.  לאחר פעולה זו, שנהיה הבעיה

 (.1הינו , והימני 2

 פתרון  )שלב שני( :

 נסה לדחוף לקודקוד מעליו. גם כאן נבדיל בין שני מקרים.את הקודקוד שהעלינו למעלה, נ

 – )כמו שאכן קרה בדוגמא האחרונה  ,2אם הקודקוד למעלה הוא מסוג  -המקרה הפשוט  •

עלה את הערך ש אליו כך שנצרף, 3נהפוך אותו לסוג  (2מסוג  – 15הקודקוד מעל הוא 

(, האמצעי: הערך ראשוןוילדיו יהיו: השמאלי: הערך שפוצל שמאלה )מהקודקוד ה למעלה

      1, והימני יישאר כפי שהיה קודם ההכנסה.שפוצל ימינה

 בדוגמא שלנו זה מה שיקרה :

 

 

לא נוכל לצרף אליו את הערך שעלה למעלה,  ,3אם הקודקוד האב הוא מסוג לעומת זאת,  •

)הערך שהועלה  האמצעי משלושתםמה שנעשה הוא ששוב נחזור על התהליך, נבחר את 

 נעלה אותו למעלה.ו מול השניים הקיימים מעליו( 

 שאליו נוכל לצרף את הערך שהועלה. 2על התהליך נחזור עד שנגיע לקודקוד מסוג 

, ניקח את האמצעי משלושתם )השניים שבשורש 3ה מסוג אם נגיע עד לשורש, וגם הוא יהי

( והשניים האחרים יתפצלו אף 2+ האחד שהועלה(, והוא יהיה השורש החדש )קודקוד מסוג 

 , כילדים של השורש החדש.2הם להיות כל אחד קודקוד מסוג 

 

 

                                                           
דואלי  דהיינו: הערך שפוצל שמאלה יהיה -במקרה בו אנו עולים מימין, אז התהליך יבוצע באופן סימטרי  1

 (, והערך שפוצל ימינה יהיה הימני. )כנ"ל(.3האמצעי )לקודקוד שהפכנו להיות מסוג 
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 דוגמא:

 לעץ הבא: 35בדוגמא הבאה אנו נכניס את הערך 

 

 : 35אים לערך תחילה נזהה את המיקום המת

 

 : 2, כך שנעלה אותו למעלה, ונפצל האחרים לקודקודי 35הוא כמובן  <33,35,37>הבינוני מבין 

 

, ונעלה 30 –, אנו שוב נבחר את האמצעי משלושתם 3-כיוון שהאבא בו נתקלנו הוא מסוג קודקוד

 י לב לצורת הפיצול(.\)שים  אותו למעלה תוך כדי פיצול השניים הנותרים כך:

 

. שוב ניקח את 3בשלב הבא, בו שוב האב שנתקל בו )השורש במקרה זה( הוא גם כן קודקוד מסוג 

 ( והוא יהיה השורש החדש:40האמצעי, )גם כן 
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 והוא נשאר מאוזן. –ניתן לראות שתכונות העץ נשמרו 

, אך מובן שזה ישתנה ממקרה 2בדוגמא זו כל הקודקודים שבעץ בסיום ההכנסה הינם מסוג 

 למקרה..

 לסיכום אלגוריתם ההכנסה:

 יורדים עד הרמה האחרונה. –שלב א' : שלב ירידה 

 , פשוט מוסיפים את הערך החדש.2אם הגענו לקודקוד מסוג  – מצב פשוט שלב ב': 

 , והערך האמצעי צף למעלה.2קודקודים מסוג  2, מפצלים אותו ל3שלב ג': אם הגענו לקודקוד מסוג 

 , או לשורש.2שמגיעים לקודקוד מסוג  חוזרים על שלב ג' עד -

 

 :מחיקה

, 2, אנו עלולים להיתקל במצב שבו הערך יושב בקודקוד מסוג 2-3כאשר נרצה למחוק ערך מעץ 

ע"י הפיכתו לקודקוד  3כמו כן, אם ננסה להוריד ערך מקודקוד מסוג  והמחיקה תשנה את איזון העץ.

 , נצטרך לדאוג לתת העץ שיעלם..2מסוג 

 תור זאת?כיצד נפ

ובכן, באופן כללי כאשר נרצה לבצע מחיקה, אנו תחילה נמצא את האיבר למחיקה בשיטת החיפוש 

 )ולעצי חיפוש בכלל( .2-3הרגילה לעץ 

 כאשר נמצא את הקודקוד בו יושב הערך, אנו נדאג שהוא יימצא בקודקוד סופי. כיצד?

 בעזרת החלפתו עם העוקב שלו.

 :  40ק את הערך למשל, בעץ הבא, אם נרצה למחו
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 יושב בקודקוד פנימי )בשורש, בדוגמא זו( אזי נחליף אותו בעוקב שלו. 40כיוון שהערך 

תזכורת: כדי למצוא עוקב לערך כלשהו, נפנה צעד אחד ימינה, ולאחר מכן שמאלה עד הקודקוד 

 הסופי(

 (.42 –, ואז שמאלה 45 –.  )אחד ימינה 42בדוגמא שלנו העוקב הינו 

 ההחלפה:נבצע את 

 

 העומד למחיקה נמצא בקודקוד סופי. 40כעת הערך 

 

 ברגע שהגענו למצב בו הערך למחיקה מופיע בקודקוד סופי, אנו נתקדם לשלב הבא במחיקה.

 

 מחיקה: שלב ב'.

, הפעולה היא 3כשנרצה למחוק ערך מקודקוד סופי, אזי אם הקודקוד הסופי הוא קודקוד מסוג 

 , והערך המיועד למחיקה, לא יהיה קיים יותר.2ודקוד לקודקוד מסוג נהפוך את הק –פשוטה מאוד 

 דוגמא:  

 מהעץ הבא: 8נרצה למחוק את 

 

 

 

 .2השאלה הינה מה נעשה כאשר הקודקוד למחיקה הינו מסוג 

 ולשם כך, אנו נבדיל בין שלושה מצבים.

 .3אחד האחים הקרובים של הקודקוד הינו מסוג  .א

 .3מסוג האבא של הקודקוד הינו  .ב

 (.2. )כל הסביבה הקרובה הינה מסוג 3מסוג  –לא אחד האחים ולא האב  .ג
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 ולמעשה שלושת המצבים הנ"ל הינם "מהקל לחמור".

 כאשר לאח של הקודקוד למחיקה ישנם שני ערכים: –המצב הראשון הינו המצב הקל 

 

, את 10(, נעלה אותו לאבא 25וך לערך למחיקה )במקרה זה, מה שנעשה הוא: ניקח את הערך הסמ

 : 2, לקודקוד מסוג  3שיימחק, האח יהפך מקודקוד מסוג  5, נשים במקום 10 –הערך של האבא 

 

( הוא מצד שמאל, הפעולה תהיה דומה, 3הערה: כאשר נתקבל במקרה דומה, אלא שהאח )מסוג 

 פשוט סימטרית מהצד השני.

 : 3מצב מעט שונה, בו האב עצמו הוא גם כן מסוג  אך גם במצב זה, נוכל לזהות

 

 ( 5)תזכורת: רוצים למחוק את 

 10במקרה שלנו,  –)  3גם בתת מצב זה, נבצע פעולה דומה: נוריד את האב המשותף לאח מסוג 

 הוא האב המשותף( במקומו של המיועד למחיקה. ובמקומו נשים את הערך הקרוב של האח הנ"ל.

נוריד למקומו של  10( ואת 2ייהפך לקודקוד מסוג  46,  )10, נציבו במקום 25ת זאת אומרת, ניקח א

 המיועד למחיקה:
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  3, אלא יש לו אבא מסוג 3בו אין לקודקוד הנועד למחיקה אח מסוג  –המצב השני 

 : 10לדוגמא, בעץ הבא רוצים למחוק את הערך 

 

 פתרון:

. לדוגמא, אם נחליט לעבוד עם האח { ואחד האחים שני הערכים באב,: }  מ אנו נבחר את הקיצוני

)כאשר בוחרים לעבוד עם אח מימין,    .2נבחר את הקטן משלושתם שהוא: בדוגמא(,  46מימין )

 נבחר את הקטן משלושתם, ולהיפך עם נעבוד עם אח שמאלי, כפי שנראה בדוגמא אח"כ(.

, שיהיה 3(, ואת השניים הנותרים נאחד לקודקוד מסוג 2נציב כאב )קודקוד מסוג  הקטן שמצאנואת 

 הבן של האב החדש.

  

כפי שרואים באיור: בחרנו את האח מימין להיות חלק מהשינוי, כך שסימנו במסגרת אדומה את 

 25,46 –( לאב החדש. את הנותרים משמאל, אותו הפכנו ) 2: הקטןהשלושה. זיהינו מביניהם את 

 יותר בעץ. מופיע. והקודקוד למחיקה לא מימין איחדנו כבן חדש

 במצב זה אנו בוחרים את ה "גדול" מהשלושה, ולא הקטן. אם היינו בוחרים לעבוד עם האח משמאל:

 

 יתאחדו כבנים שמאליים. 1,2, והוא יהיה האב החדש. הנותרים 25הערך הגבוה מהשלושה הוא 
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 .3שבו לקודקוד למחיקה אין אחים או אבא מסוג המצב השלישי הוא המצב 

 .70לדוגמא, בעץ הבא נדרש למחוק את הערך 

 

 הפתרון:

 לדרגה גבוהה יותר. שנוצר,אנו נרצה "להציף" את החור אנו פשוט נמחק את הקודקוד, וכעת 

( לקודקוד 55וְ  60איך נעשה זאת? אנו נאחד את האח והאב של המיועד למחיקה )במקרה שלנו 

 החדש. והערך המיועד למחיקה ייעלם. 3. נסמן "חור" שיהיה האבא הזמני של הקודקוד מסוג 3מסוג 

 בדוגמא:

 

 )נשים לב, תמיד לקודקוד "חור" יהיה רק ילד אחד(

, אנו נחזור על התהליך 2האח של החור הינם קודקודים מסוג  וגםאם עדיין, האב של החור, 

 ה עוד יותר קדומה.רקורסיבית, כך שנציף את החור לדרג

. בדוגמא שלנו לאחר ההצפה 3, או אח מסוג 3השלב שבו נעצור הוא כאשר יש לחור אבא מסוג 

 .3הראשונה, נתקלנו במצב שבו האב הוא קודקוד מסוג 

 מה שנעשה:

 (.2מהשלושה : השניים שבאב, והאח הצמוד, הוא יהיה האב החדש )מסוג  קטןאנו נבחר את ה

. ושלושת הבנים שלו יהיו: שני הבנים הקודמים שהיו 3נאחד לקודקוד מסוג את השניים הנותרים 

 לאח, והבן של ה "חור".

 בדוגמא:
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. הוא נהיה האב החדש. ובנו 42.   הקטן משלושתם: 42,50.  האב של החור: 45האח של החור: 

 .50ו  45השמאלי יהיה איחוד של שני הנותרים 

ולא מצד ימין, התהליך היה זהה לחלוטין אלא שבמקום  אם החור היה מוצף מצד שמאל של העץ,

 לבחור את הקטן משלושת הערכים, היינו בוחרים בגדול משלושת הערכים.

 לדוגמא, אם הגענו להצפה כזו :

 

. את 2. והוא יהיה האב החדש מסוג 50שהוא כמובן   40,50,45 –אנו נבחר את הגדול מהשלושה 

. והבן של 48ו  42( שהם  45הם יהיו: השניים הישנים של האח )בני נאחד. ושלושת 45,40האחרים, 

 ( :5,10החור )

 

, קיבלנו מצב בו האח של החור יהיה מסוג 3אם ביצענו הצפה, אך במקום שהאב של החור יהיה מסוג 

 , לדוגמא:3

 

דהיינו, נעלה את הערך הסמוך של האח הסמוך לאב,  –מה שנעשה הוא כפי שעשינו במצב הראשון 

ואת הערך של האב, נוריד ונשים במקום החור. נשים לב לכך שהחור כעת נהפך להיות קודקוד, 

, אזי הבן השמאלי שלו נותר 2ונהפך להיות מסוג  3ונדרש לו בן נוסף.   כיוון שהאח היה קודקוד מסוג 

 חור.\יהיה הבן הימני החדש של הקודקוד(   הוא זה ש35 –ללא אב )במקרה שלנו 



 brook.ori@gmail.comספר הקורס מבנה נתונים ב'. השימוש לא תשלום אסור. לפרטים: 

 

40 
 

 בדוגמא:

 

 דוגמא להצפה כזו מצד ימין:

 

 ?2ים הינם מסוג \מה יקרה כאשר גם לאחר ההצפה, גם האב וגם האח

 פתרון: אנו נבצע הצפה נוספת כלפי מעלה. 

 (5:   )נתחיל בעץ הימיני, בו נדרש למחוק את הערך להצפה כפולה דוגמא

 

 בדוגמא, בוצעו שתי הצפות.כפי שרואים 

לאחר ההצפה השנייה, החור הוא למעשה כביכול ה "שורש" ולכן אנו פשוט נתעלם ממנו ונראה שיש 

 לנו עץ תקין.

 אם עדיין היו עוד רמות מלמעלה, היינו חוזרים על פעולת ההצפה, עד שאחד מהבאים יקרו:

 3האח הוא מסוג  .א
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 3האב הוא מסוג  .ב

 החור נעשה שורש .ג

האמין שבדוגמאות אלו כיסיתי את כל האופציות שיכולות לצוץ. מה שחשוב הוא להבין את קשה לי ל

 י בקלות לנתח את הנדרש לבצע.\עיקרון פעולת האלגוריתם, כך שבמצב שלא הזכרתי, תוכל

כיוון שבתחילה אנו  O(log(n))לגבי עלויות זמן ריצה של האלגוריתם, ברור שכל הפעולות יבוצעו ב  

, לאחר מכן אנו מחליפים את הערך logהערך למחיקה, שזו פעולת חיפוש בעלות מוצאים את 

למחיקה עם העוקב שלו )אם נדרש..( ולאחר מכן מציפים עד מצב פתיר.  כיוון שכל הפעולות הנ"ל 

 .O(log(N)), הוכחנו שפעולת המחיקה הינה בעלות logהינם בעלות של 

 

 Bעצי 

 ".Bבקורס זה, הינו "עצי הסוג השני של עצים מאוזנים שנלמד 

והם שונים בכך שכמות הערכים בכל קודקוד  2-3הינם עצים הדומים מאוד לעצי   Bעצי 

 יכולה לקבל כמות ערכים גדולה יותר.

M (m>2 )אנו נבחר )לפי הנוחות שלנו( איזשהו מספר קבוע  Bנעבוד עם עץ \למעשה כאשר אנו ניצור

 : באהלכל קודקוד, ולפי המשוואה הועל פיו נדע כמה ערכים יוכלו להיכנס 

⌈
𝑚

2
⌉ − 1 ≤ מספר הערכים   ≤    𝑚 − 1 

דהיינו   1 - 4/2זה אומר שמספר הערכים שבכל קודקוד יהיו לפחות     m=4דהיינו, אם בחרנו למשל 

 ערכים. 3דהיינו  –ערכים  4-1בודד. ומצד שני, כמות הערכים יכולה להגיע עד   1לפחות ערך 

י לב, הביטוי למינימום מבצע חלוקה \.  )שים6לְ  3מות הערכים הייתה בין כ  m=7אם היינו בוחרים 

 ).עליוןעם ערך שלם 

 שונה מכך השורש שתמיד יוכל לקבל )אם נרצה..( מינימום של ערך בודד.

 . 1מספר הילדים שיהיו לכל קודקוד, הינו כמספר הערכים שבו פלוס 

 ילדים בדיוק. )אלא אם כן הוא קודקוד סופי(. 5 ערכים, צריכים להיות 4למשל, לקודקוד שבו ישנם 

 .2-3הינם בדיוק כהגדרות עצי  Bכל שאר התנאים וההגדרות לעץ 

 .m=3כאשר  Bהינם מקרה פרטי של עצי  2-3נשים לב לכך, שעצי 

M  מכונה גם  ה "דרגה של העץ". דהיינו, כאשרm=6  6אנו נאמר שהעץ הוא מדרגה. 

 m-1שלכל קודקוד יש מקסימום  Mאצאים, אנו נוכל לדעת בהינתן לפי הגדרת כמות הערכים והצ

 ילדים.  m ערכים, ו

 

 .Bמה שנותר לנו כעת, הוא לראות כיצד יבוצעו פעולות ההכנסה והמחיקה מעץ 

 אנו נצטרך לשים לב לשלושה תנאים: Bמחיקה מעץ \ובכן, כאשר נעסוק בהכנסה
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 אסור שאיזון העץ ייפגע .א

 ערכים.  m-1אסור שלקודקוד יהיו יותר מ   .ב

⌉אסור שלקודקוד יהיו פחות ערכים מ:    .ג
𝑚

2
⌉ − 1 

 הכנסה

ריק, אזי את כל הערכים נכניס לקודקוד השורש, עד השלב שבו הקודקוד  Bכאשר נבצע הכנסה לעץ 

 ערכים. m-1יהיה "מלא", דהיינו, שיהיו בו 

 שייכנסו תחילה לעץ, ייכנסו לשורש שלו.,  כל ארבעת הערכים הראשונים 5מדרגה  Bכך שבעץ 

כאשר נבצע הכנסה נוספת, אנו נפצל את השורש לשניים, כך שהערך האמצעי שבו, ייהפך להיות 

 ם.שורש(. ושני ילדיו יהיו שני החצאישכפי שראינו, זה חוקי עבור ה –השורש החדש )עם ערך בודד 

, וכאשר קודקוד סופי כלשהו יכיל את באופן דומה אנו נבצע הכנסות תמיד לקודקודים הסופיים

מקסימום הערכים האפשרי, אנו נפצל אותו בכך שנעלה את הערך האמצעי שבו לקודקוד שמעליו, 

 והקודקוד שמעליו יקבל ילד נוסף מהפיצול שנוצר. 

אם אין "קודקוד מעליו" דהיינו הוא שורש, פשוט נבצע פיצול והערך האמצעי יהיה שורש בעל ערך 

 בודד.

 גמא )משיעורי הבית(:דו

ערכים, ומינימום  4אומרת מקסימום של  5.  )דרגה 5מדרגה  Bנכניס את סדרת הערכים הבאים לעץ 

 ערכים(. 2של 

- 14, 512, 7 , 40 , 118 , 13, 21, 9, 16, 32,101 

 המספרים הראשונים לשורש: 4בשלב הראשון, נכניס את 

➔ ➔ ➔  

נמשוך להיות  (40) (, ואת האמצעי מהחמישה118האיבר הבא )לאחר שהשורש מלא, אנו נכניס את 

 ילדיו.תוך כדי פיצול שני החצאים שיהיו כעת  השורש החדש,

 

 2כעת, כל איבר שייכנס לעץ, יוכל להצטרף לאחד הקודקודים הסופיים, כיוון ששניהם מכילים רק 

 שהם יכולים להחזיק. 4ערכים מתוך ה 

 ים: )לפי שיעורי הבית(נמשיך את ההכנסה לערכים הבא

- 13, 21, 9, 16, 32,101 
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, היא פשוטה, הם פשוט יצטרפו לילד השמאלי של 21ו  13ובכן, הוספת שני הערכים הראשונים 

 השורש:

➔  ➔    

. וכאן ישנו סיבוך, שכן הוא לא יוכל להצטרף לבן השמאלי שכבר 9האיבר הבא שננסה להכניס הוא 

 איברים. 4מכיל 

ערכים. נבחר את האמצעי  5( לקודקוד, כעת הוא מכיל 9אנו נכניס את האיבר הנוסף )הפתרון הוא: 

. השורש שהוא כעת 2הנותרים לשני קודקודים של  4מחמישתם, נעלה אותו לשורש, תוך כדי פיצול ה

 ם, יקבל ילד נוסף מהפיצול שנוצר.ערכי 2בעל 

 בדוגמא:

 ה, ונזהה את האמצעי:סשלב ראשון, נדמה הכנ

 

 )האמצעי( לשורש, ונפצל את הקודקוד לשניים, כך : 13, נצרף את כעת

 

מה שמראש היה כבר. והשניים הנוספים, מהפיצול שעשינו  –השורש נהיה בעל שלושה בנים, הימני 

 לקודקוד ההכנסה.

כעת נוכל להכניס כל ערך נוסף לעץ, ללא עבודה מאומצת, משום שכל הקודקודים הסופיים אינם 

 "מלאים".

 : )שניהם ייכנסו לילד האמצעי(32, ו 16נמשיך להכניס את האיברים, כעת את האיברים 

 ➔   

. ננסה הימני של השורש, אך זה קל מידי.. הוא פשוט יצטרף לבן 101בתרגיל כעת נדרש להכניס את 

 . 35את הערך  להכניסבמקום זאת 
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וד המתאים, שהוא הבן האמצעי, , אנו תחילה נעשה הכנסה מדומה לקודק35כדי להכניס את הערך 

, נעלה אותו לשורש, ואת שני 21הערכים, שהוא  5וכעת נצטרך לפצל אותו. נבחר את הבינוני מ 

 החצאים, נפצל כבנים של השורש:

 

. אם היינו בוחרים להשתמש בעץ מדרגה זוגית, אופן הפעולות 5לדוגמא זו השתמשנו בעץ מדרגה 

שהיינו בוחרים בכל פיצול להעלות למעלה, אינו האמצעי ממש, היה זהה, אלא שהערך ה "אמצעי" 

אלא נבחר את אחד האמצעיים לשם כך. )כמובן שנשתדל להיות עקביים, כדי שנוכל לממש זאת 

 בקוד...כך שנחליט תמיד לקחת את הימני מהאמצעיים, או השמאלי..(

 

 מחיקה

 , אנו נצטרך לדאוג ל :Bגם כאשר נבצע מחיקה מעץ 

 איזון העץ. שמירה על .ד

 שמירה על המספר מינימאלי של ערכים לקודקוד. .ה

 שמירה על המספר המקסימאלי המותר לקודקוד. .ו

 אלגוריתם המחיקה:

תמיד נבצע מחיקה מקודקוד סופי. במידה וערך למחיקה לא נמצא  B, גם בעצי 2-3כפי שעשינו בעצי 

 (2-3בקודקוד סופי, אנו נחליף אותו עם העוקב )או הקודם( שלו. )ראה הסבר על כך בעצי 

 ובכן, כעת שהערך למחיקה נמצא בקודקוד סופי, אנו נבדיל בין שני מקרים:

 )לכמות ערכים(.הקודקוד הסופי מכיל יותר מהמינימום המותר  –מצב ראשון 

⌉הקודקוד הסופי המכיל את הערך למחיקה, מכיל בדיוק את המינימום המותר. ) –מצב שני 
𝑚

2
⌉ − 1) 

יותר, שכן במצב כזה, אנו פשוט נמחק את הערך, והקודקוד יכיל המצב הראשון הינו המצב הפשוט 

ין אף לאחר ערך אחד פחות. כיוון שהוא לא "עמד על המינימום המותר", אזי הקודקוד יהיה תק

 המחיקה.

משום שלא נוכל פשוט למחוק ערך, שכן כמות הערכים הינה כבר  –המצב השני הוא המצב המאתגר 

 מינימאלית.

 .2-3בעצי  למה שעשינו מה שנעשה הוא גם כן באופן דומה

אנו ננסה להשלים את ה "חור" שנפער בקודקוד הפגום. את ההשלמה ננסה לעשות ע"י לקיחת ערך 

 )דרך האבא(, או מהאבא.מאח קרוב 

אם אין אפשרות כזו, דהיינו גם האח וגם האבא עומדים על "המינימום המותר" של ערכים, אנו ניקח 

מהאבא, ונעביר את הצורך בתיקון אל האבא, אם גם לאבא אין אח או אבא שיש להם יותר 

יה גם קודקוד אחד מהמינימום המותר.. אנו נחזור על הפעולה, עד שנגיע לשורש. לשורש מותר שיה

 בודד, ובכך תסתיים המחיקה.
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 , נחלק את אופן הפעולה לשלושה מקרים.נילסיכום, כאשר ניתקל במצב הש

 האח הקרוב הינו קודקוד שאינו מינימאלי )יש בו יותר ערכים מהמינימום הנדרש( –מקרה א' 

 האח הקרוב מינימאלי, אך האבא אינו מינימאלי. –מקרה ב' 

 גם האב וגם האח הינם קודקודים מינימאליים.  –מקרה ג' 

 נדגים כל אחד מהמקרים, ונראה כיצד לפתור אותו בעזרת האלגוריתם שתיארנו.

 :M=4לעץ בדרגה  )משיעורי הבית( דוגמא

 מהעץ הבא: 9נניח שאנו רוצים למחוק את הערך 

 

 (:14תחילה נחליף אותו עם העוקב שלו )

 

(, נוכל פשוט למחוק את 2, הינה גדולה מהמינימום )שהוא 9בו יושב  כיוון שכמות הערכים בקודקוד

 שזה תקין. –ערכים בלבד  3, והקודקוד יכיל 9הערך 

 : 14נמשיך מהתוצאה, ונמחק את הערך 

 14(, ופשוט נפחית את ערך 16עם העוקב שלו ) 14גם כאן הפעולה היא פשוטה, נחליף את 

 מהקודקוד האמצעי:

 

 ולא ה "עוקב" : 14לבצע את ההחלפה בעזרת ה "קודם" ל אך הבה ננסה כעת 

 )צעד אחד שמאלה, ועד הסוף ימינה(. כך שנקבל לאחר ההחלפה את העץ הבא:  7הקודם הינו 
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, לא נוכל לבצע זאת בפשטות, משום שכמות הערכים בקודקוד בו הוא 14כעת, כשנרצה למחוק את 

 יושב, הינה מינימאלית.

 האח אינו מינימאלי. -נתקלים ב "מקרה הראשון" שהזכרנו  ובכן, כאן אנו 

כיוון שלאח הקרוב )מימין( ישנו ערך נוסף על המינימום, אנו  –על פי האלגוריתם, מה שנעשה הוא 

נוריד כך שימלא את החלל של האב,  7 ה , ואת7( לאבא, במקומו של 16נעביר את הערך הקרוב )

 : 14שנוצר במקומו של 

 

 המקרה השני:נדגים את 

 3הבה וננסה למחוק מהעץ הבא את הערך  

 

יושב בקודקוד מינימאלי, לא נוכל פשוט למחוק אותו, בנוסף, האח שלו גם כן קודקוד  3כיוון ש 

 מינימאלי, כך שלא נוכל לבצע את מה שביצענו במקרה הראשון.

 הפתרון כפי שהקדמנו באלגוריתם הוא לקחת ערך מהאב, כיצד?

אב ערך, ונשים אותו בקודקוד החסר. לאחר מכן נצרף את הקודקוד החסר )שעכשיו הוא אנו ניקח מה

. ובהתאם מספר הילדים 1כבר מלא( אל אח שלו. נשים לב לכך שכמות הקודקודים הסופיים פחתה ב 

 ..1של השורש פחת ב 

 בדוגמא שלנו:

 :  12,18עם האח   6,10ונציבו בקודקוד החסר, לאחר מכן נצרף את הקודקוד  10נוריד את הערך 
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 תוצאה סופית:

 

נשים לב, שאף פעם לא נקבל על ידי הצירוף לאח, קודקוד החורג מהמקסימום, שכן מראש אנו 

תמיד סכום  Bפותרים את המצב כך כיוון שאנו יודעים שהאח הוא מסוג מינימום, ועל פי הגדרת עץ 

 . שני קודקודי מינימום יהיה תקיןשל 

 :שידוגמא למצב השלי

 מהעץ הבא: 3נמחק את הערך 

 

יושב הינו מינימאלי. מצד שני  3כי הקודקוד בו  – את הערך כפי שרואים, כעת לא נוכל פשוט למחוק

 גם לא נוכל לקחת מהאח או האבא, שכן גם הם קודקודים מינימאליים.

תמיד יהיה שבאופן שרירותי ניקח מהאבא ערך, ונצרף את הקודקוד לאחיו. הצירוף מה שנעשה הוא 

תקין כפי שראינו במקרה הקודם, משום שמדובר בשני קודקודי מינימום, שסכום ערכיהם עדיין תקין. 

 הבעיה היחידה שנוצרה הינה שהאבא כעת הינו קודקוד פגום.

אך נשים לב, האבא הוא שורש, ולשורש מותר להחזיק גם ערך בודד. אי לכך סיימנו את המחיקה, 

 ונקבל:

 

 אחרונה:דוגמא 

 בדוגמא זו נראה שוב מקרה מהסוג השלישי, אך כעת כשהאבא אינו שורש:

 מהעץ הבא:   )מצויר רק חלקו הרלוונטי(  28ננסה למחוק את הערך 
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 כיון שמדובר בקודקוד סופי, אנו מוכנים לתחילת התהליך.

 ה.איזשהו אח שאינו מינימאלי, וגם אין לו אב כז 28נזהה שאין לקודקוד בו יושב 

כפי שהסברנו, אנו באופן שרירותי ניקח ערך מהאב, נוסיף אותו לקודקוד הפגום, ונצרף את הקודקוד 

 מאחיו. דהפגום לאח

)אם היינו לוקחים  , ונצרף את הקודקוד הפגום לאחיו מימין30לצורך הדוגמא, נוריד מהאב את הערך 

 :מהאב, היינו מצרפים את האח משמאל( 20את הערך 

 

 , הינו כעת פגום. 20דהיינו הקודקוד בו יושב  –תר לנו הוא לתקן את האבא כעת מה שנו

ובכן, כדי לתקן אותו, לא נוכל לקחת ערך מהאח, וגם לא מהאב שלו, שכן שניהם מינימאליים. כפי 

 שלמדנו, שוב ניקח באופן שרירותי ערך מהאב, ונאחד את הפגום )החדש( עם אחיו.

. לאחר מכן, נצרף את 20ב, ונשים אותו במקום הריק ליד מהא 40ניקח את הערך  –בדוגמא 

 .  נקבל:45,49  -עם אחיו  20,40הקודקוד 

 

כעת, אמנם נוצר שוב קודקוד פגום, אך כיוון שהוא "שורש" מותר לו להיות בעל ערך בודד. ובכך 

 המחיקה הסתיימה.

אך חשוב להבין את  הוצאה,\שוב, אני לא מאמין שהבאתי דוגמאות לכל מצב אפשרי של הכנסה

 הלוגיקה של האלגוריתם ובכך לדעת כיצד לגשת לכל מקרה ומקרה.
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 כמות קודקודים:

 הינה :  hבעל גובה   mבדרגה  Bלעץ  המקסימאלית ערכיםכמות ה

1 – h+1m 

 הוכחה:

 ננתח את כמות הערכים המקסימאלית שתיתכן לכל דרגה.

 ערכים. m-1 לשורש  ייתכנו מקסימום

 ערכים. m-1צאצאים של השורש, ולכל אחד מהם ייתכנו   m( ישנם  h=1לרמה הראשונה )גובה 

 m(m-1)אם כך לרמה הראשונה ישנם:    

הקודקודים של הרמה הראשונה, ייתכנו  mקודקודים, שכן כנגד כל אחד מ   2mברמה השנייה, ישנם 

m 1נקבל:     המקסימאלית  צאצאים. ואם כך, כשנחשב את כמות הערכים)-(m2m  .ערכים 

 ערכים. mim)-(1כמות קודקודים     iנמשיך כך ונקבל עבור כל עץ ברמה 

 : (m-1)נסכם את הרמות, ע"י הוצאת גורם משותף מכולם 

∑𝑚𝑖(𝑚 − 1) =   (𝑚 − 1) ∗  ∑𝑚𝑖

ℎ

𝑖=0

  

ℎ

𝑖=0

 

 ולפי נוסחאות סדרה הנדסית נקבל:

1 - h+11) = m-1)*(m-h+1(m 

 ולמה אנו בודקים זאת?

אם  ,מכמות הערכים א שכמות הקודקודים קטנה יותרהי Bובכלל בעצי  2-3ילות של שימוש בעצי היע

בשביל גישה לקודקוד נצטרך גישה לזיכרון משני, אזי מספר הגישות יהיה קטן יותר אם כמות  למשל

 הקודקודים תהיה קטנה יותר. 

או במילים אחרות, בכל גישה לזיכרון עבור קודקוד, אנו מקבלים יותר ערכים, ולא נצטרך עבור כל 

לכן נעדיף מבנה עץ אשר כל קודקוד שבו מכיל יותר ערכים, ובכך ערך בודד גישה מיוחדת לזיכרון. 

 כמות הקודקודים תהיה קטנה יותר.

דהיינו, תוצאה  –עם בסיס גדול יותר  log מובן שגם עלות הפעולות כאשר מספר הערכים גדול, תהיה

 קטנה יותר. שזה גם עדיף, למרות שמדובר באותו סדר גודל.

ערכים. אם נאחסן אותם בעץ שבו כל קודקוד מכיל ערך בודד, אנו נקבל  1000הסבר: נניח שיש לנו 

 .10שזה בערך  2log(1000)עלויות ביצוע פעולות בסיסיות    

, היינו יכולים לקבל מצב שבו 6מדרגה  Bהערכים בעץ  1000חסנים את לעומת זאת, אם היינו מא

שזה  10006logדרכים להמשיך כלפי מטה )בחיפוש(, כך שמספר הפעולות תהיה  6מכל קודקוד היה 

 .B.   עוד סיבה להעדיף עץ 4בערך 

 

 בזאת סיימנו את הנושא של עצים מאוזנים.
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 פמןאקוד ה

כאשר המטרה הינה חיסכון  ים,תם לדחיסת נתונים המופיעים כתווהינו אלגורי )הופמן( פמןקוד הא

 בזיכרון.

 נתחיל בדוגמא:

, כאשר 100,000 תווים: סה"כ -  a b c d e fמופיעים אך ורק התווים הללו:  נניח שיש לנו קובץ ובו

 כמתואר בטבלה: ההינ השכיחות של כל תו

 F e d c b a התו
 השכיחות
 )באלפים(

5 9 16 12 13 45 

 

 כרצף ספרות בינאריות, השאלה הינה כיצד לקודד אותם.בקובץ מובן שהתווים יופיעו 

ביטים, ואם כך סה"כ משקל הקובץ  8אזי כל תו ייוצג ע"י  ASCIIאם נבצע קידוד של ביטים לפי טבלת 

 ביטים.   800,000יהיה 

אין  אז -ביטים מאפשרים(  8)כפי ש  256תווים, ולא  6ודעים שבקובץ זה ישנם רק אך כיוון שאנו י

 ביטים.  8שום סיבה להקצות לכל תו 

 מה כן נוכל לעשות?

ביטים לכל תו, לייצג את כל התווים הנ"ל, ובכך נחסוך את  3ובכן, מובן הוא שנוכל בעזרת הקצאת 

 300,000=     3כפול   - תווים 100,000עלות הזיכרון של הקובץ ל 

 : (ושלנ דוגמא)ב הקידוד יהיה

 הקידוד התו

A 000 

B 001 

C 010 

D 011 

E 100 

F 101 

 

 fixed-lengthביטים( הינם קידוד באורך קבוע ) 3או בגודל   asciiלמעשה, שתי צורות קידוד אלו  )

(code שקיים בקובץ. אחר זהה לכל תוהנצרך לקידוד תו כלשהו . דהיינו, מספר הביטים 

שכאשר המחשב ינסה לפענח את הקובץ, הוא יידע בשימוש בקידוד באורך קבוע הינו  אחד היתרונות

 סיביות, ולפי טבלת הקידוד הוא יודע את פשרם. 3שבאופן קבוע הוא בודק בכל פעם 

( בו התווים מיוצגים ע"י variable-length codeלעומת קוד באורך קבוע, ישנו קוד באורך משתנה )אך 

 נה.מילות קוד באורך שו

 aאם אנו יודעים ששכיחות תו מסוים, למשל ביטים,  3במקום להקצות לכל תו למשל, בדוגמא שלנו, 

ע"י ביט אחד בודד, ובכך נחסוך   aהתווים האחרים, נוכל להחליט לקודד את  שכיחות הינה גדולה מ

אלף  90סוך אלף פעמים בקובץ.. אנו נח 45כיוון שהוא מופיע     .aשני ביטים לכל הופעה של התו 

 חיסכון גדול )ביחס לגודל הקובץ(. –ביטים 
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 על הקידוד הבא:למשל ובהמשך לכך, נוכל להחליט 

 השכיחות )תזכורת(  הקידוד התו

A 0 45 

B 01 13 

C 10 12 

D 1 16 

E 11 9 

F 00 5 

 

בעלי השכיחות בקידוד באורך משתנה באופן כזה, אנו נקבל ייעול מקסימאלי של הזיכרון, שכן התווים 

 יקבלו קידוד בעל סיבית אחת ושאר התווים יקבלו קידוד בעל שתי סיביות. ( a, d) הגבוהה ביותר

 נחשב את עלות הזיכרון, ונקבל:

45 * 1 + 13 * 2 + 12 * 2 + 16 * 1 + 9 * 2 + 5 * 2 = 139 

לעלות של   50%ר מ , ירדנו ביותביטים 3בקידוד באורך קבוע של  תווים 300,000דהיינו, מעלות של 

 בלבד. 139,000

הערה: "יחס הדחיסה" מוגדר להיות 
 מספר הסיביות לקידוד החדש 

מספר הסיביות לקידוד הישן 
. ובמקרה שלנו  

139,000

300,000
= ככל  0.463

 שיחס הדחיסה יותר קטן, כך היעילות שהשגנו יותר גדולה.

 אך ישנה בעיה.

 הבאה לקובץ: נניח שאנו רוצים לכתוב את סדרת התווים

a,b,b,d,f,a,c 

 הקידוד יבוצע כך )לפי הטבלה(:

0-01-01-1-00-0-10 

 " שהוספנו כאן לנוחות, לא תופיע בקובץ, בקובץ נראה רק:  -הסימן " התוספת של 

00101100010 

בצורה שגויה  זאת והבעיה היא, שכאשר נרצה לפענח את הכתוב בקובץ, אנו עלולים לפענח 

 לחלוטין, למשל:

00-1-0-1-1-00-01-0 

 שאינו דומה כלל למה שהוכנס לקובץ..  f,d,a,d,d,f,b,aאנו נקבל פלט:       

 את המידע.."  –ובעצם, יש לנו המון אפשרויות פענוח לקובץ. וכיצד נדע היכן "לחתוך" עם " 

 הפתרון:

 .קוד תחיליות – prefix code שימוש ב

 שהיא יכולה להיות התחלה של מילה אחרת. קוד תחיליות הוא קוד שבו אין אף מילת קוד



 brook.ori@gmail.comספר הקורס מבנה נתונים ב'. השימוש לא תשלום אסור. לפרטים: 

 

52 
 

 01בצורה הבאה:     aלדוגמא, אם קבענו קידוד לתו 

 .01ב  שיתחילשיהיה קידוד לאיזשהו תו אחר,  אנו נדאג שלא

משום )בין השאר( שהקידוד איננה מתאימה לקוד תחיליות,  וגמת הקידוד היעילה שהראנו מקודםד

 .bמהווה התחלת קידוד של  aדהיינו, הקידוד של  .10הוא   B, והקידוד של 0הוא  Aשל 

 בעזרת שימוש בקוד תחיליות, לא נוכל יותר להתבלבל כאשר נבצע פענוח מקובץ.

 דוגמא:

 הקידוד הבא הינו קידוד העונה על תנאי קוד תחיליות:

 הקידוד התו

A 0 

B 101 

C 100 

D 111 

E 1101 

F 1100 
 המהווה התחלה של קידוד אחר(.)נוכל לראות, שאין שום קידוד 

 כעת נבצע קידוד )נכתוב לקובץ( את אוסף התווים הבא:

a,b,b,d,f,a,c 

 נקבל:

010110111111000100 

כעת, כאשר ננסה לפענח את הקובץ, אנו נתחיל לצבור תווים משמאל, כך שכאשר האוסף שצברנו 

 שוב תווים." , ונתחיל לצבור  -מהווה התאמה לקידוד של תו מסוים, נסמן " 

 (a)או פשוט     –, נסמן a, ומיד נזהה שישנה התאמה לתו 0כך שתחילה נצבור את 

a-10110111111000100 

עדיין אין התאמה, נוסיף  10ל  . גם10, קיבלנו 0)אין התאמה( נוסיף את  1בור את נמשיך כעת, ונצ

 .bל   101, ונזהה התאמה של 1את 

 נסמן:

a-b-10111111000100 

 בסופו של דבר נקבל בדיוק את מה שנכתב לקובץ. ה..וכן הלא

קידוד של תו מסוים, כך  מייצגבעץ,  עלהכל כך שאנו נוכל לייצג את הקידוד שביצענו ע"י עץ בינארי, 

כמות העלים ש( מהשורש לאותו עלה.   מובן ממילא 0שמאל =   1שהקידוד הוא המסלול )ימין = 

 תהיה זהה לכמות התווים שמקודדים.
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 דוגמת העץ לקידוד שהראינו:

 

כפי שרואים בעץ, כל עלה מייצג תו, ומתחתיו רשמנו לצורך הנוחות את המסלול שבוצע מהשורש 

 .הסופי לתושהוא הקידוד 

קובץ שאותו מקודדים, למשל, בנהוג להוסיף לכל תו שמופיע בעלה שבעץ, גם את השכיחות שלו 

צג את העץ נייכך שבדוגמא שלנו   C:12או   C | 12 , נכתוב בעלה המתאים 12שהיא  Cלשכיחות של 

 כך:

 

, לכתוב את סכום השכיחות של הצאצאים שלו, (הריקים בדוגמא זובנוסף, נהוג בקודקודים הפנימיים )

מהווה את סכום השכיחות של , ש25יהיה רשום בו המספר  cושל  bכך למשל קודקוד האבא של 

 .13+12ילדיו 

 הבא:נקבל לבסוף את העץ 
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 לסיכום:

אורך קבוע ומשתנה. בנוסף למדנו על שיטת הקידוד ע"י קוד תחיליות,  –למדנו על סוגי קידודים 

 והצגתו בעץ.

כעת נוכל לשאול את עצמינו, באם אנו בוחרים לבצע קידוד באורך משתנה, כיצד נדע לבצע את 

 הקידוד בדרך היעילה ביותר?

 אלגוריתם.לשם כך הגיע ד"ר האפמן והציע 

 בר יודעים, רק נסמנם בסימונים..()דברים שאנו כ :תחילה נעבור על מספר הגדרות

C   קבוצה של יסמןn .התווים שאנו רוצים לקודד 

f(x)  ות של התו חשכיx .בקובץ  (x  יכול להיות כל תו בתוךC ) 

)x(Td   העומק של התוx  בעץT .  במילים אחרות( –  אורך הקידוד של התוx) 

B(T) המחיר של העץ(. החישוב הוא כמובן הכפלת שכיחות  הינו המשקל הסופי של הקובץ בביטים(

 שלו. ובמתמטיקה:הקידוד כל תו באורך 

∑𝑓(𝑥) ∗ 𝑑𝑇(𝑥)

x ∈C

 

Q  עם מפתחות שהן השכיחויות תור קדימויות הינוf  תור קדימויות הינו מבנה נתונים )של התווים

.  התור מאפשר להוציא keyשלכל אחד מהם מצורף ערך  איברים, Sהנועד לטיפול בקבוצה של 

 .(מקבוצה זו בכל פעם, את האיבר הגדול ביותר או הקטן ביותר שיש בקבוצה

 תיאור האלגוריתם

, ובכל פעם להוציא את שני Qהאלגוריתם של האפמן הינו באופן כזה: הכנסת כל התווים לתור 

)פנימי( שיקבל כמובן את  חדשתם לילדים לקודקוד התווים בעלי השכיחות הנמוכה ביותר, ולהפוך או

 הערך של סכום השכיחויות של ילדיו )כפי שהסברנו ביצירת העץ(.

 בשלב הבא, אנו נכניס לתור את הקודקוד החדש שנוצר, כאילו הוא תו.
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אזי לפי האלגוריתם שניהם יכנסו לתור,   A:6   B:5לדוגמא, אם יש לנו רק שני תווים, עם שכיחות  

 ייצאו ממנו בתחילת פעולת האלגוריתם, והם יהיו בנים לקודקוד החדש  באופן הבא:ו

 

 . שהוא גם השורש.11בסיום הפעולה, בתור יישב רק הקודקוד 

 המשך האלגוריתם:

כמובן בדרך כלל אנו מקודדים יותר משני תווים... ובכן, האלגוריתם יחזור על עצמו בלולאה, וכעת 

כעת )יוציא שוב את שני התווים שבתור שהינם בעלי השכיחות הנמוכה ביותר יחסית לאחרים בתור, 

ם בפע שני התווים שיצאו    קום שני התווים שייצאו(הבדיקה תהיה גם מול הקודקוד שנכנס במ

 , שהוא עצמו ייכנס שוב לתור, וכן הלאה.. חדש, יהיו ילדים לקודקוד השנייה

 שנוצר החדש כיוון שבכל פעם אנו מוציאים שני אלמנטים מהתור, ומכניסים רק אחד )הקודקוד

 ( בסופו של התהליך יישאר בתור רק אלמנט אחד, והוא יהיה שורש העץ.אותה איטרציהב

 דוגמא: 

 שכיחות כזו:נניח שיש לנו טבלת 

 השכיחות התו

A 6 

B 5 

C 8 

D 3 

E 2 

 

 יוכנסו לתור כל התווים, עם השכיחות שלהם: אזי תחילה

  

 קודקוד חדש ניצור.  לאחר מכן  e,dנוציא תחילה את שני האלמנטים בעלי השכיחות הנמוכה :  

 ונהפוך את השניים שיצאו, לילדיו.  .5: השניים שיצאושנסמן אותו לפי סכום ערכי השכיחות של 
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 " נכניס כאלמנט חזרה לתור, כך שבתור כעת יהיו:5את הקודקוד "

 

 .bוְ  5כעת שוב, נוציא מהתור את שני האלמנטים בעלי השכיחות הנמוכה, שהם הקודקוד 

 "  )כסכום שכיחות ילדיו(.10נהפוך אותם לילדים של קודקוד חדש, שיסומן "

 נקבל:

 

 נכניס כאלמנט לתור, שכעת ייראה כך: החדש "10הקודקוד "את 

 

. ניצור קודקוד cוְ  a  כעת הם שוב, נוציא מהתור את שני האלמנטים בעלי השכיחות המינימאלית,

 b,e,d" שיהיה אביהם, ובמקביל בל נשכח שיש לנו מבנה קיים של התווים 14חדש "

             

 ". בתור כעת יהיו רק שני הקודקודים:14חדש "שוב, נחזיר לתור את הקודקוד ה
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 שיהיה אביהם: 24נוציא את שתי האלמנטים שבתור, וניצור קודקוד חדש ו נמשיך לפי האלגוריתם

 

לתור, שכעת יהיה האלמנט היחיד  -הקודקוד החדש  - " 24כעת, לפי האלגוריתם, אנו מחזירים את "

 שהוא שורש העץ. -  24פעולתה, ותחזיר את שבו, בשלב זה הפונקציה תסיים את 

 לטענתו של האפמן.עיל באופן אופטימאלי התקבל לנו עץ קידוד, אשר הינו יבסוף התהליך 

 תיאור הקוד של האלגוריתם:

 כל אלמנט מכיל תו ושכיחות של אותו תו., Cהפונקציה מקבלת את אוסף האלמנטים 

 .Qהפונקציה מכניסה את כל האלמנטים לתור קדימויות 

את  Q, ומוציאה מהתור Z , בכל פעם היא יוצרת קודקוד חדשפעמים  for n-1הפונקציה רצה בלולאת 

וכמו שתיארנו  .Zאותם איברים יהיו הילדים של  ,Yו  Xלתוך משתנים  שני האיברים המינימאליים

 .Zש הפונקציה מחזירה לתור את הקודקוד החד

 , שהוא גם שורש העץ.Qלאחר סיום הלולאה, הפונקציה תחזיר את האיבר הבודד שנותר בתור 

 הקוד

 
Huffman(C) 
 n =  lengh(C)      // מספר התווים 
 Q.insert(C)     // הכנסת קבוצת האיברים לתור 

 for (i = 1 ; i < n-1 ; i++) 
  z = new node  // יצירת קודקוד חדש 
  x = Q.min  //  x הוצאת הנמוך שבתור לתוך  

z.left = x 
 
y = Q.min 
z.right = y 
 
z.f = f(x) + f(y)   // סימון הקודקוד החדש ע"י סכום שכיחויות ילדיו 

 
Q.insert(z)    // הכנסת הקודקוד החדש לתור 
 

 return pop-min(Q)   // השורש של העץ 
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פעמים שכן בכל איטרציה התור מוציא שניים ומחזיר אחד, דהיינו קטן  n-1נשים לב, שהלולאה רצה 

 פעמים, אכן יישאר בו רק אלמנט בודד שיהיה השורש.  n-1באחד. כך שלאחר 

כעת, לאחר שנוצר העץ, אנו נקודד כל תו, לפי המסלול שלו בעץ. באופן כזה אנו מבטיחים שהתו בעל 

)כי הוא היה מהאחרונים שייצאו  ות הגבוהה ביותר.הקידוד הנמוך ביותר יהיה התו בעל השכיח

 מהתור(.

 כך שיהיה לנו קל לבצע קידוד לתו. נבנה טבלת קידוד לאחר הפעלת האלגוריתם, אנו לצורת הנוחות 

 ניתוח עלות האלגוריתם:

מימוש ב) O(n)אלמנטים אליו הינה  nבקורס מבנה נתונים א' למדנו שפעולת יצירת תור והכנסת 

, ואם כן, סה"כ עלות log(n)הוצאה מהתור הינה בסדר גודל של \התור בעזרת ערימה(, הכנסה

 .  )מיותר לפרט..(n*log(n)האלגוריתם הינו 

מובאת ההוכחה המלאה באינדוקציה לכך שקוד האפמן הינו אופטימאלי. ההוכחה הינה  4בנספח מס' 

 נספח, למרות שהיא הופיעה כחלק נכבד בשיעור.מעט ארוכה, ואולי מסובכת, ולכן העברתי אותה כ

 תמצית ההוכחה מוויקיפדיה:

ומתבססת על כך שבהינתן קוד אופטימלי כלשהו, ניתן לבנות ממנו קוד אופטימלי   הוכחת אופטימליות הקוד אינה מסובכת,

יותר בעץ הקוד. מכיוון חדש על ידי כך שמעבירים את שתי האותיות בעלות מספר המופעים הנמוך ביותר למקום הנמוך ב

שפעולה זו יכולה רק לשפר את עלות הקוד הכוללת, הקוד נותר אופטימלי. כך ניתן באינדוקציה לבנות קוד האפמן מתוך כל 

 .קוד אופטימלי ללא הגדלת העלות

אלו שתי תכונות כלליות לעצים אופטימאליים של מתהליך ההוכחה לפי המתרגל, מה שקריטי לדעת 

 דווקא של האפמן, אלא בכלליות לעץ קידוד אופטימאלי( קידוד.  )לאו

 תכונה ראשונה:

שני הקודקודים בעלי השכיחות המינימאלית, חייבים להיות בדרגה התחתונה ביותר בעץ אופטימאלי 

 .   אחרת, העץ אינו אופטימאלי.הקידוד שלהם יהיה הארוך ביותר(ש)כך   בעץ

 תכונה שנייה:

, אחרת, אם יהיה שם רק עלה בודד, בדיוקברמה התחתונה של עץ אופטימאלי, יהיו תמיד שני עלים 

 )שאינו עלה(, ונהפוך את אביו לעלה עם הערך של בנו. –אנו נעדיף להעלות אותו לאביו 

 דוגמא:

 

 ואי לכך, תמיד נוכל להפוך עץ קידוד שאינו עץ מלא, לעץ מלא.

 ן.בזאת הסתיים נושא קוד האפמ
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 נוסחאות נסיגה

 לפונקציות רקורסיביות, אנו נשתמש בנוסחאות נסיגה.מלא כאשר נרצה לבצע ניתוח עלות 

נוסחת נסיגה הינה משוואה, או אי שוויון, המתארת פונקציה באמצעות הפונקציה עצמה עבור ערכים 

 שהיא מקבלת על קלטים קטנים יותר. 

 הבאה: הפונקציה הרקורסיבית לצורך הפשטות, נראה את

rec(n) 
{ 
 if (n==1) 
  return; 
 
 for (i=n to 1) 
  print i; 
 
 return rec(n/2); 
} 
 

הסבר קצר: הפונקציה מקבלת מספר, מדפיסה את כל המספרים שתחתיו, ומבצעת קריאה 

 רקורסיבית עם המספר חלקי שתיים.

 כך:עבור קריאה מסוימת בלבד, עלות כאשר נרצה לחשב את נוסחת הנסיגה, אנו נבצע ניתוח 

 O(1)העלות הינה     n=1אם  .א

 rec(n/2)(  +  העלות של  for)כנגד לולאת ה   nהעלות הינה   n >1אם  .ב

, אלא נשתמש בעתיד להביע בנוסחה את כל הקריאות שיבוצעוכעת נשים לב שאנו לא מתיימרים 

 זרת העלות של הקריאה הבאה.בעבחישוב כביכול רקורסיבי להמשך העלות, ורק נציג את העלות 

 , ובדוגמא האחרונה, נוסחת הנסיגה תיראה כך: T(n)מסמנים בנוסחה את העלות 

𝑇(𝑛) = {
𝑂(1)                  𝑤ℎ𝑒𝑛    𝑛 = 1

𝑛 +  𝑇 (
𝑛

2
)          𝑤ℎ𝑒𝑛   𝑛 > 1

  

לפני שנראה כיצד ניתן בעזרת נוסחת הנסיגה להגיע לחישוב עלות מלא, נראה כעת מספר דוגמאות 

 נוספות לבניית נוסחת נסיגה לאלגוריתמים ידועים.

 מיון מיזוג:

 :2הקוד של מיון מיזוג כפי שלמדנו במבנה נתונים א' הינו

void merge_sort(A,start,end) 
{ 
 if (start < end)// תנאי עצירה כאשר יש איבר בודד בקריאה נוכחית 
  m = (start+end)/2; //m =  the middle 
  merge_sort(A,start,m); 
  merge_sort(A,m+1,end); 
  merge(A,start,m,end);  //פונקציה קיימת למיזוג שני מערכים ממוינים 
} 

                                                           
(, כאן לא 65למי שלא זוכר או לא מכיר את האלגוריתם, תוכל לעבור על ספרי לקורס מבנה נתונים א' )עמ'  2

 אסביר זאת.
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 הפעולות הבאות:את קריאה כל כפי שנשים לב, באלגוריתם מבצעים ב

ר עצירה, ולא מבוצע שום דבזהו תנאי )המערך בעל איבר בודד( , endלא קטן מ    startאם   .א

 .נוסף

מגודל  חצי)אחרת( מבצעים שתי קריאות רקורסיביות, כאשר בכל קריאה גודל המערך הוא  .ב

 .הנוכחיתקריאה ה לשהמערך 

 עלותה הינה, על ההחזר מהקריאות הבאות  mergeמבצעים מיזוג בעזרת הפונקציה לבסוף  .ג

 O(n) כזכור ממבנה נתונים א': 

 אם כך, נוכל לומר שהעלות היא:

𝑇(𝑛) = {
𝑂(1)                       𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 ≥ 𝑒𝑛𝑑

𝑛 + 2 ∗ 𝑇 (
𝑛

2
)          𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 < 𝑒𝑛𝑑

 

𝑇הסבר: כיוון שבקריאות הבאות גודל המערך יהיה חצי מהנוכחי, אזי העלות תהיה   (
𝑛

2
. כיוון (

𝑇, אזי העלות היא פעמיים כאלו שמבוצעות שתי קריאות (
𝑛

2
נוסף, כנגד  O(n). ובלי קשר יש לנו (

 .merge הפונקציה

 דוגמא נוספת )משיעורי הבית(:

 בנה נוסחת נסיגה לפונקציה הרקורסיבית הבאה

func(n) 
{ 
 if (n < 3) 
  return 1; 
 else 
 { 
  m = n/4; 
    return (func(m) + func(2m)); 
 } 
} 

 פתרון:

)שהוא  n/4. אחרת, מבוצעות שתי קריאות רקורסיביות, האחת עם O(1), אז העלות 3קטן מ  nאם 

m והאחת עם )n/2    שזה(2m    -   )..מתמטיקה 

 אם כך, נוסחת הנסיגה תהיה:

𝑇(𝑛) = {
𝑂(1)                       𝑛 < 3

𝑇 (
𝑛

4
) + 𝑇 (

𝑛

2
)              𝑛 ≥ 3

 

 דוגמא נוספת, פונקציה רקורסיבית לחישוב עצרת:

long Factorial(int n)  
{ 
  if (n==0) 
   return 1; 
  return n*Factorial(n-1); 
} 

 העלות:

𝑇(𝑛) = {
𝑂(1)                             𝑛 = 0
𝑛 ∗ 𝑇(𝑛 − 1)               𝑒𝑙𝑠𝑒
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 ה לחישוב עלות אלגוריתם רקורסיבישימוש בנוסחאות נסיג

בידינו את נוסחת הנסיגה  כבר ישאשר שיטות לחישוב העלות עבור אלגוריתם רקורסיבי, כ 3ישנן 

 שלו.

 :השיטה הראשונה

 שיטת ההצבה )האינדוקציה(

מובן . עלות האלגוריתם, וננסה להוכיחו בעזרת אינדוקציהבשיטה זו, בשלב הראשון אנו "ננחש" את 

 .ועלותעבור יש לנו כיוון ניחוש נכון כבר השיטה מתאימה לאלגוריתם שש ךאם כ

 כפי שאנו אכן יודעים..  O(n*log(n))למשל, עבור אלגוריתם מיון מיזוג, נוכל  "לנחש" שהעלות היא 

 כעת ננסה להוכיח זאת באינדוקציה ע"י שימוש בנוסחת הנסיגה.

גדול  nלכל ש כך) c קבוע קייםזה אומר לפי ההגדרה ש  n*log(n)ובכן, אם אנו טוענים שהעלות הינה 

 : יתקיים( 0nמ 

𝑇(𝑛) ≤ 𝑐 ∗ 𝑛 ∗ 𝑙𝑜𝑔(𝑛) 

 .וא נכוןבשלב הבא של השיטה, אנו נוכיח באינדוקציה שהניחוש ה

, ונוכיח שאם כך אז הטענה נכונה אף  X: באינדוקציה אנו נניח שהטענה נכונה עבור מקרה תזכורת

.   בנוסף, נצטרך גם להוכיח שישנו מקרה בסיס כלשהו שהאלגוריתם נכון Xעבור מקרה גדול מ 

 לגביו.

 בדוגמא שלנו:

הטענה וכעת נדרש להוכיח ש T(x) = O(x*logx)מתקיים    nהקטן מ  X ערך הינה שלכלהנחת הבסיס 

 (...X)שהוא גדול מ  nגם עבור נכונה 

 בשלב הזה אנו נשתמש בנוסחת הנסיגה:

 אנו יודעים שהעלות הינה :

𝑇(𝑛) =  2 ∗ 𝑇 (
𝑛

2
) +  𝑛   (כפי שהצגנו בתחילת הנושא )זו נוסחת הנסיגה 

שהעלות הינה  מניחיםשהזכרנו, שלגביו אנו  Xוהוא מקביל ל  nהוא קטן מ   n/2כעת, נזהה ש  

n*log(n):ולכן , 

𝑇 (
𝑛

2
) ≤ 𝑪(

𝑛

2
) ∗ log (

𝑛

2
) 

 ובכן, נצרף את הביטוי לנוסחת הנסיגה ונקבל : 

𝑇(𝑛)  ≤   2 ∗ (𝐶 ∗
𝑛

2
∗ log (

𝑛

2
)) + 𝑛 

 נפתח את הסוגריים ונקבל:

𝑇(𝑛) =  𝐶 ∗ 𝑛 ∗ log (
𝑛

2
) +  𝑛 
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 על פי כללי לוגריתמים:

T(n) =  c ∗ n ∗ log(𝑛) −  𝑐 ∗ 𝑛 ∗ log (2)     + 𝑛       

T(n) = 𝑐 ∗ 𝑛 ∗ log(𝑛) −  𝑐 ∗ 𝑛  +   𝑛 

 𝑐 ∗ 𝑛 ∗ log(𝑛) −  𝑐 ∗ 𝑛  +   𝑛 ≤   𝑐 ∗ 𝑛 ∗ 𝑙𝑜𝑔𝑛  

T(n)   ≤   𝑐 ∗ 𝑛 ∗ 𝑙𝑜𝑔𝑛 

.   אם כך הוכחנו שאם הטענה נכונה עבור מקרה קטן 1הגדול או שווה ל  cהאי שוויון יתקיים לכל 

 יותר, הוא בהכרח גם יהיה נכון עבור מקרה גדול יותר.  

 n*logn( שעבורו מתקיימת הטענה שהעלות היא Xיס )מה שנשאר להראות הוא שישנו מקרה בס

 נקבל   n=2ובכן, כאשר ניקח מקרה בסיס בו 

T(2) = 2*T(1) + 2      ➔    =  2* 1  + 2  ➔   =  4  ➔    4 ≤ 𝐶 ∗ 2 ∗ log (2) 

 כפי שנוסחת הנסיגה מתארת. T(1) = 1כאן השתמשנו בכך ש  

 (0משום שאז תוצאת הלוג תיתן  n=1)הערה: נשים לב לכך שלא נוכל לבחור כמקרה בסיס  

 לסיכום:

 כיחולה לנו תעזור זו שיטהאלא . לפונקציה מפורש פתרון נמצא לא טת ההצבה )האינדוקציה( אנובשי

 .לפונקציה הדוק/עליון/תחתון חסם

 להוכיח הוא רוצים שאנו וכל(, ידועה שהטענה או) שייכת הפונקציה מחלקה לאיזו" לנחש" יש ראשית

 . החסם זהו שאכן

 דוגמא נוספת )משיעורי הבית(:

 חשב את עלות האלגוריתם המיוצג בעזרת נוסחת הנסיגה הבאה:

𝑇(𝑛) = {
𝑂(1)                             𝑛 = 1

4 ∗ 𝑇 (
𝑛

2
) + 𝑛3             𝑒𝑙𝑠𝑒

 

שהטענה נכונה לכל מספר  ונניח  זה נראה לי הגיוני()סתם כי  log(n)3nובכן, ננחש שהעלות הינה 

 : ך. אם כnקטן מ 

𝑇(𝑛) =  4 ∗ 𝑇 (
𝑛

2
) + 𝑛3 =   4 ∗ 𝐶 ∗ {(

𝑛

2
)
3

∗ log (
𝑛

2
)} + 𝑛3 

= 4C
𝑛3

8
∗ log (

𝑛

2
) + 𝑛3   =

𝑐𝑛3

2
∗ log (

𝑛

2
) +  𝑛3 

= 
𝑐𝑛3

2
∗ log(𝑛)   −  

𝑐𝑛3

2
  + 𝑛3   

 ונקבל :  c = 4נבחר לנוחותנו   

2𝑛3 ∗ log(𝑛) − 2𝑛3 + 𝑛3 
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= 2𝑛3 ∗ log(𝑛) − 𝑛3 

2𝑛3 ∗ log(𝑛) − 𝑛3 ≤   4 ∗ 𝑛3 ∗ log(𝑛) 

 קטן יותר.. אבל לָמה להתאמץ?( c)נראה שאפילו יכולנו לקחת 

 קרה בסיס קטן שהטענה נכונה עבורו.נשאר לנו רק להוכיח שקיים מ

 ונקבל: n=2של  מקרהובכן ננתח  

T(2) = 4*T(1) + 23  ➔  = 12   ➔   12 < C* 23*log(2)  

 ➔ c = 4  ➔  12 < 4*8 

 ובה:הערה חש

כאשר אנו מוכיחים באינדוקציה טענה כלשהי, אנו חייבים לדייק בשלבי האינדוקציה ולא להתעלם 

 ממספרים קבועים בטענה שאנו מתעסקים בסדר גודל..

 לדוגמא:

, ונבצע את השלבים O(n)שהעלות הינה    T(n) = 2 * T(n/2) + 1אם נרצה להוכיח עבור הנוסחה:   

 הבאים:

𝑇(𝑛) =  2 ∗ 𝐶 ∗
𝑛

2
+  1       =>             = 𝐶 ∗ 𝑛 + 1 

 מהביטוי שהגענו אליו, לא נוכל לומר ש : 

𝐶 ∗ 𝑛 + 1 = 𝑂(𝑛) 

לקבל ביטוי אנו מצפים משום שכעת אנו לא דנים בסדר גודל, אלא בהוכחה מתמטית של אינדוקציה. 

 :להיפךאלא  ,שווה" לא יתקיים כאן\"קטן וְ       שווה" ולא סדר גודל.\של "קטן

𝐶 ∗ 𝑛 + 1  >   𝐶 ∗ 𝑛      לכל קבוע(C ) 

 כך שיתקיים : Bו  Cשקיימים קבועים  - מראש ניחוש אחרכל לבחור מצב זה נו רכדי לפתו

𝑇(𝑛) ≤ 𝐶 ∗ 𝑛 − 𝐵 

 נבצע את השלבים הנ"ל, ונראה ש : 

𝑇(𝑛) =  2 ∗ (𝐶 ∗
𝑛

2
−  𝐵 ) +  1          =>                = 𝐶 ∗ 𝑛 − 2𝐵 +  1 

 נבדוק את האי שוויון הנדרש בהוכחה:

C ∗ n − 2𝐵 + 1 ≤   𝐶 ∗ 𝑛 − 𝐵 

 משחק מתמטי קצר וְ :

1 ≤   𝐵 
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     , יתקיים האי שוויון, ובמילים אחרות הוכחנו שהעלות חסומה ע"י1הגדול מ  Bדהיינו, לכל קבוע 

C*n – B     :שזה מבחינת סדר גודלO(n) בשלב הזה נוכל כן להשתמש בסדרי גודל.. כי כבר(      .

 יצאנו מהאינדוקציה(.

 והערות על השיטה:יתרונות חסרונות 

את העלות כדי להוכיחה, ואין כללים מראש ההצבה הינה שישנו קושי "לנחש" נכונה הקושי בשיטת 

 ניחוש לא מוצלח לא יאפשר הוכחה..  לקביעת הפתרון הנכון. 

 למרות זאת, ישנם מספר עצות היכולות לעזור לנו להשתמש בשיטה זו:

 עצה ראשונה:

מה לנוסחת נסיגה שאנו כבר מכירים, נוכל לנחש שהעלות הינה זהה אם נוסחת הנסיגה שבידינו דו

 )ומובן שנותר בידינו רק להוכיח זאת(לעלות של הנוסחה הידועה לנו. 

 למשל, אם יש לנו נוסחת נסיגה:

𝑇(𝑛) =  2 ∗ 𝑇 (
𝑛

2
 + 50) +  𝑛 

י לכך וא נוסף כאן( 50)רק ה  אנו נוכל לזהות שהנוסחה מאוד דומה לנוסחת הנסיגה של מיון מיזוג,

 .   ניחוש כזה יתברר כנכון ונוכל להוכיחו..n*log(n)נוכל לנחש שהעלות גם כאן הינה 

 :היעצה שני

נוסחת הנסיגה, נוכל שרירותית לבחור חסם \כאשר אין לנו שמץ של מושג מהי העלות של הפונקציה

ולהוכיח אותו, לאחר מכן נוכל לצמצם ע"י ניחוש חסם עליון נמוך יותר.. וכן הלאה, עד  גבוהעליון 

 שנגיע לניחוש הנכון. 

 עצה שלישית:

לפעמים נוכל ע"י משחק אלגברי של שימוש במשתני עזר, לראות שהנוסחה שלנו אכן דומה לנוסחה 

 אחרת מוכרת, ובכך לחשב את העלות.

 חה הבאה:דוגמא, נניח שיש לנו את הנוס

𝑇(𝑛) =  2 ∗ 𝑇(√𝑛) +  log (𝑛) 

 n m2 =:     ( log)לפי הגדרת שזה גורר       m = log(n)נוכל לבצע את ההצבה הבאה:       

 בנוסחה שלנו:הנ"ל נציב את ההצבות 

𝑇(2𝑚) =  2 ∗ 𝑇 (2
𝑚
2 ) +  𝑚 

 (m/22שווה        m2י לב ששורש של  \)שים

דהיינו, . mT(2(ומחזירה   mאשר מקבלת קלט  Sלהמשך המשחק האלגברי, ניצור פונקציה חדשה 

 ומחזירה את נוסחת הנסיגה שלנו.  mזוהי פונקציה חדשה, המקבלת מספר 

 אם כך:

) mT(2S(m) =  
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 : Tבמקום ב    S, ונשתמש ב שקבלנונחזור לביטוי 

  𝑇(2𝑚) =  2 ∗ 𝑇 (2
𝑚
2 ) +  𝑚      =>       𝑆(𝑚) = 2 ∗ 𝑆 (

𝑚

2
) +  𝑚 

 S(m/2) = T(2(m/2)    (הערה: 

, כך שנוכל (nב  m)אם נחליף  כנוסחה הדומה לנוסחת מיון מיזוג  Sכעת, נוכל לזהות את הפונקציה 

 : Sלגבי העלות של לומר 

S(m) = O(m*log(m)) 

   nל  m, אז נמיר את הערכים של nאך את הביטוי הסופי נרצה במונחים של 

 . = T(n)s(m)לכן         = mT(2S(m)(וְ       mn = 2 כיוון ש  

 :Tוממילא גם העלות של 

T(n) = O(m*log(m)) 

 ונקבל:        m = log(n)בזוכרנו את ההצבה הראשונית    nל   mנמיר כעת את הערכים של 

T(n) = O ( log(n)  *  log (log(n)) 

 

שיכולה לעזור הינה, משחקים מתמטיים על נוסחת הנסיגה כך שהיא  לסיכום, העצה השלישית

 .לנוסחה מוכרת תידמה
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 שיטת האיטרציה

השיטה הנוספת לחישוב עלות של אלגוריתם בהינתן נוסחת הנסיגה שלו, הינה שיטת האיטרציה. 

בשיטת האיטרציה אנו נפתח את נוסחת הנסיגה ע"י הצבת הנוסחה בתוך עצמה, עד שנזהה דפוס 

 סכומי טורים לחישוב הסופי. התנהגות.  בעזרת שימוש בתנאי העצירה ננסה למצוא נוסחת

 דוגמא פשוטה:

 נניח שנתונה לנו נוסחת הנסיגה הבאה:

𝑇(𝑛) = {
𝑂(1)                             𝑛 = 1

2 ∗ 𝑇 (
𝑛

2
)               𝑒𝑙𝑠𝑒

 

 .   T(n/2)בעזרת הביטוי   T(n)למעשה בנוסחה זו אנו יודעים להציג את הביטוי של 

 באופן הבא: T(n/2)אם כך, נוכל אף לבטא את הביטוי של  

𝑇 (
𝑛

2
) =  2 ∗ 𝑇 (

𝑛

4
)  

 ונקבל :  T(n)נציב את הביטוי חזרה בתוך 

𝑇(𝑛) = 2 ∗ 𝑇 (
𝑛

2
) =  2 ∗ (2 ∗ 𝑇 (

𝑛

4
) ) = 22 ∗ 𝑇 (

𝑛

22
) 

 בעזרת ערך נמוך יותר, נקבל בסופו של דבר את הביטוי הבא: Tאם נמשיך להציב כל ביטוי 

2𝑖 ∗ 𝑇 (
𝑛

2𝑖
) 

 .     דהיינו נדרש ש: in/2  1  =מתי הסדרה תסתיים? כאשר תבוצע קריאה עם ערך 

=  1    in/2 

in = 2 

i = log(n) 

 א:ות נוכל לומר שעלות האלגוריתם היאיברים בסדרה, ובקל log(n)זאת אומרת שיש לנו 

2log (𝑛) ∗ 𝑇(1) =   2log (𝑛) = 𝑛 

 מה עשינו?לסיכום, 

הקריאות  פיתחנו את נוסחת הנסיגה עד שקיבלנו מבנה לביטוי כללי, ודרכו ובעזרת ניתוח שלב סיום

 )תנאי העצירה( יכולנו לחשב את העלות הסופית. 
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 :3נוספתדוגמא 

 נניח שיש לנו נוסחת נסיגה:

𝑇(𝑛) = {
𝑂(1)                                 𝑛 = 1
2 ∗ 𝑇(𝑛 − 1) + 1                 𝑒𝑙𝑠𝑒

 

 כפי שעשינו בדוגמא הקודמת. ובכן, נפתח את הביטוי בעזרת עצמו )רקורסיבית(

  T(n-2) + 1)2בעזרת הביטוי   T(n-1)כיוון שנוכל להציג את  

 נקבל: 

T(n) =  2 ∗ 𝑇(𝑛 − 1) + 1    =    2 (2 ( 𝑇(𝑛 − 2) + 1) + 1 

T(n) = 4 * T(n-2) ) +   (1 + 2)      //   פתיחת סוגריים 

  – ב שתלויה נוסחא וקיבלנו בעצמה אותה הצבנו, T(n − 1) - ב התלויה T(n) נוסחא עם התחלנו

(T(n − 2. 

 אנחנו שערך זה – T(1) ב רק שתלויה לנוסחא נגיע, ועוד עוד הזה בתהליך נמשיך שאם היא התקווה

 .O(1)מהנוסחה הנתונה שהוא  יודעים כבר

 , ונקבל:הצבה נוסף צעד נבצע

𝑇(𝑛) =  4 ∗ 𝑇(𝑛 − 2) + (1 + 2)     =        22 ∗ (2 ∗ 𝑇(𝑛 − 3) +  1) + (1 + 2) 

-  T(n) = 8 * T(n-3)   + (1+2+4)     //  סוגרייםפתיחת  

 :4נזהה כעת שהמבנה הכללי הוא

T(n) = 2i * T(n-i)   + ( 20 + 21 + 22 + … 2i-1) 

 הינו בעצם טור שיש לנו נוסחה שלו:  i2 + + … 2+ 2 1+ 2 0( 2-1(כעת נזהה שהחלק הימני בביטוי : 

∑2𝑘
𝑖−1

𝑘=0

=   2𝑖 −  1 

 ובכן, נציב זאת בנוסחה שלנו:

T(n) = 2i * T(n-i)   +( 2i – 1) 

ציג את נוכל להחליט להאי לכך,    T(1)הערך היחידי שאנו יודעים בדיוק את זמן הריצה שלו הוא רק 

 נקבל:   i = n-1כאשר     iהנוסחה שלנו לפי האיבר הכללי 

-  T(n) = 2n-1 * T(n-(n-1)) +( 2n-1 – 1) = 2n-1 * T(1) + 2n-1 – 1 =  2n-1 + 2n-1 -1 = 2n – 1 =  O(2n) 

 

                                                           
 rec2.pdf-http://u.cs.biu.ac.il/~asharog/2013/89/120מקור:    3

 
 בעיקרון ניחוש המבנה הכללי גם הוא דורש הוכחה )באינדוקציה( אך בשיעור לא נדרשנו לכך. 4

http://u.cs.biu.ac.il/~asharog/2013/89-120/rec2.pdf
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 ת:דוגמא נוספ

 נניח שיש לנו נוסחת נסיגה:

𝑇(𝑛) =  𝑛 +  3 ∗ 𝑇 (
𝑛

4
) 

 נזהה לפי הנוסחה, ש:

𝑇 (
𝑛

4
) =

𝑛

4
+  3 ∗ 𝑇 (

𝑛

4 ∗ 4
) 

 ונקבל :  T(n) ביטוי המקורינציב זאת ב

𝑇(𝑛) =  𝑛 + 3 ∗ (
𝑛

4
+  3 ∗ 𝑇 (

𝑛

16
)) 

 נפתח סוגריים ונקבל:

𝑇(𝑛) =  𝑛 + 3 ∗
𝑛

4
+  32 ∗ 𝑇 (

𝑛

42
) 

 וכן הלאה, נקבל את סדרת האיברים הבאה:  T(n/16)כעת נציב באופן דומה את  

n + 3(n/4) + 32(n/42)  + 33(n/43) + … …    + 3i * T(n/4i) … 

ובכן, כעת נשאל את עצמנו כמה איברים בסדרה? והתשובה היא פשוטה, כאשר נגיע למצב שבו אנו 

"  נגיע iהסדרה מסתיימת. ננסה לחשב באיזה " ם, וש1אזי העלות היא   n=1קוראים לפונקציה עם 

 : n=1למצב קריאה עם 

 לשם כך, נפתור את המשוואה הבאה:

𝑛

4𝑖
 = 1 

in  =  4 

(4)4(n) = i * log4log 

(n) 4i = log 

 איברים בסדרה.  4log(n)זאת אומרת שיש לנו 

כעת נציג את    חוצה., נוכל להוציאו כגורם משותף הn המשתנה כיוון שבכל איבר בסדרה מופיע

 מה :הסדרה באמצעות סכ  

n + 3(n/4) + 9(n/16)  + 27(n/64)   + … + 3i*(n/4i) +   …   .. +  3log(n) * 1 =  

n (1 +  3/4 +  (3/4)2 + (3/4)3
  + … )   + 3log(n)     ➔      

≤  𝑛 ∗ ∑  (
3

4
)𝑖 +  𝑂(𝑛) 

∞

𝑖=0
 

שיש בו מה הינה עם אינסוף איברים, והביטוי שלנו כך שהסכ  בהסתמך על  את ה "אי שוויון" יצרנו

 )הביטוי באפור, הינו קבוע.. מחוץ לסכמה(  קטן מהסכמה.   -סכום סופי של איברים 
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𝑆סכמה האינסופי נוכל לפתוח בעזרת נוסחת סכום טור הנדסי אינסופי:    \את הטור =
𝑎1

1−𝑞
 

 נקבל: אם כך

T(n) ≤   n ∗  
1

1 −
3
4

+   𝑂(𝑛) 

 שזה:

n ∗  
1

1 −
3
4

+   𝑂(𝑛) =    4𝑛 + 𝑛 

 ואם כך קיבלנו בפתיחת הביטוי:

𝑇(𝑛) ≤ 5𝑛 

 .O(n)כך שהוכחנו שהעלות הינה  

 

 עצי רקורסיהבעזרת  –שיטת האיטרציה 

בשיטה זו אנו נבצע את אותם השלבים הרגילים של שיטת האיטרציה, אלא נעשה אותם בצורה 

 וויזואלית הממחישה את הנוסחה.

את פיתוח הנוסחה, באופן כזה שהחלק בקריאה מסוימת שמבוצע בלי הרעיון הוא לבנות עץ המייצג 

קשר לקריאה הרקורסיבית הבאה, ייוצג בקודקוד, והקריאה הרקורסיבית תיוצג בתוך צאצא של 

 הקודקוד.

 לדוגמא, אם קיימת לנו הפונקציה:

2T(n) =  2T(n/2) + n 

 ייוצג בקודקוד השורש:  2n אזי החלק  

 

 (  אזי לשורש יהיו שני ילדים באופן הבא:T(n/2)ריאות רקורסיביות )פעמיים  ק 2כיוון שמבוצעות 
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יהיה הערך של כל  Tכעת באופן רקורסיבי נגדיל את העץ שוב, כאשר הפרמטר שמתקבל בתוך 

 קודקוד )בריבוע(, וילדים יהיו התוכן חלקי שתיים:

 

יהיה    iיקבל בכל דרגה  Tכפי שניכר, התוכן ש 
𝑛

2𝑖
הערך שיושאר בקודקוד שקיבל תוכן זה, יהיה      . 

)לאחר הפיתוח הבא :  
𝑛

2𝑖
)2 

)תנאי העצירה(,   1מקבל יהיה שווה  Tמובן שהעץ ימשיך ויגדל, עד שנגיע לנקודה שבה התוכן ש 

 נוכל לחשב מתי שלב זה יקרה ע"י המשוואה הבאה:

(
𝑛

2𝑖
) = 1 

= n i2 

i = log(n) 

. כעת אנו נוכל לחשב את העלות של כל דרגה בעץ, ולקוות להגיע log(n)גובה העץ הינו  –דהיינו 

 דרגות, לחישוב מלא של העלות.  log(n)בעזרת הידיעה שיש 

. בדרגה שתחתיה העלות 2nבדרגה ה"אפס" )בשורש( העלות הינה רק של המופיע בשורש, דהיינו  

 הינה:

(
𝑛

2
)
2

 כפול שני קודקודים, דהיינו: 

2 (
𝑛

2
)
2

 

)קודקודים, שבכל אחד מהם העלות הינה  4נו בדרגה השנייה, יש ל
𝑛

4
)
2

 נקבל :  

4 ∗ (
𝑛

4
)
2

 

 נמשיך את החישוב, ונקבל סדרה כזו:

𝑇(𝑛) = 𝑛2 + 2(
𝑛

21
)
2

+ 4(
𝑛

22
)
2

+ 8(
𝑛

23
)
2

+ 24 (
𝑛

24
)
2

+ 2𝑖 (
𝑛

2𝑖
)
2

+⋯ 2log (𝑛) (
𝑛

2log (𝑛)
)
2

 

 נוכל על כל איבר לבצע צמצום בין המקדם לבין המחלק שבסוגריים, ונקבל :

𝑇(𝑛) = 𝑛2 + (
𝑛2

21
) + (

𝑛2

22
) + (

𝑛2

23
) + (

𝑛2

24
) . . + (

𝑛2

2𝑖
)+. . + (

𝑛2

2log (𝑛)
)   
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 החוצה, ונקבל: 2n כעת נוציא גורם משותף 

𝑇(𝑛) =  𝑛2  (
1

21
+ 

1

22
+
1

23
+
1

24
+. . …+ 

1

2log (𝑛)
) 

 כעת החישוב פשוט ע"י נוסחת טור הנדסי:

𝑇(𝑛) =  𝑛2 ∗ ∑ (
1

2𝑖
)     ≤      ∑(

1

2𝑖
) =      𝑛2 ∗

1

1 − 0.5
= 𝑂(2𝑛2)

∞

𝑖=0

log (𝑛)

𝑖=0

 

 

 לסיכום, מה עשינו:

פיתחנו את נוסחת הנסיגה בעזרת עץ, כך שקודקוד מכיל את העלות לקריאה מסוימת, ובניו את 

 העלות הרקורסיבית.

 חישבנו את גובה העץ, ואת עלות כל דרגה בעץ )ע"י חישוב האיבר הכללי(.

 השתמשנו מעט בשכל והגענו לצורה של נוסחת סכום שאנו מכירים.

עט לחלוטין לשיטת האיטרציה, אלא שהוויזואליות בעזרת עץ כפי שנשים לב, שיטה זו הינה זהה כמ

 את הפיתוח הנכון. אינטואיטיביתמאפשרת לנו לחוש בצורה יותר 

 

 דוגמא נוספת:

 נתונה לנו נוסחת הנסיגה הבאה:

𝑇(𝑛) =  𝑇 (
𝑛

3
) +  𝑇 (

2𝑛

3
) +  𝑛 

 נדרש לחשב את העלות בעזרת שיטת האיטרציה ובניית העץ המתאים.

העלות של אותו קודקוד   T(x), דהיינו Tכלשהו בתוך  Xובכן, תחילה נזהה שכל קודקוד המקבל ערך 

 שמופיע בודד בנוסחה(. n)וזה ה   X)לאחר שנזיז את החלק הרקורסיבי לילדיו( יהיה 

𝑇בנוסף, נזהה שלכל קודקוד יהיו שני ילדים, האחד כנגד הקריאה  (
𝑛

3
𝑇והשני כנגד הקריאה   ( (

2𝑛

3
) 

ימין, והקריאה מהסוג מסוג מסוים תמיד תופיע כצאצא מ נקפיד תמיד לשמור על כך שקריאה אנו

 האחר תמיד תופיע משמאל, באופן כזה, יהיה לנו יותר קל שלב הניתוח.

 nברור שנקבל:  השורש ובכן, נתחיל לפתח את העץ, בקודקוד 

 אך לקודקוד יהיו שני ילדים באופן הבא:
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של כל קודקוד יהיה בעזרת הפיכת התוכן שקיבל, לעלות שלו. ילדיו יהיו כפי שהסברנו, הפיתוח 

 הקריאות הבאות, ובאופן הבא:

 

 הסבר:

𝑇 (
𝑛

3
) = 𝑇(

(
𝑛
3)

3
) + 𝑇 (

2 (
𝑛
3)

3
) +

𝑛

3
 = 𝑇 (

𝑛

9
) +  𝑇 (

2𝑛

9
) +

𝑛

3
 

𝑇 (
2𝑛

3
) = 𝑇(

(
2𝑛
3 )

3
)+ 𝑇 (

2 (
2𝑛
3 )

3
) +

2𝑛

3
 = 𝑇 (

2𝑛

9
) +  𝑇 (

4𝑛

9
) +

2𝑛

3
 

 nהעלות לשורש: 

 n/3 + 2n/3 = nהעלות לדרגה ראשונה :  

 n/9 + 2n/9 + 2n/9 + 4n/9 = nהעלות לדרגה שנייה:  

 nכבר אנו מזהים שבכל דרגה העלות הינה זהה: 

 .nאם כך נשאר לנו רק לדעת מהו גובה העץ, ונקבל שהעלות הכוללת היא הגובה כפול 

אלא שבדוגמא זו יש לנו בעיה, כי לא כל הדרגות בעץ הינם מלאות, מהסיבה הפשוטה שהערך 

 T(1), שונה מקודקוד אחד לאחיו, כך שמסלולים מסוימים בעץ יגיעו ל Tקודקוד בתוך ה  המתקבל בכל

 יותר מהר ממסלולים אחרים.

נוכל למצוא את המסלול הקצר ביותר, ובכך נוכל לומר שלאורך אותו מסלול כל הדרגות  ,מה שכן

 יותר מהחישוב דרך המסלול הקצר ביותר. גדולהמלאות, ובהכרח העלות הכוללת 

 הבה נעשה זאת:

, 3ובכן, המסלול הקצר ביותר הוא המסלול שבו בכל קריאה אנו מחלקים את הערך המתקבל ב 

 דהיינו בנוסחה הכללית:

𝑇(𝑛) =  𝑇 (
𝑛

3
) +  𝑇 (

2𝑛

3
) +  𝑛 

החלק הצבוע הוא החלק שאם נלך לאורך המסלול שלו, זה יהיה המסלול  המהיר ביותר כדי להגיע  

 .1-ל

𝑇ריאה כיוון שאנו קבענו תמיד שהק (
𝑛

3
תבוצע מצד שמאל של העץ, אם כך המסלול הקצר ביותר   (

 בעץ הינו ירידה מהשורש שמאלה עד הסוף.
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 כעת נחשב מה אכן יהיה גובה העץ במסלול זה ע"י פתירת הנוסחה הבאה:

𝑛

3𝑖
=  1 

𝑖 = log3 𝑛 

  = n)3n*log(ΩT(n)ואם כך נוכל לומר שהעלות היא לפחות:   

 שני נוכל גם לחשב דרך המסלול הארוך ביותר, ע"י כך שנרד בעץ רק ימינה מהשורש עד הסוף. ומצד

 נחשב את הגובה של המסלול הארוך ביותר:

2𝑖𝑛

3𝑖
=  1 

𝑛 =
3𝑖

2𝑖
 

n3/2i = log 

 והיא:היא החסם זאת אומרת, שהעלות בחישוב זה 

T(n) = O (n * log3/2n) 

וגם אומגה, אם כך נוכל לומר ש:  Oעל סדר גודל, ויש לנו גם  כיוון שאנו יודעים שבסיס לוג לא משפיע

T(n) = Θ(n*log(n)) . 

 

 יטת המאסטר )האב(ש

 בהינתן נוסחת הנסיגה שלו. רקורסיבי שיטה זו הינה שיטה נוספת לחישוב עלות אלגוריתם 

 ובכן, השיטה אומרת לנו, שכאשר יש לנו נוסחת נסיגה שבנויה באופן הבא:

𝑇(𝑛) =  𝑎 (𝑇 (
𝑛

𝑏
)) +  𝑓(𝑛) 

𝑎הינם מספרים קבועים כלשהם המקיימים:    bוְ     aכאשר  ≥ 1  , 𝑏 > 1 

 . )או אפילו קבוע כלשהו..(nהקשור ל יכולה להיות כל ביטוי מספרי   F(n)והפונקציה 

 לדוגמא, כאשר נוסחת הנסיגה הינה :  

𝑇(𝑛) =  𝑛 +  3 ∗ 𝑇 (
𝑛

4
) 

 אנו נזהה את הנוסחה כך:

a = 3 
b = 4 
f(n) = n  
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אנו נדע כיצד לפתור  בפורמט הזה, לפי משפט האב )המאסטר(כאשר נוסחת נסיגה תיראה  ובכן,

 הבאה: הנוסחהאותה בעזרת 

𝑇(𝑛) =  

{
 
 
 
 

 
 
 
 

𝜃(𝑛log𝑏 𝑎)                               𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑛log𝑏(𝑎)–𝜀 )

𝜃 (log(𝑛) ∗ 𝑛log𝑏 𝑎)                   𝑓(𝑛) =  𝜃(𝑛log𝑏 𝑎)

𝜃(𝑓(𝑛)                                𝑓(𝑛) =  𝛺(𝑛log𝑏(𝑎)+𝜀 )      

                                              𝑎𝑛𝑑:   𝑎 ∗ 𝑓 (
𝑛

𝑏
) ≤ 𝑐 ∗ 𝑓(𝑛)   

                 𝑓𝑜𝑟     𝑐 < 1

 

 

 הסבר:

 .bוְ    aוהקבועים  nותיוצג באמצעות    f(n)העלות תלויה בפונקציה 

)לכל איזשהו אפסילון    𝑂(𝑛log𝑏(𝑎)–𝜀 )   הינה פונקציה שעלותה  fשורה ראשונה:  כאשר הפונקציה ב

𝜃(𝑛log𝑏תהיה  Tחיובי(  אזי העלות הכוללת של הפונקציה  𝑎) 

𝜃(𝑛log𝑏הינה פונקציה שעלותה הינה    fשורה שנייה:   כאשר הפונקציה  𝑎)    אזי העלות הכוללת

𝜃תהיה    Tלפונקציה  (log(𝑛) ∗ 𝑛log𝑏 𝑎) 

כלשהו  c  , ובנוסף קיים קבוע 𝛺(𝑛log𝑏(𝑎)+𝜀 )הינה בעלות של  fשורה שלישית:  כאשר הפונקציה 

𝑎, כך שיכולה להתקיים המשוואה הבאה:    1הקטן מ  ∗ 𝑓 (
𝑛

𝑏
) ≤   𝑐 ∗ 𝑓(𝑛) אזי העלות הכללית של ,

T   :תהיה𝜃(𝑓(𝑛) 

 לא צריך להוכיח את הנוסחה, אלא רק ללמוד להשתמש בה.

 פשוטה:נתחיל בדוגמא 

𝑇(𝑛) הבאה:   נסיגהנתונה נוסחת ה = 9 ∗ 𝑇 (
𝑛

3
) + 𝑛 

 .aba , b , f(n) , log  -נזהה את המשתנים  תחילה 

a = 9 
b= 3 
logba =  log39  =  2 
f(n) = n 

=    𝑛log𝑏(𝑎)–𝜀, נקבל 1אם נבחר אפסילון =   𝑛2–𝜀 = 𝑛2–1 =  𝑛      

. ולכן נבחר במקרה הראשון fאותו סדר גודל של העלות של הוא ב   𝑛log𝑏(𝑎)–𝜀שהביטוי זאת אומרת 

 )השורה הראשונה בנוסחה( שהתנאי שבו מתקיים.

 במילים אחרות:  התנאי של המקרה הראשון הוא שקיים אפסילון חיובי כך ש :

𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑛log𝑏(𝑎)–𝜀 ) 
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𝜀ונבחר בביטוי,  (a ,b ,  f(n))   ובכן, התנאי מתקיים, כי אם נציב את המשתנים שלנו =  נקבל:   1

𝑛 = 𝑂(𝑛1) 

 הינה T.  והמסקנה הנובעת מכך הינה שהעלות הכוללת לפונקציה 1ולכן המקרה המתאים הוא 

 :כבשורה הראשונה בנוסחה

𝑇(𝑛) =  𝜃(𝑛log𝑏 𝑎) =  𝜃(𝑛2) 

 

: אנו לא יכולים להתאים את המקרה שלנו למקרה השני, כי במקרה השני נדרש:           נשים לב

𝑓(𝑛) =  𝜃(𝑛log𝑏 𝑎)  :נציב את הערכים שמצאנו, ונקבל     , 

𝑛 =   𝜃(𝑛2) 

 דבר שהוא כמובן לא נכון..

 הוא: מקרה השנים למצוא התאמה, כי התנאי שבבנוסף, גם למקרה השלישי לא היינו מצליחי

𝑓(𝑛) =  𝛺(𝑛log𝑏(𝑎)+𝜀 ) 

 נציב את המשתנים שלנו, ונקבל:

𝑛 =  𝛺(𝑛2+𝜀 ) 

 בי. חיו שזה כמובן לא יתקיים לאפסילון

 

 דוגמא נוספת:

 נתונה לנו נוסחת הנסיגה הבאה:

𝑇(𝑛) =  𝑛 +  3 ∗ 𝑇 (
𝑛

4
) 

שורה( במשפט האב  מתאימה הנוסחה, אנו נצטרך לזהות את המשתנים \כדי לזהות לאיזה "מקרה" )

 .aba , b , f(n) , logהבאים:    

 ובכן, בדוגמא זו:

a = 3 
b = 4 
logba  = log43   =∿     0.79 
f(n) = n 

 

בדיוק, כך שיהיה נכון יותר  nהינה  fובכן, כעת ננסה לחשוב לאיזה מקרה אנו מתאימים. העלות של 

 . כי ברור שמתקיים:Ωהוא      0.79n   ל   nדהיינו, בין    ( 𝑛log𝑏(𝑎))  ל  fלומר שהיחס בין העלות של 

0.79> n  1n     )..'הוכחה פורמאלית במבנה נתונים א( 

 מתאימים למקרה השלישי. רהלכאו ובכן אם כך אנו
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 כדי להתאים למקרה השלישי אנו תחילה נצטרך למצוא אפסילון שעבורו יתקיים:אך 

𝑓(𝑛) =  𝛺(𝑛log𝑏(𝑎)+𝜀 )       

 n 1n <0.8   , ונראה שעדיין יתקיים תנאי האומגה.0.01זה חלק קל, נבחר אפסילון שווה 

 , אשר יתקיים:1קטן מ  Cעלינו למצוא קבוע  , מכריחכפי שתנאי המקרה השלישי  בנוסף,

𝑎 ∗ 𝑓 (
𝑛

𝑏
) ≤   𝑐 ∗ 𝑓(𝑛) 

 :)נציב את המשתנים( דהיינו, במקרה שלנו

3 ∗ 𝑓 (
𝑛

4
) ≤   𝑐 ∗ 𝑓(𝑛)      ש כיוון שאנו יודעיםf(n) = n:אזי , 

3 ∗ (
𝑛

4
) ≤   𝑐 ∗ 𝑛 

𝐶המקיים    Cובכן, לכל  ≥
3

4
ר בהחלט ולכן נוכל לומ )מתמטיקה פשוטה..( יתקיים האי שוויון הזה.  

כבמקרה  תהיה Tשהמקרה השלישי מתאים לנוסחת הנסיגה הנוכחית, ולכן העלות הסופית לפונקציה 

𝑇(𝑛):    השלישי = 𝜃(𝑓(𝑛)) =  𝜃(𝑛) 

 (.n, ואכן גם שם ראינו שהעלות הינה ניתחנו את אותה נוסחת נסיגה)בתחילת שיטת האיטרציה 

, ובכך f.   חישבנו את העלות של  , abf(n) , loga , b  -לסיכום מה שעשינו:     מצאנו את המשתנים 

התאמנו את המקרה השלישי. כיוון שאנו מתאימים למקרה השלישי, ווידאנו את תנאי האי שוויון 

 מתאים, קיבלנו את העלות הסופית.  Cכיוון שמצאנו  ,Cלמציאת קבוע  הנוסף שבמקרה ג'

 המאסטר )לא הוכחה פורמאלית(. הצגתי אינטואיציה להבנת הלוגיקה של משפט 5בנספח מספר 

 

 מקרים שאינם ניתנים לפתירה באמצעות משפט האב:

 דוגמא:

 נתונה לנו נוסחת הנסיגה הבאה:

𝑇(𝑛) =  2𝑇 (
𝑛

2
) + 𝑛 ∗ log(𝑛) 

 נסמן את המשתנים:

a = 2  
b = 2 
f(n) = n*log(n) 
logba = log22 = 1 

 ובכן, ננסה לבדוק לאיזה מקרה אנו מתאימים.

 אולי למקרה הראשון?

)ε –1 f(n) = O(n 
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 דהיינו, האם נכון הדבר ש:

)ε -1 n*log(n) = O(n 

 איזשהו אפסילון( n, )במיוחד אם נפחית מה nגדולה הרבה יותר מ   nlognתשובה: ברור שלא.  

 ננסה להתאים למקרה השני:

 האם נכון לומר ש:

)1(nΘf(n) =  

 .nגדולה יותר )בסדר גודל( מ    f(n).   דהיינו f(n) = n*log(n)כי   ! תשובה:  לא

 אם כך מה שנותר לנו לבדוק זו התאמה למקרה השלישי:

 האם נכון לומר ש:

)ε1 + (n Ωf(n) =  

 דהיינו:

)1+εn*log(n) = Ω(n 

. השאלה הינה האם התוספת nגדולה מ   nlog(n)תשובה: לכאורה נראה שיש לנו כאן התאמה. כי 

 התאמה?של האפסילון יכולה לגרום לחוסר 

לאינסוף( של הביטוי הימני  nובכן, הכי פשוט זה ניתוח באמצעות גבול, אנו נצפה שהגבול )בשאיפת 

 .   )או השמאלי חלקי הימני תיתן אינסוף(.0חלקי השמאלי, תיתן 

lim
𝑛→∞

(
𝑛1+𝜀

𝑛 ∗ log (𝑛)
) = lim

𝑛→∞
(

𝑛𝜀

log (𝑛)
) = (𝐿𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙) = lim

𝑛→∞
  (

𝜀 ∗ 𝑛𝜀−1

1
n ∗ lan(2)

)  

= lim
𝑛→∞

  (𝜀 ∗ 𝑛𝜀−1 ∗ 𝑛 ∗ 𝑙𝑎𝑛(2)) = lim
𝑛→∞

(𝜀𝑛𝜀𝑙𝑎𝑛(2)) =  ∞    

 ובכן, לא קיבלנו את שציפינו, דהיינו לכל קבוע אפסילון חיובי, לא יתקיים הביטוי:

)1+εn*log(n) = Ω(n 

 { εlog(n) = o(n(, מתקיים    0למדנו מכך כלל בסיבוכיות:    לכל אפסילון גדול מ הערה: } 

 ולכן אף המקרה השלישי לא יתאים לנוסחת נסיגה זו. 

 ולמסקנה, משפט האב לא מתאים כפיתרון לכל נוסחת נסיגה.

 דוגמא נוספת:

 נתונה לנו נוסחת הנסיגה הבאה:

𝑇(𝑛) =  5𝑇 (
𝑛

5
) +

𝑛

log(𝑛)
  

 נכין את המשתנים שלנו:
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𝑓(𝑛) =
𝑛

log(𝑁)
 

log55 = 1 
nlog(5) = n1 

 המקרה למקרה השני והשלישי, כי ברור שלא יתקיים:ובכן, נוכל לדלג על ניסיון התאמת 

𝑛

log(𝑛)
=  𝜃(𝑛) 

𝑛

log(𝑛)
= 𝛺(𝑛1+𝜀) 

 השאלה הינה האם המקרה יתאים למקרה הראשון, דהיינו האם:

𝑛

log(𝑛)
= 𝑂(𝑛1−𝜀) 

 :5ובכן, הגישה הפשוטה לבדוק זאת, זה באמצעות גבול

lim
𝑛→∞

(

𝑛
𝑙𝑜𝑔𝑛

𝑛1−𝜀
) = lim

𝑛→∞
(

𝑛

𝑙𝑜𝑔𝑛 ∗  𝑛1−𝜀
) = 𝐿𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙 = lim

𝑛→∞

1

𝑛1−𝜀

𝑛 ∗ 𝑙𝑛2
+ 
(1 − 𝜀) ∗ log(𝑛)

𝑛𝜀  

 

= lim
𝑛→∞

1

1
𝑛𝜀𝑙𝑛2

=  ∞ 

 הגזירה ע"י משפט לופיטל מעט מסובכת, אך לא נורא, העיקר שהגענו למסקנה. שהיא:

הביטוי 
𝑛

log(𝑛)
 ולכן לא ניתן לומר ש:  𝑛1−𝜀גדול יותר )בסדר גודל( מהביטוי  

𝑛

log(𝑛)
= 𝑂(𝑛1−𝜀) 

 הראשון.ולכן אין התאמה למקרה 

א לכך שמשפט המאסטר לא תמיד ישים. )הפתרון לנוסחת נסיגה זו הוא מעט ושוב אנו רואים דוגמ

 מסובך, והוא מופיע בתרגילי הבית(.

ית נוסחת למרות שתבנ)למעשה רוב המקרים שנופלים ללא אפשרות לעבודה עם משפט המאסטר 

או  logבתוספת כפל ב  nשונה מ הוא  f(n), הם המקרים בהם ה (טפשהנסיגה נראית מתאימה למ

 . במקרים אלו לא נוכל להתאים את הנוסחה לאף אחד משלושת המקרים.logחילוק ב 

 

 

 דוגמא נוספת למקרה בו משפט המאסטר לא עובד אם כי מסיבה אחרת:

T(n) = T(n/2) +  n(2-cos(n))       // a = 1,  b = 2 ,   log21 = 0 

                                                           
 של המקרה הראשון לא היה "אפסילון" בחזקה, אזי המקרה היה מתאים, כי בוודאות  הערה: אם בביטוי 5

  
𝑛

log(𝑛)
= 𝑂(𝑛1)     ...הסיבוך נוצר עקב האפסילון 
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 לישי, מכיוון ש :לכאורה הנוסחה תתאים למקרה הש

𝑓(𝑛) =  𝑛(2 − cos(𝑛)) =  2𝑛 − 2 cos(𝑛)     ≥ 𝑛   //  '1נזכור שתוצאת ביטוי קוסינוס הוא מקס  

nlog2(1) = n0 = 1    <  f(n) 

 , שיקיים את הביטוי:1קטן מ  Cאך עלינו לזכור שהתאמה למקרה השלישי דורשת אף מציאת קבוע 

𝑎 גדול: (                            n)לכל        ∗ 𝑓 (
𝑛

𝑏
) ≤ 𝑐 ∗ 𝑓(𝑛) 

 נפתח את הביטוי בעזרת המשתנים הידועים לנו:

1 ∗
𝑛

2
 (2 − cos (

𝑛

2
) ≤ 𝑐 ∗ 𝑛(2 − cos(𝑛)) 

 K)כאשר   2πKגדול )בעצם הרבה כאלה..( , שאותו נוכל לייצג כך:   nכעת, נוכל לראות שקיים 

 מספר שלם(, ואז הביטוי יקבל:

2𝜋𝑘 −
2𝜋𝑘

2
∗ cos (

2𝜋𝑘

2
) ≤ 𝑐 ∗ 2𝜋𝑘(2 − cos(2𝜋𝑘)) 

2𝜋𝑘 −  𝜋𝑘 ∗ (−1) ≤   𝑐 ∗ 2𝜋𝑘(2 − 1) 

3𝜋𝑘 ≤ 𝑐 ∗ 2𝜋𝑘 

3 ≤ c ∗ 2 

, הביטוי לא יכול להתקיים...  ואם כך לא נוכל להתאים את המקרה שלנו למקרה 1קטן מ  Cכיוון ש 

 השלישי של משפט האב.

 מקרים נוספים שלא יתאימו למשפט האב הינם מתי שייצוג הנוסחה אינו בפורמט הנדרש.

 היראות כך:לתזכורת, הפורמט חייב ל

𝑇(𝑛) =  𝑎 (𝑇 (
𝑛

𝑏
)) +  𝑓(𝑛) 

𝑎הינם מספרים קבועים כלשהם המקיימים:    bוְ     aכאשר  ≥ 1  𝑏 > 1 

 הדוגמאות להלן אינן מתאימות לפורמט הנדרש:

𝑇(𝑛) =  0.5 ∗ 𝑇 (
𝑛

2
) +  𝑛     // 1קטן מ   a הקבוע 

𝑇(𝑛) =  3𝑇(2𝑛) +  𝑛   // 1קטן מ   b הקבוע 

𝑇(𝑛) =  2𝑇 (
𝑛

2
) +  3𝑇 (

𝑛

2
)   // ישנן שתי קריאות רקורסיביות שונות   

בכל זאת, ייתכנו מקרים בהם הפורמט של הנוסחה לא מתאים למשפט האב, ובכל זאת נוכל כן 

 להשתמש בו.

 לדוגמא, בהינתן הנוסחה הבאה:

𝑇(𝑛) =  𝑇 (
𝑛

2
) +  𝑇 (

𝑛

4
) + 𝑛2 
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 נוכל להבחין, ש:

   T(n/2) > T(n/4) 

 T(n/2)*2ולכן, נוכל לומר בוודאות שהביטוי שלנו הוא קטן מהביטוי   

 T(n/4)*2וכמו כן, הוא גדול מהביטוי   

 אם כך קיבלנו ש:

2 ∗ T (
𝑛

4
) + 𝑛2   ≤ 𝑇 (

𝑛

2
) + 𝑇 (

𝑛

4
) + 𝑛2 ≤ 2 ∗ 𝑇 (

𝑛

2
) + 𝑛2  

שווה לסדר הגודל של הביטוי מימינו, \ובמילים אחרות, סדר הגודל של הביטוי שלנו, הינו קטן

 ביטוי משמאלו.שווה ל\וגדול

וגם  n)2(הינו  כעת, נוכל להשתמש במשפט המאסטר ולראות שסדר הגודל של הביטוי מימין 

. אי לכך, נוכל להסיק שגם הביטוי שלנו הוא בעל סדר n)2(משמאל הינו בעל סדר גודל של הביטוי 

 .n)2(גודל של 

 לדוגמא אחרונה, נבדוק את אלגוריתם המיון המהיר.

, ועל  partitionהמהיר מחלק את המערך המתקבל לשני חלקים באמצעות פונקצית  תזכורת: המיון

 כל חלק, מבצע קריאה רקורסיבית. 

. ובכל 72)למי שלא זוכר כלל את צורת העבודה של המיון המהיר, יוכל לקרוא עליו בספרי לקורס מבנה נתונים א', עמוד 

 (partition"  הבאתי שוב הסבר מפורט על הפונקציה iמקרה, בנושא הבא "מציאת המיקום ה 

במיון המהיר, במקרה הממוצע והגרוע, שתי הקריאות הרקורסיביות לא תהיינה זהות, שכן חלוקת 

 לשני חלקים זהים, כך שכל קריאה רקורסיבית תשלח פרמטר שונה.בהכרח המערך אינה 

לשתיים, ולכן נוכל לחשב את העלות לעומת זאת במקרה הטוב, החלוקה בכל קריאה הינה בדיוק 

 בעזרת משפט האב.

 הינה:)למקרה הטוב( נוסחת הנסיגה המתאימה למיון המהיר 

𝑇(𝑛) =  2𝑇 (
𝑛

2
) +  𝑛 

, ומבוצעות עוד שתי nשעלותה  partitionהסבר: בכל קריאה רקורסיבית, ישנה קריאה לפונקציה 

 קריאות רקורסיביות על שני החלקים שנוצרו.

 הנדרשים: נסמן את המשתנים
f(n) = n 
a = 2 
b = 2 
logba = log22 = 1 

 נזהה התאמה למקרה השני, משום ש:

n)(Θn =      ➔= n    log2n 

 T(n) = n*log(n)ולכן עלות האלגוריתם הינה:    

 בזאת הסתיים נושא ניתוח נוסחאות נסיגה.
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 iה  איברמציאת ה

הנושא הבא שנלמד, הינו אלגוריתם לחיפוש יעיל של איברים במערך, כאשר אנו לא מחפשים תוכן 

 מתוך שאר הערכים במערך. iמסוים, כי אם איבר שערכו הוא במיקום ה 

 לדוגמא, אם יש לנו מערך:

45 3 100 17 20 70 

 

אנו נרצה למצוא אלגוריתם   וכן הלאה. 20, אח"כ 17. השני בגודלו הוא 3האיבר הראשון בגודלו הוא 

 או למשל, מציאת האיבר החציון )האמצעי בגודלו( שבמערך.בגודלו במערך,  iיעיל למציאת האיבר ה 

הקטן ביותר,  – 1, )שהוא כמובן מינימום i: קבוצת מספרים, ומספר קלט האלגוריתם

 (הגדול ביותר– nמקסימום ו

הקטנים איברים  i-1יים שיש בדיוק המקמתוך קבוצת המספרים,  X: מספר פלט האלגוריתם

 ממנו בקבוצה.

שהוא הנדרש, אלא  iואז למצוא בקלות את האינדקס ה  הפתרון הפשוט הוא למיין את המערך,

 .O(n) -אלגוריתם שיעילותו ליניארית ואנו נרצה למצוא  O(n*logn) לפחות המיון היא תהליך שעלות

 :מוצע פתרון

 איבר ציר אקראי

  –של המיון המהיר  partitionניזכר בפונקציה 

( כך לא בהכרח שווים: קבלת מערך מספרים, ולחלקו לשני חלקים )מטרתה - partitionהפונקציה 

 שהמספרים בחלק הראשון )כולם( יהיו קטנים יותר מהמספרים שבחלק השני.

 איך הפונקציה עושה זאת?

 כדי להבין זאת, נשתמש לדוגמא במערך הבא:

2 7 4 9 1 6 3 

 
, ומחלקת את המערך לשני 3 –הפונקציה בוחרת באקראי מספר במערך, לדוגמא המספר הראשון 

 -חלקים, כאשר החלק הראשון הוא המספרים הקטנים מהמספר הנבחר )הנקרא גם איבר הציר 

pivot.והחלק השני הוא המספרים הגדולים ממנו ,) 

 כך שבסופו של התהליך נרצה לקבל מערך בסגנון הזה:

6 7 3 9 4 1 2 

 

, כרגע לא נתעמק בהבנת המימוש. רק נזכור partitionישנן מספר שיטות למימוש הפונקציה 

   שבחירת איבר הציר הינה אקראית. 

הערה: הפונקציה בסופו של התהליך מחזירה את האינדקס של האיבר השמאלי ביותר בחלק הימני 

 של החלוקה.
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 . iה ובכן, נחזור לאלגוריתם שלנו למציאת המיקום

 תיאור האלגוריתם:

  לשני חלקים. partitionנחלק את המערך ע"י פונקצית 

שאנו מחפשים הינו קטן ממספר האיברים שיש בחלק  iאם ה נבדוק כמה איברים יש בכל חלק, 

, אנו נבצע קריאה רקורסיבית עם חלק המערך (partition)לאחר חלוקת  השמאלי של המערך

 השמאלי.

המערך, אנו נבצע קריאה ממספר האיברים שבחלק השמאלי של  גדול, שאנו מחפשים iאם ה 

 רקורסיבית לאלגוריתם, כאשר כעת: 

 א. המערך החדש הינו החלק הימני של המערך. 

 פחות מספר האיברים שבחלק השמאלי. iלקריאה הרקורסיבית הבאה יהיה  iב. ה 

האלגוריתם והפונקציה תחזיר את כאשר הקריאה תהיה עם מערך בגודל איבר אחד בלבד, יסתיים 

 אותו איבר.

 דוגמת מעקב:

11 34 64 2 56 36 80 23 5 12 90 44 21 76 52 13 0 49 7 

 

 איברים במערך הקטנים ממנו. 9בגודלו. דהיינו, שישנם  10נניח שאנו מחפשים את האיבר ה 

 תיצור תהיה :    partition. החלוקה ש 56איבר ציר =  באקראיתחילה נבחר 

76 90 64 80 56 36 2 23 5 12 34 44 21 11 52 13 0 49 7 

 

 (i=10איברים בצד שמאל של החלוקה, אנו נמשיך משם רקורסיבית )עם אותו ה  14כיוון שיש לנו 

36 2 23 5 12 34 44 21 11 52 13 0 49 7 

 

 .  החלוקה תהיה כעת:21איבר הציר להיות את כעת באופן אקראי נבחר 

36 49 23 52 21 34 44 12 11 5 13 0 2 7 

 

איברים, אנו נמשיך  7, ובצד שמאל של המערך ישנם i=10כעת, כיוון שאנו מחפשים את האיבר 

 .i = i-7     i=3החדש להיות    iרקורסיבית על צד ימין של המערך, ונקבע את ה 

36 49 23 52 21 34 44 

 

 .    נקבל:36נבחר שוב באקראי את איבר הציר להיות 

36 49 44 52 21 34 23 
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איברים, אנו נמשיך משם רקורסיבית. כיוון  3, ויש לנו בצד שמאל  3כיון שאנו מחפשים את האיבר ה 

שלנו, דהיינו אנו עדיין נחפש את האיבר  iשאנו ממשיכים בצד שמאל, אזי לא נשנה את ערך ה 

 השלישי בגודלו:

21 34 23 

 

 : 23נבחר את איבר הציר )באקראי( להיות 

23 34 21 

 

כיוון שאנו מחפשים את האיבר השלישי בגודלו, ובצד שמאל יש לנו רק איבר אחד, אנו נמשיך 

 i = 3 – 1 ➔   = 2החדש יהיה:    iרקורסיבית עם צד ימין של המערך, וה 

23 34 

 

 . נקבל:34נבחר את איבר הציר להיות )שוב, באקראי..( 

34 23 

בגודלו, ובצד שמאל יש לנו רק איבר אחד, אנו נמשיך רקורסיבית  2כיון שאנו מחפשים את האיבר ה 

 i = 2 – 1 = 1עם צד ימין, כאשר כעת 

 כעת, כיוון שהקריאה הרקורסיבית הינה עם איבר בודד במערך:

34 

 

במערך הראשי מספרים בדיוק  9, כמספר שישנם 34אנו נסיים את האלגוריתם, ונחזיר את המספר 

 הקטנים ממנו.

 9להיות איבר הציר, נראה שישנם  34ב  שרירותיתאגב, אם נחזור למערך המקורי, ונבחר כעת 

 איברים בצד שמאל של המערך, וכך נוכל לוודא שהתהליך שעשינו הוא נכון:

49 34 64 52 56 36 80 76 44 90 12 5 21 23 2 13 0 11 7 

 

 תיאור הקוד:

 משתנים:   4הפונקציה תקבל 

A –    .המערך 

P – )אינדקס האיבר הראשון במערך )לקריאה זו 

r – )אינדקס האיבר האחרון במערך )לקריאה זו 

i -  .המיקום אותו אנו מחפשים 

 דהיינו, ישנו איבר אחד בלבד במערך. p=rהפונקציה הינה רקורסיבית, תנאי העצירה הוא כאשר 

, ואת הפלט שלה )האינדקס של partitionאם תנאי העצירה לא התקיים, הפונקציה תקרא לפונקציה 

 .qהאיבר השמאלי ביותר בחלק הימני של המערך שחולק( תזין לתוך משתנה חדש 
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גדול   q-pכעת, הפונקציה תבדוק, האם מספר האיברים בחלק השמאלי של המערך, דהיינו  

 שאנו מחפשים או לא. iמהמיקום 

שמציין את  rאם כן, הפונקציה תבצע קריאה רקורסיבית עם חלק המערך השמאלי. )כעת המשתנה 

 שהוא האינדקס האחרון של המערך החדש(. q-1אינדקס סוף המערך יקבל את הערך  

 אם לא, הפונקציה תבצע קריאה רקורסיבית עם חלק המערך הימני, כך ששני פרמטרים ישתנו:

 .q יקבל אתהמציין את האינדקס הראשון במערך,  pנדקס האי -

-i=iישתנה להיות כפי שהיה פחות מספר האיברים שבחלק השמאלי.         דהיינו  iהמיקום ה  -

(q-p) 

 הקוד:
 
Find_the_i(A,p,r,i) 
{ 
   if (p==r)   // תנאי העצירה 
      return A[p]; 
 
   int q = Partition(A,p,r);   //q רת הפלט ב שמי  partition חלוקה ע"י 
 
   if (i ≤  q-p )  // האיבר המבוקש נמצא בחלק השמאלי 
      return Find_the_i(A,p,q-1,i)  // קריאה רקורסיבית, כאשר האינדקס של סיום המערך משתנה 
   else 
      return Find_the_i(A, q, r,  i-(q-p)  ); //גם משתנה כפי שתיארנו i בנוסף. q -אינדקס ההתחלה 
} 

 

 ניתוח זמן ריצה:

בשונה מהמיון המהיר, הממשיך קריאה רקורסיבית על כל אחד משני חלקי המערך )שחולקו ע"י 

partition באלגוריתם זה אנו מבצעים קריאה רקורסיבית רק על החלק הרלוונטי לנו במערך, ואי , )

 של מיון מהיר.לכך נצפה שזמן הריצה יהיה יעיל יותר מהעלות 

 ממוצע.\גרוע\כיוון שהחלוקה איננה לשני חלקים זהים, נצטרך לנתח את העלות בהתאם למקרה טוב

 במקרה הטוב:

 חלוקת המערך בכל שלב תהיה בדיוק לשני חלקים, כך שנוסחת הנסיגה המתאימה למצב תהיה:

T(𝑛) =  𝑇 (
𝑛

2
) +  𝑛 

 (O(n)היא  partitionהיא שעלות ריצת  n)התוספת של 

 ון שמתקיים:כיו

𝑓(𝑛) = 𝑛 =  𝛺(𝑛log𝑏(𝑎)+𝜀 ) = 𝛺(𝑛0+𝜀 )        

 . Θ(n)נקבל שהעלות הסופית )למקרה הטוב( הינה    -למקרה השלישי  -ע"פ משפט המאסטר 

 במקרה הגרוע:

תהיה באופן כזה שבכל חלוקה, חלק אחד יהיה בעל איבר  partitionבמקרה הגרוע, החלוקה של 

 האיברים.  במקרה כזה, נוסחת הנסיגה תהיה: בודד, והחלק השני יכיל את שאר
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𝑇(𝑛) =  𝑇(𝑛 − 1) +  𝑛 

 נפתח בשיטת האיטרציה, ונקבל:

𝑇(𝑛) =  𝑇(𝑛 − 1) + 𝑛 = 𝑇(𝑛 − 2) + 𝑛 − 1 + 𝑛 

=  𝑇(𝑛 − 3) + 𝑛 − 2 + 𝑛 − 1 + 𝑛 

=  𝑇(𝑛 − 4) + +𝑛 − 3 +  𝑛 − 2 + 𝑛 − 1 + 𝑛 

 נזהה דפוס:

𝑇(𝑛) = (𝑛) + (𝑛 − 1) + (𝑛 − 2) + (𝑛 − 3) +⋯+ 𝑇(1) 

 n/2שזה סדרה חשבונית שסכומה   n+..1+2+3+4, פחות :   2n, דהיינו nפעמים  nיש לנו כאן 

 2n(Θ   ➔n/2   – 2T(n) = n(ואם כך סה"כ סדר הגודל יהיה:    

 במקרה הממוצע:

. ההוכחה הינה מעט מסובכת, ואני לא מאמין O(n)העלות במקרה הממוצע הינה כמו במקרה הטוב  

 .6שהיא תידרש למבחן. בכל מקרה הוספתי את ההוכחה בנספח מספר 

 

 אלגוריתם דטרמיניסטי

בגודלו במערך. האלגוריתם הינו זהה  iאלגוריתם זה גם מגיע כדי למצוא באופן יעיל את האיבר ה 

באופן יעיל כך שיבחר איבר ציר בכל  partitionלאלגוריתם שראינו, אלא שהוא בונה את פונקצית ה 

עלות של האלגוריתם פעם כך שהחלוקה תהיה טובה יותר. ובסופו של דבר גם במקרה הגרוע ה

 .  O(n) –תהיה ליניארית 

 האלגוריתם:

 לקבוצות של חמישה איברים כל אחת. Aחלק את המערך  .1

. )שגודלו יהיה Bלמערך חדש שמצאת את כל החציונים  סמצא חציון של כל תת קבוצה. הכנ .2

 (.n/5כ 

ן שלו. הנדרש הינו החציו i, כאשר האיבר Bהפעל רקורסיבית את האלגוריתם, על המערך  .3

 .pivotאת תוצאת הפעלה רקורסיבית זו, נכניס לתוך משתנה חדש שנכנה 

באופן כזה שאיבר הציר יהיה  partitionהראשי, )כפי שהתקבל( בעזרת  Aחלק את המערך  .4

pivot. 

 מכאן, המשך האלגוריתם הינו כפי שראינו באלגוריתם האקראי: .5

שאנו מחפשים הינו קטן ממספר האיברים שיש  iנבדוק כמה איברים יש בכל חלק, אם ה 

(, אנו נבצע קריאה רקורסיבית עם חלק partitionבחלק השמאלי של המערך )לאחר חלוקת 

 המערך השמאלי.

ממספר האיברים שבחלק השמאלי של המערך, אנו נבצע  גדולשאנו מחפשים,  iאם ה 

 קריאה רקורסיבית לאלגוריתם, כאשר כעת: 

 נו החלק הימני של המערך. א. המערך החדש הי

 פחות מספר האיברים שבחלק השמאלי. iלקריאה הרקורסיבית הבאה יהיה  iב. ה 
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 השלבים הראשונים: 4דוגמת מעקב ל 

 המפוזרים בו באקראי: 100עד  1איברים, בעלי הערכים מ 100נניח שיש לנו מערך עם 

- 3,45,12,16,78,1,98,37,87,60,43,4,99,13,50,57 ……… , 13,17,67,97,25,61    

קבוצות, נציגם בטבלה הבאה כאשר  20נחלק את המספרים לקבוצות של חמש מספרים, נקבל סה"כ 

 כל עמודה מתארת קבוצה אחת.

17 .. .. .. .. .. ..        .. .. 57 43 1 3 

67 ..             .. .. .. 4 98 45 

97 ..             .. .. .. 99 37 12 

25 ..             .. .. .. 13 87 16 

61 ..             .. .. .. 50 60 78 

 

כעת, נמצא חציון של כל קבוצה, נציב אותו בשורה השלישית, כאשר המספרים הקטנים ממנו מעליו, 

 והגדולים ממנו מתחתיו:

17 .. .. .. .. .. ..        .. .. 57 13 1 3  

25 ..             .. .. .. 4 37 12  

 החציון: 16 60 50 .. .. ..             .. 61

67 ..             .. .. .. 43 87 45  

97 ..             .. .. .. 99 98 78  

 

 בשלב הבא, אנו נמצא את הממוצע של הממוצעים )וזאת בעזרת קריאה רקורסיבית..(

שמצאנו אותו, כעת נוכל להציג את הטבלה בצורה ממוינת, דהיינו שכל עמודה תופיע במיקום  נניח

 בטבלה בהתאם לממוצע שלה. 

 )לצורך הנוחות.. אני עובר לטבלה הבנויה כבר(

 נניח שהגענו לטבלה הזו:

 

 .47ממוצע הממוצעים הינו 

 .47כאשר איבר הציר יהיה אנו נחלק את המערך לשני חלקים, על פי האלגוריתם, בשלב הזה, 

החלק המעניין שקורה כעת הינו, שהחלוקה יוצרת שני חלקים גדולים יחסית, ובכך אנו נמנעים ממצב 

קטן משמעותית מחלק אחר. )כמו שקרה במקרה הגרוע באלגוריתם  מחלוקת המערך שבו חלק אחד

 האקראי(.
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למטה מאיבר הציר -מצד ימין נוכל להמשיך ולהביט על הטבלה האחרונה, ולזהות שכל המספרים

 למעלה קטנים ממנו:-גדולים ממנו, ומצד שמאל

 

 ניתוח עלות האלגוריתם הדטרמיניסטי:

 ננסה לנתח את גודל הקבוצות שנוצרו, כאשר כעת נשתמש במשתנים ולא בדוגמא ממשית:

⌉איברים, אם כך נוצרו לנו  5כיוון שחילקנו את המערך לתת קבוצות בנות 
𝑛

5
 קבוצות. ⌈

⌉אם כך יש לנו אף ו
𝑛

5
 חציונים.  ⌈

⌉שווה מחצי מה \הוא החציון של החציונים, ואם כך הוא גדול pivotהאיבר 
𝑛

5
 חציונים.  ⌈

⌉דהיינו 
1

2
∗ ⌈

𝑛

5
 .pivotאיברים, קטנים מה  ⌈⌈

⌉מה  Kבכל קבוצה 
1

2
∗ ⌈

𝑛

5
. האחד הוא איבר הציר של pivotישנם שלושה איברים שקטנים מה   ⌈⌈

 .Kם שני האיברים הקטנים מאותו איבר ציר של הקבוצה , והשניים הנוספים הינKהקבוצה 

⌉גדול מ  pivotדהיינו, האיבר 
1

2
∗ ⌈

𝑛

5
⌉⌉ ∗  איברים בקבוצה.   3

יצרה קבוצה  5איברים, וזאת בגלל שהחלוקה מראש ל  5הערה: ייתכן שישנה קבוצה אחת שאין בה 

ת גם את הקבוצה ש איברים. אם כך, נפחית קבוצה זו לגמרי מהחישוב, בנוסף, נפחי 5אחת שאין בה 

pivot  עצמו יושב בה. )כי אנו סופרים כמות איברים הקטנים מpivot  והוא עצמו לא נספר באיברים ,

 אלו(. 

 למסקנה:

⌉)    (לפחות) גדול מ pivotהאיבר 
1

2
∗ ⌈

𝑛

5
⌉⌉ − 2) ∗  איברים שבמערך.     3

 נפתח סוגריים, ונקבל:

(⌈
1

2
∗ ⌈
𝑛

5
⌉⌉ − 2) ∗ 3  ≥   

3𝑛

2 ∗ 5
− 2 ∗ 3   
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(⌈
1

2
∗ ⌈
𝑛

5
⌉⌉ − 2) ∗ 3  ≥     

3𝑛

10
− 6   

 שווה" הוא כיוון שהורדנו את ה "ערך שלם עליון".\הסימון "גדול

הוא  pivotאם כך, נוכל לומר שסך האיברים הקטנים מ 
3𝑛

10
− הוא  n.     והמשלים בין מספר זה ל    6

 . נוכל לחשב את ה "משלים" ע"י המשוואה הבאה:pivotמ  הגדולמספר האיברים המקסימאלי 

3

10
𝑛 − 6  + 𝑲 = 𝑛 

𝐾 =
7𝑛

10
+  6 

ולמסקנה, חלוקת המערך תהיה לכל היותר 
7𝑛

10
+  מצד אחד. 6 

, ונקבל באופן דומה pivotמ  גדוליםאת החישוב נעשה באופן סימטרי לחלוטין על כמות האיברים ה

 כן: הוא גם pivotמ  קטניםשכמות האיברים המקסימאלי ה
7𝑛

10
+  6. 

 עלות של כל שלב. ע כעת חישוב מלא לעלות האלגוריתם, ונתחיל בחישובנבצ

. מובן שנוכל לבצע זאת במעבר אחד על איברים 5השלב הראשון הינו חלוקת המערך לקבוצות של 

 .O(n)א ישלב זה האם כך, עלות המערך. 

ולקיחת האיבר השלב השני הינו מציאת חציון בכל קבוצה. נוכל לבצע זאת בעזרת מיון הקבוצה 

 n/5איברים, עלות המיון תהיה איזשהו קבוע. כיוון שיש לנו  5השלישי שבה. כיוון שיש בקבוצה רק 

 .O(n), ובסופו של דבר זה  n/5קבוצות, אזי העלות הינה :  קבוע כפול 

כאשר )השלב השלישי הינו מציאת חציון, שלב זה יבוצע בעזרת קריאה רקורסיבית לאלגוריתם עצמו, 

i=n/2      הוא האיבר ה  החציון כי  n/2  באופן  רקורסיבי שלב זה   בגודלו(. ואם כך נסמן את עלות 

𝑇  כ (⌈
𝑛

5
 )ערך שלם(.  n/5המערך הנשלח לקריאה זו, הוא המערך של החציונים, שגודלו משום ש   (⌈

 partitionשהתקבל, סביב איבר הציר, פעולה זו בעזרת  Aאנו מחלקים את המערך  ,הרביעישלב ב

 .O(n) הינה בעלות 

הינו עוד קריאה רקורסיבית, כאשר גודל המערך )במקרה הגרוע( הינו לכל  החמישי והאחרוןהשלב 

היותר  
7𝑛

10
+ :  נסמן רקורסיביתהעלות לשלב זה  את כפי שהסברנו.  ואם כך  6 

7𝑛

10
+  6)T( 

 ובכן, נסכם את כל העליות שהיו לנו, ונקבל:

𝑇(𝑛) =  𝑂(𝑛) + 𝑂(𝑛) +  𝑇 (⌈
𝑛

5
⌉) +  𝑇 ( 

7𝑛

10
+  6) 

 כל שנותר לנו, הוא לנתח את עלות נוסחת הנסיגה הזו, ובזאת סיימנו. 

 ניתוח הנוסחה ייעשה בעזרת שיטת האינדוקציה.

 T(n) = O(n) ➔  ≤ c*nאנו נניח שעלות האלגוריתם הינה ליניארית, דהיינו:   
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 :ראינו ש

𝑇(𝑛) =  𝑂(𝑛) +  𝑇 (⌈
𝑛

5
⌉) +  𝑇 ( 

7𝑛

10
+  6) 

 לביטוי.   1נוציא את הסימון ערך שלם עליון, במקומו פשוט נוסיף עוד 

𝑇(𝑛) ≤   𝑇 (
𝑛

5
+ 1) +  𝑇 ( 

7𝑛

10
+  6) + 𝑂(𝑛) 

 נשתמש בהנחת האינדוקציה, ונקבל:

𝑇(𝑛) ≤   𝑐 (
𝑛

5
+ 1) +  𝑐 ( 

7𝑛

10
+  6) +  𝑑𝑛 

 . nכפול  dכתבנו איזשהו קבוע   O(n)נשים לב, שבמקום 

 נפתח את הסוגריים, ונקבל:

𝑇(𝑛) ≤  𝑐 ∗ (
9

10
𝑛 + 7) +  𝑑𝑛     

𝑐, ונחליט לכתוב במקומו dnנתמקד לרגע ב  (
1

10
𝑛 − באופן כזה  C.   זאת אומרת, שנבחר את (7

 שיתקיים 

𝑐 (
1

10
𝑛 − 7) ≥ 𝑑𝑛 

 נקבל:

≤ 𝑐 (
9

10
𝑛 + 7) +  𝑐 (

1

10
𝑛 − 7) 

 כעת, פשוט נפתח סוגריים, ונקבל : 

𝑐 (
9

10
𝑛 + 7) +  𝑐 (

1

10
𝑛 − 7) =  𝑐𝑛 

לביטוי  dnאך נשים לב, שהמעבר מ  )ליניארית(. . cnבכך הוכחנו שעלות האלגוריתם הינה 

𝑐 (
1

10
𝑛 −  יגרור את הדבר הבא: (7

𝑑𝑛 ≤  𝑐 (
1

10
𝑛 − 7) 

𝑑𝑛 ≤
𝑐𝑛

10
− 7𝑐 

 . דהיינו:20dיהיה שווה   cאי השוויון יתקיים כאשר  

𝑑𝑛 ≤
(20𝑑)𝑛

10
− 7(20𝑑) 

𝑑𝑛 ≤ 2𝑑𝑛 − 140𝑑 

𝑛 ≥ 140 

 ריתם יהיה ליניארי. כך שהאלגו c, נוכל למצוא קבוע 140הגדול מ  nאם כך, הוכחנו שלכל קלט 
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 קבוצות זרות

 הנושא הבא שנלמד הינו מציאת מבנה נתונים נח ויעיל, שמטרתו לייצג קבוצות דינאמיות זרות.

 קבוצות זרות, הכוונה היא לקבוצות שאין איברים משותפים ביניהם. )החיתוך הינו קבוצה ריקה(. 

 כעת לומר ש :ונוכל  iSלצורך הנוחות, נסמן כל קבוצה באוסף הקבוצות כ 

S = { s1, s2, s3, …. sk} 

 בשלוש הפעולות הבאות: לפחות לתמוךיש צורך על מבנה הנתונים שאנו בונים, 

Make_set(x)   -   יצירת קבוצה חדשה עם האיברX 

Union(x,y)  -  שתי קבוצות, המיוצגות האחת ע"י האיבר  איחודX  והשנייה ע"י האיברY. 

Find_set(x)   -   מחזירה מצביע לנציג של הקבוצה המכילה אתX נציג של קבוצה יכול להיות(  .

 מוגדר כרצוננו, לדוגמא נוכל להחליט שהנציג הינו האיבר הקטן ביותר בקבוצה. (

בהמשך נראה כיצד לממש את מבנה הנתונים הללו )לדוגמא, בעזרת אוסף רשימות מקושרות(, כעת 

 נראה דוגמא לשימוש במבנה.

 גרף -יישום  דוגמת

 גרף הוא מבנה נתונים כללי, המתאר מבנים אשר חלקם ייקראו עצים, וחלקם לא. 

 הגדרה לגרף לא מכוון:

הנתונים, וקשתות )צלעות(. \אלמנטים( בהם נשמר המידע\גרף הוא אוסף של קודקודים )צמתים

יים בקודקוד הקשת הינה חיבור בין שני קודקודים, שלמעשה מתארת כיוון הצבעה של מצביע הק

 מסוים.

 דוגמאות:

 או      

כפי שניכר מהדוגמאות, ניתן שהקשתות יצרו "מעגל" בין הצמתים, כמו כן, אין צורך שבהכרח יהיה 

, למרות שאין קשת גרף אחדקשר בין כל קבוצת צמתים )בדוגמא השמאלית, שני החלקים הם 

 המחברת ביניהם(.

 הינו: גרףההגדרה הפורמאלית של 

     G(V,E)א זוג סדור:    גרף הו

 כך ש:
V )מספר הקודקודים )צמתים = 

E .מספר הקשתות כך שקשת הינה המחברת בין שני קודקודים = 

 על מבנה הנתונים האבסטרקטי "גרף" נלמד עוד בנושא נפרד ואחרון של הקורס.

 כעת, הבה נראה שימוש למבנה הנתונים "קבוצות זרות" עבור גרף.
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 לנו את הגרף הבא:ובכן, נניח שיש 

 

ואנו רוצים לבנות פונקציה, המקבלת את הגרף )אוסף קשתות, ואוסף קודקודים, לא משנה כרגע איך 

הפרמטרים מועברים לפונקציה, את זה נלמד בנושא הבא( ומחזירה אוסף קבוצות כך שכל קבוצה 

 מכילה קודקודים המקושרים אחד לשני בעזרת קשתות.

 ות פונקציה אשר:במילים אחרות, נרצה לבנ

 קלט: אוסף קשתות ואוסף קודקודים.

 פלט: אוסף קבוצות שבכל קבוצה קודקודים המחוברים בקשתות.

 בדוגמא שלנו:

 (h,i)(e,g)(e,f)(b,d)(c,b)(a,c)קשתות:      a,b,c,d,e,f,g,h,i,jקודקודים:  -קלט

 {j}, {h,i}, {e,f,g} ,{a,b,c,d}קבוצות:   -פלט

 פונקציה בעזרת הכלים של "קבוצות זרות", אנו נבצע את הפעולות הללו:ובכן, כדי לממש את ה

 .make_setנכניס כל קודקוד כקבוצה בפני עצמה בעזרת  •

את שני הקודקודים שהקשת  unionעבור כל קשת באוסף הקשתות שהתקבל, נאחד בעזרת  •

 מחברת.

 קבוצות הללו:בשלב הראשון )א(, לאחר שיצרנו קבוצה לכל קודקוד, נוצרו לנו אוסף ה

{a},{b},{c},{d},{e},{f},{g},{h},{i},{j} 

, כך cואת  aאת  Union(x,y)אז מה שנעשה הוא איחוד בעזרת  (a,c)כעת, הקשת הראשונה הינה 

 שאוסף הקבוצות ייראה כעת כך:

{a,c},{b},{d},{e},{f},{g},{h},{i},{j} 

 , ונקבל:(c,,b)נמשיך לבצע זאת גם על הקשת הבאה 

{a,c,b},{d},{e},{f},{g},{h},{i},{j} 

 נעקוב בעזרת טבלה ונראה מה קורה:
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נוכל לראות שלאחר השלב האחרון, קיבלנו אוסף קבוצות שמייצגות בדיוק את החלקים בגרף 

 המקושרים.

הערה: האיבר הכחול שבכל קבוצה, הוא האיבר המייצג, כאשר בדוגמא זו בחרנו באיבר הראשון 

נוכל לבחור ת, ומקושר ות)למשל, אם נממש את "קבוצות זרות" בעזרת רשימבקבוצה להיות המייצג. 

 הנציג שלה(. להיותרשימה כל איבר הראשון בב

 להלן הקוד של האלגוריתם:

Connected-Components(G)     //  הפונקציה מקבלת גרף הבנוי מקודקודים וקשתות 

{ 

    foreach vertex vV    //   (vertex)   קודקודעבור כל  

        Make-Set(v) // צור קבוצה שתכיל אותו 

    foreach edge(u,v)E // (edge) עבור כל קשת 

        if Find-Set(u)Find-Set(v)    //  אם נציגי הקבוצה של הקודקודים בקצה הקשת שונים, משמע הם לא

                                                        באותה קבוצה, אז נאחד אותם                                    

            Union(u,v)  
} 

 

כעת, מהגרף שהתקבל, ישנן אוסף קבוצות שכל קבוצה מכילה אוסף קודקודים הקשורים בעזרת 

 קשתות.

 שלהם. אם יש ()find_setכעת, כדי לדעת האם שני קודקודים מקושרים בגרף, נוכל להשוות בין ה  

 להם אותו "נציג" משמע הם מאותה קבוצה, ואם כך הם מקושרים.

 

 מימוש "קבוצות זרות" ע"י רשימות מקושרות

את מבנה הנתונים האבסטרקטי "קבוצות זרות" ניתן לממש בכמה אופנים, בשלב זה אנו נלמד 

 לממש את המבנה בעזרת אוסף רשימות מקושרות.

 ה רשימה מקושרת נפרדת.כל 'קבוצה זרה' באוסף שלנו, תהיללמעשה, 

 . תחזיר אותו findהאיבר הראשון ברשימה יהיה הנציג של הקבוצה, כך שהפונקציה 

מצביע לאיבר הבא בקבוצה  וכן ,תכיל את האיבר עצמו שהיא מייצגתברשימה  צומתבנוסף, כל 

 ובנוסף גם מצביע לנציג של הרשימה )דהיינו, לאיבר הראשון(.

 

בקבוצה שלו, תהיה בעלות  המקבלת צומת ומחזירה את האיבר המייצג FINDבאופן כזה, הפונקציה 

O(1) ישנו מצביע ישיר לאיבר הראשון )הנציג(., כי לצומת 

בנוסף לכך, "החזקת" הרשימה תהיה באמצעות מצביע לראשה.   )וזה החץ הראשון משמאל 

 (.aבתמונה, המצביע על 
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לקבוצה אחת, למעשה תשרשר )תחבר( בין קצה  המאחדת שתי קבוצות  (union)פעולת האיחוד  

תר, שתייצג קבוצה אחת רשימה אחת, לתחילת רשימה אחרת, כך שתיווצר רשימה אחת ארוכה יו

 מאוחדת. –גדולה יותר 

צביע על האיבר הראשון ברשימה ב'. כדי לייעל פעולה זו תבוצע כך שהאיבר האחרון ברשימה א' י

אנו נחזיק  הרשימה הראשונה, במקום "לרוץ" על כל הרשימה, , כאשר נרצה להגיע לקצהפעולה זו

 שבה. מצביע לאיבר האחרון  באופן קבוע עבור כל רשימה,

 בסופו של דבר, הרשימה תיראה כך:

 

 דרך נוספת להצגת איור של הרשימה:

 
 החיצים הגדולים מסמנים מצביע לראש, ומצביע לקצה.

 

 :ועלותן ננתח לסיכום את הפעולות

make-set (x)    הפונקציה מקבלת איבר, והופכת אותו לרשימה. העלות הינה    :O(1) 

 find_set(x)  הפונקציה מקבלת אלמנט, ומחזירה את האיבר הראשון ברשימה שלו, וזאת בעזרת   :

 .O(1)המצביע הקיים באלמנט. אם כך גם זה בעלות 

 union(U,V)   ומשרשרת את קצה מהרשימה( )ע"י איברים : הפונקציה מקבלת שתי רשימות

, איזו עיקבי)נבחר שרירותית, אך באופן   .    U שמאליתלתחילת הרשימה ה V הימניתהרשימה 

 למי(רשימה תתחבר 

 שתי פעולות:לבצע יש  את האיחדכדי לבצע 

a.  נבקש מהאלמנט האחרון בV  להצביע על הראשון בU  -  עלותO(1). 

b.  נעבור על כל האלמנטים בU , ואת השדה אצלם, המצביע לאיבר הראשון, שעד כה

עלות: כגודל  –.    Vלאיבר הראשון ב  כעת, נשנה Uהיה האיבר הראשון ב 

 uO(n  )(.   )נוכל לסמן לצורך הנוחות:  Uהרשימה של 

 uO(|n(|הינה:    Unionאם כך, עלות 

כל פעולה משלוש ולוציה של , אנו לא נבדוק זאת ברזבניתוח יעילות של מבנה נתונים לקבוצות זרות

 .אוסף פעולותהפעולות הנ"ל, אלא ננתח 

דהיינו, אנחנו ננסה לנתח תסריט או תרשים של אוסף פעולות המורכבים משלוש הפעולות הבסיסיות, 

 וננסה לחשב את העלות של התסריט המלא.
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 הפקודות הקיימות בתסריט.  כמותהמכיל את   mלשם כך אנו נגדיר משתנה 

 דוגמא:

 איברים.  nפקודות, על אוסף קבוצות זרות המכילות סה"כ  mנתון לנו תסריט של 

ואם כך כמעט תמיד  איברים נפרדיםתמיד כאשר אנו מקבלים תסריט, אנו מניחים שהקלט הוא אוסף 

השלב הראשון בכל תסריט הינו לעבור על כל האיברים שבאוסף, ולבצע על כל אחד מהם את 

 להפוך את אוסף האיברים לאוסף קבוצות.  כדי ()mak_setהפעולה  

 unionפעולות  n-1התסריט מבצע ובנוסף    ()make_setפקודות    nמכיל  הבאההתסריט בדוגמא 

 כך שלאחר ביצועם כל האיברים יישבו בקבוצה אחת.

 לדוגמא, אם יש לנו חמישה איברים, התסריט מבצע זאת:

 תוצאה עלות הפעולה פעולה מס'

1 Make_set(a) 1 {a} 

2 Make_set(b) 1 {a}{b} 
3 Make_set(c) 1 {a}{b}{c} 

4 Make_set(d) 1 {a}{b}{c}{d} 
5   Make_set(e) 1 {a}{b}{c}{d}{e} 
6 Union(a,b) 1 {a,b}{c}{d}{e} 

7 Union(b,c) 2 {a,b,c}{d}{e} 
8 Union(c,d) 3 {a,b,c,d}{e} 

9 Union(d,e) 4 {a,b,c,d,e} 

 .15בדוגמא זו הינה סה"כ עלות 

 הערות

התסריט לא מהווה אלגוריתם כלשהו, דהיינו לא בהכרח שצורת עבודה זו הינה הצורה  .1

היעילה ביותר כדי לצרף אוסף איברים לקבוצה אחת. )ובעצם ברור שצורה זו אינה יעילה, כי 

בכל פעם אנו משרשרים רשימה ארוכה לרשימה עם איבר בודד, כך שאנו סתם מעמיסים 

 ות מיותר(.  אלא התסריט סתם מהווה איזשהו מקרה שבו מבוצעות אוסף פעולות.על

 .   m=9ו   n=5בדוגמא זו השתמשנו במקרה ספציפי שבו  .2

 nיישאר כמשתנה, וכפי שהבנו מהאלגוריתם יהיה לנו   nכעת, נסתכל שוב על התסריט, כאשר הפעם 

 .   unionפעולות של  n-1ולאחר מכן עוד   meke_setפעולות  
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 הסבר:

 .O(n)אם כך מקבץ פעולות אלו הינם בעלות  O(1).  כיוון שכל פעולה כזו עלותה setפעולות  nביצענו 

השנייה עלותה  O(1), כל פעולה כזו עלותה שונה, כאשר הראשונה עלותה unionפעולות  n-1ביצענו 

O(2)  שימה הארוכה הינה באורך ]כי אנו משרשרים את הרשימה הארוכה לאיבר בודד, ובשלב זה הר

,   שעלותה n-1ה  unionוכן הלאה, עד פעולת ה  O(3)השלישית הינה  union[.  עלות פעולת ה 2

1)-O(n   :נסכם את מקבץ עלויות אלו, ונקבל סדרה חשבונית שסכומה  .)21)  =  O(n-n1+2+3…+( 

 .n+n)2(ואם כך סה"כ עלות הינה:   

, דהיינו mכשנרצה להציג את התוצאות הסופיות של ניתוח התסריט, אנו נרצה להציגם במונחים של 

הוא באותו סדר גודל  mנוכל לומר ש   m=n+(n-1)של מספר הפעולות הקיימות בתסריט.   כיוון ש   

 .2O(m(ולכן עלות התסריט בסופו של דבר הינה    n של 

וכיוון  2m כל פעולה, נוכל לומר שעלות סך האלגוריתם הינה אם נרצה לדייק ולתת ניתוח ממוצע ל

פעולות, נוכל לומר שעלות ממוצעת לפעולה הינה:     mשיש לנו 
𝑚2

𝑚
= 𝑚   . 

, הפונקציה בחרה unionנשים לב, שהסיבה שהעלות התסריט הינה גבוהה, היא בגלל שבכל פעולת 

כיוון שהרשימות שהתקבלו לפונקציה בצד  ברשימה השמאלית לשרשור על הימנית )באופן שרירותי(.

 שמאל תמיד היו הרשימות הארוכות יותר, אזי העלות גדלה. 

מובן שאם מי שבנה את התסריט היה מחליט לשלוח את הרשימות בסדר הפוך, שהעלות הייתה 

 קטנה משמעותית, אך אנו מצפים לנתח תסריט שהתקבל בלא לשנות אותו.

 :()איחוד משוקלל שיפור המימוש

כדי לחסוך עלות, נוכל לממש את פונקצית האיחוד באופן כזה שהיא תמיד תשרשר את הקבוצה 

המצביע הראשי הקטנה לקבוצה הגדולה ולא הפוך. כדי לבצע זאת, אנו נחזיק עוד שדה אצל 

 גודל הרשימה.  נעדכן באופן קבוע את בו, לרשימה

שתי רשימות, הפונקציה תבדוק מי הרשימה הקטנה יותר, ותשרשר  unionכאשר יתקבלו לפונקצית 

 אותה לרשימה האחרת.

בעולם בו  איברים n)דהיינו, יש   make_setפעולות הן  nפעולות אשר מתוכן  m: סדרה של משפט

רשימות מקושרות עם האיחוד המשוקלל, עלות הזמן במימוש ע"י  כאשר משתמשים  -( אנו נמצאים

 .O(m+n*log(n))הינה 

 O(m+logn)ואם כך, בדוגמת התסריט שלנו, לאחר שהפכנו את המימוש ליעיל יותר, העלות תהיה 

 .2mשזה שיפור משמעותי ביחס ל 

 :  ת המשפטהוכח

פעולות איחוד, כל האיברים  n-1כי לאחר  ,n-1מספר פעולות האיחוד המקסימאלי הינו ברור הוא ש

  כבר יישבו באותה קבוצה.

במקום לספור לכל פעולת איחוד כמה עצמים התעדכנו, אנו נספור עבור כל עצם, כמה  לשם ההוכחה,

 .עדכנו את המצביע שלו(דהיינו, כמה פעמים פעולות איחוד עשו עליו.  )

 .2יושב בה הוא כעת לפחות  X, הגודל של הרשימה ש Xלאחר פעולת איחוד ראשונה על איבר 
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, משמע שחיברנו אותו לרשימה 2, כיוון שגודלו כבר היה Xר אם נבצע עוד פעולת שינוי מצביע על איב

 . 4לפחות בגודל תהיה  Xשווה אליו, וכעת הרשימה בה יושב \גדולה

היה ת רשימת התוצאה של האיחודגודל  בהכרח ,Xשנבצע פעולת שינוי המצביע של  בפעם השלישית

 . וכן הלאה..8לפחות 

 .k2משתנה, אורך רשימת התוצאה הוא  Xשהמצביע של  Kבהתאם, בפעם ה 

, אם כך כל איבר יוכל לקבל עדכון לכל היותר  n הוא איברים nשל  רשימה המקסימאליכיוון שאורך 

)n(log   .וזה נובע מהמשווה הפשוטה:פעמים(      = n k2      lognk=   ) 

ולות האיחוד האפשריות, נקבל אזי גם אם על כל איבר נבצע את מקסימום פע איברים, nכיוון שיש לנו 

 .log(n)*nסה"כ העלות הינה   ש

, אם כך סך העלות m, וכמובן שמספר הפעולות חסום ע"י 1בעלות של  כיוון ששאר הפעולות הינם

  )n*log(n)+  mO (תהיה:   

 

 מימוש קבוצות זרות בעזרת "יער של עצים"

 המימוש הבא שנלמד עבור "קבוצות זרות" נקרא "יער של עצים" או "עץ הפוך". 

למעשה, כל קבוצה באוסף הקבוצות הזרות תיוצג בעזרת עץ, באופן כזה שהשורש של העץ יהיה 

 הנציג של הקבוצה, וכאשר נאחד קבוצות, אנו נאחד בעצם עצים.

ם שאנו רגילים לעבוד איתם, בכך כיוון אך מבנה העץ המייצג קבוצה, יהיה שונה מהעצים הרגילי

 המצביעים יהיה כלפי מעלה, ולא כלפי מטה. דהיינו, הילד מצביע לאביו, במקום שהאב מצביע לבניו.

 שורש העץ מצביע לעצמו.

 לדוגמא:

                

 (.ממשם כךאם נרצה נוכל לאך . )העצים לא חייבים להיות בינארייםכפי שניכר באיור, 

 עלות פעולות בסיסיות:ניתוח 

 .O(1)הינה יצירת עץ חדש, ובו קודקוד יחיד. עלות  make-setפעולת 

דרך אבותיו עד לשורש.  Xעל ידי מעקב מ וזאת  xשבו יושב הינה החזרת שורש העץ  Find(x)פעולת 

במקרה הגרוע אורך המסלול של הגילוי.  )כנקרא מסלול ה "גילוי", והעלות הינה ליניארית  המסלול

 .(O(n)–עץ מנוון של 

ומבקשת מהימני )או השמאלי.. אך , שורשיםהפונקציה מקבלת שני  union(x,y)פעולת האיחוד, 

 .   1העלות היא שרירותי(  להצביע על השני.  \באופן קבוע
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 הן המקשות ביותר על יעילות האלגוריתם. Findמובן שפעולות ה 

תוח מימוש בעזרת רשימות מקושרות, תסריט זה יהיה בעלות אם נחזור לרגע לתסריט שהצגנו לני

הינם  (make_set,  union), ושאר הפעולות Findמכיוון שאין בתסריט כלל פעולות  O(m)נמוכה של 

 .1בעלות של 

, העלות הייתה מגיעה בקלות לסדר גודל Findעדיין, עם היינו מבצעים תסריט הכולל הרבה פעולות 

 ריבועי.

 ל לייעל גם מימוש זה באופן דומה לייעול המימוש של רשימות מקושרות.לשם כך נוכ

 איחוד על פי דרגה –  1מס' ייעול 

 כאשר אנו מבצעים איחוד של שני עצים לעץ אחד, לדוגמא:

 

 לאחר פעולת האיחוד נקבל:

 

 x+1, כעת יהיו בעלות של Xעל האיברים של העץ השמאלי, שהיו בעבר בעלות  Findכעת, כל פעולת 

וזאת משום שכל קודקוד בעץ זה, התרחק כעת מהשורש בדרגה אחת. )מסלול הגילוי נעשה ארוך 

 יותר(.

ואם כן, נוכל כעת לייעל את השיטה, ולהחליט שבכל פעם שנדרש איחוד, אנו נבקש מהעץ שיש בו 

 Findפחות קודקודים שפעולת קודקודים, להיות זה שיצביע על העץ האחר. באופן כזה, ישנם  פחות

 עליהם תהיה פחות יעילה.

 כיצד נוכל לנהל זאת?

גובה העץ הינו אינדיקציה טובה למספר הקודקודים שיש בעץ, אם כך נחזיק במשתנה את גובה העץ. 

 אלא שמסיבות שנראה בהמשך, לא ניתן לעבוד ביעילות עם שמירת גובה העץ אז מה שנעשה הוא:

 ועד ממנו ביותר הארוך המסלול אורך את המתאר )דרגה( ,rank משתנה נחזיק, בעץ צומת לכל

 הדרגה עם העץ של השורש להיות החדש הנציג את נבחר, האיחוד בפעולת. שלו העלים לאחד

 .המקוריים הנציגים שני מבין הגבוהה

 .Xאם כך, לכל קודקוד נוסיף שדה ובו הדרגה של 

בעל הדרגה הגבוהה להיות האבא של השורש עם בכל פעם שמבצעים איחוד, נהפוך את השורש 

  הדרגה הנמוכה.
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( 13לעלה, הינו  X)דהיינו, המסלול הארוך ביותר מ  13בעל דרגה  Xלדוגמא, אם יש לנו עץ עם שורש 

 . Y( להצביע על X,  אנו נבחר את העץ הראשון )14בעל דרגה  Yועץ אחר עם שורש 

, היא נשארת 13לפני כן, וגם לאחר הצירוף של  14תה לא משתנית. היא היי Yנשים לב שדרגתו של 

 (.14.  )אם כי כעת ישנם יותר 'אופציות' למסלולים באורך 14

 שוות. במקרה זהאם דרגות השורשים הדרגה של העץ שנשאר עם אותו שורש יכולה להשתנות רק 

שורש שנשאר ה . במקרה זהלהצביע על חברו ממנו שרירותית, ונבקש השורשים אחד את אנו ניקח

 .1ב  דרגתו תגדל

 

 .3נבחר באופן שרירותי משורש העץ הימני להצביע לשורש השמאלי. ונראה שהדרגה גדלה ל 

 

 כיווץ מסלולים: - 2ייעול מס' 

נעבור דרכו בדרך אל , כל קודקוד שFINDע פעולת הייעול הנוסף שנבצע הינו שבכל פעם שנבצ

זאת השורש. להחזיר( נשנה את יעד הצבעתו מאביו אל  findהשורש )שהוא הנציג שעל הפונקציה 

בפעמים הבאות  FINDכל הקודקודים במסלול הגילוי ייהפכו לבנים ישירים לשורש, כך שה שאומרת, 

 קצר יותר.  -על אותם קודקודים יהיה יעיל יותר 

את העץ .   העץ הימני מציג gעל האיבר  Findלדוגמא:  התמונה משמאל מייצגת עץ לפני פעולת 

 עם ייעול כיווץ מסלולים.  Findלאחר השינוי שבוצע בעקבות 

                 Find_set(g)      ➔   

סלולים היינו צריכים לחשב לאחר כל כיווץ מ מימוש עםב י, אזממש אם היינו עובדים עם גובה העץ

אנו עובדים עם  ן.. לכהחדש של העץ )שאולי השתנה( שזה לא ממש יעיל את הגובה  Findפעולת 

דרגת העץ, שהיא בעצם גובה העץ, אך לא ממש כי אם "חסם עליון". באופן כזה אנו לא נשנה את 

 , ורק נדע דרך כך מהו החסם עליון לגובה.Findדרגת השורש לאחר פעולת 

 אנו לא ננהל את השדה "דרגה" של כל קודקוד אלא רק של השורשים.הערה: מובן ש
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 הבסיסיות למימוש קבוצות זרות בתוספת שיפור איחוד ע"פ דרגה וכיווץ מסלולים:הקוד של הפעולות 

Make-Set(x) 
{ 
   p(x)=x      // נזכור ששורש העץ מצביע לעצמו 

rank(x)=0   // 0הדרגה )גובה העץ( היא מקס'  בשלב הראשון  

} 
 
Union(x,y) 
{ 
    Link (Find-Set(x) , Find-Set(y) )   // y   ְו x  חבר את השורשים של 

}     //Link החיבור מבוצע בעזרת הפונקציה     

 
Link(x,y) 
{ 

if ( rank(x) > rank(y) )   //  מי שדרגתו קטנה יותר, יצביע על השני 

      p(y)=x 
    else 

         p(x)=y 

        
if (rank(x) == rank(y))   //  1שנשאר באם הדרגות זהות, נגדיל את דרגת השורש  

               rank(y)=rank(y)+1 
} 
 
Find-Set(x) 
{ 

if xp(x)       // אם האלמנט שהתקבל אינו שורש, דהיינו אינו מצביע לעצמו 

        p(x)=Find-Set(p(x))  //  )אזי הוא יצביע על השורש שלו )רקורסיבית 

              return p(x)  
} 
 

 ניתוח זמני ריצה:

 log*כדי לנתח את זמני הריצה נכיר פונקציה חדשה:   

 הינה כזו:  log* הגדרת הפונקציה 

 בהינתן הפונקציה הבאה:

𝑙𝑜𝑔𝑖𝑛 =  {

𝑛                          𝑖 = 0
log (𝑙𝑜𝑔𝑖−1𝑛)        𝑖 > 0

𝑒𝑙𝑠𝑒            לא מוגדר

  

 הסבר:

 1000log = 100.    לדוגמא     n,   אז התוצאה היא i  =0אם 

 log(100)0100 = log(log1log = (100לדוגמא:        log(n)אז התוצאה היא       i  =1אם 

 log(log(100)) 2log = 100אז:      i = 2אם 

 וכן הלאה.
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כדי לקבל  nעל  logמוגדרת להיות מספר הפעמים המינימאלי שנדרש לבצע הרכבת   n*logהפונקציה 

 .1תוצאה הקטנה מ 

 .  מהסיבה ש :2יוצא   log*4מא, לדוג

log(log(log0(4)) = log(log(4)) = log(2) = 1 

 .1שווה ל \כדי לקבל תוצאה קטנה 4ים על -logדהיינו, ביצענו שני הרכבת 

 דוגמא נוספת:

16*log  3יוצא . 

 log(3)1 = (16)כי  

 הוכחה:

log(3)(16) = log(log(2)16) = log(log(log(1)16) = log(log(4)) = log(2) = 1 

 .4שווה בסה"כ ל  log*65536נוכל לזהות, שהפונקציה גדלה מאוד מאוד לאט. עד כדי כך ש 

 משפט )אין צורך בהוכחה(:

משתמשים  אם, Make-Setמתוכן הן פעולות  n, כאשר Make-Set, Union, Findפעולות  mסדרה של 

, במקרה O(m(log*n))ווץ מסלולים, דורשת זמן ביער של קבוצות זרות עם איחוד על פי דרגה וכי

 הגרוע.

מעבר לכך, זמן הריצה הינו אפילו פחות מכך, וכדי להגיע לחסם עליון נמוך יותר, נכיר את הפונקציה 

 הבאה:

 A(i,j)פונקצית אקרמן:   

 .   ומחזירה את הפלט הבא כתלות בערכים שלהם.jוְ  iהפונקציה מקבלת שני מספרים 

 5A(1,5) = 2. לדוגמא       j2, הפונקציה מחזירה 1שווה  iאם 

 . כך שלדוגמא:j=2וְ  i=i-1, הפונקציה מחזירה את עצמה רקורסיבית עם j=1, אך 1שונה מ  iאם 

A(2,1) =  A(1,2) = 22 = 4 

   )A(i , j,      1)-(iA-(1  (, הפונקציה מחזירה רקורסיבית   1שונים מ  jוגם  iאם גם 

 לדוגמא:

A(2,2) = A(1, A(2,1) )  = A(1, A(1,2)) = A(1,22) = A(1,4) = 24 

הוא  )4,2Aלשם המחשה, ) , הפונקציה גדלה מאוד מהר. jוְ  iניתן לראות שביחס לקלט המספרים 

 )ויקיפדיה(.  .ספרות 19,729מספר בן 

 לאט. מאוד, והיא כהופכית לה, גדלה  ∝הפונקציה ההפוכה לאקרמן מסומנת ב 
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∝דרתה:   הג (𝑚. 𝑛) 

 ( אשר יקיים:1שווה ל \הקטן ביותר )גדול i, ומחזירה את ה nוְ  mפונקציה המקבלת שני מספרים 

A( i , m/n )  > log(n) 

𝐴 (𝑖, ⌊
𝑚

𝑛
⌋) > log (𝑛) 

 אלף איברים( 20)מליון פעולות על קבוצה של     n=20000וְ   m=1000000לדוגמא, אם נתון לנו 

 . כי : 1הפונקציה ההופכית לאקרמן, על קלט זה תחזיר 

𝐴 ( 1 ,
1000000

20000
) =  𝐴(1,50) =  250       >   log (20000) 

לפי תוצאת הפונקציה.. אנו יכולים להניח שגם אם נעבוד על מספרים הרבה יותר גבוהים, עדיין 

 תהיה מאוד קטנה.  ∝תוצאת הפונקציה 

 . (m,n) ≤ 4, תהיה  ∝העלות על הדעת, תוצאת הפונקציה ובעצם, עבור כל יישום אפשרי שניתן ל

 וחזרה לעניינינו:

 משפט:

)דהיינו, יש  ,Make-Setמתוכן הן פעולות  n, כאשר Make-Set, Union, Findפעולות  mסדרה של 

כאשר משתמשים ביער של קבוצות זרות עם איחוד על פי דרגה וכיווץ מסלולים,  איברים( nבאוסף 

 .O(m*(m,n))דורשת זמן 

עלות ליניארית. כי בצורך ממשי גם על לכל צורך מעשי, נוכל להסתכל על העלות כ –ובמילים אחרות 

, עדיין הפונקציה אלפא תחזיר מספר קבוע קטן. מאות מיליארדים אם מספר הפעולות יהיה כמה

 .O(m)תוצאה סופית ונקבל 
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 גרפים

 "גרפים".הנושא האחרון לקורס זה הינו 

כאשר נלמד על גרפים, תחילה נכיר את המונחים וההגדרות למבנה הנתונים, לאחר מכן נכיר מספר 

 אלגוריתמים בסיסיים וננתח את עלותם.

 מונחים\הגדרות

 Eכאשר  G(V,E)גרף הינו מבנה נתונים הבנוי מקשתות וקודקודים. הצורה שבה מסומן גרף הינה: 

 E קשתותהוא גרף עם אוסף  G(V,E). דהיינו, קודקוד – Vertexמסמל  V.  וְ קשת – Edgeמסמל 

 .V קודקודיםואוסף 

למעשה צלע היא משהו אבסטרקטי המסומן באמצעות זוג הקודקודים שהיא מחברת. לדוגמא אם יש 

 לנו גרף כזה:

 

 .(a,b)הקשת תסומן פשוט    

 .   bל  aאך נשים לב שהחץ בגרף האחרון מצביע מ 

 נכנסים להבדל שבין גרף מכוון לגרף לא מכוון.וכאן אנו 

 בגרף מכוון, הקשת הינה בעלת כיוון. כמו למשל בדוגמא האחרונה:    גרף מכוון:

 .bל  aהכיוון הוא מ   

אך  b ל aולמעשה, כל קשת שתופיע בגרף, הינה בעלת כיוון כלשהו. כך שאם נרצה שתהיה קשת מ 

 קשתות : , אנו נצטרך לשם כך שתי aל  bגם מ 

 

ובמילים אחרות,  (b,a)איננה שווה לקשת  (a,b)אם אנו עובדים עם גרף מכוון, ברור לנו שהקשת  

 .סדוריםאוסף הקשתות בגרף מכוון הינו אוסף של זוגות 

 גרף לא מכוון

בגרף לא מכוון, הקשת לא תופיע כחץ, דהיינו אין כיוון מסוים שהקשת מתארת, אלא סתם קישוריות 

 . (b,a) זהה לקשת  (a,b)קודקודים. באופן כזה נוכל לומר שהקשת  בין שני 
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 עוד הגדרות:

 מסלול הוא סדרה של קודקודים שיש קשתות מחברות ביניהם. מסלול:

 דוגמא פשוטה:

 .a➔c➔dלדוגמא זו, מסלול יכול להיות    

איזשהו הכרח שכל קודקודים ושתי קשתות.   כפי שרואים אין  4הערה:   הגרף האחרון מכיל 

 הקודקודים יהיו מקושרים.

, כמו בדוגמא הקודמת. לבין מסלול לא עד פעם אחתנבדיל בין מסלול פשוט שבו כל קודקוד מופיע 

 פשוט, בו קודקוד יכול להופיע גם פעמיים.

 דוגמא:

 

 וט".פעמיים. לכן המסלול "אינו פש Cבגרף המכוון הזה, המסלול הירוק המסומן מכיל את הקודקוד 

 

  מעגל:

מעגל הוא מסלול בו הקודקוד הראשון הינו גם הקודקוד האחרון. ובאופן כזה שבמסלול לא משתמשים 

 באותה קשת פעמיים. )רלוונטי רק לגרף לא מכוון, שהקשת הינה דו כיוונית(.

 לדוגמא:

 

ן(. לעומת מעגל, שכן הוא משתמש בקשתות פעמיים במסלול שלו )הגרף אינו מכוו אינוהאיור הימני 

הוא גם האחרון במסלול. בנוסף, לא  Cזאת המסלול השמאלי הינו מעגל, שכן: א. הקודקוד הראשון 

 משתמשים בקשת פעמיים.
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, ולכן שהוא גם האחרון)חוץ מהראשון  , כל קודקוד מופיע רק פעם אחת בומעגל פשוט נבדיל בין 

יכול להופיע יותר מפעם אחת. )רק נזכור, אסור לבין מעגל שאינו פשוט, בו קודקוד (   מופיע פעמיים

 להשתמש פעמיים באותה הקשת(.

 לדוגמא:

 

שני המסלולים הנ"ל, עוברים על קודקודים יותר מפעם אחת, ולכן המעגלים שהם מייצגים אינו 

 "פשוטים".

 

 תת גרף:

 , למשל:   Gכאשר יש לנו גרף 

 

עצמו, וכן כל  Gיהיה גרף אשר כל הקודקודים שבו, קיימים גם ב  ’G  תת הגרף שלו, מסומן :

 .   Gהקשתות שלו קיימים ב 

 : Gלדוגמא, הגרפים הבאים הינם תתי גרפים של 

 

 אינו קשיר. 'G  הוא קשיר, ותת הגרף  Gנשים לב, ייתכן שהגרף הראשי 
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 גרף פורש:

 , אך לא בהכרח את כל הקשתות שלו. G הינו גרף המכיל את כל הקודקודים של Gגרף פורש של 

 לדוגמא:

 

 קשירות

אם כאשר ניקח קודקוד אחד, כל הקודקודים  –אם נסתכל וויזואלית על הגרף )בגרף לא מכוון( 

 האחרים "יתרוממו" איתו, )כי יש קשר ביניהם( אזי הגרף הינו גרף קשיר.

 מסלול, מכל קודקוד לכל קודקוד.הגדרה: גרף קשיר הינו גרף אשר ניתן להגיע ממנו באמצעות 

נשים לב שבגרף לא מכוון זה יותר פשוט מאשר בגרף מכוון. שכן בגרף מכוון אם הצלחנו להגיע 

 . Aלקודקוד  D, זה לא אומר שנוכל להגיע גם מקודקוד Dלקודקוד  Aמקודקוד 

"קשיר חזק", אך ובעצם, כאשר מדברים על גרף מכוון, המונח של קשירות אינו "גרף קשיר" אלא גרף 

ההגדרה זהה: גרף קשיר חזק הינו גרף מכוון אשר ניתן להגיע מכל קודקוד לכל קודקוד ע"י איזשהו 

 מסלול.

בשלב זה נוכל לחשוב על זה בו. שתתי הגרף הקשירים רכיבי קשירות של גרף הינם   רכיבי קשירות:

 "בכמה חתיכות מופיע הגרף". כ: וויזואלית

 .3פר רכיבי הקשירות הוא לדוגמא: בגרף הבא, מס

 

 עצים

 למשל, הדוגמא האחרונה הינה יער. גרף שאינו מכיל מעגלים.יער: יער הינו 

  שאינו מכיר מעגלים. קשירעץ: גרף 

 הדוגמא מימין הינה לעץ. אך משמאל, שני הגרפים אינם עצים.
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בהגדרה הקודמת כ "גרף קשיר ללא מעגלים". אך כאשר נרצה להגדיר גרף כעץ, נוכל להשתמש 

למעשה ישנן מספר הגדרות שהן שקולות להגדרה זו.  )דהיינו, אם אחת מההגדרות הבאות תתקיים, 

 ממילא הגרף יהיה גם "קשיר וללא מעגלים" ולכן הוא גם יהיה עץ(.

1. G 1ים פחות שווה למספר הקודקודשבו ללא מעגלים, ומספר הקשתות  יהיה עץ, אם הוא גרף .

 )עם נענה על הגדרה זו, נראה ממילא שלא ייתכן שגרף זה יהיה לא קשיר(.
2. G  עם . )1שווה למספר הקודקודים פחות שבו ומספר הקשתות  ,קשיריהיה עץ, אם הוא גרף

 (נענה על דרישה זו, ממילא הגרף לא יכיל מעגלים.

3. G  גוררת ל  כלשהיקשיר והוצאת קשת יהיה עץ, אם הוא גרףG היות לא קשיר.ל 

4. G ל  כלשהי אינו מכיל מעגל, והוספת קשת אחתש יהיה עץ, אם הוא גרףG .תגרור הכלת מעגל 

 

 ייצוגים של גרף:

במחשב. הרעיון לשמירת הנתונים הוא שמירת אוסף  ישנן שתי שיטות עיקריות לשמירת גרפים

 קודקודים, ושמירת אוסף קשתות.  המימוש ייתכן בשני האופנים הבאים:

 רשימות סמיכויות )שכנויות(

 זה קודקוד. ומצביע מייצגנחזיק מערך של מצביעים )כמספר הקודקודים( כל מצביע אנו בשיטה זו 

 מקושר בקשת. אליהם הוא יצביע על רשימה מקושרת של קודקודים 

, ולכן ברשימת המצביעים, המצביע dוְ  c,bמקושר לשלושה קודקודים,   aבדוגמא הבאה, הקודקוד 

 .b,d,cיצביע על רשימה מקושרת שבה שלושה איברים  aראשון המייצג את ה

 

 מטריצת סמיכויות )שכנויות(

 האופן השני להצגת הגרף במחשב הינו בעזרת מטריצת סמיכויות.

 בראש השורות.כן כל הקודקודים, ו נייצג אתבראש העמודות כך שאנו ניצור מטריצה ריבועית, 

 קודקודים, המטריצה תיראה כך: 8למשל, אם יש לנו 

h g f e d c b a  

        a 

        b 

        c 

        d 

        e 

        f 

        g 

        h 

 

מחברת בין הקודקוד המיוצג ה, בהתאם לשאלה האם ישנה קשת 0או  1התוכן בתוך המטריצה יהיה 

 )או הפוך.. כיצד שנרצה להגדיר את המבנה(.  .עמודהקודקוד המיוצג בראש הבין הל השורהבראש 
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 לדוגמא

 

 

תמיד  -, aל  b, אזי ממילא הקשת הינה גם מ bל  aכיוון שאם ישנה קשת מ  כוון,בגרף לא מ

המטריצה תהיה סימטרית, דהיינו שהמשולש הימני העליון יהיה סימטרי למשולש השמאלי התחתון 

 שבמטריצה. וכמו בדוגמא האחרונה.

 ההבדל בין שתי אפשרויות המימוש הללו בא לידי ביטוי גם בזמני ריצה.

 חיפוש צלע:

כאשר נרצה לחפש האם קשת קיימת בגרף כלשהו )זאת אומרת, האם ישנו קישור בין שני קודקודים, 

האם יש  A[i][j](, אזי כאשר נעבוד עם מטריצה, נוכל פשוט לבדוק ישירות את המיקום  jל  iלמשל בין 

, וכך נדע האם הצלע קיימת.      לעומת זאת, אם נעבוד עם רשימות, במקרה הגרוע ייתכן 1או  0בו 

, נמצא רק iשנמצא ברשימה המקושרת של  j, והאיבר ה iשכל הקשתות מחוברות לאותו צלע 

בסופה, כך שנצטרך לרוץ על כל הרשימה כדי למצוא אותו.  )או למשל אם הוא לא נמצא כלל.. נצטרך 

 .O(|V|)של מספר הקשתות.    Oעל כולם כדי לוודא זאת(. אם כך העלות לחיפוש כזה הינה לרוץ 

 הוספת צלע:

, בעבודה עם מטריצה נוכל לסמן jל  iכאשר נרצה להוסיף קשת בגרף, למשל קשת שתחבר בין 

A[i][j] = 1 ובעבודה עם רשימות, נוכל לדחוף לראש הרשימה של ,i  את הקודקודjם, .  בשתי הדרכי

 .O(1)התוצאה היא 

 מחיקת צלע: 

. אך כאשר נעבוד עם A[i][j] = 0כאשר נעבוד עם מטריצה, העבודה היא פשוטה, פשוט לסמן 

 כפי שראינו.  O(|V|)רשימות, נצטרך למצוא את הצלע כדי למוחקה, והחיפוש הוא  

 עלות זיכרון:

 ים בריבוע. )מטריצה ריבועית..(כמות התאים בזיכרון שאנו תופסים היא כמספר הקודקוד –במטריצה 

כנגד כל קודקוד יש מצביע מייצג, וכנגד כל קשת, ישנו קודקוד ברשימה המקושרת  –ברשימות 

 של מספר הקודקודים + מספר הקשתות. Oשתחת הקודקוד המייצג. אם כך סה"כ תפיסת זיכרון היא 

 

 

 BFSאלגוריתם 
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ור גרפים, ותפקידו לבצע איזשהו מיפוי של האלגוריתם הבא הינו אחד האלגוריתמים הנפוצים עב

דהיינו, חיפוש  Breadth-First Searchהינם  BFSהגרף ביחס לקודקוד מסוים שבו. ראשי התיבות 

 רוחבי.

 אז נכון, השם לא מסביר יותר מידי, אך הרעיון הוא מאוד פשוט, ואפילו המימוש לא מסובך מידי.

יש נתיב תעופה לארץ  Aי תעופה ביניהם. ייתכן שמארץ ארצות בעולם, וישנם נתיב 10נניח שיש לי 

B אך ייתכן שמארץ ,C  אין כלל נתיבי תעופה.   בנוסף, ייתכן שלארץD  אפשר להגיע רק אם עוברים

 וכן הלאה.. Fקודם בארץ 

, Sמה שאני רוצה כרגע לעשות, הוא שכיוון שאני גר בישראל, לצורך העניין נסמן את ישראל כארץ 

לדעת לכל ארץ אחרת בעולם, א. כמה טיסות אצטרך לקחת. ב. מהי הארץ האחרונה  ואני רוצה

 שאנחת בה לפני שאגיע לטיסה האחרונה ליעד.

. 2למשל, אם בשביל להגיע למקסיקו, אצטרך לנסוע דרך גרמניה, אם כך, אסמן את המרחק )א( כ 

אין דרך להגיע לארץ מסוימת ואת הארץ האחרונה )ב( לפני היעד, כגרמניה.    בשביל הנוחות, אם 

(, אז אסמן את מספר הטיסות הנדרש כאינסוף, ואת התחנה האחרונה לפני היעד, Sמהארץ שלי )

 כלא קיימת.

ובכן, נתייחס עכשיו לאותו מקרה, כאל גרף, אשר כל קודקוד שבו מייצג ארץ, וכל קשת מייצגת טיסה 

 בין ארצות. 

לבין  iשזה המרחק בין הקודקוד  d[i] –שני הנתונים הינה לספק לנו את  BFSמטרת האלגוריתם 

 . Sונמצא במסלול  ל  iשמסמן את הקודקוד הקשור ל  π(i) ..( ואת הנתון)שהוא המקור  sהקודקוד 

הערה: מובן שהאלגוריתם צריך לספק את התוצאות בהתאם למסלולים הקצרים ביותר האפשריים 

 לכל קודקוד. Sבין 

גם יחזיר לנו עץ רוחב, אך כרגע אנו לא יודעים מהו עץ רוחב, אז נתעלם הערה נוספת: האלגוריתם 

 מכך.

 דוגמא:

, וכן את הקודקוד Sבגרף הבא, כתבנו על כל קודקוד, את המרחק שלו )במסלול הקצר ביותר( מ 

 הקדום לו במסלול הקצר הנ"ל.

 

      π[S] = nullנשים לב:    

 d[l] = ∞  ,π[l] = nullקבל את הערכים:  , מsשאין מסלול ממנו ל  lוכן, הקודקוד 

 ובכן, כיצד נוכל לבצע זאת באופן אלגוריתמי?
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 תיאור האלגוריתם

 אנו ניעזר בהוספת שדה "צבע" לכל קודקוד, אשר יכול לקבל את אחד מהצבעים: לבן, אפור, שחור.

 :כךומה שנעשה הוא 

נגדיר את  . בנוסף,( לבןנעבור על כל הקודקודים בגרף, "נצבע" אותם )שדה צבע יהיה:  .1

 )שלב אתחול(      . nullשלהם נגדיר כ  πכ אינסוף, ואת ה  Sמרחקם מ 

 .nullשלו ל  π, ואת ה 0כ  dנצבע באפור, נגדיר את המרחק שלו  Sאת הקודקוד  .2

 .S. ונכניס אליו את Qניצור לנו תור  בשם  .3

 כעת נבצע את הפעולות הללו: .4

 כל עוד התור לא ריק:

 Xנוציא קודקוד מהתור, נקרא לו  .1

 , עבור כל שכן : Xנעבור על כל ה"שכנים" של  .2

 אם השכן לבן:   

 נצבע אותו באפור.    

 .d[x] + 1שלו כ  dנקבע את     

 .Xשלו להיות  πנקבע את     

 (Qנכניס אותו לתור. )    

 בשחור. Xלאחר שנעבור על השכנים, נצבע את 

 דוגמת מעקב:

 הנתון: Sנעקוב אחר הגרף הבא, עם ה 

 

 שלב לפי האלגוריתם.-נבצע שלב

כ אינסוף   S:  נעבור על כל הקודקודים בגרף, "נצבע" אותם בלבן, וכן  נגדיר את מרחקם מ 1שלב 

 .          נקבל:nullשלהם נגדיר כ  πואת ה 

 

 .nullשלו ל  πת ה , וא0כ  dנצבע באפור, נגדיר את המרחק שלו  Sאת הקודקוד  :2שלב 
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 .S, ונכניס אליו את Q: ניצור תור 3שלב 

 

 : 4שלב 

 מכיל את הפעולות הללו: 4שלב 

 כל עוד התור לא ריק:

 Xנוציא קודקוד מהתור, נקרא לו  .3

 , עבור כל שכן : Xנעבור על כל ה"שכנים" של  .4

 אם השכן לבן:   

 נצבע אותו באפור.    

 .d[x] + 1שלו כ  dנקבע את     

 .Xשלו להיות  πנקבע את     

 (Qנכניס אותו לתור. )    

 בשחור. Xאת  נצבע לאחר שנעבור על השכנים,     

הנוכחי. ועבור  X, הוא יהיה ה Sובכן, כרגע התור לא ריק. אז מה שנעשה הוא, שנוציא ממנו את 

 1 = 0+1=d+[x]1השכנים שלו: כיוון שהם לבנים, אז נצבע אותם באפור, נקבע את המרחק שלהם כ   .

 , נכניס אותם לתור, Xשלהם נקבע כ  πאת ה 

 

 

 

 נוציא את השכנים:
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 ונכניס אותו לתור: hנקבע את הערכים של 

 

 :  jנבצע אותו הדבר ל 

 

 

 

 

 

 

 כעת( נצבע אותו בשחור: S)שהוא   Xכיוון שסיימנו לעבור על השכנים של 
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, ונעבור על כל השכנים הלבנים hונמשיך..    כיוון שהתור אינו ריק, נוציא ממנו אלמנט, כעת הוא 

, ונכניסם לתור, ובל נשכח לצבוע   d=2,  π=h.  נצבע אותם אפור,  נקבע את ערכיהם bוְ  iשלו, שהם 

 בשחור לאחר מכן: x   (h)את 

 

נצבעם   d=2 π=jנקבע ערכי השכנים     j נמשיך ונבצע את אותו התהליך על האיבר הבא בתור:

 נצבע בשחור: jבאפור, נכניסם לתור, ולבסוף את 

 

 b. ונבצע את אותו תהליך:  הפעם, כיוון שהשכנים של bאת  –לפי סדר התור  –ושוב נוציא מהתור 

 בשחור. bאינם לבנים, אנו לא נבצע כלום, כי אם נצבע את 
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. π=i(, iשל  dיותר מ  1) = 3d. נקבע את ערכיהם rוְ  kהלבנים  , נעבור על שכניוiהבא בתור הוא 

 בשחור: iנצבעם באפור, נכניסם לתור, ונצבע את 

 

 wנצבע בשחור, ונכניס את  u.  את d=3 π=u, נצבע באפור, נקבע w. את השכן שלו uהבא בתור: 

 לתור :

 

 אותו בשחור, ונמשיך., אך אין לו שכנים לבנים. רק נצבע kהבא שייצא מהתור הוא 

 , גם לו אין שכנים לבנים, רק נצבע אותו בשחור ונמשיך.rהבא שייצא מהתור הוא 

 , גם לו אין שכנים לבנים, נצבע אותו בשחור ונמשיך.wהבא שייצא מהתור הוא 
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בשלב הזה, כיוון שהתור ריק, האלגוריתם יסתיים. נוכל להסתכל על גרף התוצאה ולראות שהערכים 

 .π=nullשלו הוא אינסוף וְ  dשאין גישה אליו כלל, ה  lהקודקוד  שציפינו להם הם אלו המעודכנים.

 :BFSקוד 

BFS(G,s) 
{ 

foreach vertex u in (V[G] except  {s})       //  שלב האתחול 

   do color[u]  white 

        d[u]    

        [u]  NULL 
 

 color[s]  gray  //s טיפול פרטני ב 

 d[s]  0 

  [s]  NULL 
 

 Q      // יצירת התור 

 
 enqueue(Q,s)   // הכנסת המקור לתור 

 

 while Q     // שלב 4, הלולאה 

  do u  dequeue(Q) 
   for each v in Adj[u] 

{ 
     if color[v] = white 

     color[v]  gray 

      d[v]  d[u] + 1 

      [v]  u 

      enqueue(Q,v) 
} 

   color[u]  black  
} 
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 : BFSחישוב עלות אלגוריתם 

 מכיוון שאנו מבצעים אתחול על כל קודקוד.   O(|V|)תחול: שלב הא

 . O(|V|)רק הלבנים, דהיינו שוב  - רצה כמספר הקודקודים שנכנסים לתור  Whileלולאת ה 

כמספר  -  |E| על כל השכנים שלו, אזי יש לנו תוספת עלות של  אנו עובריםכל קודקוד בכיוון ש

 .הקשתות

 O(|v| + |E|)אם כך, סה"כ עלות האלגוריתם:   

 לא מכוון.גרף האלגוריתם תופס גם לגרף מכוון וגם להערה:  

 

 :האלגוריתם הוכחת נכונות

לקודקוד כלשהו  Sותרמ ולי ישנה דרך קצרה יהנכון? א dמי אמר שאלגוריתם זה, אכן מציב את הערך 

 שהאלגוריתם "פספס" ?

מקודקוד האמיתי שלהם  dכדי להוכיח זאת, נניח שבוצע "פספוס" על חלק מהקודקודים, והמרחק 

 קצר יותר. D שמצאנו, כי אם איזשהו מרחק d המקור אינו ה

 המסלול האמיתי הקצר ביותר לקודקוד.את  D ב  נגדירדהיינו:  

 הנחות

 אינסוף. של הקודקוד יקבל D לקודקוד כלשהו, ה Sמ  אם אין מסלול .1

שווה \הוא קטן Vל  S, המרחק הקצר ביותר בין V ו U שני קודקודים קשת בין כאשר ישנה .2

 (  6)הערה      D(U) + 1≤ D(V) דהיינו: .1פלוס   Uל  Sביותר בין  צרלמסלול הק

.  Dשווה מ או  ו גדולהינ d שהמרחק שמצאנולכל קודקוד, מתקיים  בסיום האלגוריתם שלנו .3

 –להוכיח. או שהוא גדול  נרצהכמובן זה את , וממש d=Dיעיל ואז  אלגוריתםאו שהדהיינו, )

 בכל מקרה לעכשיו זו הנחה שמתקיימת. (ושזה לא טוב, 
בראש התור, זהה למרחק בין נמצא כעת לקודקוד ש Sבכל שלב של האלגוריתם, המרחק בין  .4

S  שני קודקודים  יהיו בתורש )לא ייתכן .1לקודקוד שבסוף התור, עם הפרש מקסימאלי של

 .    (1עם מרחק בעל הפרש גדול מ 
)מי  .אחריוקטן או שווה לכל הקודקודים הנמצאים בתור   Sכל קודקוד בתור, מרחקו מ  .5

 ר(.שיותר קרוב ליציאה מהתור, מרחקו לא יהיה גדול יותר מהאלמנטים שאחריו בתו
 

 נשתמש בהנחות, ונוכיח את האלגוריתם שלנו.

 dקצר יותר מהמסלול  Dמסלול \. דהיינו שישנו מרחקd ≠D נניח בשלילה, שקיימים קודקודים שבהם  

 שהאלגוריתם ייצר. 

 

 

                                                           
 V, תתקיים המשוואה. אחרת, פשוט נגיע ל Uבאופן קצר מאשר ל  Vבאופן אינטואיטיבי: אם נוכל להגיע ל  6

 .1, וממילא יתקיים השוויון בתוספת Uדרך 
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שמסמל את  Dזה שווה לערך  d, אזי ערך dנוכיח באינדוקציה שעבור כל קודקוד שנקבע לו ערך 

 המרחק הקצר ביותר.

.   )וזה נכון כי באלגוריתם D = d = 0, עבורו מתקיים Sובכן, בסיס האינדוקציה יהיה עבור קודקוד 

 (. d[s] = 0, קבענו ידנית את הערך 2בשלב מספר 

. ונוכיח שהטענה נכונה k מ קטןהוא  Sנכונה לכל הקודקודים שמרחקם מ  d=Dכעת, נניח שהטענה 

 ממש. kמרחק  יגם לקודקודים בעל

 : uוְ  sן על המסלול הקצר ביותר בין שני הקודקודים נתבונ

S ➔ V1 ➔ V2 ➔ V3 ➔…  ➔  Vk-1  ➔  Vk            (Vk = u ) 

 . u  לפני Qנכנס לתור  kV-1, הקודקוד  5לפי הנחה מספר 

 הוא שכן שלו( u יצא מהתור:   )נזכור, ש   kV-1נתבונן כעת בשלבי האלגוריתם בעת ש  

 (.k-1הוא   kV-1.  )כי המרחק של kיהיה  uשל  dלבן, אזי המרחק  uאם  

נמצא כבר בתור, או אפילו יצא ממנו, ואם ככה, לפי הנחה  uאפור, זה אומר ש  uאחרת:  דהיינו, אם 

 . k-1הוא  u, המרחק המקסימאלי של 5מספר 

 .    k≤ d[u]זאת אומרת, שבכל מקרה יתקיים:    

ש   2ממש, ומכיוון שאנו יודעים מהנחה  kשהמרחק שלו הוא  uאנו מנסים להוכיח כעת עבור קודקוד 

D≥d   וכיוון ש .D = k     ְוk≤ d[u]         בהכרח שd[u] = k(7.    מ.ש.ל.   )הערה 

 

 :πG  תת גרף הקודמים

מהווה השכפי שהכרנו מהאלגוריתם הקודם,  Sשיש לו גם איזשהו מקור  G(V,E)כאשר יש לנו גרף 

  לכל קודקוד. π "קודם"וְ  dמקור לקביעת מרחק 

 πאשר ה  G, אשר מכיל את כל הקודקודים ב πGשיסומן  הינו גם גרף Gאזי תת גרף ה"קודמים" של 

 , הוא גם יופיע בתת הגרף(.   null שלו הוא π שלמרות שה S, )חוץ מ nullשלהם אינו 

כל הקשתות המחברות בין כל קודקוד בתת תות שיופיעו בתת גרף הקודמים, הינם אוסף בנוסף, הקש

 (, לקודם שלו.Sהגרף )חוץ מ 

לכל קודקוד  Sבמילים אחרות: כאשר יש לנו גרף, שאיזשהו אלגוריתם יצר אוסף מסלולים ממקור 

, וכל הקשתות Sמ שבו, תת גרף הקודמים הינו הגרף שמכיל את כל הקודקודים שניתן להגיע אליהם 

 הנצרכות למסלול שיצר האלגוריתם.

 הגדרה בניסוח מתמטי:

} s{  NULL} ] v[: V v={ V 

}   }s{ -  V  v   E )v],v[( {  = E  

                                                           
חלקים מההוכחה המלאה הושמטו גם בהרצאה וגם בשקופיות, הוכחת האלגוריתם על כל שלביו מופיעה  7

אם כי האלגוריתם מופיע שם בצורה יעילה יותר,  http://tx.technion.ac.il/~gai/Algorithms.pdfבקישור הבא: 

 ללא צבעים.

http://tx.technion.ac.il/~gai/Algorithms.pdf
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 דוגמא:

 כאלו: dו   πנניח שאלגוריתם כלשהו, יצר את הגרף הבא, עם ערכי 

 

, אינו kהערה: האלגוריתם ככל הנראה לא היה חכם במיוחד, כי המסלול שהוא יצר עבור הקודקוד 

 הקצר ביותר. )נוכל לזהות זאת לפי הקודמים, והמרחק..(

 לגרף ע"פ אלגוריתם זה הינו: πGתת גרף "הקודמים" 

 

שלהם, נשארו בגרף, והמסלול שהאלגוריתם יצר,  πניתן לראות שכל הקודקודים שאוחלו עם ערך ב 

עדיין קיים, למרות הפחתת חלק מהקשתות. )לצורך נוחות ההבנה, השארתי את הערכים של כל 

 (Gקודקוד כפי שהיו בגרף המקורי 

.  דהיינו 1הערה: מהגדרת תת העץ, מתקיים תמיד שכמות הקודקודים שווה לכמות הקשתות+

|v|=|E|+1     רק קשתות שנצרכות עבור מסלול, תופענה. קשתות מיותרות לא תופענה..מהסיבה, ש 

 עץ רוחב:

    הינו תת גרף הקודמים, אך העונה גם על כך ש: 

 קיימים גם בתת הגרף הקודמים. בגרף המקורי, Sכל קודקוד ל ביותר בין  יםהקצר יםהמסלול .5

נקבל עץ  אנו ,BFSהאלגוריתם  ע"י המסלולים שנוצרו בעזרת, אם ניצור תת גרף קודמים ואם כך

 יוצר מסלולים קצרים ביותר, כפי שהוכחנו. BFSמשום ש רוחב. 

אם ניצו מהאלגוריתם  –שהוא מחזיר גם עץ פורש, זו הכוונה  BFSואם הזכרנו בתחילת האלגוריתם 

 תת גרף קודמים, אנו נקבל עץ פורש.
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  DFSאלגוריתם 

 ות" כמה שיותר מהר את כל הקודקודים.האלגוריתם הבא על גרפים, מטרתו הינה "לגל

, כאן Sביותר מבחינת מרחק מהמקור  קצרהמטרה שלנו הייתה לזהות מסלול  BFSבאלגוריתם 

 ולסמן כל קודקוד מבחינת "זמן" הגילוי שלו. אנו ננסה לזהות  DFSלעומת זאת ב 

DFS –  ראשי תיבות שלDepth-First Search.שפירושם: חיפוש לעומק . 

 זאת למשל על הטיול בארצות: אם נדמה

אנו "מגלי ארצות", אנו יוצאים מארץ המקור ישראל, ואנו רוצים לבקר ולגלות את כל הארצות 

תיתכן ארץ שאליה לא ניתן להגיע  –שבעולם, כאשר נתיבי התעופה ביניהם לא תמיד מושלמים 

 בתעופה, ותיתכן ארץ שיש לה נתיב תעופה רק דרך ארץ מסוימת אחרת.. 

וון שאנו מוגבלים בזמן, אם ישנה טיסה מישראל לגרמניה, ומגרמניה לאיטליה, אך גם מישראל כי

לאיטליה, אנו נרצה לחסוך זמן, ולא לנסוע לגרמניה בנפרד ולאיטליה בנפרד, אלא נמשיך בטיסה 

 מגרמניה לאיטליה ישירות, ורק אז נחזור לארץ.  )כמובן אם אין המשך נוסף מאיטליה..(

לארץ כלשהי, למשל מרוקו, אנו נסמן ביומן המסעות שלנו את היום בו הגענו אליה.   כאשר נגיע

כאשר נמצה את כל הארצות הניתנות להגעה מהנתיבים היוצאים ממרוקו, נחזור אליה ונסמן ביומן 

 המסעות בדף של "מרוקו", את היום שבו סיימנו את המסע בה.

 ונחזור לגרפים.

ארץ, וכאשר נגיע במסלול קשת כלשהי )מקביל לטיסה( לקודקוד, נסמן את  כביכול מייצגכל "קודקוד" 

"זמן" ההגעה ע"י משתנה אינדקס שגדל בכל "נסיעה" )או יותר נכון, בכל שימוש בו(. מקודקוד נמשיך 

לקודקודים היוצאים ממנו, עד ש "נחזור" על עצמינו, ואז נתחיל לסמן זמן סגירת מסע, דהיינו זמן סיום 

 הביקור.

 לדוגמא: מעל כל קודקוד, נסמן במלבן בצד שמאל את זמן ההגעה, ובצד ימין את זמן הסיום.

 .1!!!!(, נסמן את זמן ההגעה ב לא חייבים) Sנתחיל בקודקוד 

 כזמן הגעה. 2. ונסמן שם aנמשיך ממנו לקודקוד שניתן להגיע אליו 

 .3אותו הדבר נעשה כשנגיע ל 
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 . 4, אנו נסמן "זמן סיום" קודקודים חדשים להמשיך ממנואין  bכעת, כיוון שמקודקוד 

, כי גם ממנו אין לאן להמשיך לקודקודים חדשים. וכן כשנחזור 5, ונסמן זמן סיום aנחזור לקודקוד 

 הראשון: Sלקודקוד 

 

 הערה:

אם הגרף לא היה קשיר, דהיינו לחלק מהקודקודים לא נוכל כלל להגיע ע"י מסלולים מקודקודים 

. כך שאם בדוגמא הקודמת, היה עוד 1אחרים, אנו ניגש אליהם גם כן, ונגדיל את זמן ההגעה ב

 .8 -, וזמן סיום  7 –קודקוד נפרד בודד, היינו מעדכנים אצלו זמן הגעה 

שיתאר מיהו הקודקוד שדרכו הגענו לגילוי של הקודקוד  πודקוד גם משתנה בנוסף, אנו נחזיק לכל ק

 .aהוא    bשל  πהנוכחי. בדוגמא הקודמת, ה 

 תיאור האלגוריתם:

שחור את הקודקודים. כאשר קודקוד לבן זהו קודקוד \אפור\גם באלגוריתם זה, אנו נסמן בצבעים לבן

ן בו זמן הגעה, אך לא זמן סיום, וקודקוד שחור זהו שלא גילינו עדיין, קודקוד אפור זה קודקוד שסומ

 קודקוד שכבר סומן בו זמן סיום.

 האלגוריתם יבצע את סדרת הפעולות הללו:

 .nullשלהם ל  πנצבע תחילה את כל הקודקודים בלבן, ונעדכן את ה  .1

 .  )הוא ייצג את ה "זמן" של גילוי(.0ב  iנאתחל את האינדקס  .2

 בו. תבקרשהוא לבן,  Xקודקוד  עבור על כל הקודקודים, כל .3

 

 יבוצע: מהלך הביקורב

 באפור. Xצבע את הקודקוד  

 באחד. iהגדל את  

 . )לאחר ההגדלה(iכ  Xקבע את זמן הגילוי של  

 :Xשל  Uלבן  שכןעבור על כל  

 .xשלו ל  πקבע את ה   

 " בו.  )רקורסיבית(בקר"  

 בשחור. Xלאחר שתסיים לבקר רקורסיבית בכל השכנים, צבע את  

  באחד.  iהגדל את  

  f[x] = iקבע את זמן הסיום 
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 לסיכום, פעולת הבסיס של האלגוריתם:

צאות מהקודקוד שהתגלה אחרון שעדיין יש לו קשתות יוצאות ונבדקות הקשתות הי באלגוריתם

 (.v-שטרם נבדקו )נסמן את קודקוד זה ב

 תוג" וממשיך בבדיקת הקשתות היוצאוהחיפוש "נס v-שנבדקו כל הקשתות היוצאות מ לאחר

 .v מהקודקוד שממנו התגלה

ף רתהליך זה נמשך עד שמתגלים כל הקודקודים האפשריים מקודקוד המקור הראשון, אם נותרו בג

ב מתבצע שו וריתםחר להיות קודקוד מקור חדש, והאלגקודקודים שטרם התגלו, אחד מהם נב

 8מהמקור החדש. התהליך חוזר על עצמו עד אשר מתגלים כל קודקודי הגרף.

 .πסיום ג. קודקוד קודם \במשך התהליך, נעדכן שלושה דברים: א. זמן גילוי. ב. זמן נסיגה

 דוגמת מעקב:

 נניח שיש לנו את הגרף הנחמד הבא:

 

 דר הבא:מופיעים בס שהתקבלו לאלגוריתם נניח שהקודקודים ברשימת הקודקודים

- a,b,c,d,e,h 

 נעבוד לפי האלגוריתם,

 :  π=nullבלבן, ונעדכן את ערכיהם  כל הקודקודים:  נצבע את 1שלב 

 

 נרשום בצד. -       i = 0: נאתחל את 2שלב 

 

                                                           
 http://math.eitan.ac.il/graph_theory/020_Scan/023_Scan_DFS1.htmנעזרתי במשפטים אלו מ:   8
 

http://math.eitan.ac.il/graph_theory/020_Scan/023_Scan_DFS1.htm
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 )כרגע כולם לבנים( : עלינו כעת לבקר בכל הקודקודים שהם לבנים.3שלב 

 , מה שנעשה הוא ביקור:)רק כעת מתבצעת בדיקת צבעו( . כיוון שהוא לבןa    נתחיל בראשון: 

 :נתחיל בשלוש הפעולות הראשונות של הביקור

a.  צבע את הקודקודX  ,כעת(a .באפור  ) 

b.  הגדל אתi .באחד 

c.  קבע את זמן הגילוי שלX  כi)לאחר ההגדלה( . 

 

 נמשיך בפעולות הביקור:

 :(a)שהוא כעת  Xשל  Uלבן  שכןעבור על כל 

 .xשלו ל  π קבע את ה  

 " בו.  )רקורסיבית(בקר"  

 

ועלינו כעת לבצע "ביקור" רקורסיבית בכל אחד מהם. נתחיל עם        . bוְ   cהינם  aהשכנים של 

 .bביקור רקורסיבי ב 

 : שממנו הגענו( x)ה  a כ שלו πנקבע את ה 

 

קבע את זמן הגילוי  באחד. i(  באפור. הגדל את  b)כעת,  Xהפעולות: צבע את הקודקוד המשך 

 . iכ  Xשל 
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, bשלו נעדכן כ  π. את ה d, שהם :  bשוב עלינו להמשיך רקורסיבית עם ביקור בשכנים הלבנים של 

 .iכ  d, ונקבע את זמן הגילוי של iנצבע אותו באפור, נגדיל את 

 

 

 :  c השכנים הלבנים, הפעם זה  נמשיך רקורסיבית עם

 
 

 הוא אפור כבר( ואי לכך, נסיים את החלק הקורה לאחר הרקורסיה שהוא: bאין שכנים לבנים, ) Cל 

 בשחור.(  c)שהוא  Xצבע את 

  באחד.  iהגדל את  

  f[x] = iקבע את זמן הסיום 
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)ביקרנו בכל שכניו הלבנים(, אז גם אותו נצבע בשחור,  dבשלב הזה, סיימנו לקרוא רקורסיבית מ 

 , ונציין את זמן הסיום:iנגדיל את 

 
 .i, אז גם אותו נצבע שחור ונעדכן bבשלב זה, סיימנו לעבור רקורסיבית על כל השכנים הלבנים של 

 
 b.  למעשה מה שעשינו זה שביקרנו רקורסיבית ב aכעת אנו חוזרים לביקור הראשוני שהתחלנו מ 

, לא נבצע בו aהוא שכן של  cבשחור, ואם כן, למרות ש  cאך ביקור זה גרם בסופו של דבר לצביעת 

 בשחור ונעדכן לו זמן סיום: a, מה שאומר שנצבע את aביקור. ובזאת סיימנו את הביקור ב 
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 היה: 3. אם נחזור לשלבי האלגוריתם, נזכור ששלב aובכן, הסתיים הביקור ב 

 בו. תבקרשהוא לבן,  Xעבור על כל הקודקודים, כל קודקוד 

ו. כעת נמשיך ברשימת הקודקודים שניזכר הייתה בסדר , וסיימנו את הביקור בaובכן, התחלנו עם 

 a,b,c,d,e,hהבא:  

אינם לבנים, כך שהאלגוריתם לא דורש ביקור בהם, הקודקוד הבא   b,c,dובכן, הקודקודים הבאים :   

 .eבו נדרש ביקור הוא 

אר עם ייש eמבוצע רק בקריאה רקורסיבית מתוך הביקור, ואי לכך הקודקוד  πנשים לב, עדכון ה 

 .nullשל  πערך 

 , וקביעת זמן כניסה:iבאפור, הגדלת  eנבצע ביקור:  צביעת 

 

ונבצע בהם  eπ=( נקבע h, )שכרגע זה רק eשל  הלבניםכהמשך האלגוריתם, עבור כל השכנים 

 .iביקור רקורסיבי הכולל הפיכתם לאפור, וקביעת זמן כניסה תוך כדי הגדלת 

 

זמן   h, נקבע ל iמסתיים במהרה כי אין לו שכנים כלל. אם כך נגדיל שוב את  hהביקור הרקורסיבי ב 

 סיום, ונצבע אותו בשחור:

 

 , נצבע גם אותו בשחור, ונקבע לו זמן סיום:eכעת הסתיימה אף הקריאה הרקורסיבית מ 
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 ( נראה שאין עוד3בזאת הסתיים האלגוריתם. כאשר נחזור למעבר על הקודקודים )תחילת שלב 

 .DFSהאיור האחרון הוא גרף התוצאה לאחר המעבר של  –קודקודים לבנים.      

 אם כך, פלט האלגוריתם הוא: 

6. d[v]    זמן הגילוי של קודקודV)הזמן שהפך מלבן לאפור(  . 

7. f[v]     סיום של קודקוד זמןV   )הפיכתו לשחור( 

8. π[V]    קודקודU  שהוא קודם לV כך ש ,V  התגלה תוך סריקת רשימת הסמיכויות שלU. 

 ואת זה מיד נבין(. –ר עצי עומק בניית יער עצי עומק. )מספ .9

 

 O(|v| + |E| )הוא גם כן ליניארי:    DFSהערה: זמן הריצה של 

 , O(V) מתבצע בזמן )האתחול( צביעת כל הקודקודים בגרף בלבןמהסיבה ש

ל קודקוד שכן הבדיקה מבוצעת רק על קודקודים דיוק פעם אחת לכבדיקת כל קודקוד מתבצעת ב

 לבנים, והדבר הראשון בבדיקת קודקוד היא צביעתו באפור.

במהלך בדיקה על קודקוד נריץ שוב את הבדיקה על כל שכניו, מאחר וסכום כל השכנים של כל 

 O(E) העלות הכוללת של כל בדיקות הקודקודים היאכמספר הקשתות,  O(E) הקודקודים הוא
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 קוד האלגוריתם:

DFS(G) 
{ 
 foreach vertex u in VG    // אתחול 

 { 
  u.color = WHITE 
  u.π = null 

} 
 

 i = 0 
 
 foreach vertex u in VG    //  קריאה לביקור לכל הקודקודים 

{ 
  if  (u.color == WHITE) 
   visit(u) 

} 
} 
 
visit(u)  //   פונקצית הביקור 

{ 
 u.color = GRAY 
 i ++  
 u.d = i       // זמן גילוי 

  
 foreach v in adj[u]     //u  עבור כל השכנים של 

 { 
  if (v.color == WHITE) 
   v.π = u 
   visit(v) 

} 
  
 u.color = BLACK 
 i++ 
 u.f = i     // זמן סיום הביקור 

} 
 

 

 DFSתת גרף הקודמים ל 

בין קודקוד מקור לכל קודקוד,  מרחקכפי שלמדנו ליצור תת גרף "הקודמים" לאלגוריתמים היוצרים 

סיום כמו האלגוריתם \זמני גילויבאופן מעט שונה נגדיר תת גרף קודמים לאלגוריתמים המחזירים 

DFS. 

 ההגדרה היא כזו:

)שלא כמו בהגדרה עבור  Gהקודקודים הקיימים ב  כל ויכיל את πG, יסומן Gתת גרף הקודמים של 

BNF שם רק המקושרים ל ,S  יופיעו(, ובנוסף, את כל הקשתות שאלגוריתם הגילוי, עשה בהם

 (.nullאינו  πשלו,  בתנאי ש  πל  vשימוש.  )דהיינו, כל הקשתות המחברות בין 
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 הגדרה בניסוח מתמטי:

G = (V, E) 

Eπ = {  (π[v] , v)   :  vV and π[v] ≠ null   }  

 :)הימני(  הינו DFS, תת גרף הקודמים של שבנינובדוגמת המעקב 

➔              

, מכונה "יער DFSגרף הינו -לגוריתם לגילוי שעל פיו נגזר התתהגדרה: תת גרף הקודמים, אשר הא

 ". עצי עומקשל 

עשוי להיות מורכב  DFS לעומק-גרף הקודמים הנוצר ע"י חיפוש-, תתBNF לרוחב-שלא כמו בחיפוש

עומק המורכב -עצי-של-לא עץ אחד בלבד ולכן נקרא לו יערו, )כפי שראינו בדוגמא שלנו( מכמה עצים

 עומק. -ממספר עצי

, ע"י ספירת מספר ה DFSהערה: נוכל בקלות לזהות את מספר העצים ביער לאחר פעולת אלגוריתם 

π=null .הקיימים בקודקודים 

, נוכל אכן להסתכל על כל DFSי עומק" שמעתה נקרא לו גם "תוצר" של לאחר שקיבלנו "יער של עצ

 "גוש" קודקודים מקושר שהתקבל, כעל עץ ממש. למשל בדוגמא האחרונה, נוצרו לנו שני עצים:

 

 משפט הסוגריים:

 המשפט במילים:

)ארבעה אם ישנו קשר צאצאות בין שני קודקודים, אם נסתכל על זמן הגילוי והסיום של שניהם 

משתנים.. גילוי וסיום לכל אחד( נוכל לומר שזמן הגילוי של האב הינו המוקדם ביותר, אחריו מגיע זמן 

 הגילוי של הבן, לאחר מכן זמן הסיום של הבן, ורק לאחר מכן זמן הסיום של האב.
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, יהיו אם אין קשר צאצאות בין שני הקודקודים, אזי בהכרח שגם זמן הגילוי וגם זמן הסיום של האחד

 קטנים גם מזמן הגילוי וגם מזמן הסיום של האחר. 

 

 9המשפט בניסוח מתמטי:

 מהתנאים הבאים: אחד, מתקיים בדיוק u,v, לכל שני קדקדים Gעל  DFSלכל חיפוש 

 . DFS-ה יערב uצאצא של  v-, ו[d[u],f[u]]מוכל בקטע  [d[v],f[v]]הקטע  .1

 . DFS-ה יערב vצאצא של  u-, ו[d[v],f[v]]מוכל בקטע  [d[u],f[u]]הקטע  .2

 .vאינו צאצא של  u-, וuאינו צאצא של  vזרים,  [d[u],f[u]]-ו [d[v],f[v]]הקטעים  .3

 

 המצבים הבלתי אפשריים הם: 

 .xיהיה לפני זמן גילוי של  xשיתקיים מתישהו שזמן סיום של  .1

 uוזמן הסיום של  (vהתגלה לפני  u)דהיינו,  ,vיהיה קטן מזמן הגילוי של  uשזמן גילוי של  .2

 )אם יש קשר צאצאות ביניהם(  .vיהיה קטן מזמן הסיום של 

קטן מזמן  Vאםם   )אם ורק אם( זמן הגילוי של   Uהוא צאצא של  Vנוכל לומר למסקנה מהמשפט, ש 

 .d[u]<d[v]<f [v]<f [u]. דהיינו:  Vהקטן מזמן הסיום של  Uהקטן מזמן הסיום של  Uהגילוי של 

 

 )אחרון( #13 מפגש 

 

 משפט המסלול הלבן

ל  uקיים מסלול מ  u, רק אם בזמן הגילוי של DFSבעץ התוצר של  uהוא צאצא של קודקוד  vקודקוד 

v  .המורכב כולו מקודקודים לבנים 

יהיה צאצא  v, בהכרח ש vל  u, קיים מסלול של קודקודים לבנים בין uוכן להיפך, אם בזמן הגילוי של 

 בעץ התוצר.  uשל 

 דוגמא: 

 בעץ שביצענו עליו דוגמא, )מימין( ראינו שבסופו של דבר נוצר העץ הבא )משמאל(.

                                  

, היה bבזמן הגילוי של  -בעץ התוצר, אם כך בהכרח על פי המשפט  bהוא צאצא של  cובכן, כיוון ש 

 : b. נסתכל על זמן הגילוי של cל  bמסלול של קודקודים לבנים בין 

                                                           
 .מקור: מבחן באוניברסיטה העברית 9
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 .c( קיים מסלול של קודקודים לבנים עד ל bנזהה שאכן בזמן זה )זמן הגילוי של 

 h, ולכן ע"פ המשפט בהכרח ש hהיה מסלול של קודקודים לבנים עד  eבאופן דומה, בזמן הגילוי של 

 , ואכן זה מה שקרה בעץ התוצר. eיהיה צאצא של 

 

 

 ותוצרו.  DFSוספים על נלמד כעת מונחים נ

 סיווג קשתות

 מסווגות לארבעה סוגים, והסיווג נעשה בהקשר לפעולתם בעץ התוצר. Gצלעות הגרף 

צלע עץ: קשת שבאה לידי ביטוי בתוצר של יער עצי העומק. דהיינו, קשת שעברנו עליה  .1

 במסלול גילוי של קודקוד כלשהו. 

ום, כיוון שעברנו עליה במסלול הגילוי, )וכן המסומנת באד  (c,d)בדוגמא שלנו, למשל הצלע  

 היא מופיעה בעץ התוצר( תיקרא "צלע עץ".

 

 xהוא צאצא של  y, אך xלקודקוד  yכאשר ישנה קשת המחברת בין קודקוד צלע אחורה:  .2

 בעץ התוצר. צלע זו תיקרא "צלע אחורה", כי כיוונה הוא הפוך מכיוון העץ בעץ התוצר. 

אם היינו מוסיפים אותה לעץ התוצר, היינו מקבלים חץ  (c,b)דוגמא: בדוגמא שלנו, הצלע 

 בכיוון הפוך מכיוון העץ .
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 לא מופיעה ביער העומק. הקשת , אך uהוא צאצא של  v, כאשר vל  uמ  קשתצלע קדימה:  .3

, אך בעץ התוצר הקשת aהוא צאצא של  c, ואכן cל  aהינה בין  (a,c)בדוגמא שלנו, הקשת 

לא מופיעה. אם היינו מוסיפים אותה בעץ, היינו מקבלים קשת בכיוון העץ, ה "מקצרת" 

 . לכן קשת זו נקראת "צלע קדימה".cל  aמסלול מ 

 
 

 אחורה".\צלע חוצה: צלעות שלא נמצאות ביער עצי העומק, ואינם "צלע קדימה .4

ן שאינה מופיעה בעץ התוצר, אינה צלע אינה צלע עץ, כיוו (e,d)בדוגמא שלנו, הצלע   

. eאינו צאצא של  d, וגם לא קשת קדימה, כי dאינו צאצא של  eאחורה, כיוון שבעץ התוצר 

 ולכן צלע זו תיקרא "צלע חוצה".

 

 אנו נוכל לבצע סיווג קשתות, דהיינו לקבוע לכל קשת איזו סוג היא. DFSכבר בזמן הרצת 

הקודקוד אליו אנו מגיעים הוא לבן, אזי הקשת היא צלע עץ. וזאת אם בזמן שאנו עוברים על קשת, 

בגלל שאנו נקבע במעבר זה "זמן גילוי" לקודקוד אליו אנו מגיעים, דהיינו הקשת היא חלק ממסלול 

 הגילוי, והיא גם תופיע בעץ התוצר. לכן הקשת היא צלע עץ.

אפור, אזי זה אומר שהקודקוד האפור  אם בזמן שאנו עוברים על קשת, הקודקוד אליו אנו מגיעים הוא

כבר התגלה, מה שאומר שבעץ התוצר הוא יהיה "לפני" הקודקוד ממנו אנו מגיעים, אך עדיין ישנה 

 קשת בין הקודקוד ממנו אנו מגיעים )הצאצא( לקדום יותר, מה שאומר שקשת זו היא קשת אחורה.

 הוא קודקוד שחור, זה אומר:אם בזמן שאנו עוברים על קשת, הקודקוד אליו אנו מגיעים 

שהקודקוד השחור שאנו מגיעים אליו הוא צאצא של הקודקוד ממנו אנו יוצאים, לדוגמא   או -

 :שחור c, נזהה ש aבדוגמא שלנו, כאשר נעבור עליה לפני ש "נסגור" את  a,cהקשת 
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קטן   d[a] = 1וזאת נוכל לדעת בכך שזמן הגילוי של הקודקוד ממנו אנו יוצאים, בדוגמא שלנו 

 .d[c] = 4מזמן הגילוי של הקודקוד השחור שהגענו אליו, בדוגמא שלנו 

שהקודקוד אליו הגענו, הינו קודקוד שלא מופיע כלל באותו עץ של הקודקוד ממנו אנו  או -

 d, ומגיעים לקודקוד eאנו יוצאים מהקודקוד  (e,d)הגענו. כמו למשל כאשר נעבור על הצלע 

 כשהוא כבר שחור: 

 

אינם באותו עץ.      אנו נזהה מצב זה כאשר זמן הגילוי של הקודקוד  dו  eך בעץ התוצר א

( גדול מזמן הגילוי של הקודקוד אליו אנו מגיעים. d[e] = 9ממנו אנו יוצאים  )בדוגמא  

 במקרה זה ברור שהצלע תהיה "צלע חוצה".

 א. נוכל כבר לזהות כל צלע מאיזה סוג הי DFSלסיכום, בזמן הפעלת 

 :תרגיל

מכוון. צייר את עצי התוצר, וסווג את  לאנסה לעבור על גרף הדוגמא שלנו, בהנחה שהוא גרף 

 הקשתות.  

 לאחר שתבצע את התרגיל, תכיר את המשפט הבא:

על גרף לא מכוון, מתקבלות רק צלעות עץ וצלעות אחורה. בלתי אפשרי לקבל צלעות  DFSבהרצת 

 קדימה או צלעות חוצות.  

, yקטן מזמן הגילוי של  xבגרף לא מכוון, וזמן הגילוי של  (x,y)הוכחה:  נניח שישנה צלע כלשהי 

אזי, אם בפעם הראשונה שאנו עוברים   -.     yאב קדמון של \הוא אב xדהיינו שבעץ התוצר נקבל ש 

שעוד לא , זה אומר yל  xעל הקשת )שאז אנו מבצעים את הסיווג שלה(, אנו עושים זאת בכיוון מ 

, ולכן הוא לבן, ונסווג את הצלע כצלע עץ.     אחרת, אם הכיוון בו אנו עוברים על הקשת yביקרנו ב 

 בעץ התוצר.  yכבר התגלה, והוא "לפני"  x,  נקבל קשת אחורה, כיוון ש xל  yהינו מ 

 

 גרף מכוון ללא מעגלים  –גמ"ל 

 לים. כשמו כן הוא, גמ"ל הינו גרף מכוון, אשר אין בו מעג

 משפט:

אם  -על גרף מכוון, לא מתקבלות צלעות אחורה, אזי הגרף הוא גמ"ל. וכן להיפך  DFSאם בהרצת 

 הוא גמ"ל, אזי לא יתקבלו בו צלעות אחורה. Gגרף 
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 הוכחה:

נניח שלא התקבלו צלעות אחורה, אם כך: אם הגרף אינו גמ"ל, משמע יש בו מעגלים, דהיינו ישנו 

הוא צאצא של  y.  אם כך, xחזרה ל  yזר אליו עם קשת סופית באיזשהו קודקוד וחו xמסלול היוצא מ 

x  בתוצר כיוון שהוא מופיע במסלול הנ"ל )ניזכר במשפט המסלול הלבן, בזמן גילויx היה מסלול של ,

היא צלע מצאצא לאביו, דהיינו צלע אחורה, וזה סותר  xל  y(, ואם כך הצלע מ yקודקודים לבנים עד 

 להנחה. 

 המשך המשפט גם לכיוון השני:

 הוא גמ"ל, אזי לא יתקבלו בו צלעות אחורה. Gאם גרף 

 הוכחה: 

ועדיין הגרף הוא ללא מעגלים. כיוון   (u,v)נניח שכן קיימת צלע אחורה,  –הוכחה: בדרך השלילה 

,  uועד   v, דהיינו יש מסלול מ uקדמון של \הוא האב vבעץ התוצר שהצלע היא "אחורה" זה אומר ש

 . vל  vנוצר לנו מעגל מ   u,vוכיוון שישנה גם את הקשת הנוכחית 

 

 מיון טופולוגי

 מיון טופולוגי הוא אלגוריתם המבוצע על גרף מכוון ללא מעגלים בלבד.

מקודקוד אחד לשכנו, הקודקוד יופיע  תקשארי של קודקודי הגרף כך שאם קיימת יהמיון הוא סידור לינ

 לפני שכנו במיון הטופולוגי.

ור של קודקודיו לאורך קו אופקי דמיוני, כך שכל הקשתות ניתן לראות מיון טופולוגי של גרף כסיד

 10נות פונות משמאל לימין.המכוו

 למה זה שימושי?

ד המייצג קורס אינפי א', תצא נניח שנתון לנו גרף המייצג סדר קורסים באוניברסיטה. למשל, מקודקו

 קשת לקורס אינפי ב', כי כדי לגשת לאינפי ב' נהיה חייבים לעבור באינפי א'. הגרף ייראה כך:

 

כעת, ע"י הפעלת המיון הטופולוגי, אנו נקבל "מסלול" לימודים עבור סטודנט )בהנחה שבכל נקודת 

להיראות במספר אופנים, למשל שני זמן הוא לומד קורס אחד בלבד..(. מובן שהמסלול יכול 

 המסלולים הבאים ייתכנו:

 

                                                           
 http://math.eitan.ac.il/graph_theory/030_Topo/030_Topo_intro.htmמקור:  10
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 : ההער

 ארי.יאם הגרף מכיל מעגלים, לא ניתן לסדר אותו בסידור לינ

 אז איך נבצע זאת?

 אז רק נבין שוב מה אנו מחפשים:

   G=(V,E)  -גרף מכוון ללא מעגלים )גמ"ל( : קלט

אם ישנה קשת מ  Yלא יהיה לפני איבר  Xשאיבר , כך V:  רשימת ליניארית של כל הקודקודים ב פלט

Y  לX)'אינפי ב' לא יהיה לפני אינפי א', כי ישנה קשת מאינפי א' לאינפי ב(  . 

 אלגוריתם למיון טופולוגי:

 צור רשימה מקושרת. .1
 .  זמני סיוםכדי לחשב   Gעל הגרף  DFSבצע  .2

 רשימה.ה בראש, שים אותו לקודקוד סיוםקביעת זמן  בזמן, DFSבזמן ריצת ה  .3

 תחזיר את הרשימה.  .4

 על גרף הקורסים שלנו, נקבל: DFSדוגמא: נבצע 

 

 ( אם כך הוא ייכנס ראשון לרשימה:3זמן הסיום הראשון שנקבע הינו עבור אלגברה ליניארית )

 

 :רשימהה תחילתלזמן הסיום של אינפי ב' היה הבא בתור, נוסיף אותו 

 

 , ונקבל:בהתאם לזמן הסיום שלונמשיך ונבצע הכנסה של כל קורס 

 

 הערות:

עם קודקוד אחר, היינו מקבלים גם רשימה  DFSמובן שאם היינו בוחרים להתחיל את ה  .1

 שונה.

ישנן שיטות מיון טופולוגי בהן בהצגת תוצאת הרשימה, מיוצגות גם "קשתות קדימה", למשל  .2

 בדוגמא שלנו, תהיה קשת גם בין מבוא למתמטיקה לבין אלגברה ליניארית. 
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 ולכן זו גם עלות האלגוריתם שלנו. O(E+V)כפי שראינו, רצה בעלות של  DFS: פעולת זמן ריצה

 הוכחת נכונות האלגוריתם:

 v, אזי זמן הסיום של vל  uי להוכיח שהאלגוריתם הוא נכון, עלינו להראות שאם ישנה קשת מ כד

 ברשימת התוצאה.    vלפני  u. כי בכך האלגוריתם "יניח" את uיהיה לפני זמן הסיום של 

)במילים אחרות: האלגוריתם כפי שראינו, מסדר את הקורסים ברשימה כך שקורסים בעלי זמן סיום 

ותר, מופיעים מוקדם יותר. למשל, מבוא למדמ"ח שזמן הסיום שלו הכי גבוה, מוצב ראשון מאוחר י

ברשימה. אם כך, עלינו להוכיח שאם ישנה קשת מקורס א' לקורס ב', אז בהכרח זמן הסיום של קורס 

א' הינו גדול יותר מזמן הסיום של קורס ב', ובכך האלגוריתם יציב את קורס א' במקום מוקדם יותר 

 קורס ב' (מ

 נוכיח זאת:

 הוא אפור.   uהצבע של   (u,v)כאשר עוברים על הצלע 

כבר התגלה, אך עוד לא הסתיים, וכעת  v)כי , vצאצא של  uאפור, זה אומר ש גם  vאם  .1

וזה בלתי אפשרי כיוון שהגרף שלנו  צלע אחורה, u,vולכן (   vל  u, משמע הגענו מ uשאנו ב 

 הוא גמ"ל.
, ולכן לפי משפט הסוגריים   uצאצא של  vש )לפי משפט המסלול הלבן(  לבן, זה אומר  vאם  .2

f[u]<f[v]d[u]<d[v]<  דהיינו, זמן הסיום שלu  יותר גדול, ולכן הוא יוצב קודם ברשימת

 התוצאה, שזה תקין.
 ל.גם כן תקין כנ"שזה  f[v] < f[u]לא סיים, ולכן   uסיים, אבל  vשחור, זה אומר ש  vאם  .3

 

 של גרף מכוון  (Transpose)משוחלף גרף 

 , קשת בכיוון ההפוך. Gהמכיל כנגד כל קשת ב  Gהוא גרף משוחלף של גרף   TGהגדרה: 

        

 אלגוריתם לביצוע שחלוף עבור גרף המיוצג באמצעות רשימות:

ברשימה  iשניפגש, נוסיף בגרף התוצאה את הקודקוד  k, בכל איבר iעבור כל רשימה של כל קודקוד 

 O(V+E)עלות    -.   jשל הקודקוד 

עבור גרף המיוצג בעזרת מטריצת שכנויות, נוכל פשוט לשחלף את המטריצה כפי שלמדנו לעשות 

נציב בגרף  G[i,j]באלגברה ליניארית.. ונקבל גרף משוחלף.  דהיינו, נעבור על המטריצה, ואת הערך 

 .TG[j,i]ה במיקום  התוצא
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 (SCC) רכיבים קשירים חזק

שבה לית בתוך הגרף, בה יש מסלול מכל קודקוד אקבוצת קודקודים מקסימ חזק הינורכיב קשירות 

 . אחר שבה לכל קודקוד

 לדוגמא, בגרף הבא:

 

 נוכל לסמן את הרכיבים הקשורים חזק באופן הבא:

 

 . בדוגמא זו יש לנו ארבע רכיבי קשירות חזקים. כל "גוש" ירוק, מהווה רכיב קשירות חזק

 )הגרף כשהוא משוחלף(  TGזהים לרכיבי הקשירות של   Gנשים לב: רכיבי קשירות חזק של 

 

 scc,Escc= (V sccG( :ם קשירים חזקגרף רכיבי

גרף רכיבים קשירים חזק הינו גרף של קודקודים, אשר כל קודקוד מייצג "רכיב קשיר חזק". בדוגמא 

 האחרונה, אם נסמן כל רכיב באות, נקבל:

 

.  הקשתות שיופיעו בגרף הרכיבים שלנו, תהיינה {A,B,C,D}וגרף הרכיבים שלנו, יכיל את הקודקודים 

וכן  Aלרכיב  Cהקשתות היוצאות מרכיב לרעהו. למשל בדוגמא האחרונה, כיוון שיוצאת קשת מרכיב 

 , גרף הרכיבים הסופי שנקבל הינו:Bלרכיב  D, וכמו כן יוצאת קשת מרכיב Dלרכיב 
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 הערה: אם לא הייתה קשת כלל בין רכיב מסוים לרעהו, אזי גרף הרכיבים היה יוצא לא קשיר. 

, אם ישנו מסלול מקודקוד כלשהו ברכיב G)רכיבים קשירים חזק( של גרף  SCC: לכל שני רכיבי משפט

A  לקודקוד כלשהו ברכיבBקודקוד כלשהו ברכיב , אזי בהכרח לא קיים מסלול מB  לקודקוד כלשהו

 .Aברכיב 

 משמעות המשפט הינה גם: לא ייתכן שבגרף הרכיבים שלנו, יהיה מעגל.

שנמצא על המעגל, לרכיב  A: אם ישנו מעגל בגרף הרכיבים, זה אומר שאפשר להגיע מרכיב הוכחה

B  שנמצא על המעגל, וכמו כן מרכיבB  חזרה לרכיבA ואם כך זה אומר שניתן להגיע מכל קודקוד ב  .

A  לכל קודקוד בB  ולהיפך.. ואם כך החלוקה לרכיבים לא הייתה נכונה, משום שכל הרכיבים שעל

 המעגל מהווים בפני עצמם "רכיב חזק" אחד, כי ניתן להגיע מכל קודקוד בהם, לכל קודקוד אחר. 

 Gלגרף  : SCCאלגוריתם למציאת 

 לצורך חישוב זמני סיום של כל קודקוד.  ,Gעל  DFSהרץ  .1

 חשב את הגרף המשוחלף.  .2
 DFSהמתקבל ל  סדר הקודקודיםאשר משוחלף, כגרף ההפעם על ה DFSהרץ שוב את  .3

 פי זמני הסיום של הקודקודים.  הוא בסדר יורד על לסריקה,
 , כרכיב קשיר חזק בפני עצמו. 3החזר כל עץ בתוצר של שלב  .4

 

 :11דוגמת מעקב

 רף הבא, נחפש את רכיבי הקשירות החזקים בהתאם לאלגוריתם:על הג

 

לצורך הדוגמא( ונציין  sעל הגרף )נתחיל בקודקוד  DFSובכן, לפי האלגוריתם, בשלב הראשון נריץ 

 זמני סיום של כל קודקוד:

 נקבל את הטבלה הבא:

 

 בשלב הבא, ניצור את הגרף המשוחלף:

                                                           
 http://math.eitan.ac.il/graph_theory/040_Strong/041_Strong_algo.htmמקור:   11
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גדול , מהf(  כאשר סדר הסריקה הינו לפי זמן סיום 3שוב )שלב  DFSאת  על המשוחלףכעת נריץ 

 ➔  d=>e=>f=>g=>s=>b=>c(:   1)שהתקבל בהרצה של שלב  קטןל

 

, והם יהוו הרכיבים הקשירים 3החזרת עצי העומק שנוצרו בשלב אחרון של האלגוריתם הינו השלב ה

 חזק:

 

 ניתוח זמן ריצת האלגוריתם:

 O(V+E)ראשונה:    DFSסריקת 

 O(V+E)שיחלוף הגרף )גרף המיוצג ע"י רשימות(:   

 O(V+E)על הגרף המשוחלף:    DFSסריקת 

 O(V+E)סה"כ עלות אם כך:  

 

 הגדרות נוספות:

פורמאלי, מספר הצלעות הוא ובאופן צלעות.   מעטגרף שיש בו  –באופן לא פורמאלי  –גרף דליל 

 E = Θ(V)באותו סדר גודל של מספר הקודקודים. 

 דהיינו  מספר הצלעות בגרף הוא גדול. )סדר גודל של ריבוע מספר הקודקודים שבגרף( –גרף צפוף 

)2(VΘE =  

 אם בין כל שני קודקודים ישנה צלע.  )ובגרף מכוון, שתי צלעות, לשני הכיוונים(. –גרף שלם 
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 בגרף לא מכוון:

 , הינה:    מספר השכנים של הקודקוד.vשל קודקוד  d(v)דרגה 

 בגרף מכוון:

 דרגת יציאה: מספר הצלעות היוצאות מהקודקוד. לקודקוד.   דרגת כניסה: מספר הצלעות הנכנסות

 בשעה טובה ומוצלחת סיימנו את הקורס "מבנה נתונים ותוכניות ב' "

 לסיום, להלן מספר שאלות ממבחנים )שהוצגו בכיתה בשיעור האחרון( :

 

 נכון או  לא נכון?    -  קשת אחורה תיתכן DFSאם נתון גרף לא מכוון שיש בו מעגלים, ב  .1

 תשובה: נכון.  

על גרף לא מכוון, מתקבלות רק צלעות עץ וצלעות אחורה.  DFCבהרצת  -משפט שלמדנו נימוק: 

 )בלתי אפשרי לקבל צלעות קדימה או צלעות חוצות(. 

 

 נכון או לא נכון? כל הקשתות תהיינה קשתות עץ. DFSלים ב אם נתון גרף לא מכוון, ללא מעג .2

 תשובה: נכון.   

 נימוק: ראה הוכחת המשפט שציטטנו בשאלה א'. 

 

 נכון או לא נכון? על גרף מכוון, לעולם לא נגלה קשת חוצה. DFSבסריקת  .3

 תשובה: לא נכון.

ת. )רק בגרף לא מכוון, ייתכנו רק סוגי קשתו 4על גרף מכוון ייתכנו  DFSנימוק: כפי שראינו, בסריקת 

 שני סוגים בלבד(. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



 brook.ori@gmail.comספר הקורס מבנה נתונים ב'. השימוש לא תשלום אסור. לפרטים: 

 

139 
 

 נספחים

 :  ייעול שיטת הכפל1נספח מס' 

 .2ייעול שיטת הכפל לפונקצית ערבול, ע"י הצבת חזקות של 

 ייעול השיטה:

 ( שיהיה:1לְ  0)שהוא כזכור בין   aכדי להקל על החישובים למחשב, נהוג לבחור את המספר 

a = 
𝑠

2𝑤
 

הוא בדרך כלל  wהוא מספר טבעי גדול כלשהו )שייבחר לפי מה שבונה הפונקציה ירצה(, ו  sכאשר 

 . בצורה כזו נקבל:32

a = 
𝑠

232
 

. )לדוגמא, אם נדרש לבנות טבלת 2בנוסף, נגדיר את גודל המערך )הראשי..( כך שיהיה חזקה של 

( את 72   128 =. 2, שזו חזקה של 128אלמנטים, נבחר את גודל המערך להיות  100גיבוב עבור כְ 

 (p=7, 128. )בדוגמא של pהחזקה הזו של גודל המערך, נסמן 

 ולמה זה יותר מקל על המחשב?

 הפעולות שראינו, רק שתי פעולות: 4בצורה כזו, המחשב יוכל לבצע במקום 

 s*kחישוב  .א

 הסיביות השמאליות, וזו התוצאה. 32הסיביות הימניות של  pלקחת את  .ב

 הפעולות דלעיל( 4שזה נכון: )דהיינו שזו אותה התוצאה של נראה 

ונבצע את הפעולות על  .2654435769להיות )שרירותי(  s.  ונבחר את 142 ניקח לדוגמא גודל מערך 

 .123456מפתח בעל ערך: 

 (  באופן בינארי:2654435769)  sנציג את  

0 . 10011110001101110111100110111000 

 . 123456בְ    2654435769הינה הכפלת   kב  sהכפלת 

 התוצאה הינה:

123456 *   2654435769 =  32770602229766410 = 

10010101000001100000000010000110011000000010000002 

 ביט: 64נשלים אפסים משמאל לתוצאה )דבר שלא משנה את הערך( עד שנקבל תוצאה בגודל 

0000000000000001001010100000110000000001000011001100000001000000 

 הסיביות השמאליות של הבית הימני בתוצאה הינם: 14כעת, 

 2= 6700000001000011 
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 הפעולות שלמדנו תחילה לבצע, נקבל: 4אם נבצע את 

𝑘 ∗ 𝑎 =  123456 (
2654435769

232
) = 76300.0041 

76300.0041 % 1 = 0.0041  

0.0041 ∗ 𝑚 = 0.0041 ∗ 214 = 67.1744 ➔    67 
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 :  מחלק משותף2נספח מס' 

 mאשר גם כלשהו,  cמספר שותף שלהם הכוונה למחלק מ,  mוְ   nכאשר יש לנו שני מספרים, נניח 

 ללא שארית. cמתחלק ל  nללא שארית, וכן  cמתחלק ב 

ללא שארית. כאשר  1, כי כל שני מספרים )שלמים( מתחלים ב 1תמיד יוכל להיות  cמובן שהמספר 

נוכל לומר שלמספרים ישנו מחלק משותף. לעומת זאת, כאשר המספר , 1קיים מחלק משותף שונה מ

 , המספרים נקראים זרים.1היחידי אשר שני המספרים מתחלקים בו הוא רק 

ששניהם מתחלקים בו ללא    2  - למשל , מחלקיםפר ישנם מס  10וְ    50לדוגמא, למספרים  

 .1טריוויאלי :  –, וכמובן 10, וכן 5שארית, וכן 

אלגוריתם שיטתי למציאת המספר המחלק המשותף המקסימאלי.  המציא ,)מתמטיקאי יווני( קלידסוא

 והוא:

ליך ( והתהGCFשווים, אפשר לבחור כל אחד מהם כמחלק המקסימאלי )המסומן    m-ו  nאם  •

 הסתיים.

את המספר הגדול, ובמקומו, אנו  נזרוקשונים, אנו נמשיך את התהליך בכך ש m-ו  nאם  •

נבחן את המספר הקטן אל מול ההפרש שבין השניים המקוריים. אם הם שווים, ניקח אחד 

 , אחרת, נבצע שוב זריקה, והפרש..GCFמהם להיות ה 

)הקטן מביניהם(, ואת  10.  כיוון שהם שונים, אנו ניקח את 50ו   10לדוגמא, אם היו שני המספרים  

.  שוב נבצע אותה פעולה, ונקבל 40ו   10. יוצא שקיבלנו מספרים חדשים שערכם:  40 -ההפרש 

, ואז חזרנו לחלק הראשון של האלגוריתם, 10-10. שלב הבא,  20 – 10, שלב הבא:  30 -10

 מצאנו מחלק מקסימאלי.ו

 מימוש רקורסיבי:

int GCF(int m, int n) 
{ 
 if (m==n)  //  כאשר הגענו לשוויון –תנאי העצירה  
  return m; 
 else 
  if(m > n)   
   return GFC(m-n,n); // .אנו נשלח את ההפרש בין הגדול לקטן, ואת הקטן 
  else 
   return GFC(n-m,m) 
} 

 הערה:

. כך שאין צורך לדאוג לנכונות האלגוריתם, 1יימצא מחלק גבוה, תמיד נגיע לבסוף למספר באם לא 

 הוא פשוט נכון..

 .זרים, שני המספרים נקראים 1כאשר אכן המחלק המשותף הינו רק 

כך שהערכים שהיא מחזירה יהיו בהכרח זרים לגודל  2Hבנוגע לנידון שלנו: אנו נחפש פונקצית גיבוב 

 .mהטבלה 

 2כך שתחזיר רק מספרים אי זוגיים, וגודל המערך יהיה מספר זוגי )חזקה של  2Hאם נבנה את 

 למשל(, בוודאות לא יימצא להם מחלק משותף. 

להחזיר ערכים קטנים  2Hלהיות מספר ראשוני )שאין לו מחלקים( ואת   m באופן דומה, אם נבחר את 

 .1, גם כן לא יימצא להם מחלק משותף כי אם mמ 
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 Hלאוסף  אוניברסאליותהוכחת  :3נספח מספר 

בנספח זה נוכיח שהקבוצה שבנינו המבוססת על אלגוריתם חלוקה למקטעים, שהיא עונה על הגדרת 

 האוניברסאליות.

 .m/1הינו  עבור שני מפתחות כלשהם המטרה : להוכיח שהסיכוי להתנגשות

 ברור הוא שלזוג מפתחות שונים, יש לפחות מקטע אחד שונה ביניהם.  •

, אם החלוקה היא למקטעים של ספרה אחת, אזי 2474וְ  2464למשל, עבור שני המפתחות 

 המקטע השני מימין, יהיה שונה בין שתי המפתחות.

וימת(, של פונקציה מס a)ל  ia: במצב של התנגשות, קיים בדיוק ערך אחד של מקטע של טענה

 (.Yוְ  X)דהיינו, יגרום להתנגשות לשני מפתחות שונים  h(x) = h(y)שיקיים את המשוואה 

 הוכחה:   

דבר ראשון, כאשר ישנה התנגשות הכוונה הינה שהפונקציה מחזירה ערך זהה עבור שני מפתחות 

 שונים, אם כך נוכל בוודאות ליצור את המשוואה הבאה:

ℎ(𝑥) −  ℎ(𝑦) =  0 

 כפי שראינו את הגדרת פעולת הפונקציה, נקבל: h(k)נכתוב את 

ℎ(𝑥) − ℎ(𝑦)    =     ∑𝑎𝑖𝑥𝑖     % 𝑚     −    

𝑟

0

∑𝑎𝑖𝑦𝑖     % 𝑚    =    0  

𝑟

0

 

 כעת, נכתוב את שתי ה "סיגמות" כסיגמא אחת:

∑𝑎𝑖𝑥𝑖     % 𝑚  − ∑𝑎𝑖𝑦𝑖     % 𝑚    = 12    ∑(𝑎𝑖𝑥𝑖 − 𝑎𝑖𝑦𝑖  )  %   𝑚 =    0  

𝑟

0

 

𝑟

0

 

𝑟

0

 

 נוציא בתוך סיגמת התוצאה, גורם משותף, נקבל:

∑(𝑎𝑖(𝑥𝑖 − 𝑦𝑖  ))    %     𝑚 =    0  

𝑟

𝑗=0

 

. )שכפי שהקדמנו, yוְ  xשבו נבדלים  iאותו  –מסוים החוצה  iשבתוך הסיגמא, נוציא  החלקים rמתוך 

 נבדלים לפחות במקטע אחד(.הם 

 

ai(xi − yi  ) % m   +         ∑   (𝑎𝑗(𝑥𝑗 − 𝑦𝑗  ))    %     𝑚 =    0  

𝑟

𝑗=0
𝑗≠𝑖

 

 .j=iמסוים החוצה, בסיגמא נשארו שאר האיברים למעט  iהסבר: הוצאנו 

 

                                                           
  b) % x-b % x = (a –a % xלא נוכיח כאן, אך כלל של מודולו הוא ש:     12



 brook.ori@gmail.comספר הקורס מבנה נתונים ב'. השימוש לא תשלום אסור. לפרטים: 

 

143 
 

 :פשוטה כעת, נבצע העברת אגף

ai(xi − yi  ) % m    =     − ∑   (𝑎𝑗(𝑥𝑗 − 𝑦𝑗  ))    %     𝑚 =    0  

𝑟

𝑗=0
𝑗≠𝑖

 

 c≠0  )כיוון שבחרנו את המקטע ששני המפתחות שונים בו, אזי   c      iy-ix =לשם הנוחות, נסמן 

 ( Ω ן אותו מספר קבוע כלשהו )נסמבסופו של דבר מבטא אגף שמאל כל ונשים לב ש

 אם כך:

Ω*c  % m = ia 

מודולו מספר ראשוני, יהיה  - Xכפול  , אנו יודעים שמספר13לפי כללי מודולו על מספרים ראשוניים

 אחד ויחיד. X(, רק ל 0שווה תוצאה כלשהי )שונה מ

 יחיד, שבגינו התרחשה ההתנגשות.  –בודד  iaהוכחנו שישנו רק ואם כך 

 באופן כללי הינה: aהינו בהכרח יחיד, אזי כמות הפרמוטציות ל  ia   -ולכן, כיוון שמקטע מסוים 

 אפשרויות, אם כך נקבל שסה"כ האפשרויות הינן: m, ייתכנו iעבור כל מקטע חוץ ממקטע 

1 –(r+1) m 

 בחזקת סך המקטעים, פחות אחד.  mדהיינו, 

)כולל  aשיגרור התנגשות. ולכן כיוון שסך האפשרויות ל  aאפשרויות ליצירת  rmאם כך, יש לנו 

שיגרור  aהסיכוי ליפול על פונקציה המכילה   r+1mהאפשרויות שאינן גוררות התנגשות( הוא 

 התנגשות הוא:

𝑚𝑟

𝑚𝑟+1
 =

1

𝑚
 

 וזו הגדרת האוניברסאליות.

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                           
 http://goo.gl/gTYKHPנקבל אותו כפי שהוא, לרוצה להרחיב:  לא נוכיח בקורס זה את המשפט, אלא   13

 

http://goo.gl/gTYKHP
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 : הוכחת אופטימאליות קוד האפמן 4נספח מס' 

 :הוכחת יעילות האלגוריתם

 מבנה ההוכחה:

 הכרת אלגוריתם חמדן. .ד

 הכרת תכונות של עץ אופטימאלי כלשהו. .ה

 משינוי בעץ אופטימאלי, גם הוא אופטימאלי.הוכחה שעץ חדש הנובע  .ו

 הוכחה סופית באינדוקציה. .ז

נדרש ממנו להוכיח שאם נקודד תווים באלגוריתם של האפמן, נקבל בסופו של דבר גודל מינימאלי של 

 קובץ.

 כדי להוכיח זאת, נקדים בהכרת מספר דברים.

 "אלגוריתם חמדני"

 הגדרה:

 מה לבצע לפי היעילות המרבית לנקודת מצב הנוכחית.  אלגוריתם חמדני הינו אלגוריתם שבוחר

 דוגמא בעזרת חידה:

נניח שיש לנו גשר שבשביל לעבור אותו בלילה צריך לעבור עם פנס. על הגשר יכולים לעמוד אך ורק 

שני אנשים באותה עת. בצד אחד של הגשר ישנם חמישה אנשים, שזמן ההליכה שלהם על הגשר 

 .12והחמישי  8הרביעי  5דקות, השלישי  2ריו אדם במהירות דקות, אח 1הינו: המהיר 

 אנו רוצים להעביר את כל חמשת האנשים בזמן מינימאלי, כאשר יש ברשותם פנס בודד.

אם נרצה להעביר את חמשת האנשים בעזרת אלגוריתם חמדן, אנו נבחר במעבר הראשון את המהיר 

לחזור, נוכל לבקש מהמהיר שיהיה זה שיחזור, ביותר, ואיתו עוד אדם, כך שכאשר אחד מהם יצטרך 

 כי זמן החזרה שלו הוא המהיר ביותר, 

דקות(,  8) 5+  1דקות( ונעביר שוב את  3) 1דקות( נחזיר את  2, )2+ 1כך שתחילה נעביר את 

דקות( ונעביר איתו שוב  18) 1דקות( נחזיר את  17) 8דקות( ונעביר איתו שוב את  9) 1נחזיר את 

 דקות.  30סה"כ  – 12את 

 כי הוא המהיר ביותר. 1אלגוריתם חמדן אמר לנו, בכל פעם לבחור לחזור עם 

אמנם אלגוריתם חמדן לא תמיד יהיה האלגוריתם היעיל ביותר, ואף חידה זו ניתן לפתור כך שהזמן 

 דקות  )תנסו בבית..( 30הכולל יהיה פחות מ 

גם קוד הופמן עושה שימוש באלגוריתם חמדני בכך שבכל נקודת בחירה לעלה בדרגה נמוכה, נבחר 

 תו בעל השכיחות הנמוכה ביותר. \את האלמנט

הסבר : הרי ברור שבסופו של העץ בדרגה התחתונה ביותר, יהיו שני עלים, ובהם נרצה שיישבו שני 

ן מלמטה באופן חמדני, ונציב בעלים הנמוכים את התווים בעלי השכיחות הנמוכה ביותר, אי לכך נתכנ

 התווים בעלי השכיחות הנמוכה.

 לפני שנמשיך עם ההוכחה המלאה, נראה עוד שתי תכונות שיאפיינו עץ קידוד אופטימאלי.
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 תכונות:

כדי לוודא שהעץ של האפמן הינו אופטימאלי, נראה כעת מספר תכונות שתמיד יהיו נכונות עבור עץ 

 אופטימאלי.

, אחרת, אם יהיה בדיוקברמה התחתונה של עץ אופטימאלי, יהיו תמיד שני עלים  -תכונה ראשונה 

)שאינו עלה(, ונהפוך את אביו לעלה עם הערך  –שם רק עלה בודד, אנו נעדיף להעלות אותו לאביו 

 של בנו.

 דוגמא:

 

חייבים להיות בדרגה תכונה נוספת )שהזכרנו(:  שני הקודקודים בעלי השכיחות המינימאלית, 

 התחתונה ביותר.   )כך הקידוד שלהם יהיה הארוך ביותר(

תכונה אחרונה : אם יש לנו מספר עלים בדרגה האחרונה, תמיד נוכל לסדר אותם בצורה כזו ששני 

תווים בעלי השכיחות הנמוכה ביותר, יוכלו להיות "אחים" דהיינו בנים לאותו אבא. ועדיין העץ \העלים

 ימאלי.יהיה אופט

 דוגמא:

 

 לסיכום התכונות:

 ברמה התחתונה ישנם לפחות שני קודקודים )עלים(. .ח

 שני העלים בעלי התדירות המינימאלית חייבים להופיע בדרגה האחרונה. .ט

 שני העלים בעלי התדירות המינימאלית יכולים להיות אחים. .י

גוריתם האפמן הינו יעיל כעת, בעזרת הכרת "חמדן" ושלוש התכונות הללו, נוכיח באינדוקציה שאל

 באופן מקסימאלי. 

 מהי אינדוקציה:

 אינדוקציה הינה שיטת הוכחה הפועלת כך:

 מתקיימת תכונה מסוימת. –טענה 
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  –הוכחה באינדוקציה 

 נוכיח שהתכונה מתקיימת למקרה בסיס. .יא

 .iבהנחה שהיא מתקיימת למקרה ה   i+1נוכיח שהתכונה מתקיימת עבור כל מקרה  .יב

.  )אם יש 2אם כך, נוכיח את האופטימאליות של קוד האפמן עבור מקרה בסיס בו מספר התווים הוא 

תווים,  nרק תו אחד, זה מקרה לא רלוונטי ומשעמם..( ולאחר מכן נוכיח שהוא מתקיים לכל עץ בעל 

 תווים הוא אופטימאלי לפי האפמן. n-1בהינתן שעץ בעל 

, שזה כמובן 1ו  0, קוד הופמן יקודד את התווים ב 2תווים = ובכן, הוכחה למקרה בסיס של מספר 

 אופטימאלי. 

תווים ישנה   nתווים, אזי גם עבור  n-1כעת, נדרש להוכיח שבהינתן אופטימאליות של האפמן עבור 

 אופטימאליות.

 :הקדמהנתחיל ב

רשו לקידוד אוסף ,  נסמן את ה"מחיר" שלו )כמה סיביות בפועל ייד1Tנניח שיש לנו עץ אופטימאלי, 

 .1Mהתווים שעבורם נבנה העץ( כ  

התכונות שהזכרנו. זאת אומרת ששני העלים בדרגה  3אופטימאלי, הוא מקיים את  1Tובכן, כיוון ש 

 .nw-1וְ   nwהתחתונה של העץ הינם בעלי השכיחות הנמוכה ביותר. נסמן את השכיחות שלהם כ   

על ידי כך שנסיר את שני העלים הנמוכים, ונהפוך את ההורה שלהם לעלה   1Tכעת נבצע שינוי באותו 

 .2T.   את העץ החדש שמתקבל נסמן nw   +1-nw)במקום קודקוד( עם השכיחות    

 תווים.\עלים  n-1הינו עץ עם  2Tכעת 

 

 .Zבשביל הנוחות, נסמן את העלה החדש שנוצר כ 

 גם כן אופטימאלי. הינו  2Tבשלב זה, איננו יודעים אם בהכרח 

 nw – nw – 1=  M 2M-1   הינו:     2Tאזי המחיר של  1Mהינו  1Tמה שכן, אם אנו יודעים שהמחיר של 

 1במקום השניים הקודמים, ואורך הקידוד שלו קטן ב  Zמהסיבה שכעת לאחר השינוי יש לנו את 

 ות..(.מאורך הקידוד של השניים שנמחקו. )אז הרווחנו "ביט אחד" כפול השכיח

 הוא גם אופטימאלי.  2Tכעת נוכיח ש 

 כיצד? בשלילה.
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)שזה  2Tשמכיל את אותם תווים בדיוק כשל  3Tאינו אופטימאלי, זאת אומרת, שקיים עץ  2Tנניח ש 

 .2Mהינו נמוך מהמחיר של  3Mתווים( אך הוא בנוי באופן שונה. כך שהמחיר שלו  n-1כזכור 

 אם כך נוכל לבצע אי שוויון כזה:

)   1-nw – nw – 1<   (M 3M     ➔      2   < M 3M 

חזרה לקודקוד, ויצירת שני עלים כפי שהיו  Z. מה שנעשה הוא הפיכת 3נבצע כעת שינוי בעץ 

. נשים לב שמספר התווים  4שני העלים הנמוכים ביותר. נסמן את העץ שנוצר כעץ  1בהתחלה בעץ 

 .1כמו בעץ  nהינו  4בעץ 

 (  הינו בעל מחיר:4)מחיר של עץ  4Mלומר ש מבחינת מחיר נוכל 

1-n+ w n+ w 3= M 4M 

 ביט אחד. -מהסיבה שבשכיחות לא נגענו, אך הוספנו לאורך הקידוד של שני העלים שפוצלו 

 ובכן, נשחק מעט עם אוסף המשוואות שהיו לנו:

  2  < M 3M 

 ולכן גם

 1-n+ w nw+  2  < M  1-n+ w nw+   3M 

 .2כפי שראינו כשיצרנו את עץ   1M , והביטוי מימין הינו 4Mהביטוי בצד שמאל, הינו כפי שראינו לעיל  

 שוויון שקול ל :-אז האי

1< M 4M 

הינו אופטימאלי, אז כיצד ייתכן  1Mשהינו בעל מחיר  1וזה הרי לא ייתכן, כי התחלנו עם הנחה שעץ 

 שישנו עץ בעל אותו מספר תווים בעל מחיר נמוך יותר?

 מסקנה:

 הינו עץ אופטימאלי.  3עץ 

 לסיכום ביניים:

כאשר נבצע פעולת איחוד שני העלים בעלי השכיחות המינימאלית, לתוך קודקוד האבא שלהם 

 גם כן יהיה אופטימאלי. )הפיכתו לעלה(, וכפי האיור שראינו, העץ לאחר התוצאה 
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 נמשיך כעת להוכחה באינדוקציה:

תווים, יהיה זה  n-1העץ אופטימאלי, עבור עץ עם  –לפי כללי האינדוקציה, נניח שהטענה נכונה 

, אך עם העלים 2T, האלגוריתם יבנה עץ שהוא כמו תווים n , אם כך לעץ עם 2Tלצורך העניין עץ מסוג 

, שהוא 1Tעץ שמחירו בדיוק כמו המחיר של העץ  וזהו בעצם .zכבנים של העלה הנמוכים 

 הערכים. nלי עבור אהאופטימ

 לי.אערכים עם משקל אופטימ nקיבלנו עץ הופמן עבור 
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 למשפט המאסטר אינטואיטיבית: הבנה 5נספח מספר 

שלא נוכיח זאת פורמאלית, בנספח זה, ננסה מעט להבין את ההיגיון העומד מאחורי המשפט. כמובן 

 " במשפט.אפסילוניםוגם לא נתעסק בתוספת של ה "

זו, אנו ננסה לייצג את הפורמט הכללי של נוסחת הנסיגה המתאים  אינטואיציהובכן, כדי לקבל 

 למשפט המאסטר באמצעות עץ.

𝑇(𝑛)הנוסחה:   =  𝑎 ∗ 𝑇 (
𝑛

𝑏
) +  𝑓(𝑛) 

מייצג את שיטת האיטרציה, דהיינו, החלק נבנה כעת את העץ באותו אופן שלמדנו לבנות את העץ ה

 הצאצאים של הקודקוד. aהקריאות הרקורסיביות, ייוצגו באמצעות  aייוצג בקודקוד, ו  f(n)שהוא 

 בשורש:

 

 :T(n/b)צאצאים, שכל אחד מהם מקבל עלות של  a, וניצור לו f(n)נפתח את השורש ע"י הצבה בו את 

 

𝑓צאצאיו   aוב  f(n/b)צמו את ענמשיך ונפתח כל צאצא ע"י הצבה בו  (
𝑛

𝑏

𝑏
𝑓דהיינו   ( (

𝑛

𝑏2
): 

 

, דהיינו כאשר  1יהיה  Tאנו נמשיך ונפתח את העץ עד שנגיע למצב שבו הקלט בתוך 
𝑛

𝑏𝑖
= שזה   1 

𝑖יקרה כאשר  = log𝑏 𝑛 .שזהו גובה העץ 

 נשאל עצמינו, כמה קודקודים יש בעץ?

 .1קודקודים, דהיינו  0a ברמה הראשון ישנם 

 ia ישנם   iקודקודים, וכן הלאה, ברמה ה  2a קודקודים, ברמה השלישית ישנם  aברמה השנייה ישנם 

 קודקודים. 



 brook.ori@gmail.comספר הקורס מבנה נתונים ב'. השימוש לא תשלום אסור. לפרטים: 

 

150 
 

𝑎𝑖ואם כך, עלות רמה מסוימת בעץ הינה:  (𝑓 (
𝑛

𝑏𝑖
)) 

 ונוכל כעת לחשב את העלות של כל העץ באופן הבא:

𝑇(𝑛) =  ∑ 𝑎𝑖 (𝑓 (
𝑛

𝑏𝑖
))

log𝑏 𝑛

𝑖=0

 

 ונה בעץ מחוץ לסכמה, ולקבל:נוכל להוציא את העלות של הרמה האחר

∑ 𝑎𝑖 (𝑓 (
𝑛

𝑏𝑖
))      +      𝑎log𝑏 𝑛 (𝑓 (

𝑛

𝑏log𝑏 𝑛
))

(log𝑏 𝑛)−1

𝑖=0

 

𝑎log𝑏 𝑛 (𝑓 (
𝑛

𝑏log𝑏 𝑛
)) =  𝑛log𝑏 𝑎 (𝑓 (

𝑛

𝑛
)) =  𝑛log𝑏 𝑎 

 ולכן:

𝑇(𝑛) =  ∑ 𝑎𝑖 (𝑓 (
𝑛

𝑏𝑖
))        +     

(log𝑏 𝑛)−1

𝑖=0

𝑛log𝑏 𝑎 

עלינו לקחת   𝑇(𝑛)נזכור, כיוון שאנו מסתכלים על סדר גודל, אם כך משני הביטויים המרכיבים את 

 את המשמעותי יותר. 

מקבלת מספר קטן יותר בכל פעם, אך מצד  fבסכמה זו, אמנם כל תת בעיה נהיית קטנה יותר כיוון ש 

 נעשה גדול יותר בכל איבר בסכמה.  iaשני מספר תתי הבעיות 

 נוכל לשאול עצמינו, מה יקרה? ואם כך

 האם איברי הסכום הולכים ונעשים גדולים יותר ויותר? .1
 או שהאיזון נשמר, והם שומרים על סדר גודל אחיד? .2
 או שאיברי הסכום הולכים ונעשים קטנים יותר ויותר? .3
 

אם האפשרות הראשונה מתקיים, זה אומר שקודקודים הראשונים בעץ הינם קטנים בסדר גודל 

כלומר, משקל העץ מתפזר בצורה כזו ששורש העץ הוא קטן דקודים הבאים אחריהם, מהקו

 אם כן, רוב משקל העץ נמצא בעלים, ונוכל להסיק:   משמעותית מהעלים.

𝑇(𝑛) =  𝜃(𝑛log𝑏 𝑎)  

 כי הביטוי שמחוץ לסכמה הינו הרבה יותר גדול מהביטוי בסכמה, אז פשוט נבחר בו לייצג את העלות. 

לעומת זאת, אם המקרה השני מתקיים, דהיינו שהאיזון נשמר, זה אומר שכל האיברים בסכמה הינם 

𝑛log𝑏)נוכל להסתכל על הרמה האחרונה כדי לראות מהו הסדר גודל שהוא  -בעלי אותו סדר גודל  𝑎) 

 איברים בסכמה, אזי נוכל לומר שהעלות הינה: log(n)וכיוון שיש לנו 

𝑇(𝑛) =  𝜃(log(𝑛) ∗  (𝑛log𝑏 𝑎))   

אם המקרה השלישי יתקיים, שהאיברים נהיים קטנים יותר ויותר, אנו פשוט נדע לקחת את השורש 

𝑇(𝑛) שהוא הביטוי הגדול ביותר, ונקבל :     =  𝜃(𝑓(𝑛)) 
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 iעלות ליניארית למקרה הממוצע למציאת האיבר ה :  6נספח מס' 

בעזרת פונקצית  iבנספח זה נראה מדוע במקרה הממוצע של השימוש באלגוריתם למציאת האיבר ה 

partition  אקראית( הינה גם כן בעלות ליניארית(– O(n). 

( מבחינת כמות האיברים  partitionנזכור, אנו מחפשים את הממוצע של החילוק )של הפונקציה 

 שיהיו בכל חלק.

 את אופני החלוקה האפשריים: נביט בטבלה הבאה המתארת

בעמודה הראשונה )מימין(, נתאר את המצב, דהיינו מהו מיקומו )ערך הגודל ביחס לאחרים( של איבר 

 הציר שנבחר.

למשל, כאשר איבר הציר שנבחר הינו השני בגודלו, דהיינו שיש רק איבר אחד הקטן ממנו, אם כך 

ערך )העמודה האחרונה בטבלה(, וכל תוצאת החלוקה תהיה איבר אחד בחלק השמאלי של המ

 איברים, בחלק הימני. )העמודה השלישית בטבלה(. n-1השאר, 

 איברים במערך.   nעקב כך שישנם   n/1הסיכוי שאיבר ציר זה יבחר הינו  

 ההסתברות איבר הציר שנבחר
 למצב

מספר האיברים בחלק 
 הימני של המערך

מספר האיברים בחלק 
 השמאלי של המערך

 n n-1 1/1 השני

 n n-2 2/1 השלישי

 n n-3 3/1 הרביעי

... ... ... ... 

 n 2 n-2/1 אחד לפני הגדול ביותר
 n 1 n-1/1 הגדול ביותר

 

איברים  nאיברים משמאל, ו  0הערה: כאשר איבר הציר שייבחר הינו הקטן ביותר, החלוקה תהיה ל 

בקוד  ifע"י תנאי  –מימין, זהו מקרה נדיר שנוכל להחליט להתעלם ממנו, או לחילופין להחליט 

שבמקרה זה החלוקה תהיה שאיבר זה יהיה החלק השמאלי, וכל השאר החלק הימני,   -הפונקציה 

 ה.איברים מימין, כמו בשורה הראשונה בטבל n-1איברים משמאל,ו   1במקרה זה החלוקה תהיה ל 

בכל חלוקה, האלגוריתם ממשיך עם אחד החלקים בלבד, ואת השני הוא משמיט. אנו נניח שבכל 

השמטה, יושמט החלק הקטן שבמערך, ואנו נמשיך רקורסיבית עם החלק הגדול יותר. אם כך נוכל 

 לומר שנוסחת הנסיגה הינה:

𝑇(𝑛) =
1

𝑛
  ∗ {  𝑇(max(1, 𝑛 − 1)) + ∑𝑇(max(𝑘, 𝑛 − 𝑘))  }   + 𝑂(𝑛)

𝑛−1

𝑘=1

 

 ר:הסב

. ואכן בתוך n.  מספר המצבים האפשריים )לבחירת איבר הציר( הינו n/1הסיכוי לכל מצב הוא 

 איברים, בתוך הסכמה. n-1איברים, האחד מחוץ לסכמה, וכל השאר  nהסוגריים ישנם 

דהיינו, זה המקרה הראשון שבו איבר הציר   T(max(1,n-1)נבחין, שהאיבר מחוץ לסכמה הינו  

.  הקריאה n-1וְ    1שנבחר באקראי יצא האיבר הקטן ביותר, שכפי שכתבנו כהערה, ייצור חלוקה של 

 (.n-1הרקורסיבית תהיה למקסימום מביניהם. )שכמובן הוא יהיה  
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, האיבר בסכמה k=2בתוך הסכמה, אנו רואים פשוט תיאור של כל מה שהופיע בטבלה. למשל כאשר 

 וכן הלאה. T(max(2,n-2))יהיה  

 שנמצא מחוץ לסוגריים.  n/1שוב, כנגד כל איבר בסוגריים, אנו מכפילים את הסיכוי למצב ב  

תבצע  partitionבסוף, הינה משום שלא משנה איזה איבר ציר ייבחר, הפונקציה  O(n)התוספת של 

 .O(n)את שלה בעלות של 

 נמשיך:

 : n=10שייבחר, למשל עבור  maxננתח כעת את ה 

n=10          

K =  1 2 3 4 5 6 7 8 9 

n-k =  9 8 7 6 5 4 3 2 1 

Max =  9 8 7 6 5 6 7 8 9 

. n-kבתוך הסכמה. ובשורה אחריה את הערך שייתן  kמציגה את האיבר ה  kהשורה הראשונה 

 הקודמות.בשורה האחרונה אנו רואים את המקסימום מבין שתי השורות 

 נזהה שישנה סימטריות, ואם כך נוכל להציג את הסמכה כך:

∑𝑇(max(𝑘, 𝑛 − 𝑘)) ≤ 2 

𝑛−1

𝑘=1

∑ 𝑇(k)   

𝑛−1

⌈𝑘=
𝑛
2
⌉

 

.  k,n-kהסבר. עקב הסימטריות שהראינו, אנו יכולים לקחת רק צד אחד מתוך שתי האפשרויות 

אחרון של הסכמה, , והחלק הkולהכפיל אותו פעמיים בחלקים שבו הוא גבוה יותר.  אצלנו בחרנו את 

𝑘גדולים הינם מהשלב בו  kבו ערכי  =
𝑛

2
 .k=n-1ועד    

𝑘שווה" היא עקב כך שלקחנו את החלק השלם העליון של   \הסיבה שהיחס הוא "קטן =
𝑛

2
. 

 אם כך, את נוסחת הנסיגה נוכל להציג כך:

𝑇(𝑛) ≤
1

𝑛
∗ {𝑇(𝑛 − 1) +  2 ∑ 𝑇(k)   

𝑛−1

⌈𝑘=
𝑛
2
⌉

} +  𝑂(𝑛)  

 נפתח את הסוגריים, ונקבל:

𝑇(𝑛) =
𝑇(𝑛 − 1)

𝑛
+
2

𝑛
∗ ∑ 𝑇(k) +  𝑂(𝑛)   

𝑛−1

⌈𝑘=
𝑛
2
⌉

 

נזהה שהביטוי 
𝑇(𝑛−1)

𝑛
כך  O(n), יהיה שווה ערך ל n, עקב החלוקה ב 2T(n) = nגם למקרה הגרוע בו  

 שכבר מופיע בביטוי. ואם כך נקבל: O(n)שנוכל להבליע אותו ב 

𝑇(𝑛) ≤
2

𝑛
∗ ∑ 𝑇(k) +  𝑂(𝑛)   

𝑛−1

⌈𝑘=
𝑛
2
⌉
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 T(n) < C*n. דהיינו  O(n)נוכיח כעת בשיטת האינדוקציה שעלות האלגוריתם הינה 

≥  ➔  c=2    :T(1) = 1בדיקת נכונות עבור מקרה בסיס, נבחר  𝑐 

 .n, ונוכיח שהטענה נכונה אף עבור k<nכעת, נניח את נכונות הטענה עבור כל 

𝑇(𝑛) ≤
2

𝑛
∗ ∑ 𝑇(k) +  𝑂(𝑛)   

𝑛−1

⌈𝑘=
𝑛
2
⌉

  

 T(k) = C*kציה ונציב  נשתמש בהנחת האינדוק

𝑇(𝑛) ≤
2

𝑛
∗ ∑ 𝐶 ∗ 𝑘 +  𝑂(𝑛)  

𝑛−1

⌈𝑘=
𝑛
2
⌉

  

 מחוץ לסכמה cנוציא את הקבוע 

𝑇(𝑛) ≤
2𝑐

𝑛
∗ ∑ 𝑘 +  𝑂(𝑛)  

𝑛−1

⌈𝑘=
𝑛
2
⌉

 

. n-1עד  1נפצל את הסכמה לשני חלקים, על פי כללי סכמה. החלק הגדול כולל את כל האיברים מ 

 החלק השני מפחית מהראשון את מה ש "לא היה שייך לו".

𝑇(𝑛) ≤
2𝑐

𝑛
∗

(

 ∑𝑘 − ∑ 𝑘  

⌈
𝑛
2
⌉−1

⌈𝑘=
𝑛
2
⌉

 

𝑛−1

𝑘=1
)

 +  𝑂(𝑛) 

 (nכפול  dהצגנו קבוע  O(n)נשתמש בנוסחאות סדרות חשבוניות לחישוב הסכמות:   )בנוסף, במקום 

𝑇(𝑛) ≤
2𝑐

𝑛
(
1

2
(𝑛 − 1)𝑛 −

1

2
(
𝑛

2
− 1) (

𝑛

2
)) + 𝑑𝑛 

 נפתח סוגריים:

𝑇(𝑛) ≤  
3𝑐

4
𝑛 + 𝑑𝑛 

 .C*nכך שיתקיים שכל הביטוי קטן מ  Cכעת נראה שנוכל לבחור איזשהו 

3𝑐

4
𝑛 + 𝑑𝑛 ≤ 𝑐𝑛 

  c/4  > dגדול כך שיתקיים   Cאי השוויון האחרון יתקיים כאשר נבחר 

 .T(n) = O(n)ובכך הוכחנו שסך העלות הינה  

 לרוצה לראות את ההוכחה בהרחבת יתר, ניתן לבצע זאת בקישור הבא:

Version.pdf-Slide-http://www.cs.technion.ac.il/~bshouty/DS/OTHER/M10sortB 

http://www.cs.technion.ac.il/~bshouty/DS/OTHER/M10sortB-Slide-Version.pdf
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  המון עבודה הושקעה בספר סיכום זה

 , בו אנא, אם השתמשתם

 שלמו את שכר טרחתי הפעוט 

 ש"ח 30על סך 

 

 , ניתן לבצע העברה בנקאית, או תשלום באשראי.למען נוחות התשלום

 פרטי חשבון הבנק שלי:

 (10בנק לאומי   )

    766סניף: 

 3379698מספר חשבון:  

 לפקודת: אורי ברוק

 

 :באתראו בכרטיס אשראי 
 

https://sites.google.com/site/brookbookcoil/ 

 
 

 אשמח לקבל כל הערה הארה ותיקון על החוברת

  ☺בין השאר, אשמח גם לקבל מחמאות  

 

 שלכם.  
 אורי 

 
brook.ori@gmail.com 

 

 לקורסים: י בספריי\זה, אולי גם תתעניין מספראם נהנית 

  מבנה נתונים ותוכניות א' .1

 מבוא למדעי המחשב .2

  Cסדנא ב ++  .3

 י עימי קשר\צורלפרטים, 

https://sites.google.com/site/brookbookcoil/
https://sites.google.com/site/brookbookcoil/
https://sites.google.com/site/brookbookcoil/

