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Formali

Petta hefti er a0 stofni til inngangskafli og tveir vidaukar ar tveimur fyrirlestraheftum
um linulega algebru. Einhverntima var ég spurdur um adgengilegt efni um mengjafraeoi,
og mér kom pa til hugar ad ekki pyrfti miklar vidbsetur vid bessa prja kafla til ad gera
ar peim hefti sem geeti ordid nytsamlegt fyrir steerofreedinema. Meginvidbaeturnar eru
ny grein um venzl i fyrsta kaflanum og eilitio itarlegra mal um natturlegar télur i 6drum
kaflanum, auk pess sem samrzema purfti efni milli kaflanna.

Kaflarnir prir i heftinu hafa hver sinn tilgang, og ad toéluverdu leyti ma nota ba
6had hvern 6drum. I fyrsta kaflanum er reynt ad taka saman med nokkud 6formlegum
heetti pau helztu undirstéduhugtok ar mengjafraedi sem allir steerofraedinemar purfa ad
kunna upp & sina tiu fingur. Odrum kaflanum er setlad ad treysta undirst6dur fyrsta
kaflans med pvi ad lysa pvi frumsendukerfi sem flestir steerdfraedingar notfeera sér i
daglegu starfi (hvort sem beir gera sér medvitada grein fyrir pvi eda ekki), svokalladri
Zermelo-Fraenkel-mengjafredi. Pessi kafli er setladur peim sem vilja treysta undir-
stodur pekkingar sinnar med bvi ad sja hvernig réttleeta ma efni fyrsta kaflans utfra
skyrt framsettum frumsendum. Pridji kaflinn fjallar sidan um peer 6rfau niourstédur ar
mengjafraedi sem eru ekki augljosar, en eru oft notadar af sterdfraedingum i olikustu
sérgreinum, en pad eru hjalparsetning Zorns, velréounarsetning Zermelos og einfoldustu
stadreyndir um radtolur og fjoldatolur.

Reynir Azelsson
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Kafli I

Undirstoduatriol einfaldrar
mengjafradi

§1. Stok, mengi og mengjaadgerdir

I bessari grein rifjum vid upp nokkrar undirstédustadreyndir um mengi og byrjum & ad
velta fyrir okkur hvad mengi er. Héfundur mengjafreedinnar, Georg Cantor, skilgreindi
mengi med eftirfarandi heetti:

»Mengi* M er hvers konar samantekt dkvedinna vel adgreindra hluta m (sem
vid kollum ,,st6k“ mengisins) dr reynslu okkar eda hugsun i eina heild.

I storum drattum segir skilgreining Cantors ad mengi sé ekki annad en hvers konar
hopur eda samsafn af hlutum.

Pessi skilgreining Cantors hefur verid gagnrynd & beirri forsendu ad hun segi ekki
neitt. Hun segir ad visu ad mengi sé ,,samantekt* af hlutum; en parf pa ekki ad
skilgreina hvad ,,samantekt* er? Pad hjalpar ekki ad setja neitt annad ord i stadinn
fyrir ,samantekt®, til deemis ordin ,hopur® eda ,samsafn®, pvi ad b4 ma alveg eins
spyrja hvernig skilgreina eigi hugtokin ,,hopur” eda ,,samsafn‘.

Vandinn er ad vid getum ekki skilgreint eitt eda neitt nema me0 tilvisun til einhvers
sem er pekkt. Venjulega skilgreinum vid hugtok at fra einfaldari hugtokum. En hvernig
sem menn hafa farid ad hefur ekki tekizt ad finna nein hugtok sem eru einfaldari en
hugtokin ,,mengi“ og ,stak®“. Vid verdum bvi ad lata pau vera oskilgreind. Vid getum
ba 1itio & ,,skilgreiningu* Cantors sem lauslega skyringu & pvi hvad { pessum hugtékum
felst.
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Pott vid getum ekki gefid beina skilgreiningu & hvad mengi er, p4 getum vid gert
grein fyrir hugtakinu 6beint. Pad gerum vid med pvi ad gefa okkur sem ,,frumforsendu*
— ela frumsendu, eins og bad er kallad — eftirfarandi stadhaefingu, sem oft er kollud
frumsenda um umtak:

Mengi eru sém pa og pvi adeins ad pau hafi sému stok.

Nafn frumsendunnar skyrist af pvi ad stundum er hiin oroud svo ad ,,mengi akvardist af
umtaki sinu“. Med bvi er att vid ad bad akvardist af stokunum sem i pvi eru. [Nafnid
mun vera gttad ar heimspeki. Par er gerour greinarmunur & umtaki og inntaki hugtaka.
Umtak hugtaks er allir hlutir sem falla undir hugtakio; umtak hugtaksins ,,raudur* er
til deemis allir raudir hlutir. Inntak hugtaks er hins vegar merking pess i einhverjum
skilningi, sem vid purfum ekki ad hafa ahyggjur af hér.]

Pad er vert ad staldra vid og reyna ad gera sér grein fyrir hvernig frumsendan um
umtak kemur i stadinn fyrir skilgreiningu & mengi. Hin segir ekki beinum ordum hvad
mengi er, en hin segir i stadinn hvad vid purfum ad vita til ad pekkja eitthvert tiltekio
mengi: vid purfum adeins ad vita hvada stok bad hefur. Ekkert annad skiptir mali.

Hver sa hlutur sem staerofreedin fjallar um kallast stak. Stokum eru gefin heiti,
sem eru sérstok takn eda bokstafir eda samsetningar af tAknum og bokstéfum. Sumum
stokum eru gefin heiti i eitt skipti fyrir 6l1; til deemis fa fyrstu nattarlegu télurnar heitin
,0% 1% 2 3% Slik heiti samsvara eiginnéfnum i venjulegu meeltu mali. Odrum eru
gefin heiti til bradabirgda; pa verda oftast fyrir valinu bokstafir (sem { rokfraedi eru
kalladir breytur). Slik heiti samsvara einna helzt fornéfnum { meeltu mali, svo sem
ordunum ,hann“, , haun“ og ,,pad“. St meginregla gildir ad eitt og sama heiti verdur
alltaf ad standa fyrir sama stakid i &kvednu samhengi. Ef til deemis bokstafurinn ,,z*
kemur fyrir sem heiti tvisvar i einni setningu, pa taknar hann sama stakio i beedi skiptin.
Aftur & moti getur eitt stak haft morg heiti. Til deemis eru ,,4° og ,,2 + 2“ tvd heiti &
sama stakinu. Ef a og b eru sama stakid, pa skrifum vid

a=b.
Ef a og b eru ekki sama stakid, pa skrifum vid

a #b.

Taknid ,,=“ kallast jafnadarmerki eda samsemdarmerki. Fullyrding af gerdinni
a = b kallast jafna eda samsemd. Um jofnur gilda reglurnar

a=a,
efa=>5, pAerb=a,

efa=bogb=c, paera=c.

Vid skrifum oft ,,a = b= ¢* i stad ,,a = b og b =c* o. s. frv.

Onnur mikilveeg regla um samsemd er bessi: Setjum svo ad E(z) sé einhver full-
yrding um almennt stak x. Ef a = b, b4 er fullyrdingin F(a) sénn ba og bvi adeins ad
fullyrdingin E(b) sé sénn.
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Stok méa taka saman i mengi. Fyrir sérhvert stak x og sérhvert mengi A gildir
nékvemlega eitt af tvennu:
x erstak i A

eda
xz er ekki stak 1 A.

Ef z er stak i A, pa skrifum vid
x € A,

en ef x er ekki stak i A, pa skrifum vid
x ¢ A

Vid skrifum oft ,x,y € A“ i stad ,x € A og y € A“ o. s. frv.

Tokum sérstaklega eftir pvi ad mengi eru lika stok, og pau geta pvi verid stok i
00rum mengjum. Pannig ma mynda mengi af mengjum, mengi af mengjum af mengjum
0. s. frv.

(1.1) Skilgreining. Litum A og B vera mengi. Vid segjum a0 A sé hlutmengi i
menginu B ef sérhvert stak i A er jafnframt stak i B. Vid skrifum péa

ACB

og segjum einnig ad A sé innihaldid i B og a0 B sé yfirmengi mengisins A. Ef A er
ekki hlutmengi i B, pa skrifum vio
A¢ B.

Ef A C B og A # B, ba segjum vid a0 A sé eiginlegt hlutmengi i menginu B og
skrifum
ASB.

Fullyrdingin A C B jafngildir pvi fullyrdingunni
efx € A, baer x € B,
og fullyrdingin A ¢ B jafngildir fullyroingunni
til er stak x bannig ad = € A og = ¢ B.

(1.2) Vidvorun. Margir hofundar nota tdknasamstaeduna A C B til ad lysa bvi ad A
sé hlutmengi { menginu B, en tdknasamsteeduna A C B til ad lysa pvi ad A sé eiginlegt
hlutmengi { B. Sa rithattur sem vid notum er po6 sennilega algengari.

Vid getum na sett frumsenduna um umtak fram med pessu taknmali:

Frumsenda um umtak. Fyrir mengi A og B gildir A = B b4 og bvi adeins
a0 A C B og B C A.

Vid notum frumsenduna um umtak oftast pegar vid purfum ad syna ad mengi A og B
séu sama mengid: Til ad sanna ad A = B burfum vid ad syna tvennt:
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(i) efz € A, baer z € B,
(ii) ef z € B, paer x € A.

Af frumsendunni um umtak leidir ad vid getum tilgreint mengi med pvi ad taka
fram hvada stok pad hefur. Einfaldasta leidin til pess er ad telja pbau upp. Mengid sem
hefur stokin aq,aq, ..., a, (og engin 6nnur) er tdknad

{a1,a9,...,an}.

Sér i lagi getum vid fyrir sérhvert stak ¢ myndad mengid

{a}
sem hefur adeins eitt stak, nefnilega stakid a. Slikt mengi kallast einstokungur.

(1.3) Athugasemd. Samkveemt frumsendunni um umtak skiptir ekki mali hversu
oft eitthvert stak er talid i upptalningunni, og ekki skiptir heldur mali i hvada r6d
stokin eru talin upp. Pannig er til deemis {a,a} = {a} og {2,2, 3,2} = {2,3} = {3,2}.
Stundum er ekki alveg augljost hve morg stok mengi hefur sem er tiltekid med pessum
heetti. Til deemis hefur mengid {3,1 + 2} adeins eitt stak, pvi ad 1 + 2 = 3. Petta er
einfalt deemi, en oft er mjog erfitt ad sja ad tiltekin stok séu sama stakid.

Ljost er b6 a0 ekki er avallt unnt ad fara pessa leid, pvi ad sum mengi geta haft
oendanlega morg stok, og vid getum aldrei talid pau 61l upp. Algengara er ad skilgreina
mengi med peim ,eiginleikum* sem stok bess eiga ad hafa. Nu er ,eiginleiki“ dalitid
6ljost hugtak, og heppilegra er ad tala um ,,fullyrdingar“ um stok, pvi ad audveldara
er a0 gera grein fyrir peim. Svo a0 deemi sé tekid ur maeltu mali, b4 getum vid talad
um eiginleikann ,,ad vera raudur”. Gerum na rad fyrir ad vid viljum tala um alla rauda
hluti. T stad pess ad tala um alla pa hluti sem hafa eiginleikann ad vera raudur getum
vid alveg eins talad um alla hluti « pannig ad fullyrdingin ,,z er raudur* sé sénn.

(1.4) Skilgreining. Latum E(x) vera einhverja fullyrdingu um stakid . Gerum enn-
fremur raod fyrir ad til sé mengi sem hefur sem stk nakveemlega pau st6k x pannig ad
fullyrdingin E(x) sé sénn. DPetta mengi er pa taknad

{z: E(z)}.
Ef A er mengi, pa taknum vid einnig med
{reA: E(x)}
mengi allra staka x pannig ad fullyrdingin ,x € A og E(x)“ sé sonn.
Samkvaemt skilgreiningunni gildir:
x € {xz: E(z)} ba og bvi adeins ad E(z).

Skilgreiningu 4 mengi med pvi ad telja upp stok pess ma einnig rita med pessum heetti.
Til deemis er
{a,b} = {z: 2 =aeda xz = b}.
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(1.5) Athugasemd. Su forsenda i skilgreiningunni ad til sé mengi sem inniheldur
nakvaemlega bau stok z bannig ad fullyrdingin E(z) sé rétt er ekki oporf. A fyrstu
dégum mengjafreedinnar gengu menn utfra pvi sem visu ad hvada eiginleika sem vera
skal meetti nota til ad skilgreina mengi, en sidar kom i 1j6s ad svo er alls ekki. Fraegasta
deemid er svokollud pverségn Russells. Undir pvi nafni gengur st stadreynd, sem
Bertrand Russell benti fyrstur &, ad fullyrdingin ,,x ¢ z* skilgreinir ekki mengi. Med
60rum ordum er ekki til neitt mengi sem inniheldur sem sték nédkvaemlega pau mengi
sem eru ekki stok 1 sjalfum sér. Til ad sja pad gerum vid rad fyrir ad slikt mengi A sé
til, med 60rum ordum er

A={z:z ¢ z}.
Fyrir sérhvert stak z gildir pa
x € A ba og bvi adeins ad = ¢ x.

En bar sem betta gildir fyrir sérhvert = gildir pad sér i lagi fyrir mengid A. Vid héfum
pvi

A € A ba og bvi adeins ad A ¢ A.
En betta er motsogn: Annadhvort gildir A € Aeda A ¢ A. Ef A € A, ba segir skilyrdid
ad A¢ A. Ef A ¢ A, ba segir skilyrdid ad A € A. I badum tilfellum sjaum vid ad baedi
skilyrdin A € A og A ¢ A gilda samtimis, en bad fer ekki stadizt. Vid hljétum pvi ad
alykta ad ekkert mengi A sé til sem fullneegir skilyrdinu.

Viobrogd manna vid pverségn Russells og 60rum amota pverségnum voru pau ad
tiltaka nanar hvada eiginleika er 6heett ad nota til ad skilgreina mengi. Petta var gert
med bvi ad baeta vid frumsenduna um umtak nyjum frumsendum sem segja flestar ad
tilteknir eiginleikar skilgreini mengi. Pannig vard til svokollud frumsendumengja-
fraedi. Nokkur 6lik frumsendukerfi fyrir mengjafreedi hafa verid sett fram, en pekktast
peirra er kennt vid Ernst Zermelo og Adolf Fraenkel og kallad Zermelo-Fraenkel-
mengjafraeoi.

Vid gerum ekki ndkveema grein fyrir frumsendumengjafraedi i pessum kafla. Flestar
frumsendur Zermelo-Fraenkel-mengjafraedi eru til ad tryggja ad beir eiginleikar sem
steerdfreedingar nota dags daglega til ad skilgreina mengi séu leyfilegir. Pannig tryggja
frumsendurnar tilvist allra peirra mengja sem vid skilgreinum i pessari grein, til deemis
sammengis, snidmengis og mismunar tveggja mengja (sja skilgreiningu (1.9)). Vid
latum okkur 1 bili neegja ad gera stuttar athugasemdir & eftir sumum skilgreiningum
begar sérstakrar frumsendu er porf til ad tryggja ad pad sem skilgreint er sé til. I 6drum
kafla pessa heftis er hins vegar gefin lysing & kerfi Zermelos og Fraenkels handa peim
sem vilja treysta undirstédupekkingu sina enn betur.

Tilgreinum samt strax tveer frumsendur kerfisins. Onnur beirra, sem er stundum
kollud frumsenda um litil mengi, segir ad fyrir gefin sték a og b sé til mengi sem
inniheldur nakveemlega stokin a og b, nefnilega mengid {a,b}. Med 6drum ordum segir
hin ad fullyrdingin ,,x = a eda x = b* skilgreini mengi. Hin, sem kallast frumsenda
um hlutmengi, segir ad fyrir sérhverja ,skynsamlega fullyrdingu“FE(z) og sérhvert
mengi A megi skilgreina hlutmengi allra staka i menginu A sem hafa eiginleikann E(x).
Med 60rum ordum segir hun ad mengid {z € A : E(x)} sé til. Vid utskyrum ekki
nékveemlega nt hvad att er vid med ,,skynsamlegri“ fullyrdingu; bad verour gert i naesta
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kafla. Vid latum naegja i bili ad segja ad med pvi er att vid fullyrdingu sem er sett saman
ar einféldum fullyrdingum af gerdinni ,,xz € A* og ,,x = y* eftir Akvednum reglum.

Frumsendan um hlutmengi leyfir okkur pvi ad skilgreina mengi allra staka sem hafa
tiltekinn ,,skynsamlegan® eiginleika og eru auk pess stok ¢ fyrirfram gefnu mengi. Pessi
takmorkun virdist naegja til ad fordast pversagnir 4 bord vid pversdgn Russells. Ef A
er gefido mengi, pa er til deemis ekkert pvi til fyrirstdu ad mynda mengid

B:={xe€A:zx ¢z},

med 60rum ordum mengi allra mengja sem eru sték 7 A en ekki stok i sjalfum sér. Med
sama heetti og ad ofan sést ad B € B ba og bvi adeins ad B € A og B ¢ B. En af
bvi er ekki unnt ad leida neina motsdgn, heldur getum vid adeins dregid pa alyktun ad
B¢ Bogad B¢ A. (Hvernig?)

Tveer adrar frumsendur Zermelo-Fraenkel-kerfisins er einnig vert ad minnast & hér,
af pvi a0 peer eru nokkud frabrugdnar hinum, pott vid latum bida ad segja ndkveemlega
hnvernig peer eru. Onnur er svokollud frumsenda um val, en hin verdur sett fram
og reedd stuttlega i fjorou grein pessa kafla. Hin er svokollud frumsenda um éend-
anlegt mengi, sem tryggir tilvist mengis allra ndttirlegra talna. Med henni og 60rum
frumsendum mengjafreedinnar ma sidan sanna tilvist alls venjulega talnakerfisins.

Vid reynum ekki ad gera grein fyrir talnakerfinu i pessu hefti. I pessum fyrsta
kafla gerum vid rad fyrir ad lesandinn hafi 6dlast einhverja pekkingu & hvad tolur eru
og kunni skil & einféldustu eiginleikum peirra. Einkum gerum vid rad fyrir ad hann
kannist vid mengi nattarlegu talnannaN = {0, 1,2,3,...} og kunni skil 4 einféldustu
eiginleikum beirra. Ekki skadar ad hann bekki lika mengi heilu talnanna 7, mengi
raedu talnanna Q og mengi rauntalnanna R og kunni eitthvad med pessar tolur
ad fara, pott komum litido til med ad nota peer, nema hvad vid visum stoku sinnum
i rauntolurnar 1 skyringardeemum. I kafla II synum vid svo fyrir pa sem ahuga hafa
hvernig bta ma til mengi nattirlegu talnanna innan mengjafreedinnar og pannig ad
réttleeta pa eiginleika peirra sem vid leyfum okkur ad nota i pessum kafla.

bPar sem z = x gildir fyrir sérhvert stak x er ekki til neitt stak = pannig ad = # =.

Mengio
{z:x#ax}
hefur pvi ekkert stak. Vid segjum ad mengi sem hefur ekkert stak sé témt. Ekki getur
verid til nema eitt tomt mengi: Gerum rad fyrir ad A og B séu tom mengi. Ef A # B,
ba gildir samkveemt frumsendunni um umtak annadhvort A ¢ B eda B ¢ A. Setjum
svo ad A ¢ B. Pa er til stak « { menginu A sem er ekki stak { menginu B. En A hefur
ekkert stak, pannig ad bad feer ekki stadizt. Eins feest motsogn ef vio gerum rad fyrir
ad B ¢ A. Vid alyktum pvi ad A = B. Nu ma4 skilgreina:
(1.6) Skilgreining. Mengid
g ={z:z#z}

kallast tébma mengid.
(1.7) Athugasemdir. (1) Vid notum hér ba ritvenju ad tvipunktur framan vid (eda

aftan vid) jafnadarmerki takni skilgreiningu. P4 ber ad lita svo 4 ad jafnan sé skilgrein-
ing bess takns sem stendur sémum megin vid jafnadarmerkio og tvipunkturinn.
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(2) Toma mengid gefur okkur gott deemi um ad ekki méa rugla saman stakinu a og
menginu {a} sem hefur adeins stakid a og engin 6nnur sték. Toma mengid hefur sjalft
ekkert stak, en mengid {@} hefur nakveemlega eitt stak, nefnilega stakid @. Pvi er
augljoslega @ # {2}.

Vid tékum nti saman nokkrar einfaldar stadreyndir um hlutmengi:

(1.8) Setning. (1) Ef A er mengi, pd er A C A; med 60rum ordum er sérhvert mengi
hlutmengi 1 sjalfu sér.

(2) EfFACBogBCC,paer ACC.

(3) Ef A er mengi, pd er @ C A; med 60rum ordum er téma mengid hlutmengi 1
sérhverju mengi.

(4) Ef A er mengi og A C @, paer A= @.

Sonnun: (1) Pessi fullyrding segir ad x € A sé afleiding af x € A, sem er augljost.

(2) Gerum rad fyrir ad A C B og B C C og synum ad sérhvert stak { A sé jafnframt
stak i C: Vid gerum pvi rad fyrir ad z € A. Af x € A og A C B leidir x € B. En af
x € B og B C C leidir x € C, eins og sanna atti.

(3) Gerum rad fyrir ad svo sé ekki og ad @ ¢ A. P4 er til stak x { @ sem er ekki
stak i A. En @ hefur ekkert stak, svo ad pad feer ekki stadizt.

(4) Gerum rad fyrir ad A C @. Samkveemt (3) gildir einnig @ C A. Enbaer A =@
samkveemt frumsendunni um umtak. O

Vio getum framkveemt ymsar reikniadgerdir & mengjum:

(1.9) Skilgreining. Litum A og B vera mengi.
(1) Mengid
AUB:={z:z € A edax € B}

kallast sammengi mengjanna A og B.
(2) Mengio
ANB:={z:x€ Aogzx € B}

kallast snidmengi mengjanna A og B. Mengi A og B kallast sundurlseg ef ANB = &.
(3) Mengid
A\B:={z:x € Aogx¢ B}

kallast mismunur mengjanna A og B. Ef B er hlutmengi i menginu A, pa er mismun-
urinn A\ B einnig kalladur fyllimengi mengisins B { menginu A.

Sammengid A U B er mengi allra staka sem eru annadhvort stk { A eda i B eda
hvort tveggja. Snidmengid AN B er mengi allra staka sem eru stk i b4Adum mengjunum
A og B. Mismunurinn A\ B er mengi allra staka sem eru i A en ekki i B.

(1.10) Athugasemdir. (1) Sérstaka frumsendu barf til ad tryggja tilvist sammeng-
is tveggja mengja; hun kallast frumsenda um sammengi og er raunar sett fram i
almennari mynd bannig ad hun tryggi einnig tilvist sammengis 6endanlega margra
mengja; sja einnig athugasemdir (4.2) hér & eftir. Ekki barf sérstaka frumsendu
til ad tryggja tilvist snidmengis og mismunar tveggja mengja. Hun er afleiding af
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frumsendunni um hlutmengi, bvi ad skrifa ma AN B = {zr € A : x € B} og
A\B={x€ A:x ¢ B}.

(2) Af frumsendunni um litil mengi og frumsendunni um sammengi leidir tilvist
beirra mengja sem eru skilgreind med pvi ad telja upp stok beirra. Frumsendan um
litil mengi segir ad fyrir gefin stok a,b sé mengid {a,b} til, og sér i lagi er ba fyrir
gefid stak a mengid {a} = {a,a} til. En b4 ma nota frumsenduna um sammengi til ad
tryggja tilvist mengja af gerdinni {a, b, c} := {a,b} U{c}, {a,b,c,d} := {a,b,c} U {d}
o. s. frv.

Vio tokum saman helztu reglur um bessar reikniadgerdir & mengjum i setningu:

(1.11) Setning. (1) Fyrir 6ll mengi A og Ber AC AUB og BC AUB.
(2) Fyrir 61l mengi A og Ber ANBC Aog ANB C B.

(3)EfACcCogBcCC,pser AUBCC.
4 EfACBogAcCC,paer ACBNC.
(5) Fyrir sérhvert mengi A er AU =Aog AND = 2.
(6) Fyrir sérhvert mengi Aer AUA=Aog ANA=A.
(7) (Vizlreglur) Fyrir 61l mengi A og B er

AUB=BUA og ANB=BnNA.
(8) (Tengireglur) Fyrir 61l mengi A, B og C' er
(AUB)UC =AU (BUCQC)

og
(ANB)NC = AN (BNC).

(9) (Dreifireglur) Fyrir 61l mengi A, B og C' er
(AUB)NC=(AnC)Uu(BnQC)
og
(ANnB)UC=(AUuC)Nn(BUCQC).

(10) FEyrir sérhvert mengi A er A\ @ =A og A\ A=2.
(11) FEyrir oll mengi A,B og C er (A\ B)\C = A\ (BUC).
(12) (Reglur de Morgans) Fyrir 61l mengi A, B og C er

A\ (BUC) = (A\B)N(4\0)

og
A\ (BNC) = (A\B)U(A\C).

Sonnun: Vid latum naegja ad gefa nakveema sénnun & nokkrum af pessum reglum til
ad syna hvernig slikar sannanir geta verio:

Regla (1) er augljos: Ef € A, ba er annadhvort x € A eda x € B, bvi ad fyrra
skilyrdinu er érugglega fullneegt. Par med er A C AU B. Eins sést ad B C AU B.
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(2) Ef x € AN B, baer baedi « € A og x € B, og bvi sér i lagi x € A. Par med er
ANB C A. Eins sést ad ANBC B

(3) Setjum svo ad A C C og B C C og synum ad AU B C C. Gerum bvi rad fyrir
ad r € AU B. Pa er annadhvort 2 € A eda z € B. I fyrra tilfellinu héfum vid baedi
x € Aog ACC ogbvizeC,en iseinna tilfellinu héfum vid baedi x € B og B C C
og bvi x € C. Pannig er x € C 1 badum tilfellum, eins og sanna &tti.

(4) Setjum svo ad A C B og A C C og synum ad A C BN C. Gerum pvi rad fyrir
ad x € A. Vegna A C Bog ACC fest x € Bogx € C, en bad bydir ad z € BNC.

Regla (5) er na augljos: Vegna (1) er A C AUD, og af A C A og @ C A leidir
samkvaemt reglu (3) ad AU @ C A. Pvier A = AU @. Seinni fullyrdingin feest med
sama heetti.

Reglur (6) og (7) ma einnig sanna med svipudum haetti; sonnum adeins fyrri vixl-
regluna: Af B C AUB og A C AUB leidir samkveemt reglu (3) ad BUA C AUB, og med
sama heetti (eda einfaldlega med pvi ad vixla nofnum 4 A og B) sést ad AUB C BUA.
En par med er AUB = BU A.

(8) Vid sénnum adeins fyrri tengiregluna. Vid héfum C € BUC og BUC C
AU (B UC) samkvemt reglu (1) og par med C C AU (B U () samkveemt 1id (2) {
(1.8). Med sama heetti feest einnig B C BUC og BUC C AU (BUC) og bar med
B C AU(BUC). Enntier A C AU(BUC) samkveemt reglu (1); af bviog B C AU(BUC)
leidir samkveemt reglu (3) ad AUB C AU(BUC). Af bviog C C AU (BUC) leidir
aftur samkveemt reglu (3) ad (AUB)UC C AU(BUC). Med nakvemlega sama haetti
sést a0 AU(BUC) C (AUB)UC. Parmeder (AUB)UC =AU (BUC).

(9) Vid latum einnig naegja ad sanna fyrri dreifiregluna. Synum fyrst ad (AU B) N
C C (ANC)U(BNC): Gerum rad fyrirad x € (AUB)NC. Paerz € AUBogz € C.
Vegna z € AU B er annadhvort = € A eda z € B. I fyrra tilfellinu er baedi z € A og
x € Cogbvizxec ANC. 1 seinna tilfellinu er baedi 2 € B og z € C og bviz € BNC.
Par med er annadhvort x € ANC edax € BNC ogbviz € (ANC)U(BNC). Vegna
ACAUB eraudséd ad ANC C (AUB)NC. Eins faest BNC C (AUuB)NC. En
bar med er (ANC)U(BNC) C (AU B) N C samkveemt reglu (3). Vid héfum pvi
badi (AUB)NC C (ANC)U(BNC)og (ANC)U(BNC) C (AUB)NC og bvi
(AUB)NC = (ANC)U(BnNC) samkvemt frumsendunni um umtak.

Vid eftirlatum lesanda sénnun & 60rum reglum i setningunni. O

(1.12) Athugasemd. Mengin (AUB)UC og AU(BUC) eru sama mengid samkveemt
tengireglu fyrir sammengi. Pad getur bvi ekki valdid neinum misskilningi ad sleppa
svigunum og takna petta mengi med

AUBUC,

og vi0 getum kallad pad sammengi mengjanna A, B og C. Ekki getur pad heldur
valdid misskilningi ad tala um sammengi

AUBUCUD

fjégurra mengja o. s. frv. Hliostezeda athugasemd mé gera um snidmengi.
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§2. Fjolskyldur og varpanir

Vid @tlum na ad reda um eitt mikilvaegasta hugtak steerdfreedinnar, nefnilega um
vorpun. Reyndar télum vid um tvo hugtdk, sem eru svo naskyld ad pau eru nsestum
bvi sami hluturinn: fjélskylda og vérpun. Vid setlum fyrst gefa lauslegar skilgreiningar
(ndkveemar mengjafreedilegar skilgreiningar mé finna { kafla IT hér & eftir) og raeda sidan
um hver munurinn & hugtokunum er:

(2.1) Skilgreining. Vid segjum ad vid hofum gefna fjélskyldu a ef vid héfum gefin

(i) mengi I,
(ii) fyrir sérhvert stak i tir I ndkveemlega eitt tiltekid stak a;.

Vio tdknum pa fjolskylduna med tdkninu

(ai)iel-

Vid kéllum mengid I skilgreiningarmengi eda visamengi {jolskyldunnar (a;);cr, og
vid segjum ad stakio a; sé gildi fj6lskyldunnar a i stakinu .

(2.2) Skilgreining. Vid segjum ad vid héfum gefna vérpun f ef vid héfum gefin

(i) mengi X og mengi Y,
(ii) fyrir sérhvert stak x ur X ndkvaemlega eitt tiltekid stak f(x) tr menginu Y.

Vio tdknum pa vérpunina meod
f:X=>Y

eda einfaldlega med f. Vid kéllum mengio X skilgreiningarmengi, formengi eda
framengi og mengio Y bakmengi eda admengi vorpunarinnar f, og vid segjum ao f
sé vorpun fra menginu X i mengid Y. Stakid f(x) kallast gildi vérpunarinnar
f 1 stakinu z.

(2.3) Athugasemd. Eins og sja ma eru skilgreiningarnar mjog likar. Eini raunverulegi
munurinn er sa a0 { skilgreiningunni 4 vérpun er tiltekio akvedid mengi Y og bess krafizt
a0 oll gildi vorpunarinnar séu stok i Y, en i skilgreiningunni 4 fjolskyldu er ekki tekid
fram ad gildin purfi ad vera stok i einhveru fyrirfram tilteknu mengi. Ad 6dru leyti eru
fjolskylda og vérpun nokkurn veginn sami hluturinn.

Hvenger sem vid héfum vorpun f: X — Y getum vid gleymt menginu Y og litid 4
fjolskylduna

(f(2))sex

og hvenar sem vid héfum gefna fjdlskyldu (a;);cr getum vid myndad mengid
Y :={y: til er ¢ ar I bannig ad y = a;},
eda — med styttri og paegilegri rithaetti —

Y ={a;:i €I},
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og litid & vorpunina a : I — Y bannig ad a(i) = a; fyrir sérhvert ¢ ar I. Athugum
b6 ad i stad mengisins Y geetum vid tekid hvada yfirmengi bess sem vera skal, og vid
teldumst pa hafa adra vorpun: Vid hefdum annad bakmengi, b6tt vorpunin teeki sama
gildi og 40ur 1 6llum stékum formengisins.

I storum drattum getum vid po6 oft 1itid & sama hlutinn sem fj6lskyldu eda vorpun
eftir asteedum. Hvorn kostinn vid veljum fer ad jafnadi eftir pvi hvort vid héfum
sérstakan dhuga & bakmenginu eda ekki, en er kannski ekki sidur hdd venju og samhengi.

Eins og sja ma i skilgreiningunum eru fjolskyldur og varpanir ritadar med talsvert
olikum haetti, pott hugtokin séu svona lik. Til deemis er gildi fjolskyldu a i staki i oftast
taknad med a;, b. e. a. s. stakio i er gefid til kynna med lagvisi. Gildi vérpunar f i
staki « er hins vegar oftast tdknad f(z), b. e. a. s. stakid x er gefid til kynna med bvi
a0 skrifa pad innan sviga. En betta er p6 adeins venja, og ekkert er pvi til fyrirstédu
ad breyta ritheettinum ad vild, svo ad betta er enginn raunverulegur munur. Til daemis
maetti alveg eins takna gildi {jolskyldu a i staki ¢ med a(i) { stad a;. En ymis annar
rithattur kemur einnig til greina og er stundum notadur. Stundum er gildi fj6lskyldu a
i staki 7 til deemis ritad a’; med 6drum ordum er stakid i ritad sem havisir, og jafnvel
er ekki 6pekkt ad sja rithatt 4 bord vid ‘a og ;a. Einnig skrifa sumir héfundar fx eda
jafnvel xf { stad f(x) fyrir gildi vorpunar f i staki . Enn fleiri tilbrigdi { ritheetti eru
hugsanleg og stundum notud.

Tokum einnig fram ad skilgreiningar (2.1) og (2.2) eru dformlegar { beim skilningi
a0 peer segja ekki nakvaemlega hvad fjolskylda eda vérpun er, heldur hvad vio purfum
ad vita til ad pekkja einhverja tiltekna fj6lskyldu eda vorpun. I frumsendumengjafraedi
eru fjolskyldur og varpanir skilgreindar sem mengi af tiltekinni gerd, og um pad bad
ma4 lesa 1 kafla IT um Zermelo-Fraenkel-mengjafraedi.

Til ad gera muninn & skilgreiningunum ljosari setjum vid fram setningu, sem er i
storum drattum adeins umordun & pvi sem { skilgreiningunum felst og verdur pvi ekki
s6nnud frekar:

(2.4) Setning. (1) Fjolskyldur (a;)icr og (b;) e eru sama fjélskyldan pa og pvi adeins
ad I = J og a; = b; fyrir sérhvert stak i tr I.

(2) Varpanir f : X = Y og g: Z — T eru sama vorpunin pé og bpvi adeins ad
X=2ZY =T og f(z) = g(x) fyrir sérhvert stak x ir X. O

Pott fjolskylda og vorpun séu skyld hugtok eru pau notud i dalitio 6liku samhengi.
Litum fyrst & fjolskyldur. Einn af moérgum kostum hugtaksins er sa ad pad ma nota til
a0 skilgreina svokalladar radtvenndir af stokum.

Latum I vera mengid {1,2}. P4 ma tilgreina fjolskyldu (a;);c; med bvi ad telja
upp stokin tvo a; og ag, sem eru gildi fjolskyldunnar i stokunum 1 og 2, ¢ réttri réo.
Almennar ef I er mengi af gerdinni {1,2,...,n}, bar sem n er natturleg tala, b4 ma
tilgreina fjolskyldu (a;);er med bvi ad telja stokin aq,as,...,a, upp hvert af 6dru 7
réttri ro0:

(2.5) Skilgreining. (1) Latum m og n vera heilar télur. Vid setjum

[m,n] :={k€Z:m<Ek<n}
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med drum ordum er [m,n] mengi allra heilla talna sem liggja milli m og n ad peim
badum medtoldum. Petta mengi er einnig taknad med

{m,m+1,...,n}

eda med alika haetti. Sér i lagi er oft ritad {1,2,...,n} eda {1,...,n} 1 stad [1,n].
(2) Fjolskylda (a)icq1,2,....n}y €r ritud
(a1,az2,...,a5,).
Pegar n = 2 faest fjolskylda af gerdinni

((11,0,2).

Slik fjolskylda kallast tvennd eda radtvennd. Pegar n = 3 fzest prennd eda rad-
brennd (a1, a2,as3); pegar n = 4 fast fernd eda radfernd (ai,as,as,aq4) o. s. frv.
Almennt er fjélskylda (aq,as, ..., a,) kollud (ré6dud) n-d [lesid ,,ennd“] eda n-und, en
stundum einnig endanleg runa af lengd n.

(2.6) Athugasemdir og deemi. (1) Tvenndin (3, 2) er samkvaemt skilgreiningu ekkert
annad en fjdlskyldan (a;);cf1,2), bar sem a; = 3 og as = 2. Hins vegar er tvenndin
(2,3) fjolskyldan (b;);eq1,2), bar sem by = 2 og by = 3. Par sem a; # by (og raunar
einnig ag # be) er (3,2) # (2, 3). Pad skiptir pvi h6fudmali i hvada réd stokin 1 tvennd
(og almennar { n-d) eru talin upp. Berum betta saman vid ba stadreynd ad mengin
{2,3} og {3,2} eru sama mengid: {2,3} = {3,2}.

Tokum einnig eftir ad gildi fjolskyldu 1 6likum stokum purfa ekki ad vera 6lik. Petta
gildir pa einnig um tvenndir, prenndir o. s. frv. Til deemis getum vid myndad tvenndina
(1,1) og brenndina (1,1, 1), og betta eru élikir hlutir. Med sama haetti eru prenndirnar
(1,1,2) og (2,1,1) olikar, og hvor um sig er allt annar hlutur en tvenndin (1,2), bott
mengin {1,1,2}, {2,1,1} og {1,2} séu 6ll sama mengid.

(2) Mikilvaegasti eiginleiki tvennda er bein afleiding af 1id (1) i setningu (2.4): Fyrir
tvenndir (a,b) og (¢, d) gildir

(a,b) = (c,d) ba og bvi adeins ad a = ¢ og b = d.

Almennar gildir um n-dir ad (ay,as,...,a,) = (b1,b2,...,b,) ba og bvi adeins ad
a; =b; fyriroll i =1,2,...,n.

(3) Hvad er n-und ef n = 07 Tokum b4 fyrst eftir ad mengid {1,2,...,n} = [1,n] =
{keZ:1<k<n}er téma mengid ef n = 0. En getum vid talad um fjolskyldu
(a;)icr ef I er toma mengid? Hvad bydir pad ad fyrir sérhvert stak ¢ ar I sé gefid
nékvemlega eitt tiltekid stak a; pegar ekkert stak ¢ i I er til? Pessu er audsvarad: Til
a0 skilgreina fjolskyldu med skilgreiningarmengi @ purfum vid ad tiltaka gildi hennar {
sérhverju staki ar @; en @ hefur ekkert stak, svo ad vid purfum ekki ad gera neitt, og
fjolskyldan er sjalfgefin. Nidurstadan verour pvi st ad til er ndkveemlega ein fjolskylda
med skilgreiningarmengi &; vid getum kallad hana tému fj6lskylduna.

(4) Minnumst hér & sérstaka tegund af fjolskyldum sem eru afar mikilveegar { steerd-
freedigreiningu, pott vio purfum litid & peim ad halda i pessum mengjakéflum. Pad eru
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svokalladar 6endanlegar runur, sem eru samkveemt skilgreiningu ekkert annad en
fjolskyldur af gerdinni (a;);en, med 6drum ordum fjolskyldur pannig ad visamengid sé
mengi allra nattuarlegra talna.

(2.7) Skilgreining. Latum A og B vera mengi. Mengi allra tvennda (a,b) pannig ad
a € A og b € B kallast margfeldi mengjanna A og B og er tdknad

Ax B.
Med 60rum ordum er
Ax B:={(a,b):a€ Aogbe B}.
Almennar ef Ay, As, ..., A, eru mengi, pa taknum vid med

Ay x Ag x - x Ay = {(a1,a9,...,an) 1 a; € A; fyrir 6lli =1,2,...,n}

mengi allra n-unda (a1, as,...,a,) pannig ad a; € Ay,as € As,...,a, € A,, og vi0
kéllum pad margfeldi mengjanna Ay, As, ..., A,.
Ef 61l mengin Ay, Ao, ..., A, eru sama mengid A, pa er margfeldi peirra tdknad

med A™; med 60rum ordum er

A"=Ax Ax---x A={(a1,as,...,ay) : a1,as,...,a, € A}.
—_—

n sinnum

(2.8) Athugasemd. Ef n = 0, b4 er margfeldid A" einnig skilgreint: Mengid A°
inniheldur nakveemlega eitt stak, nefnilega téomu fjolskylduna.

Vid sntum okkur nd ad vérpunum. Byrjum a4 ad taka fram ad sumir hoéfundar
nota ordid ,,fall“ sem sambheiti fyrir ordid ,,vérpun®. En algengara mun p6 vera ad nota
ordid ,,fall* um sérstaka tegund varpana, nefnilega um varpanir pannig ad bakmengid
sé mengi af télum.

Snaum okkur ni ad pvi hvernig mé tilgreina varpanir. Til bess parf fyrst ad tilgreina
skilgreiningarmengio og bakmengid, og fyrir sérhvert stak x tur skilgreiningarmenginu
parf ad tiltaka hvert gildi vorpunarinnar i stakinu z & ad vera. Til pess eru margar
aoferdir.

Ef skilgreiningarmengid er endanlegt, p4 ma gera petta med upptalningu. Segjum
til deemis ad X = {a,b,c}, bar sem a,b og ¢ eru 6lik stok, b4 ma skilgreina vorpun
f: X — N med pvi ad setja

f(a):=3, f) =7, f(e) :=3.

Med bvi ad skrifa ,, f : X — N hofum vio pegar tekid fram ad formengid skuli vera X
og bakmengid skuli vera mengi allra nattirlegra talna N.

Paegilegt er ad setja slika skilgreiningu upp i einskonar tGflu sem hefur tveer linur: I
fyrri linuna skrifum vio 61l stokin {1 skilgreiningarmenginu X. Fyrir nedan hvert beirra
skrifum vid gildi vorpunarinnar i pvi staki. Pad er ekkert pvi til fyrirstoou ad tdkna
fallid f med pessari toflu. Fallid f i deeminu hér ad ofan maetti til deemis skrifa

a b ¢
fz(s 7 3)'
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Algengast er raunar a0 nota pennan rithéatt fyrir varpanir af sérstakri tegund, nefni-
lega svokalladar uppstokkanir endanlegra mengja; peer verda skilgreindar hér a eftir i
skilgreiningu (2.18). Ekkert virdist bo bvi til fyrirstédu ad nota hann almennar fyrir
varpanir med endanlegu skilgreiningarmengi. [Tokum b6 eftir ad bakmengid kemur ekki
fram { pessum rithaetti, svo ad pess verdur ad geta sérstaklega.| Pegar skilgreiningar-
mengi vorpunar er éendanlegt kemur pessi adferd til ad tilgreina voérpun ad sjalfségdu
ekki ad gagni.

Pegar skilgreiningarmengio er tomt parf enga to6flu. Med sama heetti og vid sdum
ad til er ndkvaemlega ein fjolskylda med tomt skilgreiningarmengi sjaum vid ad fyrir
sérhvert mengi Y er til ndkveemlega ein vorpun f : @ — Y. Vid kollum hana tému
vorpunina. Ef hins vegar X # @&, ba er ekki til nein voérpun fra X i @. Til ad
skilgreina slika vorpun byrftum vid fyrir sérhvert  ar X ad tiltaka gildid f(z) sem
stak i &, en & hefur ekkert stak, svo ad pad er ekki haegt. Pvi er engin slik vérpun til.

Algengt er ad skilgreina varpanir med einhverri reglu sem lysir hvernig finna skal
gildi vorpunarinnar i gefnu staki tur skilgreiningarmenginu. Hér getur til deemis verid
um formulu ad reda sem synir hvernig & ad reikna gildid at. Pannig ma til deemis
skilgreina vorpun f : R — R fra mengi allra rauntalna i sjalft sig med pvi ad setja

fyrir sérhvert x ar R. Pessu er gjarnan lyst pannig ad vid séum ad athuga vérpunina

r—1
fTR=oRzw— PR
Hér synir 6rin ,, —* sambandid & milli almenns staks tar skilgreiningarmenginu og gildis
bess. Til ad skilgreina varpanir med pessum haetti notum vid oft ordalag & bord vid
yatum f vera vorpunina X — Y,z — f(x)“, bar sem vid setjum i stad téaknsins ,, f ()
einhverja formulu sem synir hvert gildi vorpunarinnar i stakinu z &4 ad vera. Tékum
einfalt deemi:

(2.9) Skilgreining. Latum X ogY vera mengi. Vid segjum ad vérpun f: X =Y sé
fost ef hiin tekur sama gildio 1 6llum stokum tr X, med 60rum ordum pa og pvi adeins
ao eftirfarandi skilyroi sé fullnaegt:

Efz,y € X, paer f(z) = f(y).
Fyrir sérhvert tiltekid stak ¢ i Y getum vid skilgreint fasta vérpun
f: X—=>Yzx—ec

Petta bydir ad vorpunin f er skilgreind med bvi ad setja f(x) := ¢ fyrir sérhvert x ar
X.

Fasta vorpunin sem tekur gildid ¢ i sérhverju staki ar X er oft einnig tdknud med
c ef bad getur ekki valdid misskilningi.

Enn ein mikilveeg adferd til ad tilgreina vérpun f : X — Y er lysa henni med
tilteknu hlutmengi { mengjamargfeldinu X x Y:
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(2.10) Skilgreining. Latum f: X — Y vera vorpun. Mengid

L(f):={(z,y) e X xY :y = f(2)}.

er kalla0 varprit eda linurit vorpunarinnar f. EfY er mengi af t6lum, til demis
Y =R edaY =C, pd er eins og 40ur sagdi algengara a0 kalla vorpunina f fall, og pa
segjum vid lika a0 mengio T'(f) sé fallrit fallsins f.

Mengid T'(f) fullneegir bvi skilyrdi ad fyrir sérhvert stak x ar menginu X er til
nakveemlega eitt stak y tr menginu Y bannig ad (x,y) € T'(f). Gerum na & hinn
boéginn rad fyrir ad I' sé hlutmengi i mengjamargfeldinu X x Y sem fullneegir sama
skilyroi, nefnilega ad fyrir sérhvert stak x ur menginu X sé til nakvaemlega eitt stak
y Gr menginu Y bannig ad (z,y) € I', ba er til ndkveemlega ein vorpun f : X — Y
pannig ad ' = T'(f): Vid getum skilgreint vorpunina f med skilyrdinu

y = f(z) ba og bvi adeins ad (z,y) € T.

Vid héfum bvi synt:

(2.11) Setning. Latum X ogY vera mengi. Hlutmengi ' i mengjamargfeldinu X xY
er varprit vorpunar f : X — Y péa og pvi adeins ad fyrir sérhvert stak x dr menginu X
sé til ndkveemlega eitt stak y 4r menginu Y pannig ad (x,y) € I. O

Petta bydir sér 1 lagi ad vorpun f : X — Y édkvardast fullkomlega af mengjunum
X,Y og varpriti sinu.

(2.12) Daemi. Taknum med Ry := {# € R : > 0} mengi allra rauntalna sem
eru steerri eda jafnar nulli. Setjum I' := {(x,5) € Ry xR :y > 0oga = y?}. 1
raunfallagreiningu er sannad ad fyrir sérhvert stak « tr R er til nakveemlega eitt stak
y ar R pannig ad y > 0 og = = y2. Petta pydir ad I er linurit vérpunar f: R, — R
sem hefur pann eiginleika ad fyrir sérhvert stak = ar Ry er f(z) > 0 og (f(z))? = .
Gildi vorpunarinnar f { t6lunni = er yfirleitt tdknad med /z og kallad ferningsrét

eda onnur roét tolunnar x.

(2.13) Skilgreining. (1) Latum X vera mengi. Fyrir hlutmengi Y [ menginu X
kallast vorpunin
1Y > Xz—zx

ivarpio fra menginu Y i mengid X ; pad er oft gefid til kynna med tdkninu
i:Y — X.

Ivarpid fra X 1 X, pad er ad segja vérpunin X — X, x — z, kallast samsemdarvérpun
mengisins X og er taknud
idx.

Meo 60rum ordum er vérpunin idyx : X — X skilgreind med pvi ad setja
idx(z) =z

fyrir sérhvert stak x r menginu X.
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(2) Latum f : X - Y ogg:Y — Z vera varpanir. Samskeyting varpananna f
0g g er vorpunin
gof: X—Z

sem skilgreind er med
(90 f)(@) = g(f(x)).

(2.14) Athugasemd. Tokum eftir ad samskeyting g o f tveggja varpana f og g er
adeins skilgreind ef admengi vérpunarinnar f og framengi vorpunarinnar g séu sama
mengio.

(2.15) Deemi. (1) Latum X :={0,1,2,3}, Y := {4,5,6} og Z := {7, 8,9}. Skilgrein-
um varpanir f: X - Y ogg:Y — Z med

po (00123 (45 6
=\5 4 46) 97\ 9 9 7)

Vid sjaum ad f(0) = 5 og ad g(5) = 9. Par med er (go f)(0) = g(f(0)) = ¢(5) = 9.
Med sama heetti ma reikna ut (go f)(z) fyrir sérhvert x ar X. Vid sjdum ad vérpunin

go f: X — Z er gefin med
01 2 3
9°f_(9 9 9 7)'

(2) Latum varpanirnar f,g : R — R vera gefnar med f(z) := 22 og g(x) := 2 + 1
fyrir sérhvert z tr R. P4 er vorpunin go f : R — R gefin med (go f)(x) = 22 + 1 fyrir
sérhvert z tr R, en vérpunin fog: R — R er gefin med (f o g)(x) = (x + 1)? fyrir
sérhvert = ar R.

(2.16) Setning. (1) Eyrir sérhverja vorpun f : X — Y er
foidx =f og idy o f=f.
(2) Latum f: X =Y, g9:Y — Z ogh: Z — T vera varpanir. P4 er
(hog)of=ho(gof)
Sonnun: (1) Fyrir sérhvert « ar X er
(f oidx)(x) = f(idx () = f(z)

og
(idy o f)(z) = idy (f(z)) = f(z).

(2) Fyrir sérhvert = ur X er

((hog)o f)(x) = (heg)(f(z)) = h(g(f(x))) =h((ge f)(x)) = (ho(ge f))(z). O
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(2.17) Skilgreining. Latum f: X — Y vera vorpun.
(1) Fyrir sérhvert hlutmengi A C X kallast hlutmengid

flA]:={f(a) :a € A}

i bakmenginu Y mynd mengisins A med tilliti til vérpunarinnar f, mynd virp-
unarinnar f af menginu A eda einfaldlega f-mynd mengisins A. Oft er ritad

f(A)
i stad f[A] ef ekki er haetta 4 misskilningi. Mynd alls framengisins, med 6drum ordum
mengio
Im f:= f[X],
kallast myndmengi vérpunarinnar f.
(2) Eyrir sérhvert hlutmengi B C'Y kallast hlutmengio

f'Bl={x€X: f(z) € B}

i formenginu X frummynd mengisins B med tilliti til vorpunarinnar f, eda
einfaldlega 6fuga myndin af menginu B. Einnig er oft ritad

f74(B)

i stad f~1[B] ef ekki er hatta 4 misskilningi. Ef mengid B hefur adeins eitt stak,
B = {y}, ba skrifum vid einnig

f7'ly]  og stundum [~ (y)

i stad f~1[{y}], og vid kollum mengid f~!ly| trefju vérpunarinnar f yfir stakinu
y ur Y.

(2.18) Athugasemdir. (1) Rithatturinn ,,f(A)* { stad ,,f[A]* getur adeins valdid
misskilningi ef mengid A er bedi hlutmengi { X og stak i X; bad getur til deemis gerzt
ef X = AU{A}. P4 er ekki ljost hvort ,, f(A)“ &4 ad takna f-mynd hlutmengisins A eda
gildi vorpunarinnar f i stakinu A. Par sem ekki er algengt i hversdagslegri steerdfraedi
ad mengi sé baedi hlutmengi og stak i 6dru mengi (pott bad komi vissulega fyrir {
mengjafraedi) er rithatturinn f(A) mun algengari. Med sama heetti geeti rithatturinn
f7y] 1 stad f=[{y}] ordid tvirsedur ef y er baedi hlutmengi { Y og stak { Y. Og hvad
getur gerst ef y er hlutmengi { Y og ad auki eru beedi y og {y} sték 1 Y? Sem betur fer
barf ekki oft ad hafa ahyggjur af sliku. Sja einnig athugasemd (2.27).

(2) Latum f : X — Y vera vorpun og y € Y. Fyrir z € X er skilyrdio f(z) € {y}
jafngilt skilyrdinu f(z) = y. Trefja vorpunarinnar f { stakinu y er pvi samkveemt
skilgreiningu mengio

Tyl ={rveX: fx) =y}

Med 60rum ordum er trefjan mengi allra lausna x jéfnunnar

f(z) =y,

bar sem y er eitthvert tiltekid stak i menginu Y. A9 leysa jofnuna er pvi jafngilt pvi
ad gefa lysingu 4 trefjunni. (Ef jafnan hefur adeins endanlega margar lausnir meetti til
deemis gera bad med pvi ad telja stokin 1 trefjunni upp.)
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(2.19) Deemi. Latum X :={0,1,2,3}, Y := {4,5,6} og vorpunina f : X — Y vera

gefna med
01 2 3
r=(5 41 3)

Setjum A :={0,2} C X. Paer f[A] = {f(0), f(2)} = {5,4}. Setjum B := {5,6}. Paer
f71[B] = {0,3}. Trefjar vérpunarinnar f eru mengin f~1[4] = {1,2}, f~'[5] = {0,3}
og f'[6] = 2.
I nzestu setningu eru nokkrar reiknireglur um myndir og frummyndir.
(2.20) Setning. Liatum f: X — Y vera vorpun.
(1) Ef Ay og Ay eru hlutmengi i X, pé er
fIALU Ag] = fIAL] U f[Aq],
flA1 N As] C flAI] N f[A2]
og
FIA]\ f[A2] € f[A1\ As].
(2) Ef By og By eru hlutmengi 1Y, pé er

fHUBLUB,] = [ B U [ [Ba],
fUBiNBe] = fHBi]N
og
BN FH B = f71 B\ Bal.
(3) Fyrir hlutmengi A i menginu X og hlutmengi B i menginu Y gildir

f[A] € B pa og pvi adeins ad A C f~*[B].
4) Fyrir sérhvert hlutmengi A { menginu X er
(4) Fy. g g
Ac FUSA]L
5) Fyrir sérhvert hlutmengi B i menginu Y er
(5) Fy. g g
flf71[B] C B.

Sonnun: (1) Latum y € f[A; U Ag]. Paer til 2 ar Ay U A bannig ad f(z) =y. Vegna
x € A} U Ay er annadhvort © € Ay eda x € Ay. I fyrra tilvikinu, begar x € Ay, ba er
y = f(x) € fl[Ai] ogbar med y € f[A1]Uf[As], bviad f[A:] er hlutmengi { f[A;]Uf[As].
I sidara tilvikinu, begar x € Ay, ba er y = f(x) € f[A2] og bvi y € f[A1] U f[A2], bvi
ad f[As] er hlutmengi { f[A;]U f[A2]. Pvier y € f[A1]U f[A3] i badum tilvikum. Vid
hofum bvi synt ad f[A; U As] C f[A1] U f[A2].

Latum ni y € f[A;] U f[As]. Pa er annadhvort y € f[A;] eda y € f[As]. I fyrra
tilvikinu er til « ar A; pannig ad y = f(x); en bar sem A1 C AjUAy er pax € A UA,,
svoady = f(x) € f[A1UAy]. Tsidara tilvikinu er til x ur A, bannig ad y = f(z); en bar
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sem Ay C AjUAserbaz € AjUAs, svoad y = f(z) € f[A1UA,]. Vid hofum bvi synt
ad einnig gildir f[A;1]Uf[As] C f[A1UAs. Par med er synt ad f[A;1]Uf[As] = f[A1UA,].

Latum y € f[A1 N Ag]. Pa er til z ar A; N Az bannig ad y = f(z). Par sem
A1NAy CAjerx € Ay, svoad y = f(x) € f[A]. Likaer AjNAy C Ay, svoad z € Ay
ogbay = f(x) € f[A2]. Enbder baediy € f[A1] ogy € f[Az], svoady € f[A1]Nf[A2].

Gerum ad lokum rad fyrir ad y € f[A1] \ f[A2]. Paer y € f[A1] ogy ¢ f[Aa].
Vegna y € f[A1] er til stak = ar A; bannig ad y = f(z). Stakid x getur ekki verid
stak 1 Ay, bvi ad ba fengist y € f[As], sem er ekki rétt. Pvier z € Ay \ As, svo ad
y=f(z) € fl[A1\ As].

(2) Skilyrdid ad x € f~![B; U By] bydir ad f(x) € By U By, sem jafngildir pvi
annadhvort sé f(z) € By eda f(x) € By. Pad er aftur jafngilt bvi ad annadhvort sé
xr € f71[B;] eda x € f~1[By], og bad bydir einmitt ad x € f1[B] U f~1[Bs]. Vid
hoéfum bvi synt ad f~1[By U Bs] = f~[B1] U f~![Ba].

Skilyrdid ad = € f~1[By N By] bydir ad f(z) € By N Ba, sem jafngildir bvi baedi
sé f(x) € By og f(xr) € By. Pad er aftur jafngilt bvi ad baedi s¢ z € f~![Bi] og
x € f1Bs], og bad bydir einmitt ad x € f~1[By] N f~![Bs]. Vid héfum bvi synt ad
fB1 N By) = f~YBi N f1Ba.

Loks sjaum vid ad skilyrdid @ € f=1[B;]\ f~![Bz] bydir ad # € f~![B;] og = ¢
f71[B2]. En bad er jafngilt bvi ad f(z) € By og f(x) ¢ B, sem aftur bydir ad
f(x) € By \ By eda med 6drum ordum ad x € f~1[B; \ Ba).

(3) Petta er augljost, bvi ad baedi skilyrdin byda ad f(x) € B fyrir sérhvert stak
ar menginu A.

Lidur (4) feest na 1ar 1id (3) med bvi ad taka B := f(A), og lidur (5) feest ar 1id (3)
med pvi ad taka A := f~1[B]. O

(2.21) Daemi. Latum f vera vorpunina ur deemi (2.19) og setjum A; := {0,2} og
Ay :=10,1,3}. Paer A;NA; = {0}, f[A1] = {4,5}, f]A2] = {4,5}, svo ad f[A1NAs] =
{5} og flA1] N f[A2] = {4,5}. Pvi burfa mengin f[A; N As] og f[A1] N f[A2] almennt
ekki ad vera sama mengid. Einnig er A; \ Ay = {2}, svo ad f[A1]\ f[A2] = @ og
flA1 \ A2] = {4}, Pvi burfa mengin f[A;]\ f[A2] og f[A1 \ A2] almennt ekki ad vera
sama mengio.

Setjum einnig A := {0,1} og sjaum ad f[A] = {4,5} og ad f~1[f[A]] = {0,1,2,3},
og bvi burfa mengin A og f~![f[A]] almennt ekki ad vera sama mengid. Setjum ad
lokum B := {5,6} og sjaum ad f~![B] = {0,3} og f[f~![B]] = {5}, og bvi burfa
mengin B og f[f~'[B]] almennt ekki ad vera sama mengid.

Vio skilgreinum nd b rju afar mikilveeg hugtok:

(2.22) Skilgreining. Latum f: X — Y vera vorpun.
(1) Vid segjum ad vorpunin f sé eintaek ef hun varpar élikum stokum & 6lik stok,
med 60rum ordoum ef

x1 # x9  hefur 1 for med sér ad  f(x1) # f(x2).

(2) Vid segjum ad vérpunin f sé ataek ef sérhvert stak 1 menginu Y er gildi einhvers
staks i X, med 60rum ordum ef
JIX] =Y,
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(3) Vid segjum ad vorpunin f sé gagntaek ef hun er baedi eintak og dteek.
(4) Gagntaek vorpun f : X — X frd mengi X 1 sjalft sig er kéllud uppstokkun
mengisins X (einkum pé ef mengid X er endanlegt).

(2.23) Athugasemdir. (1) Vorpunin f: X — Y er eintaek béa og pvi adeins ad
f(xz1) = f(xz2) Thafi { for med sér ad z7 = z».

Pannig skrifad er skilyrdid venjulega miklu peegilegra i notkun.
(2) Vorpunin f : X — Y er ataek ba og bvi adeins ad eftirfarandi skilyrdi sé fullneegt:

fyrir sérhvert y 1 Y er til stak « { X pannig ad  f(x) = y.
(3) Vorpunin f: X — Y er

(i) einteek ba og bvi adeins ad fyrir sérhvert stak y ar YV hafi jafnan f(z) =y ¢
hesta lagi eina lausn x ar X;
(ii) atek ba og bvi adeins ad fyrir sérhvert stak y ar Y hafi jafnan f(z) = y ad
minnsta kosti eina lausn x ar X;
(iii) gagnteek ba og bvi adeins ad fyrir sérhvert stak y tr Y hafi jafnan f(z) =y
ndkvemlega eina lausn x ar X.

(4) Latum f : X — Y vera vorpun. Pad er stundum baegilegt ad hugsa sér ad stokin
iY séu ,skaffur”, ad stokin { X séu hlutir sem vid setlum ad setja i skuffurnar og ad
vorpunin f lysi bvi { hvada skaffu hver hlutur 4 ad fara; med 6drum ordum er f(x)
skiffan sem hluturinn z er latinn i. Ad vérpunin f sé einteek pyoir pa ad ekki mé setja
nema einn hlut { hverja skaffu. A0 vorpunin f sé ateek pyoir ad sérhver skuffa er notud.
AQ vOrpunin f sé gagnteek pydir ad nakveemlega einn hlutur er settur i hverja skaffu.

(2.24) Deemi. (1) Latum X :={0,1,2,3}, Y := {4,5,6} og Z := {7,8,9}. Vérpunin
f+ X — Y sem er skilgreind med

3

6

0 1
f= (5 4
er ateek, en han er ekki eintaek, bvi ad f(1) = f(2). Vorpunin g : ¥ — X sem er
(45 6
773 2 0

skilgreind med
er eintaek, en ekki ateek, pvi ad 1 ¢ g[Y]. Vorpunin h : Z — Y sem er skilgreind med

789
h'_<5 4 6)

er gagntaek. Ad lokum er vérpunin k£ : X — Z sem er skilgreind med

01 2 3
k'_(7799>

=~ DN
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hvorki eintaek né ataek.
(2) Latum X = {1,2,3,4,5}. Sérhverja vorpun f : X — X ma rita { toflu sem

1 2 3 4 5
f :(m) 2 13 f@ f(5))'

Uppstokkanir mengisins X eda med 60rum ordum gagnteku varpanirnar fra X { sjalft
sig, einkennast af pvi ad i nedri linu t6flunnar kemur sérhver tala ur efri linunni fyrir
ndkvemlega einu sinni, og bad pydir ad { nedri linunni standa sému télurnar og i efri
linunni, en venjulega { annarri 160 (nema f sé samsemdarvorpun mengisins). Til deemis
er vorpunin f : X — X sem er skilgreind med

foo 1 2 3 45
4 3 5 21
uppstokkun mengisins X.

(2.25) Setning. (1) Samskeyting tveggja eintsekra varpana er eintaek.
(2) Samskeyting tveggja ataekra varpana er ataek.
(3) Samskeyting tveggja gagntaekra varpana er gagntaek.

Sonnun: Latum f: X — Y og g:Y — Z vera varpanir.

(1) Gerum rad fyrir ad varpanirnar f, g séu einteekar og synum ad samskeytingin
sé eintaek: Latum x1, 2o vera stok { X bannig ad (go f)(x1) = (g o f)(z2). Pad bydir
ad g(f(x1)) = g(f(z2)). Par sem vorpunin g er einteek faest f(x1) = f(x2). En af pvi
leidir ad 1 = xo, vegna pess ad vOorpunin f er einteaek.

(2) Gerum rad fyrir ad varpanirnar f, g séu ateekar og synum ad samskeytingin go f
er atek: Latum z € Z. Par sem vOrpunin g er atek er til stak y ar Y pannig ad
g(y) = z, og bar sem vorpunin f er atak er til stak x ar X pannig ad f(x) = y. En ba
er (go f)(z) =g(f(x)) = g(y) = 2.

Lidur (3) er nu bein afleiding af lidum (1) og (2). O

Ef f: X — Y er gagntek vorpun, pa er fyrir sérhvert stak y ar Y til ndkvemlega
eitt stak = pannig ad f(x) = y. Vid getum ba buid til nyja vorpun g : ¥ — X sem er
bannig ad fyrir y € Y er gildid g(y) einmitt betta stak x; med 6drum ordum gildir

g(y) =x Dba og bvi adeins ad  f(z) = y.

(2.26) Skilgreining. Latum f: X — Y vera gagntaeka vorpun. Vorpuning: Y — X
sem fullnaegir pvi skilyrdi ad g(y) = x pa og pvi adeins ad f(x) = y kallast andhverfa
vorpunarinnar f og er taknud

71y -5 X

(2.27) Athugasemd. Latum f : X — Y vera gagntaeka vorpun og B C Y. DPa
taknar f~![B] samkvaemt skilgreiningu (2.17) baedi frummynd mengisins B med tilliti
til vorpunarinnar f og mynd mengisins B med tilliti til vorpunarinnar f~'. Hins vegar
er audvelt ad ganga ur skugga um ad pessi mengi eru sama mengid, svo ad rithatturinn
getur ekki valdio misskilningi.
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Ef f er gagntek vorpun, ba getur hins vegar rithatturinn f~%(B) { stad f~![B]
ordid tviraedur ef B er baedi stak 1 Y og hlutmengi i Y. Pa er einnig fyrir sérhvert y ar
Y trefja vorpunarinnar f i stakinu y mengid sem hefur nakveemlega stakid f='(y):

Tyl ={" )
og bvi geeti bad valdid misskilningi ad takna trefjuna med f~!(y).

(2.28) Vidvorun. Athugum ad andhverfa vorpunar f : X — Y er alls ekki skilgreind
nema vorpunin f sé gagnteek. Rithatturinn f~1[B] fyrir frummynd mengis er hinsvegar
notadur hvort sem vorpunin er gagntaek eda ekki og af honum ma ekkert alykta um
tilvist nokkurrar andhverfu f=1.

(2.29) Setning. (1) Latum f: X — Y vera gagntaeka vérpun. P4 er
f_lof:idx og fOf_lzidy.

(2) Latum f : X — Y vera vorpun og gerum rad fyrir ad til sé vérpun g : Y — X
bannig ad
gof=idx og  fog=idy.
P4 er vorpunin f gagntaek, og
g=f"
(3) Latum f: X - Y og g:Y — Z vera gagnteekar varpanir. P4 er
(gof)™t=f"log™!

Sonnun: Lidur (1) er bein afleiding af skilgreiningu andhverfunnar f~1.

(2) Gerum rad fyrir ad slik vorpun g sé til. Synum fyrst ad f er eintaek: Gerum pvi
rad fyrir ad x1,x2 € X séu bannig ad f(x1) = f(z2) og synum ad x; = x3. En bad er
augljost, bvi ad

7y =idx(71) = g(f(21)) = 9(f(22)) = idx (72) = 2.

Synum naest ad f er ataek: Gefum okkur stak y ar Y og synum ad til sé stak = ar X
bannig ad f(x) = y. En bad naegir ad taka x = g(y), bvi ad ba feest

flx) = flg(y)) =idy(y) = .
Par med er vorpunin f gagntaek. Ad lokum feest
g=goidy =go(fof)=(gof)of P =idxof ' =f""
(3) Vid héfum
(gof)o(flog )=go(fof)og ' =goidyog ' =gog™' =idy,

og eins feest
(f~ Lo g 1) o ( f) =idx.
En samkveemt (2) er pa (go f)~ 1 = f"1o O
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(2.30) Skilgreining. Latum f : X — Y vera vorpun og A vera hlutmengi { X. P4
ma skilgreina vérpun A — Y,z — f(z), sem vid kéllum einskordun viérpunarinnar f
vid mengid A og taknum med

J1A.

Med 60rum ordum er vorpunin f | A: A — Y skilgreind med (f | A)(x) := f(x) fyrir
sérhvert stak x tir A, eda med enn 60rum ordum sem vérpunin f | A := f o, par sem
1:A— X er ivarpio fra A i X.

Einskordunin f | A tekur bvi sému gildi og f { 6llum stokum bar sem hin er
skilgreind, en han er adeins skilgreind & menginu A.

(2.31) Setning (Skilgreining vérpunar med tilfellum). Latum X ogY vera mengi og
gerum rad fyrir ad X = A;UA3U---UA,,. Gerum rad fyrir ad fyrir sérhvert i ir [1,n]
héfum vid gefna vorpun f; : A; — 'Y og ad fyrir oll stok i, 5 ar [1,n] gildi

fi | AiﬂAj :fj | AiﬂAj.
P4 er til ndkvemlega ein vorpun f : X — Y pannig ad
f | A; = f; fyrir sérhvert i ur I.

Sonnun: Vid getum skilgreint f sem hér segir: Latum x € X. Vegna X = A; U Ay U
-+ UA, er til stak ¢ tr [1,n] bannig ad z € A;. Vid veljum slikt stak i og skilgreinum
f(z) med

f(z) = fi().

Til ad sja ad petta er skynsamlega skilgreind vorpun purfum vid ad syna ad skilgrein-
ingin & f(z) sé 6had valinu & stakinu ¢. Gerum bvi rad fyrir ad j sé annad stak ar
[1,n] bannig ad « € A;. Paerxz € A;NA;. Vegna f; | AinA; = f; | Ain4;
gildir ba f;(z) = f;(z). Pvi hefdum vid allt eins getad valid j i stadinn fyrir ¢ og sett
f(z) = f;(z); bad hefoi gefid sému ttkomu. Pvi er skilgreiningin 4 f skynsamleg.

Ef nt x € A;, b4 er samkvaemt skilgreiningu f(x) = f;(x), en pbad bydir einmitt ad
f | A; = fi. Petta gildir fyrir sérhvert ¢ ar [1,n]. Ad lokum er ljost ad engin énnur
vorpun getur fullneegt skilyrdinu i setningunni: Latum g : X — Y vera adra vorpun
bannig ad g | A; = f; fyrir sérhvert ¢ ur I. Fyrir sérhvert  ar X er til stak ¢ ar [1, n]
pannig ad x € A; en ba er

9(@) = fi(a) = f(a).

Par sem betta gildir fyrir sérhvert stak x ar X er g = f. 0

(2.32) Athugasemd. Vid segjum ad vorpunin f { setningu (2.31) sé skilgreind med
tilfellum. Vid skrifum pa gjarnan

fl(l‘) ef x € Al,

J@) = fg(x) ef x € As,

fn(:z:) ef v € A,.
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Til ad sja a0 slik skilgreining sé skynsamleg parf ad sjalfségdu ad ganga ur skugga um
ad skilyrounum i setningu (2.31) sé fullneegt, nefnilega ad f; | AiNA; = f; | AiNA4;
fyrir 61l ¢ og j; en ad sjalfsdgou neegir ad athuga 6ll ¢ og j bannig ad i < j.

(2.33) Daemi. Skilgreinum vorpun f: R — R med

Flo) = {x ef x >0,

—x efz<0.

Petta bydir ad vid skilgreinum f med skilyrdunum f | 41 = f; og f | A2 = fo, bar
sem A; = {z € R: 2z >0}, Ay := {& € R: 2 < 0} og varpanirnar f; : 4, — R
og fa : As — R eru skilgreindar med fi(x) := x og fo(z) := —z. Til ad sja ad
skilgreiningin sé skynsamleg purfum vid samkveemt setningu (2.31) ad ganga ar skugga
um ad f1 | AlﬁAQ :fg | AlﬂAQ. En A1 ﬂAQ :{0}, og

f1(0) =0 = f2(0),

svo a0 skilyrdinu er fullneegt, og vérpunin f er vel skilgreind. Gildi hennar i punktinum
x er oftast tdknad med |z| og kallad algildi eda télugildi rauntlunnar x. Skilgrein-
ingin er pvi einnig oft skrifud pannig:

T ef >0,
|| :=
—x ef x <0.

§3. Endanleg mengi

Vid héfum nokkrum sinnum talad oformlega um ,,endanleg mengi“ og , 6endanleg
mengi“ an pess ad hafa skilgreint nakveemlega hvad att er vido med pvi ad mengi sé
endanlegt. Nu er kominn timi til ad beeta ar pvi. Vid viljum segja ad mengi X sé
endanlegt og fjoldi staka i X sé natturlega talan n ef unnt er ad telja stokin i X
og utkoman ur talningunni sé n. P& purfum vid ad atta okkur & hvad pad pydir ad
telja stokin i X. Pad pydir ad tolusetja pau med tolunum 1,2,...,n pannig ad hvert
stak 1 X sé tolusett med nakveemlega einni t6lu og bannig ad sérhver af télunum
1,2,...,n sé notud. Petta pydir nakvaemlega hid sama og ad bua til gagnteka vérpun
{1,2,...,n} — X. En til bess ad betta geti talizt skynsamleg skilgreining purfum
vid fyrst ad syna ad avallt komi sami fjoldinn 4t hvernig sem vid teljum. Med 60rum
ordum burfum vid ad syna: Ef f: {1,2,...,n} - X og g : {1,2,...,m} — X eru
gagntaekar varpanir, pa er n = m. Setjum svo ad vid hofum slikar varpanir f og g. Pa
erh:=g tof:{1,2,...,n} = {1,2,...,m} gagnteek vorpun. Pad nsegir pvi ad syna:
Ef til er gagnteek vorpun h: {1,2,...,n} — {1,2,...,m}, ba er n = m.
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Munum ad mengid {1,2,...,n} er einnig tdknad med [1,n], og tékum eftir ad
[1,0] = @. Vid synum na fyrst:

(3.1) Setning. Gerum rad fyrir ad n,m € N og a0 til sé einteek vérpun h : [1,n] —
[1,m]. Pdern <m.

Sonnun: Vid notum prepun yfir n. Fullyrdingin er augljos ef n = 0. Gerum bvi rad
fyrir ad n > 1 og ad til sé einteek vorpun h : [1,n] — [1,m]. Latum k := h(n). Vid
getum nu skilgreint vorpun f : [1,m] — [1,m] med

m efx =k,
fx) =<k efz=m,

xT annars.

Vorpunin er augljoslega vel skilgreind 6had pvi hvort k = m eda k # m: Ef k = m,
ba er f =id[y m], en ef k # m, ba vixlar vorpunin f stokunum k og m, en letur hin
obreytt. I badum tilfellum er ljost ad f er gagnteek og ba sér i lagi einteek vorpun.
bvi er vorpunin foh: [1,n] — [1,m] eintaek og varpar stakinu n & stakid m. Vegna
eintackni vOorpunarinnar f o h varpast ekkert stak annad en n & stakido m. Pvi getum
vid skilgreint vorpun g : [1,n— 1] — [1,m — 1] med bvi ad setja g(z) = (f o h)(x) fyrir
sérhvert = ar [1,n — 1], og bar sem f o h er eintaek vorpun er ljost ad vorpunin g er
lika eintezek. En samkveaemt prepunarforsendu getum vid na alyktad ad n — 1 < m — 1,
sem byodir ad n < m, og sonnuninni er lokid. O

Sem afleidingu faum vio:

(3.2) Setning. Liatum X vera mengi, n og m vera nattirlegar télur og gerum rad
fyrir ad til séu gagnteekar varpanir f: [1,n] = X og g: [1,m] — X. P4 ern =m.

Sonnun: Varpanirnar g~tof : [1,n] — [1,m] og f~tog : [1,m] — [1, n] eru gagntackar

og ba sér i lagi einteekar. Samkveemt setningu (3.1) feest bvi n < m og m < n og bar

med n = m. 0
Vid getum nu skilgreint:

(3.3) Skilgreining. Mengi X kallast endanlegt ef til er nattirleg tala n og gagntaek
vérpun a : [1,n] — X. Talan n, sem pa er dkvoroud étviraett samkveemt setningu
(3.2), er taknud med

#(X) eda #X

og kélluo fjoldatala mengisins X eda fjoldi staka i menginu X. Vio kéllum fjolskyld-
una (ay,az,...,an) = (a;)ic[1,n] upptalningu 4 menginu X.
Mengi kallast 6endanlegt ef pad er ekki endanlegt.

Eftirfarandi stadreynd er augljos:

(3.4) Setning. Liatum X vera endanlegt mengi og Y vera mengi. Pa eru eftirfarandi
tvo skilyrdi jafngild:

(i) Til er gagntaek vorpun X — Y.
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(ii) Mengid Y er endanlegt og #Y = #X. O

(3.5) Dzemi. (1) Par sem [1,0] = @ er 1ljost ad toma mengid @ er endanlegt og
#@ = 0. Almennar gildir: Fyrir sérhverja nattarlega tolu n er mengid [1, n] endanlegt
og #[1,n] = n, bvi ad id[ 7 : [1,n] — [1,n] er gagnteek vorpun.

(2) Ef x er stak, ba er mengid {z} endanlegt og #{z} = 1. Ef x og y eru stk og
x # y, ba er mengid {x,y} endanlegt og #{z,y} = 2.

(3) Mengi allra natturlegra talna N er oendanlegt: Gerum rad fyrir ad til veeri
natturleg tala n og gagnteek vorpun f : [1,n] — N. Latum ¢ : [1,n + 1] — N vera
ivarpid; pad er einteek vérpun. Vid geetum ba buid til einteeka vorpun g := f~1 o :
[1,n+ 1] — [1,n], en bad er i motsdgn vid setningu (3.1).

(3.6) Setning. Latum X vera endanlegt mengi. P4 gildir:

(1) Ef x er stak pannig ad x ¢ X, ba er mengid X U{z} endanlegt og #(X U{z}) =
#X + 1.

(2) Sérhvert hlutmengi Y i X er endanlegt og #Y < #X. Ef ad auki Y er eiginlegt
hlutmengi i X, pd er #Y < #X.

Sonnun: (1) Latum (ay,as,...,a,) vera upptalningu 4 menginu X og setjum a,11 =
x. Paer (ay,az,...,an,, any1) upptalning & menginu X U {x}.

(2) Latum E(n) standa fyrir fullyrdinguna ,ef X er endanlegt mengi, #X = n
og Y C X, ba er mengid Y endanlegt og #Y < n og sénnum E(n) med prepun.
Fullyrdingin £(0) er augljoslega sonn (mengin X og Y verda beedi ad vera tom). Gerum
na rad fyrir ad E(n) gildi, ad X sé endanlegt mengi, #X = n+1ogad Y C X.
Latum (a1,as,...,an,an+1) vera upptalningu & X. Setjum X' := X \ {an41} og
Y :=Y \{any1}. Paer (ay,as,...,a,) upptalning & X', svo ad X’ er endanlegt og
#X' =n. Einnig er Y’ C X', svo ad samkvemt prepunarforsendunni E(n) er mengid
Y’ endanlegt og #Y’ < n. N1 er annadhvort a, 1 € Y eda a,y1 ¢ Y. I fyrra tilfellinu
er Y =Y U{ant1} og any1 ¢ Y/, og samkveemt 1id (1) er ba mengid Y endanlegt
og #Y = #Y' +1 < n+ 1. I seinna tilfellinu er Y = Y”’, en pa er Y endanlegt og
HY = #Y' <n < n+1. I badum tilfellum feest pvi ad Y er endanlegt og #Y < n+ 1.
Vid hofum pvi synt ad fullyrdingin F(n + 1) er sonn.

Gerum nu rad fyrir ad Y sé eiginlegt hlutmengi { X. P& er mengid Y endanlegt
samkveemt ofanségdu, og auk bess er til stak z ar X \ Y. Vid héfum pa Y U {z} C X
ogx €Y, svo ad samkveemt 1i0 (1) er #Y +1 = #(YU{z}) < #X og bvi #Y < #X .0

(3.7) Fylgisetning. Latum X vera endanlegt mengi og f : Y — X vera einteka
vorpun. Pa er mengid Y endanlegt, og #Y < #X. Auk pess gildir #Y = #X péa og
bvi adeins ad vorpunin f sé einnig atak (og pvi gagntaek).

Sonnun: Par sem vorpunin f er eintaek er vorpunin Y — f[Y],x — f(x) gagnteek.
Samkvaemt (3.6) er mengid f[Y] endanlegt og #f[Y] < #X. Samkveemt (3.4) er ba
mengid Y endanlegt og #Y = #f[Y] < #X. Auk bess feest samkvemt (3.6) ad
#Y = #X D4 og bvi adeins ad f[Y] = X, en bad bydir einmitt ad vorpunin f sé
ataek. O
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(3.8) Fylgisetning. Viérpun frda 6endanlegu mengi i endanlegt mengi getur ekki verid
eintaek. 0

Af (3.7) leidir einnig beint:

(3.9) Fylgisetning (Skiffuregla Dirichlets). Litum X ogY vera endanleg mengi, n =
#X, m = #Y og latum f : Y — X vera vorpun. Ef m > n, pa er vorpunin f ekki
eintaek. 0

(3.10) Athugasemd. Skuffureglu Dirichlets ma orda pbannig: Setjum svo ad vid eigum
a0 koma m hlutum fyrir { n skaffum. Ef m > n ba lenda ad minnsta kosti tveir hlutir
i einhverri skuaffunni.

(3.11) Fylgisetning. Latum X vera endanlegt mengi og g : X — Y vera ateka
vorpun. Pa er mengio Y endanlegt, og #Y < #X. Auk pess gildir #Y = #X pa og
bvi adeins ad vorpunin g sé einnig eintaek (og pvi gagntack).

Sénnun: Par sem vorpuning g er ateek er trefjan g~![y] ekki tom fyrir sérhvert y ar Y.
bvi ma finna vorpun f : Y — X med bvi ad lata f(y) vera eitthvert stak ar trefjunni
g~ y] (valid af handahofi). P4 er g(f(y)) = y fyrir sérhvert y r Y; med 6drum ordum
er go f = idy. En ba er ljost ad vorpunin f er eintek: Af f(y1) = f(y2) leidir
y1 = g(f(y1)) = 9(f(y2)) = y2. Vid getum na notad fylgisetningu (3.7) 4 vorpunina f
og faum ad Y er endanlegt og #Y < #X. Auk bess gildir #Y = #X ba og pvi adeins
ad vorpunin f sé gagnteek. En vegna go f = idy er augljost ad vorpunin f er gagntack
bé og pvi adeins ad vorpunin g sé gagnteek. d

(3.12) Athugasemd. Fylgisetningu (3.11) ma lysa bannig: Gerum rad fyrir ad vid
héfum endanlega marga hluti sem vid setjum i skuaffur, og ad vid notum hverja skuffu.
P4 eru skuffurnar lika endanlega margar og ekki fleiri en hlutirnir. Paer eru jafnmargar
og hlutirnir ba og pvi adeins ad i hverri skiffu lendi nakveemlega einn hlutur.

Sem beina afleidingu af fylgisetningum (3.7) og (3.11) faum vid eftirfarandi nidur-
stoou:

(3.13) Setning. Liatum X ogY vera endanleg mengi med somu fiéldatolu og f : X —
Y vera vorpun. P& eru eftirfarandi prju skilyroi jafngild:

(i) Vérpunin f er einteek.
(ii) Vérpunin f er atak.
(iii) Vorpunin f er gagntaek. O

(3.14) Athugasemd. Setningu (3.13) ma einnig orda svo: Gerum rad fyrir ad vid
eigum a0 dreifa endanlega moérgum hlutum i jafnmargar skaffur. Ef vid setjum i heesta
lagi einn hlut { hverja skaffu, pa verdum vid ad nota allar skaffurnar. Ofugt ef vid
viljum hafa hlut { hverri skuaffu, pa getum vid ekki sett nema einn hlut i hverja peirra.

(3.15) Vidvorun. Ef mengin X og YV eru endanleg en hafa ekki sému fjsldatélu, pa
eru skilyrdin { setningu (3.13) ekki jafngild. S6muleidis eru pau ekki jafngild ef annad
af mengjunum X og Y er déendanlegt, eda ba baeodi.
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Sem afleidingu af sidustu setningu faum vid:
(3.16) Setning. Mengi allra natturlegra talna N er 6endanlegt.

Sonnun: Vorpunin f: N — N sem er gefin med f(n) := n+ 1 er augljoslega einteek, en
htin er ekki ateek, pvi ad n + 1 > 1 > 0 fyrir sérhverja nattarlega télu n, svo ad talan
0 er ekki i myndmengi vérpunarinnar f. O

(3.17) Setning. Mengi A er 6endanlegt pa og pvi adeins ad til sé einteek viérpun
f:N— A

Sonnun: Gerum fyrst rad fyrir ad til sé einteek vorpun f : N — A, b4 er mengido A
oendanlegt; annars veeri mengid N endanlegt samkveemt setningu (3.7) { motsogn vid
sidustu setningu. Gerum péa & hinn boginn rad fyrir ad mengid A sé dendanlegt og
bium til einteeka vorpun f : N — A med prepun pannig: Vid veljum stak af handahofi
ar menginu A og kollum pad f(0). Gerum ba rad fyrir ad vid hofum begar skilgreint
stokin f(0),..., f(n) bannig ad vorpunin [0,n] — A,k — f(k) sé einteek. Hun getur
ekki verid ataeek, pvi ad pa veeri f(0),..., f(n) upptalning mengisins A og bpad bvi
endanlegt, Vid veljum ba stak ar menginu A\ {f(0),..., f(n)} og kollum bad f(n+1).
Ljost er ad med pessu moti faest einteek vorpun f: N — A. O

Sem afleidingu faum vid eftirfarandi setningu, sem er athyglisverd vegna bess ad
hun gefur skilyrdi sem er naudsynlegt og naegjanlegt fyrir ad mengi sé endanlegt og
er auk bess pannig ad i pvi er engin tilvisun til natturlegu talnanna. Pvi hefdi méatt
nota petta skilyroi til ad skilgreina endanleg mengi an tilvisunar til nattarlegra talna
og upptalninga:

(3.18) Setning. (1) Mengi A er endanlegt pa og pvi adeins ad sérhver einteek vorpun
fra menginu A 1 sjalft sig sé gagnteek.

(2) Mengi A er éendanlegt ba og pvi adeins ad til sa gagntak vorpun fra A &
eiginlegt hlutmengi 1 sjalfu sér.

Sonnun: Lidur (2) { setningunni er i raun adeins umordun bess sem stendur { 1id (1),
bvi ad eintaek vorpun fra einu mengi X { annad mengi Y gefur allaf af sér gagntaeka
vorpun fra X 4 myndmengid f[X]. Pvi er jafngilt ad til sé einteek vorpun fra mengi A
i sjalft sig sem er ekki gagntaek og ad til sé gagnteek vorpun fra A a eiginlegt hlutmengi
iA.

Setning (3.13) synir ad fyrir endanlegt mengi er sérhver einteek vorpun fra menginu
4 sjalft sig gagntack. Gerum ba rad fyrir ad mengid A sé éendanlegt. Samkveemt (3.17)
er til eintaek vorpun f: N — A. Skilgreinum pa voérpun g : A — A med pvi ad setja

(2) = x, ef x € A\ fIN],
g = f(n+1), efz= f(n), bar sem n € N.

Par sem vorpunin f er eintaek er ljost ad vorpunin g er vel skilgreind og einteek. En
han er ekki ateek, pvi ad f(0) ¢ g[A]. O

(3.19) Setning. Latum X og Y vera sundurleg endanleg mengi. P4 er sammengid
X UY endanlegt og
#(XUY) = #X + #Y.
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Sonnun: Setjum n := #X og m :=#Y. Latum a: [1,n] = X og b: [I,m] =Y vera
gagnteekar varpanir. Pa feest vorpun c: [1,n+m] — X UY med bvi ad setja

k) a(k) ef 1 <k <n,
c(k) =
bk—n) efn+1<k<n+m.

Vorpunin ¢ er augljoslega atek, og vegna X NY = & er hin einnig eintaek. Pvi er
mengid X UY endanlegt og #(X UY) =n+m. O

(3.20) Fylgisetning. Latum X og Y vera endanleg mengi. P4 eru mengin X UY og
X NY endanleg, og
H#HXUY)=#X +#Y —#(XNY).

Sonnun: Mengid X UY er sammengi sundurleegu mengjanna X \ Y og Y, og mengid
X er sammengi sundurlsegu mengjanna X \' Y og X NY. Mengin X \Y og X NY
eru baedi hlutmengi { endanlega menginu X og bvi endanleg. Samkveemt ofanségou
er mengid X UY endanlegt, og vid hofum #(X UY) = #(X \Y) + #Y og #X =
#(X\Y)+#(XNY). En par med er #(XUY ) —#Y = #(X\Y) = #X —-#(XnY).O

Af setningu (3.19) leidir audveldlega med prepun:

(3.21) Fylgisetning. Litum X vera sammengi endanlegu mengjanna X1, Xs, ..., X,
og gerum rao fyrir ad pau séu sundurlaeg tvé og tvé; med 6drum oroum er X;NX; = &
ef i # j. P4 er mengid X endanlegt og

H#X =#X |+ H#H X+ -+ H#X,. O

(3.22) Fylgisetning. Litum A vera endanlegt hlutmengi i 6endanlegu mengi X. P4
er fyllimengio X \ A éendanlegt.

Sonnun: Annars veeri X = AU (X \ A) sammengi tveggja endanlegra mengja og pvi
endanlegt. O

(3.23) Setning. Ef X og Y eru endanleg mengi, #X = n og #Y = m, pa er marg-
feldio X x'Y endanlegt og
#X xY)=n-m.

Sonnun: Latum (ag,aq,...,a,) vera upptalningu & menginu X. Paer X xY sammengi
mengjanna {a} X Y, {as} x Y,...,{an} X Y, og bau eru sundurleg tvd og tvo. Fyrir
sérhvert k er vorpunin Y — {a;} XY,y — (ax, y) gagnteek, svo ad {ax} XY er endanlegt
og #({ar} xY) =m. Samkveemt (3.21) er pa X x Y endanlegt og

X xY)= xY ntxY)= =n-m. O
#( ) =#{a} xY) +- -+ #({an} xY) m+. tm=n-m
n simnum
Med prepun feaest:
(3.24) Fylgisetning. Ef X = X; x Xo X --- x X,, og mengin X1, Xs,...,X,, eru dll
endanleg, pa er mengid X endanlegt og

#X =#X1 - #Xp - oo X O
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(3.25) Skilgreining. Latum X ogY vera mengi. Vid taknum med
YX
mengi allra varpana f : X — Y.

Pessi sérkennilegi rithattur skyrist ad nokkru leyti af neestu setningu:

(3.26) Setning. Ef X og Y eru endanleg mengi, #X = n og #Y = m, pa er mengid
Y X endanlegt og
#(Y ) =m™.

Sonnun: Latum (a1,as,...,a,) vera upptalningu 4 menginu X. Vérpun f: X —» Y
akvardast ba fullkomlega af n-dinni (f(a1), f(az),..., f(an)) € Y1 x Yo x --- x Y,,, bar
sem Y; =Y fyrir sérhvert i, og 6fugt dkvardar slik n-d vérpun fra X til Y. Med (3.24)
feest nu:

HYX)=#Y x---xY)=m- - -m=m". O

n sinnum n sinnum

(3.27) Skilgreining. Fyrir sérhvert mengi X taknum vid med
P(X)
mengi allra hlutmengja i X, p. e. a. s.
P(X)={A: AC X}
Mengid P(X) er kallad veldismengi mengisins X .

(3.28) Athugasemd. I frumsendumengjafraedi parf sérstaka frumsendu til ad tryggja
ad veldismengi gefins mengis sé til; hin kallast einfaldlega frumsendan um veldis-
mengi.

(3.29) Setning. Ef X er endanlegt mengi og #X = n, pa er veldismengio P(X)
endanlegt, og
#P(X)=2"

Sonnun: Vid faum gagnteeka vorpun
{0,137 = PX), f = 711,
svo ad setningin er bein afleiding af setningu (3.26). O

(3.30) Skilgreining. Fyrir sérhverja natturlega tolu skilgreinum vid adfeldi télunnar
n, taknao
n!

og stundum lesio ,n hrépmerkt“, med prepun pannig ad
0l':=1,

(n+1D!:=nl(n+1).
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Vio héfum pannig 1! =1,2!=1-2=2,31=1-2-3=6,41=1-2-3-4=24
o. s. frv.

(3.31) Setning. Latum X ogY vera endanleg mengi, #X = n og #Y = m, og gerum
rao fyrir a0 n < m. P& hefur mengi allra eintekra varpana [ : X — Y fjéldatéluna

m!
(m —n)!’

Sonnun: Notum prepun yfir n. Fullyrdingin er augljos fyrir n = 0, pvi ad paer X = @
og eina voérpunin X — Y er toma vOrpunin, sem er eintaek. Gerum nu rad fyrir ad
fullyrdingin sé rétt fyrir tiltekna natturlega télu n. Latum X og Y vera endanleg mengi
bannig ad #X =n+1 og #Y = m og gerum rad fyrir ad n+1 < m. Par sem #X > 1
er mengid X ekki tomt og hefur pvi stak a. Setjum X' := X \ {a}. Paer X = X' U{a}
og #X' =n.

Ef na f : X — Y er eintaek vorpun, ba er einskordunin f/ := f | X’ einteek, og
fla) € Y\ f'[X’]. Ofugt ef vid hofum eintzeka vorpun f' : X' — Y og stak b tar
Y\ f'[X’], b4 ma skilgreina einteeka vorpun f : X — Y med skilyrdinum f | X' = f’
og f(a) = b. Samkveemt prepunarforsendu er {joldi slikra einteekra varpana f’ gefinn

med
m!

(m—mn)l’
og fyrir hverja slika vorpun f’ er #f'[X’] = n og bvi #(Y'\ f'[X’]) = m —n, og bvi ma
velja stakid b = f(a) & m —n vegu. Pvi er fjoldi einteekra varpana fra X til Y gefinn
med

m)! m!
(m —n)! H(m—n) = (m—(n+1)"
Vid hofum pvi synt ad fullyrdingin er einnig rétt fyrir téluna n + 1. O

I sértilfellinu pegar X og Y hafa jafnmérg stok pa er einteek vorpun fra X til Y
sjalfkrafa gagnteek samkveemt setningu (3.13), svo ad vid faum:

(3.32) Setning. Liatum X ogY vera endanleg mengi med sému fjoldatélu n. P& hefur
mengi allra gagntaekra varpana fra X til Y fjéldatoluna n!.

Sér i lagi hefur mengi allra uppstokkana endanlegs mengis X pannig ad #X = n
fjoldatoluna n!. O

(3.33) Skilgreining. Latum X vera mengi, k vera nattirlega tolu og tdknum med
Pir(X) mengi allra hlutmengja i X sem hafa nakvemlega k sték. Ef X er endanlegt

og #X = n, pa setjum vid
(Z) = #Pu(X),

og vio kéllum (Z) tvilidustudul talnanna n og k.

(3.34) Athugasemd. Ef X og Y eru tvo endanleg mengi med sému fjoldatolu n, ba
gefur sérhver gagnteek vorpun f : X — Y af sér gagnteka vorpun

Pr(X) = Pi(Y), A= flA].
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bvi er tvilidustudullinn (:) adeins hadur télunum n og k, en ekki menginu X. Sér {

lagi er

(7) = #Puaa,

(Z):o ef k>n.

(3.35) Setning. Efk,n € Nogk <n, pé er

(W)= mowr

Sonnun: Setjum X := [1,k] og Y := [1,n] og latum E vera mengi allra eintaekra
varpana f: X — Y. Latum A vera hlutmengi i Y pannig ad #A = k og tdknum med
ja ivarpid A = Y. Ef g : X — A er gagntek vorpun, paer f :== jaog: X = Y
eintaek vorpun med myndmengi A, og bannig feest gagntack samsvérun milli gagntackra
varpana g : X — A og einteekra varpana f : X — Y med myndmengi A. Samkveemt
(3.32) er ba fjoldi eintaekra varpana f : X — Y med myndmengi A jafn k!.

Latum na (A, Ag, ..., Ay) vera upptalningu allra hlutmengja { Y sem hafa fjolda-

Augljoslega gildir

tolu k. Pa er a0 sjalfsogdu N = n) Fyrir sérhvert j = 1,2,..., N latum vid E;

k

vera mengi allra eintaekra varpana f : X — Y med myndmengi A;. P4 er mengid £

sammengi mengjanna Fi, Fs, ..., Exn, og bau eru sundurleg tvo og tvé. Samkvaemt

fylgisetningu (3.21) er #FE = #E, + #F>+ -+ #FExy = N - kl. Ef na k < n, ba er
|

#E = : (=0 En pad pydir ad

(1) == .

(3.36) Athugasemd. Af setningu (3.35) leidir sér i lagi ad fyrir k£ og n ar N bannig
ad k < n gengur talan k! - (n — k)! upp 1 télunni n!.

( Bl samkveemt setningu (3.31), svo ad N - k! =
n—k)!

(3.37) Setning. Fyrir sérhvert n ur N er

() () ) () o () =2

Sonnun: Setjum X := [1,n]. Veldismengid P(X) er sammengi mengjanna Py(X),
P1(X), ..., Pn(X), og bau eru sundurlaeg tvo og tvo. Fullyrdingin er ni bein afleiding
af (3.21) og (3.29). O

Eftirfarandi setning leyfir okkur ad reikna tvilidustudlana tut hvern af 60rum med
tiltclulega einféldum heetti:
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(3.38) Setning. Fyrir allar nattirlegar télur n og k gildir

Sonnun: Petta feest med einfoldum reikningi ar setningu (3.35). En einnig méa sja
bad med eftirfarandi heetti: Menginu Pgyq([1,n + 1]) af (k 4 1)-staka hlutmengjum i
[1,n 4+ 1] ma skipta { tvo sundurleeg hlutmengi Q og R, bar sem @Q er mengi beirra
(k + 1)-staka hlutmengja sem innihalda toluna n + 1 sem stak og R mengi beirra
(k + 1)-staka hlutmengja sem innihalda hana ekki sem stak. Stokin i @ eru af gerdinni
AU {n+ 1}, bar sem A er k-staka hlutmengi i [1,n] og bvi jafnmérg og slik mengi

A, svo ad @ hefur fjoldatoluna (Z) En R er ekkert annad en Piy1([1,n]), svo ad R

hefur fjéldatéluna ( i Z 1) . O

Vid getum nua sett tvilidustudlana upp i ,,prihyrnda t6flu“, sem er oftast kéllud
brihyrningur Pascals:

Formulan i (3.38) segir ba ad sérhver studull sem er ekki fyrst eda sidast i linu sé summa
beirra tveggja sem standa neest honum i nezestu linu fyrir ofan hann i t6flunni. Par sem

() =)

fyrir sérhvert n byrjar og endar sérhver lina & tolunni 1. Nd audvelt ad reikna tvilidu-
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studlana ut: Taflan byrjar pannig:

1 3 3 1
1 4 6 41
1 510 10 5 1

§4. Fjolskyldur af mengjum

Byrjum 4 ad syna hvernig utvikka mé skilgreiningarnar 4 sammengi og snidmengi
tveggja mengja pannig ad vio getum einnig talad um sammengi og snidmengi dendanlega
margra mengja:

(4.1) Skilgreining. Latum (A;);c; vera {jélskyldu af mengjum A;.
(1) Sammengi fjélskyldunnar (A;);er er skilgreint sem mengio

U A;:={x:til eri ur I pannig ad x € A;}.
iel

(2) Ef I # @, pa er snidmengi {jolskyldunnar (A;);c; skilgreint sem mengid

ﬂ A; :={x : fyrir sérhvert ¢ ur I er x € A;}.
i€l

(4.2) Athugasemdir. (1) I frumsendumengjafraedi er sérsték frumsenda sem tryggir
tilvist sammengis fjolskyldu af mengjum. Hun kallast frumsenda um sammengi og
segir einfaldlega ad fyrir sérhverja gefna fjolskyldu (A4;);ecs sé til mengi sem inniheldur
sem stok nakveemlega pau stok x sem fullnsegja pvi skilyrdi ad til sé stak ¢ tr I pannig
ad x € A;. Tilvist snidmengis fjolskyldu sem er ekki tém er hins vegar afleiding af
frumsendunni um hlutmengi.

(2) Skilgreiningin & snidmengi og sammengi tveggja mengja i (1.9) er sértilfelli af
skilgreiningu (4.1). Vid hofum

A1UA2: U Al og AlﬂAQZ m A7
i€{1,2} 1€{1,2}
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(3) Ef I = [m,n], bar sem m og n eru heilar tolur, ba eru sammengid |J A; og

iel
snidmengid [ A; oft taknud med
iel
i=m i€[m,n] i=m i€[m,n]

Minnumst einnig 4 ad algengt er ad nota sérstakan rithatt fyrir snidmengi og sammengi
fjolskyldna af mengjum ef visamengid er annadhvort mengi allra natturlegra talna N
eda mengi allra heilla talna Z: Ritad er

+o0 too
UAi::UAi og ﬂAi ::ﬂAi.
i=0 =0

i€EN €N

Somuleidis er ritad

+o00 +o0
U Ai = U Ai og ﬂ Az = m Ai-
i=—00 i€EZ 1=—00 i€EZL
(4) Latum C vera mengi af mengjum. VId getum ba buid til {jolskylduna (C)cec af
mengjum, sem er skilgreind pannig ad gildi hennar i stakinu C tr C er einmitt mengid

C, og sidan myndad sammengid |J C; bad er stundum taknad
cecC

U{C :C €C} eda einfaldlega UC.

Petta er b4 sammengi allra mengjanna sem eru stok i menginu C. Ef C # @ getum vid

einnig myndad snidmengid () C; bad er stundum taknad
ceC

ﬂ{C :C €C} eda einfaldlega nC.

Petta er snidmengi allra mengjanna sem eru stok i menginu C. Med bessum ritheaetti
veeri til deemis

J{4,B.C} =AUBUC og ({AB.C}=AnBNC.

En rithatturinn er oftar notadur pegar mengid C er 6endanlegt.
(5) Ef I = @, med 60rum ordum ef (A;);er er toma fjolskyldan, ba er sammengid
vel skilgreint; vid hofum
U A = o.

€2
Hins vegar er sniomengi tomu fjdlskyldunnar ekki skilgreint. Ef vid athugum hvad
skilgreiningin hér ad framan mundi byda { pessu tilfelli, ba sjaum vid a0 skilyroio ,,fyrir
sérhvert ¢ ar @ er x € A;* er i raun og veru ekkert skilyroi, pvi ad ekki er til neitt
1 sem er stak i menginu &; skilyrdinu er pvi sjalfkrafa fullneegt fyrir sérhvert stak x.
Snidmengi tému fjolskyldunnar yrdi pvi ad innihalda 61l stok. En syna ma ad ekki
er til neitt mengi sem inniheldur 6ll stok (eins og synt verdur i neesta kafla), svo ad
snidmengi tomu fjélskyldunnar getur ekki verid til.
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Vio latum okkur naegja ad gefa eftirfarandi reiknireglur fyrir sammengi og snidmengi
af fjolskyldum:

(4.3) Setning. (1) (Almennar tengireglur) Latum (A;);cs vera fjélskyldu af mengjum

ogl= J Jy. Paer
kEK

Uai=U U 4.

il kEK iey
Ef ad auki K # @ og Jy # @ fyrir sérhvert k ar K, pa er

(4= () 4.

i€l keK i€Jy

(2) (Reglur de Morgans) Ef X er mengi, (A;)icr er fjolskylda af mengjum og I # @,
bé er
xX\J4a=N&x\4)
iel iel
og
X\ (4= Jx\ 4).
iel iel
Sonnun: (1) Vid sonnum fyrri regluna og eftirlatum lesanda ad sanna hina sidari.
Gerum rad fyrir ad = € |J A;. Paer til ¢ ar I bannig ad = € A;. Vegna I = |J Ji er

i€l kEK

til k ar K pannig ad i € J,. En parmederz € |J A;ogbvize U (U 4;). Ofugt
= kEK i€Jp

efxe |J (U Ai), baertil k ar K bannig ad z € |J A;. En ba er lika til ¢ ar Ji

kEK i€k i€k
pbannig ad x € A;. VegnaI = |J Jyeri el ogbvize | A
kEK i€l

(2) Sonnum aftur adeins fyrri regluna. Gerum rad fyrir ad z € X \ |J 4;. Paer
i€l

xeXogxé¢ |JA;. Enz ¢ |J A; bydir ad = er ekki { neinu af mengjunum A;, med

icl i€l

60rum ordum er x ¢ A; fyrir sérhvert ¢ ur I. Vegna z € X og T ¢ A; gildir x € X\ 4;
fyrir sérhvert ¢ ar I, og pad bydir einmitt ad x € [ (X \ A4;). Ofugt ef z € N (X \ 4;),

il icl
baer x € X \ A; fyrir sérhvert ¢ ar I. Pvier x € X og x ¢ A; fyrir sérhvert ¢ ar I.
bad pydirad z € X ogax ¢ |J A;edaz e X\ U A;. O
il iel

(4.4) Athugasemd. Til ad sja samband almennu tengireglnanna { 1id (1) { setningu
setningu (4.3) vid venjulegu tengireglurnar 1 1id (8) { setningu (1.11) skulum vid syna
hvernig lita ma & venjulegu tengiregluna fyrir sammengi sem sértilfelli af almennu
tengireglunni fyrir ssmmengi. Latum I = {1,2,3}, K = {1,2}, J; = {1,2} og J> = {3}.
bPaer I =JyUJo= |J Jr. Almenna tengireglan segir pa i bessu tilfelli ad

keK

U 4i=1udy)uds
i€{1,2,3}
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Latum hins vegar I = {1,2,3}, K = {1,2}, J; = {1} og Jo» = {2,3}. Pa er aftur
I = Jy U J3, og almenna tengireglan segir ad

U Ai=41u(4;,04,).
1€{1,2,3}
Af almennu tengireglunni leidir pvi ad (A; U A2) U Az = A3 U (A2 U As3).

Vid faum lika hlidsteedur vid reglur um myndir og frummyndir snidmengja og sam-
mengja sem samsvara reglum i setningu (2.20):

(4.5) Setning. Latum f: X — Y vera vorpun.
(1) Ef (A;)er er fjolskylda af hlutmengjum i X, b4 er

f[LJ<Ai]:: LJ fIA:].

il il
Ef ad auki I # @, pé er
f[ﬂ A C ﬂ flA].
icl iel

(2) Ef (B;)ier er fjolskylda af hlutmengjum i Y, pa er

YU Bl=U B

iel i€l
Ef a0 auki I # &, pé er
OBl = (1B

el icl
Sonnun: (1) Gerum rad fyrir ad y € f[U A;]. Paer til stak x { U A; bannig ad f(z) =
y. Vegna x € U A; er til stak 4 ar Imf);nnig ad v € A;. En E)G;i] ery = f(x) € flA)]
og bviy € U }e[féll] Gerum & hinn boginn rad fyrir ad y € U flA;]. Paer til ¢ ar I
pannig ad yleel f[A;] og bvi til = ar A; bannig ad y = f(x). E)Zrellbé erz € |J A; og bvi

i€l
yc f[iLeJI Ail.

Gerum neest rad fyrir ad I # @ ogad y € f[ﬂ A;]. Pé er til stak x ar ﬂ A; pbannig
ad f(z) = y. Fyrir sérhvert ¢ ar [ er ba x € Az-eég bviy = f(x) € f[Al-].leEI)n par med
er y € ZQI]”[AZ]

(2) Gerum rad fyrir ad = € f’l[U Bi]. Paer f(x) € U B; og bvi til stak i ar I
bannig ad f(xz) € B;. En baer x € }6_11 [B;] og bvi z € Uz?_l[Bi]. Gerum na 4 hinn
boginn rad fyrir ad = € U fYB:). Paertiliar I baféig ad x € f71[B;] eda med
60rum ordum pannig ad }G(Im) € B;. Pa er einnig f(z) € UI B;ogbviz € f71 UI B;].

S i€
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Gerum nzest t40 fyrir ad I # @. Ad x € f~1[( B;] er jafngilt bvi ad f(x) € N Bs,

el el
og bad er aftur jafngilt bvi ad f(x) € B; fyrir sérhvert ¢ ar I. En bad bydir einmitt ad
x € f71B] fyrir sérhvert i tr I eda med 6drum ordum ad x € () f~L[B;]. O
iel

Vid getum einnig skilgreint margfeldi 6endanlega margra mengja likt og vio skil-
greindum margfeldi endanlega margra mengja i (2.7):

(4.6) Skilgreining. Latum (A4;);cr vera fjolskyldu af mengjum. Margfeldi fjolskyld-
unnar (A;);cr er skilgreint sem mengi allra fjélskyldna (a;);e; bannig ad a; € A; fyrir
sérhvert i tr I. Pad er tdknad med

HAZ' = {(a;)icr : a; € A; fyrir sérhvert i tr I}.
i€l

(4.7) Athugasemd. Tokum eftir ad skilgreining (2.7) & margfeldi endanlega margra
mengja er sértilfelli af pessari skilgreiningu. Vio héfum

A x Ay x - x Ay = [ A

i€[1,n]

Petta endanlega margfeldi er einnig oft taknad

Einnig er sérstakur rithattur vidhafdur pbegar I = N er mengi natturlegu talnanna; vid

skrifum

+oo

IT4: =]]A-

i=0 ieN

Vid getum nu sett fram frumsenduna um val eda valfrumsenduna, sem minnst

var 4 1 §1. Gerum rad fyrir ad vid hofum fjolskyldu (A;);er af mengjum bannig ad
A; # @ fyrir sérhvert ¢ ar I. Frumsendan um val segir ad ba getum vid buid til
fjolskyldu (a;);es af stokum med bvi ad velja (af handahofi) eitt stak a; ar sérhverju
mengi A;:

Frumsenda um val. Latum (A4;);c; vera fjolskyldu af mengjum bannig ad
A; # & fyrir sérhvert ¢ ar I. P4 er til fjolskylda af stokum (a;);c; bannig ad
a; € A; fyrir sérhvert ¢ ur I.

Med 6drum ordum segir frumsendan: Ef (A;);er er {jolskylda af mengjum bannig

ad A; # @ fyrir sérhvert ¢ ar I, paer [[ A; # @.
il

(4.8) Athugasemd. Frumsendan um val hefur jafnan verid umdeildust af 6llum
frumsendum mengjafreedinnar. Andsteedingar hennar segja ad ekki sé unnt ad velja
af handahofi 6endanlega morg stok i einu 4n pess ad setja fram einhverja reglu um
hvernig valid skuli fara fram. Synum hins vegar til gamans deemi um einfalda setningu
i mengjafraedi, par sem naudsynlega barf & frumsendunni ad halda.
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(4.9) Setning. Litum f: X — Y vera viorpun.
(1) Gerum réad fyrir a0 X # @. Vorpunin f er eintaek pa og pvi adeins ad til sé
vorpun g : Y — X pannig a0
go f=idx.

(2) Vérpunin f er ateek pa og pvi adeins ad til sé vorpun g : Y — X pannig ad
f 0g = ldy

Sonnun: (1) Gerum fyrst rad fyrir ad til sé vorpun ¢g : Y — X bannig ad go f = idx
og synum ad vorpunin f er einteek: Latum bvi 1, o vera stok { X pannig ad f(zq1) =
f(z2). Paer

71 =idx(71) = g(f(21)) = 9(f(22)) = idx (v2) = 22,

og vid héfum synt ad vorpunin f er einteek.

Gerum nt & hinn boginn rad fyrir ad f sé eintaek. Par sem X # @ hefur X ad
minnsta kosti eitt stak. Latum a vera eitthvert stak { X. Vid skilgreinum nd vorpun
g : Y — X med eftirfarandi heetti: Latum fyrst y € f[X]. Par sem vorpunin f er
eintaek er til ndkvemlega eitt stak x 1 X bannig ad y = f(z), og vid setjum g(y) := .
Latum neest y € Y\ f[X]; b4 setjum vid g(y) := a. Vid héfum b4 skilgreint g med
tilfellum. Nu er 1jost ad fyrir sérhvert  tr X er g(f(z)) = . Par med er go f =idx.

(2) Gerum fyrst rad fyrir ad til sé vorpun g : Y — X bannig ad fog = idy og synum
ad vorpunin f atek. Latum bvi eitthvert stak y tr YV vera gefid. Setjum z := g(y). Pa
er

f(z) = f(g(y)) =idy (y) = v,

og vi0 héfum synt ad vorpunin f er ateek.

Gerum ni rad fyrir ad vorpunin g sé ateek. Pad pydir ad fyrir sérhvert stak y ar Y er
til stak z bannig ad f(z) = y, eda med 6drum ordum bannig ad z € f~1[y]; betta bydir
ad trefjan f~! er ekki tom fyrir sérhvert stak y ar Y. Samkveemt frumsendunni um
val er [] f~'[y] # @; og bad bydir ad til er fjolskylda (a,)ycy bannig ad a, € f~'[y]

yey
fyrir sérhvert y ar Y. Skilgreinum nd vérpun ¢ : ¥ — X med bvi ad setja g(y) := a,
fyrir sérhvert stak y ar Y. Par sem a, € f~1[y] feest f(g(y)) = f(ay) = y fyrir sérhvert
y ar Y, og pad pydir einmitt ad f o g = idy. a

(4.10) Athugasemdir. (1) Forsendan X # @ 1 1id (1) 1 sidustu setningu er naudsyn-
leg: Ef X = @, paer f: X — Y toma vorpunin, og hin er eintek, hvert svo sem
mengid Y er; en ekki er b4 til nein vorpun g : Y — X, nema mengid Y sé lika tomt.

(2) Tokum eftir ad vid purftum ekki 4 frumsendunni um val ad halda til ad sanna
1id (1) i sidustu setningu. Hins vegar er naudsynlegt ad nota hana til ad sanna 1id (2) {
setningunni; raunar er audvelt ad sja ad fullyrdingin i lid (2) er jafngild frumsendunni
um val (ad 60rum frumsendum mengjafraedinnar gefnum).

(3) Latum f: X — Y vera vorpun.

Vorpun g : Y — X pannig a0 go f = idx er kollud vinstri andhverfa vorpunar-
innar f. Lidur (1) { sidustu setningu segir pa ad fyrir X # @ sé vorpun f : X — Y
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einteek pa og pvi adeins ad hun hafi vinstri andhverfu. Vinstri andhverfa parf ekki ad
vera akvoroud otvireett.

Vorpun g : Y — X bannig ad fog = idy er kollud haegri andhverfa vérpunarinnar
f. Lidur (2) 1 sidustu setningu segir ba ad vorpun f : X — Y sé ateek ba og bvi adeins
ad hun hafi haegri andhverfu. Heegri andhverfan parf ekki ad vera akvoroud otvirsett.

Na sjaum vio ad vérpun f : X — Y er gagntek ba og pvi adeins ad hun hafi
baedi vinstri andhverfu og haegri andhverfu. I pvi tilviki eru pessar vinstri og heegri
andhverfur dkvardadar 6tvirsett og eru sama vorpunin, nefnilega andhverfan f~1.

§5. Venzl

Oft purfum vid ad segja ad tilteknir hlutir eda fyrirbeeri standi i tilteknu sambandi
vido adra hluti eda fyrirbeeri, til deemis ,,Jén er brédir Sigurdar® eda ,,Jon og Gunna
eru hjon“. T mengjafreedi viljum vid helzt koma pvi pannig fyrir ad allt sem vid télum
um séu mengi. Vid utbdaum pvi nokkud sem kalla meetti ,,breedravenzl®; pad 4 ad vera
mengid B af 6llum tvenndum (z,y) bannig ad x sé brodir y; i stad pess ad segja ad Jon
sé brodir Sigurdar getum vid ba sagt ad tvenndin (Jon, Sigurdur) sé stak { menginu B.
Eins getum vid buid til ,,hjéonavenzl“.
Vid skilgreinum nit:

(5.1) Skilgreining. Mengi af tvenndum kallast venzl; nanar tiltekid tvistaed venzl.
Ef o er venzl, pa skrifum vid oftast
oy

i stad (z,y) € o og segjum ad stakid x sé o-venzlad stakinu y. Ef A og B eru
mengi, pa er sérhvert hlutmengi i mengjamargfeldinu A x B venzl; vid segjum a0 slik
venzl séu venzl milli mengjanna A og B eda venzl fra menginu A til mengisins
B. Ef B = A, med 60rum ordum ef ¢ er hlutmengi i mengjamargfeldinu A x A, pa
segjum vid ad o sé (tvistaed) venzl 4 menginu A.

(5.2) Athugasemdir og dzemi. (1) I skilgreiningu (5.1) notudum vid griska bokstaf-
inn ,,0* til ad takna einhver 6tiltekin venzl, pvi ad venjulega vid notum boékstafi sem
heiti pegar vid erum ad tala um einhverja 6tiltekna hluti. Hins vegar er venja ad takna
venzl med sérstokum tdaknum, til deemis taknum & bord vio

“ 13 o N1 “ “ “ o ~J “ ~ 144 2«
77< Y )7§ ) ?7N ? N 77m ) ’7| ? 7’” ) ’7J_ ) N ”CX ) ” 7?D4 ) "

svo a0 orfa deemi séu tekin.

(2) Vid eetlum i bessari grein einkum ad reeda um tvisted venzl d einhverju tilteknu
mengi A. Nefnum b6 tv deemi um venzl fra einu mengi til annars: I ramfreedi er
gjarnan talad um ad punktur liggi & linu eda ekki; ef P er mengi allra punkta og L er
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mengi allra lina, pa fast venzl I fra P til L pannig ad p 1] ba og bvi adeins ad punkturinn
p liggi & linunni [; slik venzl kallast leguvenzl. Annad deemi er varprit vorpunar
f: X =Y, sem er samkveemt skilgreiningu mengio I'(f) := {(z,y) € X XY :y = f(z).
Vid hofum ba (z,y) € T'(f) ba og bvi adeins ad z € X,y € Y og y = f(x).

(3) Nefnum einnig ad almennar mé skilgreina pristaed venzl sem mengi af prennd-
um, fjorstaed venzl sem mengi af ferndum o. s. frv. Sem deemi um bristaed venzl
og fjorsteed venzl sem eru notud i ramfredi ma annarsvegar nefna venzlin af 6llum
brenndum (p, q,r) af punktum bannig ad punkturinn ¢ liggi milli punktanna p og r;
hinsvegar venzlin af 6llu ferndum (p, ¢, , s) af punktum bannig ad strikid fra p til ¢ sé
jafnlangt strikinu fra r til s. Tvistaed venzl eru hinsvegar miklu algengari.

Venzl geta haft ymsa eiginleika, og sumir eru pad mikilveegir ad buin hafa verid til
sérstok lysingarord til ad lysa peim. Hér eru pbau nokkur af peim mikilvaegstu:

(5.3) Skilgreining. Litum o vera venzl 4 mengi A.
(1) Vid segjum ad venzlin o séu spegilvirk eda sjalfhverf (4 menginu A) ef

aoa

fyrir sérhvert stak a tr menginu A.
(2) Vio segjum ad venzlun o séu samhverf ef fyrir 61l sték a og b ir menginu A
gildir a0
a ob hefur i fér med sér ad b o a.
(3) Vid segjum ad venzlun o séu andsamhverf ef fyrir 6ll sték a og b tir menginu
A gildir ao
acb og boa hefurifor med sér ad a =b.

(4) Vid segjum ad venzlun o séu missamhverf eda bara mishverf ef fyrir 61l stok
a og b ur menginu A gildir ad

a ob hefur i for med sér ad ekki gildir b o a.

(5) Vid segjum ad venzlun o séu gegnvirk ef fyrir 6ll sték a, b og ¢ 1ir menginu A
gildir ad
aob og boa hefurifér med sér ad a oc.
Pott til séu otal gerdir venzla eru tveer p6 langmikilveegastar, annarsvegar svokollud
jafngildisvenzl; hins vegar svokollud radvenzl, og bad eru pau sem vid setlum ad fjalla

um { bessari grein. Hér & eftir notum vid ordid ,,venzl“ einungis um tvisteed venzl 4
einhverju tiltoknu mengi A.

(5.4) Skilgreining. Jafngildisvenzl 4 mengi A eru spegilvirk, samhverf og gegnvirk
venzl 4 menginu A; med 60rum ordum venzl ~ &4 A pannig a0 fyrir 61l a,b, c ur A gildi:
a~ a;
ef a~b, pa b~ a;

ef a~b og b~a, pd a~c



44 KAFLI I. UNDIRSTOPUATRIPI EINFALDRAR MENGJAFRAPI

(5.5) Deemi. (1) Latum A vera mengi og skilgreinum venzl =4 4 A med bvi ad setja

a=a4b Dbadogbviadeinsad a€ A, beA og a=0b

-

Pa er =4 jafngildisvenzl & A, sem vid getum kallad samsemdarvenzlin 4 menginu
A. Sem hlutmengi i A eru pau ekkert annad en pad sem kallad er hornalina mengisins
A, en pad er samkveemt skilgreiningu mengid

Ay :={(a,a):a€ A}.

Samsemdarvenzlin eru minnstu jafngildisvenzlin & menginu A i peim skilningi ad sem
hlutmengi i AX A eru pau innihaldin i sérhverjum 6drum jafngildisvenzlum 4 A. Raunar
er ljost ad venzl eru spegilvirk pba og bvi adeins ad bau innihaldi hornalinuna (pegar
vid litum & pau sem hlutmengi { A x A), svo ad samsemdarvenzlin eru lika minnstu
spegilvirku venzlin & menginu A.

(2) Latum f : A — B vera vorpun og skilgreinum venzl ~; 4 menginu A med pvi
ad setja

a~y¢b Daogpviadeins ad f(a) = f(b).

Pa er audséd ad venzlin ~; eru jafngildisvenzl & menginu A, sem vid segjum ad séu
jafngildisvenzlin sem vorpunin f gefur af sér.

(5.6) Skilgreining. Latum ~ vera jafngildisvenzl & mengi A. Fyrir sérhvert stak a
ur A setjum vio
[a]~ :={z € A:z~a}

og kéllum mengid [a].. jafngildisflokk staksins a med tilliti til jafngildisvenzl-
anna ~. Vi0 taknum med

A/~ :={la]~ :a € A}
mengi allra jafngildisflokka staka tr menginu A og kéllum vérpunina
T A— Al~

sem faest med pvi ad setja
7(a) = [a]~

fyrir sérhvert a ir A nattarlega ofanvarpid fra A 4 mengio A/~.

(5.7) Athugasemd. Enginn samremdur rithattur er til fyrir jafngildisflokk staks a
med tilliti til einhverra gefinna jafngildisvenzla. Vid skrifum oft ,,[a]“ i stad ,[a]*, ef
ljost er af samhenginu hver jafngildisvenzlin eru sem um er ad rzda.

(5.8) Setning. Liatum ~ vera jafngildisvenzl 4 mengi A og latum [a] vera jafngildis-
flokk staksina A tr menginu A.
(1) Fyrir sérhvert stak a ur A er

a € [a)].
(2) Fyrir oll stok a,b gildir

a~b paog pviadeins ad [a] = [b].
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(3) Ef tveir jafngildisflokkanna hafa sama stak, pa eru peir sami jafngildisflokkurinn;
med 00rum oroum gildir fyrir 61l sték a og b ur A:

Ef [alN[b] # @, bder [a] =D

Sonnun: Lidur (1) er augljos, bvi ad a € [a] bydir ad a ~ a, og venzlin ~ eru spegilvirk.

(2) Latum a, b vera stok i A. Ef [a] = [b], ba er a € [b] og bvi a ~ b. Gerum nu &
hinn boéginn rad fyrir ad a ~ b. P& er einnig b ~ a, af pvi ad venzlin ~ eru samhverf.
Latum nt « € [a]. P4 er  ~ a og a ~ b, og vegna gegnvirkni venzlanna ~ er xz ~ b,
svo ad x € [b]. Eins ef z € [b], ba er x ~ b og b~ a og bvi z ~ a, svo ad x € [a]. Par
med er [a] = [b].

(3) Gerum rad fyrir ad snidmengid [a] N [b] sé ekki tomt. P4 hefur pad stak ¢, og
vid héfum baedi ¢ ~ a og ¢ ~ b. En af ¢ ~ a leidir a ~ ¢, svo ad vid héfum beedi a ~ ¢
og ¢ ~ b og bar med einnig a ~ b. En ba er [a] = [b] samkveemt 1id (2). O

(5.9) Athugasemd. Latum ~ vera jafngildisvenzl 4 mengi Aogm: A — A/~,a — [a]
vera natturlega ofanvarpid. Lidur (2) 1 setningu (5.8) segir ba ad a ~ b ba og bvi adeins
ad m(a) = w(b). Pad bydir ad venzlin ~ eru einmitt jafngildisvenzlin ~, sem vérpunin
7 gefur af sér. Par med eru 6ll jafngildisvenzl fengin eins og { deemi (2) 1 (5.5).

(5.10) Skilgreining. Deildaskipting mengis A er mengi D af hlutmengjum i A,
sem kallast deildir deildaskiptingarinnar, pannig aé eftirfarandi premur skilyroum sé
fullnzegt:

(i) Engin deildanna er tém; med 60rum ordum er X # & fyrir 6ll X tr D.
(i) EFX,Y €Dog X £Y,paer XNY = 2.
(iii) Vio hofum A = U{X : X € D}; med édrum ordum er sérhvert stak 1 A
innihaldio 1 einhverri deild deildaskiptingarinnar D.

Vid segjum pé einnig ad mengid D sé deildamengi mengisins A.
Vio héfum ni:

(5.11) Setning. Latum ~ vera jafngildisvenzl 4 menginu A. P& er mengid A/~ af
jafngildisflokkunum deildamengi mengisins A. Ef & hinn béginn D er deildamengi
mengisins A, pa eru til nakveemlega ein jafngildisvenzl ~ 4 menginu A pannig ad
D = A/~. DPannig feest gagntaek samsvorun milli jafngildisvenzla 4 menginu A og
deildaskiptinga mengisins A.

Sonnun: Fyrri fullyrdingin er bein afleiding af setningu (5.8). Ef 4 hinn béginn D er
deildaskipting mengisins A, b4 ma skilgreina jafngildisvenzl ~ & menginu A med pvi
ad segja ad a ~ b pa og pvi adeins ad a og b séu i sému deild; med 60rum ordum
skilgreinum vid

a~0b baog bvi adeins ad til s¢ X ur D pannig ad a€ X og be X.

b4 er augljost ad A/~ = D og ad venzlin ~ eru einu jafngildisvenzlin & A sem hafa
bann eiginleika. 0
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(5.12) Skilgreining. Venzl < 4 mengi A kallast radvenzl (eda einfaldlega rédun) 4
menginu A ef pau eru spegilvirk, andsamhverf og gegnvirk; med 60rum ordum ef pau
fullnzegja eftirfarandi skilyroum fyrir 61l sték a,b, c Gr menginu A:

a<a,
ef a<b og b<a, pider a=kb;
ef a<b og b<c¢, pider a<ec.

Ef < er ro0un 4 menginu A og a,b eru stok i A pannig ad a < b, pa segjum vid ad
stakid a sé minna eda jafnt stakinu b og jafnframt ad stakio b sé stserra eda jafnt
stakinu a meo tilliti til ré60unarinnar <.

Radad mengi eda radmengi er tvennd (A, <), par sem A er mengi og < er rédun
4 menginu A.

I beinu framhaldi skilgreinum vio:

(5.13) Skilgreining. Latum < vera rédun 4 mengi A.

(1) Vid segjum ad stk a og b ir menginu A séu sambaerileg ef annadhvor a < b
eda b <a.

(2) Vio segjum ad réounin < sé linuleg ef sérhver tvo stok 1 menginu A eru sam-
baerileg. Linulega radad mengi er radad mengi pannig a0 ré0un pess sé linuleg.

(5.14) Vidvorun. Pad sem hér (og vida annarsstadar) er kallad rédun kalla sumir
héfundar hlutrédun, og peir sbmu nota ba gjarnan ordid rédun um bad sem hér er
kallad linuleg réoun.

(5.15) Daemi. (1) Vid gerum rad fyrir ad lesandinn kannist vid venjulegu rédunina d
mengi allra rauntalna; hun er linuleg. Vid getum notad hana til ad bua til deemi um
ymis énnur radvenzl. Til deemis getum vid skilgreint radvenzl <; 4 mengjamargfeldinu
R? =R x R med pvi ad setja

(z,y) <1 (u,v) D& ogbviadeins ad z<u og y<wv.

Pessi venzl eru ekki linuleg: Stokin (0, 1) og (1,0) eru ekki sambeerileg i pessari rédun.
Vid getum einnig skilgreint énnur radvenzl <, a4 R? med bvi ad setja

(z,y) <2 (u,v) Dbéa ogbviadeinsad z<u eda (r=u og y<wv).

Pessi radvenzl, sem vid geetum kallad ,,stafrofsrodina & R2, eru linuleg.
(2) Latum X vera mengi og tdknum med Fr(X) mengi allra raunfalla f : X — R.
Vid getum skilgreint rodun 4 Fr(X) med bvi ad setja

f<g Dbaogbviadeins ad f(z) < g(z) fyrir 6ll x ar X.

Pessi rodun er ekki linuleg ef mengid X hefur fleiri stok en eitt.
(3) Latum C' vera mengi af mengjum. Vid faum ba radvenzl Ce 4 C med bvi ad
setja
X CecY Dbaogbhviadeinsad X, Y €C og X CY.
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Vid getum kallad bessi venzl hlutmengjavenzlin & menginu C. Vid leyfum okkur
a0 skrifa einfaldlega , X C Y istad ,X CcY* ef ljost er af samhenginu hvada mengi C
vid erum ad tala um. Hlutmengjavenxlin & menginu C eru venjulega ekki linuleg.

Sér i lagi ef X er etthvert mengi, pa getum vid talad um hlutmengjavenzlin 4
menginu P(X) af 6llum hlutmengjum { menginu X. Ef X hefur ad minnsta kosti
tvo olik stok, til deemis stokin x og y bannig ad = # y, b4 eru hlutmengjavenzlin a
P(X) ekki linuleg, bvi ad mengin {z} og {y} eru ba ekki sambeerileg med tilliti til
hlutmengjavenzlanna: Hvorugt er hlutmengi i hinu.

[Pad er freistandi ad segja ad hlutmengjavenzlin séu radvenzl 4 mengi allra mengja,
en pad getum vid ekki gert, pvi ad ekki er til neitt mengi sem inniheldur 61l mengi sem
stok. Pess vegna verdum vid ad lata okkur naegja ad athuga pau 4 einhverju fyrirfram
gefnu mengi af mengjum.|

(5.16) Skilgreining. Stréng radvenzl (ede einfaldlega stréng rédun) & mengi A
eru missamhverf og gegnvirk venzl 4 menginu A; med 60rum ordum venzl < & A pannig
aod fyrir 6ll stok a,b, ¢ ur menginu A gildi
ef a<b, paerekki b< a;
ef a<b og b<c, paer a<ec.

Ef < er r60un 4 menginu A og a,b eru stok i A pannig ad a < b, pa segjum vid ad
stakid a sé minna en stakid b og jafnframt ad stakio b sé staerra en stakid a med
tilliti til stréngu ré6dunarinnar <.

Strong rédun er 1 vissum skilningi adeins énnur utgafa 4 r6dun. Pad méa segja ad
baer séu tveer hlidar & sama peningnum. Pad er innihaldid i neestu setningu:

(5.17) Setning. Fyrir sérhverja rédun < 4 mengi A feest strong rédun < & menginu
A med pvi ad setja

a<b pédogpviadeinsad a<b og a#b.
FEyrir sérhverja stranga réoun < & mengi A faest rédun < 4 menginu A med pvi ad setja

a<b pédogpviadeinsad a<b eda a+#b.

Ef vid byrjum med ré0un 4 mengi A, myndum samsvarandi stranga réoun og ur henni
samsvarandi réoun, pa faum vid aftur upphaflegu rédunina. FEins ef vid byrjum meo
stranga ré60un 4 mengi A, myndum samsvarandi ré0un og ur henni samsvarandi stranga
réoun, pa faum vio aftur upphaflegu stréongu ré0unina. Pannig faest gagntaek samsvérun
milli radana og strangra radana a sérhverju gefnu mengi A.

Sonnun: Petta er neesta augljost og nakveem sénnun pvi eftirlatin lesanda. O

(5.18) Skilgreining. Latum o vera tvistaed venzl 4 mengi A og skilgreinum vensl T
a4 A med pvi ad setja
aTb pa og pvi adeins ad bo a.

Vio kéllum T 6fugu venzlin vid venzlin o.
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Eftirfarandi er augljost:

(5.19) Setning. Latum A vera mengi. Ofugu venzlin vid radvenzl 4 menginu A eru
einnig radvenzl 4 menginu A. Ofugu venzlin vid strong radvenzl 4 menginu A eru einnig
strong radvenzl 4 menginu A.

(5.20) Athugasemdir. (1) Ofugu venzlin vid tvistaed venzl o eru gjarnan taknud
med o~ !, ef verid er ad skrifa um venzl almennt og bokstafir (breytur) notadar sem
heiti venzlanna. En ef venzlin eru gefin med sérstokum taknum, eins og til deemis ,,<“
béa eru 6fugu venzlin oft gefin til kynna med tdkni sem er spegilmynd téknsins fyrir
upphaflegu venzlin. Ef vid til deemis héfum gefin radvenzl <, pa er taknid ,, > yfirleitt
notad fyrir 6fugu radvenzlin, og vio skrifum

b>a Dbaog bviadeins ad a < b.
FEins ef < eru strong radvenzl, pa skrifum vid
b>a Dbaog bviadeins ad a < b.

Sérhver radvenzl < gefa af sér prenn énnur venzl: Ofugu radvenzlin >, stréngu rad-
venzlin < og 6fugu stréongu radvenzlin >. Pad naegir okkur ad pekkja ein af pessum
fernum venzlum, og pa pekkjum vid um leid hin prjua.

(2) Mengi A sem er hvorki tomt né einstokungur hefur alltaf fleiri en eina rédun.
Vid gerum A ad ré0udu mengi med pvi ad velja eina beirra og getum pé sagt ad radad
mengi sé mengi A dsamt tiltekinni r6dun < & menginu A; petta gefum vid til kynna
med bvi ad skilgreina radad mengi sem tvenndina (A, <). Pad er svo hins vegar alsida
i steerdfraedi ad nota lauslegt ordalag pegar reett er um slika hluti. I stad pess ad segja
Hlatum (A, <) vera radad mengi“ er til deemis miklu oftar sagt ,latum A vera radad
mengi med rédun <, og jafnvel er pvi alveg sleppt nefna ré6dunina og segja bara ,,latum
A vera radad mengi“. Venjan er pba ad nota taknid ,,<* fyrir rédunina, hver svo sem hun
er, nema einhver sérstok astaeda sé til annars, og pa er yfirleitt pegjandi samkomulag
um ad vid getum notad samsvarandi stranga rédun <, 6fugu rédununa > og Sfugu
strongu rédunina > &n pess ad gera grein fyrir pvi sérstaklega.

(5.21) Skilgreining. Gerum rdd fyrir a0 A sé radad mengi med rédun <, og sam-
svarandi strangri ro0un <4 og ad B sé radad mengi med réoun <p og samsvarandi
strangri r60un <p. Vid segjum ad vorpun f: A — B sé

(i) vaxandi ef a; <, as hefur 1 for med sér f(a1) <p f(az) fyrir 6ll stok a1, as
ur A;

(ii) stranglega vaxandi ef a; <4 ag hefur 1 for med sér f(ay) <p f(ag) fyrir 6l
stok a1, as Ur A;

(iii) fallandi ef a; <4 ag hefur i f6r med sér f(a1) > f(ag) fyrir 6l sték aq, as Gr

A;

(iv) stranglega fallandi ef a; <4 as hefur [ for med sér f(a1) >p f(a2) fyrir 6l
stok ay,as tr A.

Vio segjum einnig ad vorpunin f sé einhalla ef hiin er annadhvort vaxandi eda fallandi,

og vid segjum a0 hiin sé stranglega einhalla ef hiin er annadhvort stranglega vaxandi
elda stranglega fallandi.
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Vio segjum ad vorpun f : A — B sé einsmétun radadra mengja ef hin er
vaxandi og gagntek og andhverfa hennar er einnig vaxandi, og vid segjum ad rédudu
mengi A og B séu einsméta (sem ré60ud mengi) ef til er einsmétun radadra mengja
f:A— B.

(5.22) Athugasemdir og deemi. (1) Stundum eru ordin , haekkandi“ eda ,staekk-
andi“ notud i stad ordsins ,,vaxandi®, og eins eru ordin ,,laekkandi“ eda ,,minnkandi“
notud { stad ordsins ,,fallandi®.

(2) Fost vorpun f : A — B milli radadra mengja er baedi vaxandi og fallandi, en
ef til eru sték a; og as tr menginu A bannig ad a; < ag, pa er hun hvorki stranglega
vaxandi né stranglega fallandi.

(3) Latum X vera mengi og latum veldismengid P(X) hafa hlutmengjarédunina.
Vérpunin P(X) — P(X),Y — X \ Y er stranglega fallandi.

(4) Latum A og B vera rodud mengi og f : A — B vera einteka og vaxandi vorpun.
Pa er f stranglega vaxandi: Latum aq,as € A vera bannig ad a; < az eda med 60rum
ordum bannig ad a1 < as 0og a1 # ag. Par sem vorpunin f er vaxandi er f(ay) < f(a2),
og bar sem hun er einteek er f(a1) # f(az), og bar med er f(a1) < f(az). Af bessu
leidir svo: Ef f : A — B er einsmo6tun radadra mengja, med 6drum ordum gagntaek
vorpun pannig ad baedi f og andhverfan f~! séu vaxandi, b4 eru varpanirnar f og f!
badar stranglega vaxandi.

(5) A hinn boginn barf stanglega vaxandi vorpun alls ekki ad vera eintaek, bvi ad
htn getur hugsanlega varpad 6sambeerilegum stokum & sama stakid. Latum til deemis
A = P({a,b}), bar sem a,b eru einhver 6lik stok, gefum A hlutmengjarédunina og
skilgreinum vorpun f : A — A med bvi ad setja (D) := &, f({a}) := f({b}) := {a}
og f({a,b}) :=={a,b}. P4 er vorpunin f stranglega vaxandi, en ekki einteek.

Ef hins vegar A er linulega radad mengi og f : A — B er stranglega vaxandi vorpun
fra A 1 radad mengi B, ba er f einteek vorpun: Fyrir a1,as € A bannig ad a; # as er
annadhvort a; < az eda as < a; og bvi annadhvort f(a1) < f(az2) eda f(a2) < f(a1),
og 1 badum tilvikum er f(a1) # f(az).

(5.23) Setning. Sérhvert radad mengi er einsméta (sem radad mengi) mengi af mengj-
um sem er radad med hlutmengjavenzlunum.

Sonnun: Latum A vera radad mengi. Fyrir stak a ar A setjum vid
fla)={zxeA:z<a}

og sidan
C:={f(a):z <a}.

Mengid C er hlutmengi { veldismenginu P(A) og vid r6dum bvi med hlutmengjavenzl-
unum. Vid fAum ni vérpun

f:A=Ca— f(a),

sem er augljoslega ateek. Synum ad hiun sé eintek: Vegna a < a er a € f(a) fyrir
sérhvert a i A. Ef nt a1,a9 € A og f(a1) = f(az), b4 feest a1 € f(a2) og az € f(a1);
en pad pyoir ad a; < as og as < a; og pvi a; = az. Vid héfum pa synt ad vorpunin f
er gagnteaek.
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Latum aq,as € A og gerum rad fyrir ad a; < ap Fyrir sérhvert = ar f(a1) er z < a;
og vegna a; < as er ba x < ag, svo ad x € f(az). Pad bydir ad f(a1) C f(a1), og
vid hofum synt ad vorpunin f er vaxandi. Ef 4 hinn boginn f(a1) C f(a1), ba feest
aj € f(az), sem aftur bydir ad a; < az; og betta synir ad andhverfan f~! er vaxandi.
Par meod er f einsmétun radadra mengja. O

(5.24) Skilgreining. Stak a i r6dudu mengi A kallast hastak i A eda 6staekkanlegt
stak i A ef ekki er til neitt staerra stak 1 A; med 60rum oroum ef eftirfarandi skilyroi
er fullnaegt:

Efre Aoga<uzx, paerzxz=na.

Stak b i r60udu mengi A kallast lagstak i A eda 6minnkanlegt stak i A ef ekki
er til neitt minna stak i A; med 60rum ordum ef eftirfarandi skilyroi er fullnzegt:

Efre Aogx <b, pderz=0.

(5.25) Athugasemd. Radad mengi parf hvorki ad hafa héastak né lagstak. En einnig
getur radad mengi haft morg hastok eda morg lagstok. Latum til deemis X vera mengi
med nakvemlega premur stokum, X = {a,b,c}, bar sem a # b, a # ¢ og b # ¢, og
latum A vera mengi allra eiginlegra hlutmengja i X sem eru ekki tém, radad med
hlutmengjavenzlunum. Mengid A hefur sex stok. Prju beirra, mengin {a,b}, {a,c} og
{b, ¢}, eru hastok, en hin prju, mengin {a}, {b} og {c}, eru lagstok. Tokum eftir ad
bessi r6dun er ekki linuleg.

(5.26) Skilgreining. Stak a i r6dudu mengi A kallast haesta stak (eda staersta stak,
eda efsta stak) i menginu A ef x < a fyrir sérhvert stak x i A.

Stak b 1 ro0udu mengi A kallast nedsta stak (eda minnsta stak, eda lzegsta stak)
i menginu A ef a < x fyrir sérhvert stak x 1 A.

(5.27) Athugasemd. Radad mengi barf ekki ad hafa neitt heesta stak. En hafi pad
haesta stak, ba er heesta stakio adeins eitt: Ef a; og as eru haestu sték i menginu A,
béa er a; < as og az < aj og bvi a; = as. Eins getur radad mengi i mesta lagi haft eitt
nedsta stak. Vid getum bvi skilgreint:

(5.28) Skilgreining. Latum A vera radad mengi. Ef mengid A hefur heesta stak, pa
er petta haesta stak tdknad med
max A.

Ef mengid A hefur nedsta stak, pa er petta nedsta stak tidknad med
min A.

(5.29) Athugasemdir. (1) Ef radad mengi A hefur heesta stak, ba er pad augljoslega
hastak i A og jafnframt eina héstakid i A: Latum a vera heesta stak { A. Paer x < a
fyrir sérhvert stak x i A. Ef na x er hastak, pa feest x = a. Eins sést ad leegsta stak i
A, ef til er, er lagstak og eina lagstakio i A.

(2) Ef A er linulega radad mengi sem hefur hastak a, ba er a heesta stak i A: Fyrir
sérhvert stak a i A er ¢ < a eda a < x, af pvi ad r6dunin er linuleg. En bar sem a er
hastak leidir a < x af sér a = x, svo ad x < a fyrir sérhvert stak = i A.
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Gerum rad fyrir ad B sé hlutmengi i rédudu mengi A. R6dunin 4 menginu A gefur
af sér r6oun 4 B med pvi ad einskorda hana vid stokin i B. Nanar tiltekid faum vid
rodun <p & menginu B ur réduninni < 4 menginu A med pvi ad lata a <p b gilda
béa og bvi adeins ad a € B, b € B og a < b. Venjulega skrifum vid einfaldlega ,,<“ i
stad ,,<p“ nema einhver sérstok dsteeda sér til annars. Vid getum pé talad um hastok,
haesta stak, lagstok og laegsta stak i menginu B, ef pau eru fyrir hendi, med pvi ad lita
4 B sjalft sem radad mengi med tilliti til pessarar rédunar.

(5.30) Setning. (1) Latum A vera endanlegt radad mengi sem er ekki témt. Pa hefur
A bae0i hastak og lagstak.

(2) Latum A vera endanlegt linulega radad mengi med fjoldatolu n. P& er til
néakveemlega ein upptalning (a;)ie[i,n) @ menginu A pannig ad a; < a1 fyrir 6l
i=1,...,n—1.

Sonnun: (1) Gerum rad fyrir ad radada mengid A sé ekki tomt og hafi ekkert hastak.
Pa ma fyrir sérhvert stak i A finna steerra stak { A. Baum b4 til vérpun f: N — A
med brepun bannig: Veljum eitt stak ar menginu A af handahofi og kollum bad f(0).
Gerum ba rad fyrir ad stokin f(0),..., f(n) hafi pegar verid buin til pannig ad f(0) <
f(1) <--- < f(n). Par sem f(n) getur ekki verid hastak er til staerra stak i A; veljum
eitt peirra, kollum bad f(n + 1) og hofum pa f(0) < f(1) < -+ < f(n) < f(n+1).
Pannig feest vorpun f : N — A bannig ad f(j) < f(k) hvenger sem j,k eru ur N og
j < k. En af bvi leidir ad vorpunin f er einteek og bar med ad mengid A er 6endanlegt
i motsdgn vid forsendu. Pvi hlytur A ad hafa hastak.

Hlidstae0 roksemdafaersta synir ad A hljoti ad hafa lagstak.

(2) Sonnum fullyrdinguna med prepun yfir fjoldatélu menginsins A Ef A er toma
mengiod, pa er téoma fjolskyldan upptalning sem fullnaegrir skilyrdinu i skilgreiningunni.
Gerum pvi rad fyrir ad fullyrdingin sé rétt ef fjoldatala mengisins sé gefin tala n ar N
og latum A vera mengi med fjoldatolu n + 1. Samkveemt 1id (1) hefur A hastak. Par
sem rédunin er linuleg er pad hesta stak i menginu A; kéllum petta heesta stak b. Pa
er A\ {b} endanlegt mengi med fjoldatélu n, svo ad samkveemt prepunarforsendu er til
upptalning (a;)ie[1,,) & menginu A\ {b} bannig ad a; < a;41 fyrirdlli=1,...,n — 1.
Setjum svo a, 1 := b og hofum ba fengid upptalningu (a;)ic[1,n+1] & menginu A pannig
ad a; < a1 fyrirolli=1,... n. O

Neestu hugtok sem vid skilgreinum eru hins vegar ,,afstaed” { peim skilningin ad bau
eiga adeins vio hlutmengi { gefnu r6dudu mengi:

(5.31) Skilgreining. Latum A vera radad mengi og B vera hlutmengi i menginu A.

(1) Stak a { menginu A kallast yfirstak hlutmengisins B ef b < a fyrir sérhvert stak
b tur menginu B. Vid segjum ad hlutmengio B sé takmarkad ad ofan (i menginu
A) ef til er yfirstak fyrir mengid B { menginu A.

(2) Stak a [ menginu A kallast undirstak hlutmengisins B ef a < b fyrir sérhvert
stak b aur menginu B. Vid segjum ad hlutmengid B sé takmarkad ad nedan (i
menginu A) ef til er yfirstak fyrir mengid B i menginu A.

(3) Vid segjum ad hlutmengid B sé takmarkad (i menginu A) ef pad er bedi
takmarkad ad ofan i A og takmarkad ad nedan i A.
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(5.32) Skilgreining. Latum A vera radad mengi og B vera hlutmengi { menginu A.
(1) Stak a  menginu A er kallad efra mark hlutmengisins B (i menginu A) ef pad
er laegsta stakid 1 mengi allra yfirstaka mengisins B. Efra markio, ef til er, er tdknad
med
sups B eda einfaldlega sup A.

(2) Stak a i menginu A er kallad nedra mark hlutmengisins B (I menginu A) ef
bad er heesta stakid i mengi allra undirstaka mengisins B. Nedra markio, ef til er, er
taknad med

inf4 B eda einfaldlega inf A.

(5.33) Athugasemdir. (1) Hlutmengi i r6dudu mengi parf ekki ad hafa neitt efra
mark; en ef efra markio er & annad bord til, p4 dkvardast pad 6tvirsett. Sama gildir
um nedra mark.

(2) A0 stak a ur r6dudu mengi A sé efra mark hlutmengis B i A bydir ad a fullnsegir
eftirfarandi tveimur skilyroum:

(i) Fyrir sérhvert stak b ar B er b < a.
(ii) Ef ¢ € A og b < ¢ fyrir sérhvert stak b ar B, paer a < c.

Fyrra skilyroio segir ad a sé yfirstak mengisins B, og seinna skilyrdid ad a sé minna
e0da jafnt 6llum yfirstokum mengisins B. Petta eru bau tvo skilyrdi sem parf ad ganga
ar skugga um ef vid viljum syna ad eitthvert tiltekid stak a sé efra mark mengisins B.

Hliostaed skilyrdi fast fyrir nedra mark hlutmengis.

(3) Hlutmengi { r6dudu mengi getur ekki haft efra mark nema pad s¢ takmarkad
a0 ofan; en bad dugar ekki til, pvi ad mengi sem er takmarkad ad ofan parf ekki
naudsynlega ad hafa efra mark. Eins getur hlutmengi { r6dudu mengi ekki haft nedra
mark nema pad sé takmarkad ad nedan; en mengi sem er takmarkad ad nedan parf ekki
naudsynlega ad hafa nedra mark.

(4) Gerum rad fyrir ad a sé efra mark hlutmengis B { r60udu mengi A. Pa getur
hvort tveggja gerzt ad a sé stak i B eda ekki. Ef a € B, pa er a naudsynlega hasta
stak 1 menginu B; med 60rum ordum er pa ¢ = max B. Og & hinn boginn gildir: Ef
B hefur haesta stak, pé er pad jafnframt efra mark menginsins B. Hins vegar getur B
haft efra mark an bess ad hafa haesta stak, nefnilega ef sup B ¢ B.

(5) Sérhvert stak 1 rodudu mengi A er yfirstak toma mengisins @. Par med er 1jost
a0 @ hefur efra mark { menginu A pa og bvi adeins ad A hafi lsegsta stak, og ba er
sup, @ = min A. Eins hefur toma mengid @ nedra mark i menginu A ba og pvi adeins
ad A hefi heesta stak, og pa er inf 4, @ = max A.

(4) Ef A er radad mengi og (a;);er er fjolskylda af stokum i menginu A, ba skrifum
vid oft

maxa;, mina;, supa;, infa;
iel iel el il
i stad max{a; : 4 € I'}, min{a; : i € I'}, sup{a; : ¢ € I}, inf{a; : i € T}.

(5) Skammstafanirnar ,max®, ,min“ ,sup“ og ,inf* standa fyrir latnesku heitin
ymaximum®, ,minimum®, ,supremum® og ,infimum®, og latnesku heitin eru gjarnan
notud begar lesid er ar skammstéfununum.
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Gerum r4ad fyrir ad mengid {x,y} sé hlutmengi { r6dudu mengi A. Ef stokin = og
y eru sambeerileg, ba hefur mengid {x,y} bedi heesta og legsta stak, og vid hofum
sup{x,y} = max{x,y} og inf{z,y} = min{z,y}. Ef stokin = og y eru ekki sambeerileg,
b4 hefur mengid {z,y} hvorki haesta stak né laegsta stak, en pad geeti hugsanlega haft
efra mark i menginu A eda nedra mark { menginu A (eda hvort tveggja).

(5.34) Deemi.. (1) Latum X vera mengi og P(X) vera veldismengi bess, radad med
hlutmengjavenzlunum. Stok A, B i P(X) burfa ekki ad vera sambeerileg, en hlutmengid
{A, B} hefur baedi efra mark og nedra mark, nefnilega

sup{A,B} = AUB og inf{A,B}=ANB.

(2) Latum X vera mengi og Fr(X) vera mengi allra raunfalla f : X — R med
roduninni sem lyst var { deemi (2) 1 (5.15). Stok f, g burfa ekki ad vera sambeerileg, en
mengid {f, g} hefur avallt efra mark og nedra mark: Vid héfum sup{f,g} = f Vg og
inf{f, g} = f A g, bar sem follin fV g og f A g eru skilgreind med bvi ad setja

(f v g)(x) = max{f(z),g(x)} og (fAg)(x):=min{f(z),g(z)}
fyrir sérhvert stak x ar menginu X.

Stundum koma upp deemi um venzl sem eru dalitid almennari en radvenzl i peim
skilningi ad pau fullnaegja ekki skilyrdinu um andsamhverfni. I margskonar samanburdi
sem kemur upp { daglegu lifi er pessu skilyrdi alls ekki fullnsegt: Vio getum borid folk
saman med tilliti til ymissa eiginleika, til deemis haedar eda skemmtilegheita, og pad
er ekkert pvi til fyrirstédu ad menn geti verid jafnhair (ad minnsta kosti eftir beirri
nakvemni sem meelitaeki leyfa) eda jafnskemmtilegir 4n bess ad vera sami madurinn.

(5.35) Skilgreining. Forrédun 4 mengi A er venzl C 4 menginu A sem eru spegilvirk
og gegnvirk; med 60rum oroum ef pau fullnzegja eftirfarandi skilyroum fyri 61l sték a, b, ¢
ur menginu A:
a C a,
ef aCb og bCc¢, pader aCec

(5.36) Daemi. Vid skilgreinum venzl | 4 mengi heilla talna Z bannig ad a | b ba og
bvi adeins ad til sé tala ¢ ar Z bannig ad b = ac; vid segjum ba ad talan a gangi upp i
tolunni b. Ljost er ad bessi venzl eru forr6dun 4 menginu Z. En bau eru ekki rédun: Af

a|bogb|agetum vid ekki dregid ba alyktun ad a = b, heldur einungis ad annadhvort
sé a =beda a= —b.

(5.37) Setning. Latum C vera forrédun 4 mengi A og skilgreinum venzl ~ & menginu
A med pvi ad setja

a~b bpdogpviadeinsad aCb og bLCa.

P4 eru venzlin ~ jafngildisvenzl 4 menginu A, og til eru nakvaemlega ein venzl < &
menginu A/ ~ af jafngildisflokkunum pannig ad

[a] < [b] bé og bvi adeins ad a C b,
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og bessi venzl < eru radvenzl. (Hér er [a] jafngildiflokkur staksins a tr menginu A med
tilliti til jafngildisvenzlanna ~ ).

Sonnun: Augljost er ad venzlin ~ eru jafngildisvenzl. Latum a,b, ¢, d vera pannig ad
a~cogbr~d PadbydiradaC c,cC a, bC dogdLC a Gerum nu rad fyrir ad
aCb AfcCaogal bleidirad ¢ C b; og af cC bog b C d leidir ad ¢ C d. Ef vid
4 hinn boginn gerum rad fyrir ad ¢ C d, pa faest med sama haetti ad a C b. Vid sjdum
bvi: Ef [a] = [c] og [b] = [d], b4 gildir

a T b Dbaog pviadeins ad ¢ C d.

En bad bydir eimnitt ad vid getum skilgreint venzl < & menginu A/ ~ med pvi ad setja
[a] < [b] b4 og bvi adeins ad a C b. Nu er 1jost ad venzlin < eru radvenzl 4 menginu
A/ ~: Vid héfum [a] < [a] fyrir sérhvert a ar A vegna a C a. Ef [a] < [b] og [b] < [a],
ba er a Cbog b a, og bad bydir ad a ~ b, sem aftur bydir ad [a] = [b]. Ef ad lokum
[a] < [b] og [b] < [c], baer a T bogbL cogbvial cog bar med [a] < [c]. O



Kafli 11

Zermelo-Fraenkel-mengjafraeoi

§1. Fullyrdingar mengjafraedinnar

I kafla I voru einféldustu hugtok mengjafreedinnar sett fram med 6formlegum heetti, og
lausleg grein var gerd fyrir frumsendum hennar. I pessum vidauka er setlunin ad beeta
ar bvi med pvi ad gefa ndkveemari framsetningu & frumsendunum. Ekki er setlunin ad
endurtaka pad sem gert var i fyrsta kaflanum, heldur er markmioid ad leggja traustari
grunn undir pad sem pad var gert og syna ad frumsendur mengjafraedinnar naegja til
ad tryggja tilvist peirra mengja sem & parf ad halda.

I kafla T s6gdum vid ad sérhver sa hlutur sem steerdfreedin fjallar um kallist stak,
og a0 stok megi taka saman i mengi. Par var einnig bent 4 ad mengi veeru hlutir sem
steerdfreedin fjallar um, og par med eru 6ll mengi jafnframt stok. Nu er rétt ad benda
4 aOra merkilega stadreynd, sem er alls ekki augljos fyrirfram. Huan er st ad oll stok
sem tala parf um 7 mengjafredi eru mengi. Petta virdist kannski fraleitt vio fyrstu syn.
Til deemis kynni okkur strax ad detta i hug ad venjulegar tolur, svo sem tolurnar 1 og
2, séu ekki mengi. En i frumsendumengjafraedi er talnakerfid byggt upp med pvi ad
ganga utfra mengjafraedinni, og ba eru tolur skilgreindar sem tiltekin mengi. Pannig er
nattuarlega talan 1 skilgreind sem mengid

og nattarlega talan 2 er skilgreind sem mengid

2:={@, {o}}.

Pess ma po geta ad mengjafraedi ma setja fram med fleiri en einum heetti. Baedi mé
gera rad fyrir ad 6ll stok séu mengi, en einnig mé gera rad fyrir ad til séu stok sem eru
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ekki mengi. Vid veljum hér fyrri kostinn, baedi vegna pess ad hann er einfaldari og lika
vegna pess ad hann er algengari. Pegar mengjafraedi er sett fram med pessum heetti
parf ekki ad gera neinn greinarmun & stOkum og mengjum. Raunar byrfti aldrei ad
nota bessi ord, vegna bess ad allir hlutir sem vid t6lum um eru mengi, og bess vegna
parf ekki sifellt ad vera ad taka pad fram. Vid munum samt sem &dur til paeginda nota
ordin ,,stak* og , mengi“ eftir hentugleikum til ad gera framsetninguna leesilegri.

Frumsendumengjafraedi byggist 4 pvi ad setja fram tilteknar fullyrdingar, svokall-
adar frumsendur, og leida utfra peim allar adrar nidurst6dur mengjafreedinnar med
rokréttum alyktunum. Vid hofum talad um margar af frumsendum mengjafreedinnar 1
kafla I. Medal peirra var frumsendan um hlutmengi, sem sagdi a0 fyrir sérhvert mengi A
og sérhverja ,skynsamlega fullyrdingu” E(x) sé til mengi sem inniheldur nédkveemlega
bau sték ar A bannig ad fullyrdingin F(x) sé sénn. Adur en frumsendurnar eru settar
fram barf ad gera grein fyrir hvad att er vid med ,,skynsamlegri fullyrdingu*.

Astzedan er si, ad talsverdrar adgeetni er borf begar akvedid er hvada fullyrdingar
eiga a0 teljast leyfilegar { steerdfraedi. Pad dugar til deemis ekki ad leyfa allar venjulegar
fullyrdingar & einhverju venjulegu tungumali, til deemis islenzku. Vid synum petta med
freegu deemi:

Gerum rad fyrir ad vio viljum leyfa allar ,, venjulegar fullyroingar” & islenzku. Sumar
slikar fullyrdingar ma nota til ad skilgreina tolur, adrar ekki. Til deemis skilgreinir
fullyrdingin ,talan x er pad sem kemur ut begar vid leggjum toéluna einn vid toluna
tvo“ akvedna tolu x, nefnilega toluna 3.! Hins vegar skilgreinir fullyrdingin ,talan z
er talan sem kemur ut pegar okkur leidist” ekki neina akvedna tolu. Nu er kannski
ekki 1jost hve morg ord eru i ,,venjulegri islenzku“, en okkur er érugglega 6haett ad
ganga utfra pvi ad ekkert ord i ,,venjulegri islenzku“ sé lengra en til ad mynda milljéon
bokstafir. Par sem islenzka stafrofid er endanlegt leidir af pvi ad ,,venjuleg islenzka“
hefur ekki nema endanlega morg ord. Af pvi leidir svo aftur ad ekki eru til nema
endanlega margar ,,fullyrdingar 4 venjulegri islenzku“ med tiltekinn ordafjolda. Par
med eru ekki til nema endanlega margar , fullyrdingar 4 venjulegri islenzku* sem hafa
nitjan ord eda feerri. Sumar pessara fullyrdinga ma nota til ad skilgreina tilteknar
nattarlegar tolur, og beer natturlegu tolur sem pannig eru skilgreindar geta ba ekki
verid nema endanlega margar. En nd eru nattarlegu télurnar 6endanlega margar, svo
ad til hlytur ad vera natturleg tala sem er ekki unnt ad skilgreina med nitjdn ordoum
eda feerri 4 islenzku. Ein peirra hlytur ad vera minnst. Vid getum pa skilgreint hana
med eftirfarandi fullyrdingu:

Talan x er minnsta nattiurlega tala sem er ekki unnt ad skilgreina meo nitjan
oroum eda faerri & islenzku.

To6luna = er samkveemt skilgreiningu ekki unnt ad skilgreina med nitjan ordum eda feerri
4 islensku. En skilgreinin sjalf hefur einmitt nitjan ord (ef vid teljum breytisteerdina
& sem eitt ord), og vid hofum pvi skilgreint toluna med nitjan ordum. Petta er augljos
moétsogn, sem er ekki audvelt skyra eda komast hja med einféldum haetti.

Einfaldasta leidin til ad komast hja pessum vanda er ad takmarka verulega peer
fullyrdingar sem vio leyfum { steerdfreedi. Pad er gert med pvi ad gefa strangar reglur um

1Vid leyfum okkur ad utvikka ,,venjulega islensku® bannig ad breytistaerdir, svo sem bokstafurinn
»x“, séu leyfileg (nafn)ord.
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hvernig leyfilegar fullyrdingarnar eru myndadar. Vid snium okkur pa ad pvi verkefni.
Fyrst purfum vid ad gera grein fyrir hvad att er vid med heiti. Eins og sagt var i
inngangi eru stokum gefin heiti. Vid getum lauslega skipt beim i tvennt.

(1) Akvedin heiti. Pad eru nofn & akvednum hlutum, svo sem

1
A L ,,5“, 11,2} U {3,4}“, ,hringurinn med midju i 0 og geisla 1%.

77@“
I r6kfreedi eru akvedin heiti kollud fastar.

(2) Odkvedin heiti. Pad eru i fyrsta lagi svokalladar breytisterdir eda breytur, en
ordid breyta er haft i rokfraedi um bokstaf sem er notadur sem nafn & hlut
(og er farid med sem nafnord), og i 60ru lagi geta 6akvedin heiti verid samsett
takn sem innihalda breytur. Daemi um slik samsett tdkn eru

77{‘%}“; ,,A n B“v vax2 + 1“7 7761“7 nf(xa y)“~

I steerdfraedi parf ad gera rad fyrir ad til umrada séu dendanlega margar breytur. Al-
mennt samkomulag er um ad leyfa alla bokstafi ar latnesku og grisku stafrofunum sem
breytur. En beir eru endanlega margir, svo ad vid litum einnig & ymis samsett takn
sem breytur (eda ,nyja bokstafi). Til deemis ma f4 6endanlega margar breytur med
bvi ad beeta einu eda fleiri merkjum (,,strikum®) vid venjulegan bokstaf; bannig litum
vi0 &
z, 2, 2", 2", ... og svo framvegis

sem sjalfstazedar breytur. Petta mundi nzegja, en af hagkveemnidstaedum eru fleiri merk-
ingar & bokstofum leyfdar, til deemis

Z1,Ys5,28-
Hver eru ba heiti mengjafreedinnar? Fyrsta reglan er einfold:

Heiti mengjafreedinnar eru (til ad byrja med) allar breytur, og engin énnur

heiti.
Ordin ,til a0 byrja med“ parfnast frekari skyringar. Strax og vid hofum sett fram
fyrstu frumsendur mengjafraedinnar tokum vid til vid ad sanna ymsar setningar, eda
med 6drum ordum afleidingar af frumsendunum?. Sumar af pessum setningum leyfa
okkur ad skilgreina nija hluti. Peim eru pa gefin ny heiti. Til demis er sannad i
setningu (2.6) hér & eftir ad til er ndkvaemlega eitt mengi z pannig ad z hafi ekkert
stak. DPessi nidurstada leyfir okkur ad skilgreina nyjan hlut, téma mengio, og gefa
honum nytt (dkvedid) heiti ,,&“ med eftirfarandi skilgreiningu: ,, Vid latum & vera pad
mengi z pannig ad z hafi ekkert stak.“ Svo ad annad deemi sé tekid synum vid hér
& eftir ad fyrir mengi A og B méa bua til nytt mengi A U B. Petta leyfir ad lita &
taknasamsteeduna ,,A U B¢ sem nytt (6akvedid) heiti.

21 steerdfraedi og rokfraedi er ordid ,setning® einungis haft um fullyrdingar sem ma sanna utfra
gefnum frumsendum; pad pydir pvi hid sama og ,,s6nnud fullyrding”. Petta er astsedan til ad i pess-
um vidauka verdum vid allsstadar ad tala um ,fullyrdingar bar sem i daglegu mali veeri talad um
»setningar.
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Til ad skyra petta betur géngum vid um stundarsakir ut fra ad vid héfum pegar
gert grein fyrir hverjar fullyrdingar mengjafraedinnar eru. Setjum svo ad P sé slik
fullyrding og ad vid getum sannad setninguna ,,Til er ndkvaemlega eitt stak x pannig
aol fullyroingin P sé sénn.“ P4 getum vid skilgreint nytt stak og gefido pvi nytt heiti a
med pvi ad skilgreinina: ,,Latum a vera stakid x pannig ad fullyrdingin P sé sénn.“
Med pessu moti fjolgum vid smatt og smatt peim heitum sem eru leyfileg. Og eins og
bratt verdur ljost fjolgum vid jafnframt leyfilegum fullyrdingum.

Vio skilgreinum na fyrst hverjar eru grunnfullyrdingar mengjafreedinnar:

(1.1) Skilgreining. Grunnfullyrdingar mengjafraedinnar kallast paer fullyrding-
ar sem ma mynda dr heitum mengjafraedinnar med eftirfarandi tveimur myndunar-
reglum:
(1) Ef a og b eru heiti, pa er
a=b

grunnfullyrding.
(2) Ef a og b eru heiti, p4 er
aeb

grunnfullyrding.

(1.2) Athugasemd. Pegar verid er ad tala um tungumalid sem steerdfraedin er skrifud
& parf a0 tala um ,hluti“ svo sem bokstafi, takn, fullyrdingar eda hluta af fullyrding-
um. Til ad tala um pessa hluti purfum vid ad hafa néfn 4 pessum hlutum, med 6drum
ordum ,.breytur. En ba0d parf ad gera greinarmun & pessum nyju breytum og breyt-
unum { sjalfu tungumaéli steerdfraedinnar. Vid kéllum breyturnar sem eru heiti 4 ,,hlut-
um® i tungumali steerdfreedinnar malskipanarbreytur til adgreiningar fra venjulegum
breytum. Vid komum okkur saman um ad malskipanarbreyturnar skuli vera feitletradir
bokstafir, en breytur steerdfreedinnar skaletradir bokstafir. Sér i lagi getum vido notad
maélskipanarbreytur sem heiti d heitum sterdfredinnar. Skyrum betta nanar.

Tungumal steerdfreedinnar er samsett ur bokstéfum og fleiri tdknum. Bokstafirnir
mega til deemis vera allir bokstafir latneska stafrofsins, svo sem ,, A%, ,,a*, ,, B, ,,b%, ,,C*,
€ 0. s. frv. Nu viljum vid geta sett fram reglur sem fjalla medal annars um bessa
bokstafi. Vio purfum pa ad geta talad um hvada bikstafi sem er, og til pess notum
vi0 malskipanarbreytur, svo sem ,x“ eda ,y“. Vid getum til deemis sagt: , Latum x
og y vera bokstafi og tdknum med x = y tdknasamsteeduna sem faest med pvi ad
rita fyrst bokstafinn x, par neest taknid ,,=* og sidast bokstafinn y.“ Hér geeti x til
deemis stadid fyrir bokstafinn ,,a“ og y fyrir bokstafinn ,,B*; og pa stendur x = y
fyrir tdknasamsteeduna ,a = B“. En lika geeti x stadid fyrir bokstafinn ,,y“ og y fyrir
bokstafinn ,,z; og ba stendur x = y fyrir taknasamstaeduna ,,y = z*. Og eins geetu
X 0og y baedi stadio fyrir bokstafinn ,,z“, og pa stendur x = y fyrir tdknasamsteeduna
w2 = 2%

A Dessu stigi malsins eru heitin sem vid héfum til umrada einungis bokstafir, eda
med 60rum ordum breytur. Myndunarreglurnar i sidustu skilgreiningu leyfa okkur na
til deemis a0 sjé ad eftirfarandi fullyrdingar eru grunnfullyrdingar:

o T e I 5114 “ « « «
”x_y? 7’x_t) ”x_x’ 77A_B7 7)x€A’ ’7A6x7 7"1;61‘7 ”AEB'
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Pegar vid hofum sannad setningar sem leyfa okkur ad skilgreina ny heiti, til deemis
heitio ,,@“, ba baetast nyjar grunnfullyrdingar vid, svo sem

» € Q“a »J € A“a »d € o

N getum vid sagt hverjar eru fullyrdingar mengjafraedinnar.

(1.3) Skilgreining. Fullyrdingar mengjafraedinnar eru peer fullyrdingar sem unnt
er a0 mynda samkvaemt eftirfarandi myndunarreglum:

(1) Sérhver grunnfullyrding er fullyrding.

(2) Ef P er fullyrding, pé er

(ekki P)
fullyrding.
(3) Ef P og Q eru fullyrdingar, pa er
(P eda Q)
fullyroing.
(4) Ef P og Q eru fullyrdingar, pa er
(PogQ)
fullyroing.
(5) Ef P og Q eru fullyrdingar, pa er
(ef P, ba Q)
fullyrding.

(6) Ef P og Q eru fullyrdingar, pa er
(P ba og pbvi adeins ad Q)

fullyroing.
(7) Ef x er breyta og P er fullyrding, pa er

til er x pannig a0 P

fullyroing.
(8) Efx er breyta og P er fullyrding, pa er

fyrir sérhvert x er P
fullyroing.

Synum med daemi hvernig nota ma pessar myndunarreglur. Samkveemt skilgrein-
ingu (1.1) eru fullyrdingarnar ,.x € A“, .« € B“ og ,,A = B“ grunnfullyrdingar, og bar
med einnig fullyrdingar samkveemt myndunarreglu (1) { skilgreiningu (1.3). Na getum
vid notad myndunarreglu (5) 4 fullyrdingarnar ,x € A“ og ,x € B* og sjaum ad

»(ef z € A, ba x € B)“
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er fullyrding. Einnig getum vid notad myndunarreglu (5) & fullyrdingarnar ,z € B og
»T € A“ og sjdum ad
s(ef x € B, bax € A)“

er fullyrding. Naest notum vid myndunarreglu (4) 4 fullyrdingarnar . (ef © € A, ba
x € B)“ og ,(ef z € B, ba x € A)* og sjaum ad

s((ef x € A, bax € B) og (ef z € B, ba x € A))“

er fullyrding. Notum neest myndunarreglu (8) & breytuna ,,z“ og bessa sidustu fullyrd-
ingu, og sjaum ad

»Iyrir sérhvert z er ((ef z € A, ba x € B) og (ef x € B, pa x € A))“

er fullyrding. Ad lokum notum vid myndunarreglu (5) & bessa sidustu fullyrdingu og
fullyrdinguna ,A = B* og sjaum ad

wef fyrir sérhvert x er ((ef x € A, bA x € B) og (ef x € B, ba xz € A)), pa A = B*

er fullyrding.

Svigarnir { myndunarreglunum eru hafdir til ad tryggt sé a0 rétt sé lesid ur fullyro-
ingunum, en vid leyfum okkur oft ad sleppa peim ef pad veldur engum misskilningi. Vid
leyfum okkur einnig til peeginda ad umrita fullyroingar mengjafreedinnar i samreaemi vio
reglur islenskrar malfreedi pannig ad peer verdi laesilegri, og skrifum pé sidustu fullyrd-
ingu til deemis pannig: ,Ef fyrir sérhvert x gildir ad « € A leidi til z € Bog ad z € B
leioi til x € A, pa er A = B.“. Eda jafnvel pannig: ,,Ef fyrir sérhvert = gildir ad x € A
leioi til x € B og o6fugt, ba er A = B.*“

Vid leyfum okkur einnig ad nota ymsar skammstafanir. Tveer beegilegar skammstaf-
anir minnumst vio pegar 4: Latum a og b vera heiti. Vid skrifum

a#b sem skammstofun fyrir (ekki a = b)

og
a¢ b sem skammstofun fyrir  (ekki a € b).

(1.4) Athugasemd. I kafla I settum vid fram fjorar reglur tr rokfraedi sem fjalla um
jafnadarmerkio. Prjar beirra eru einfaldar, nefnilega
T =
ef x =y, baery=ux;

efx=yogy==z baderx=-z.

Fjorda reglan var hins vegar nokkru floknari. I kafla I ordudum vid hana pannig:

Setjum svo ad E(x) sé einhver fullyrding um almennt stak x. Ef a = b, pa er
fullyrdingin E(a) sénn pa og pvi adeins ad fullyrdingin E(b) sé sénn.
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Nua getum vid gefid nakveemari framsetningu & pessari reglu. Hun krefst hins vegar
talsver0s tacknilegs undirbunings, og peim sem vilja ekki leggja a sig dalitlar rokfleekjur
er radlegt ad hlaupa yfir afganginn af pessari 16ngu athugasemd.

Spyrjum i fyrsta lagi: Hvad er att vid med ,,fullyrdingu um almennt stak x“? Vid
getum strax sagt hvad er att med ,,almennu staki®; pad er stak pannig ad heiti pess sé
breyta. Deemi um ,fullyroingar um almennt stak x* gsetu verio fullyrdingin ,,z € A“
eda fullyrdingin ,z er rauntala og z? = 2. Vid geetum nu freistast til ad segja ad
fullyrding um almennt stak x sé einfaldlega fullyrding par sem breytan ,,z* kemur fyrir.
Petta er hins vegar ekki alveg rétt, pvi ad audvelt er ad setja fram fullyrdingar par sem
breytan ,,z“ kemur fyrir en er samt ekki heegt ad kalla fullyrdingu um stakid x. Einfalt
deemi er fullyrdingin ,til er rauntala = pannig ad z? = 2% Petta er ekki fullyrding
um neina télu xz, og bad sést best 4 pvi ad audveldlega ma umorda hana bannig (4
venjulegri islenzku) ad breytan ,,z“ komi hvergi fyrir; fullyrdingin segir greinilega sama
hlutinn og islenzka fullyrdingin ,,til er rauntala sem margfoldud med sjalfri sér gefur
toluna 2“. Onnur leid til ad sja sama hlut er ad pad skiptir greinilega engu mali hvada
breyta er notud i fullyrdingunni; fullyrdingin ,,til er rauntala = pannig ad z? = 2 segir
greinilega, sama hlutinn og fullyrdingarnar ,til er rauntala y pannig ad y? = 2“ og
»til er rauntala ¢ pannig ad t2 = 2. Med sama heetti sjaum vid ad fullyrdingin ,,fyrir
sérhverja rauntdlu o gildir 22 > 0“ segir greinilega sama hlutinn og fullyrdingarnar
Hfyrir sérhverja rauntdlu b gildir b2 > 0% og ,,fyrir sérhverja rauntélu z gildir 22 > 0%,
og jafnframt hid sama og islenzka fullyrdingin ,ef rauntala er margféldud med sjalfri
sér, ba er utkoman steerri eda jofn nulli“, en { beirri fullyrdingu kemur engin breyta
fyrir.

Latum x vera breytu. Peer adgerdir ad skeyta ordasambondunum ,til er x pannig
ad“ og ,fyrir sérhvert x er* fyrir framan einhverja fullyrdingu P hafa bad ad verkum
a0 fullyrdingin sem 4t kemur er ekki lengur fullyrding um neitt stak sem breytan x er
heiti 4. Vi segjum ad bessar adgerdir bindi breytuna x { allri fullyrdingunni ,til er x
pannig ad P* eda ,,fyrir sérhvert x er P*. Vid verdum nu ad gefa nakveema skilgreiningu
& pessu hugtaki.

Latum P vera fullyrdingu. Ef P er myndud ar 6drum fullyrdingum Q, R samkveaemt
myndunarreglunum hér ad ofan, pa segjum vid ad Q og R séu hlutfullyrdingar i P.
Pannig er Q hlutfullyrding i fullyrdingunum ,.ef Q, p4 R* og ,til er x pannig ad Q.
Vio komum okkur einnig saman um ad sérhver fullyrding sé hlutfullyrding { sjalfri
sér, ad hlutfullyroing { hlutfullyrdingu sé hlutfullyrding o. s. frv. Pannig er Q lika
hlutfullyrding i fullyrdingunni ,R eda til er x bannig ad (S og (T eda Q))“.

Latum na P vera fullyrdingu og x vera breytu. Nu getur breytan x komid fyrir {
fullyrdingunni P, og bad oftar en einu sinni. Pegar x kemur fyrir 4 einhverjum stad {
hlutfullyrdingu { fullyrdingunni P sem er af gerdinni ,,til er x pannig ad Q* eda ,,fyrir
sérhvert x er Q¥ bar sem Q er fullyrding (sem getur innihaldid breytuna x), ba segjum
vi0 ad breytan x sé bundin & peim stad i fullyrdingunni P. Pegar x kemur fyrir & stad
sem er ekki i slikum hluta af fullyrdingunni P, ba segjum vid ad breytan x sé frjals 4
beim stad. Breyta getur verid frjals 4 einum stad og bundin & 60rum stad i fullyrdingu.
I eftirfarandi fullyrdingu synum vid med 6rvum hvar breytan ,z* er frjals og hvar han
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er bundin:

x € A og (til er « pannig ad (x € B eda x € ())
T T T T

fridls bundin bundin  bundin

Nua getum vid svarad upphaflegu spurningunni: Latum x vera breytu. Fullyrding
um x er fullyrding P pannig ad breytan x komi fyrir frjals 4 ad minnsta kosti einum
stad { fullyrdingunni P.

I atgafu okkar & reglunni um samsemd sem var tilefnid til pessara hugleidinga var
ekki einungis talad um fullyrdingu F(z) um ,almennt stak“ x, heldur var einnig talad
um fullyrdingarnar E(a) og E(b), bar sem a og b eru sték. An bess bad hafi beinlinis
verid skyrt Gt setti ad vera ljost ad E(a) 4 ad vera fullyrding sem segir sama hlut um
stakid a og fullyrdingin E(x) segir um ,almenna stakid*“ x. Fullyrdingin E(a) eetti
bvi ad vera fullyrdingin sem feest med pvi ad setja heiti staksins a inn 1 stadinn fyrir
breytuna ,,x“ 4 hverjum peim stad par sem breytan ,,z* er frjdls. En hér parf enn ad
hafa gat 4, og vid purfum ad huga nanar ad hvad pad pydir ad setja heiti inn i stadinn
fyrir breytu { einhverri fullyrdingu.

N geta fleiri en ein breyta komid fyrir frjalsar i tiltekinni fullyrdingu, og bad
borgar sig ad taka upp rithatt sem synir hvada breytu er verid ad setja inn fyrir. Vio
skilgreinum pvi:

Latum x vera breytu, a vera heiti og P vera fullyrdingu. Vido taknum med
Py[a] fullyrdinguna sem faest ir fullyrdingunni P med pvi ad setja heitid a inn
i stad breytunnar x & sérhverjum stad i fullyroingunni P par sem breytan x er
frjals.

Sem deemi getum vid 14tid P vera fullyrdinguna ,a € A og (til er « pbannig ad (z € B
eda z € C))“. Ef x er breytan ,,z* og a er heitid ,,3% ba er Py[a] fullyrdingin ,,3 € A og
(til er z bannig ad (x € B eda x € C))“. Ef x er breytan ,,B* og a er heitid ,,D U E“,
b4 er Py[a] fullyrdingin ,,x € A og (til er  bannig ad (x € DU E eda x € C))“. Ef x
er breytan ,,z* og a er heitid ,,t“, pa er Py[a] fullyrdingin ,« € A og (til er « bannig
ad (z € B eda z € C))“ med 60rum ordum er Px[a] upphaflega fullyrdingin P. Petta
sidasta deemi synir: Ef breytan x kemur ekki fyrir frjals i fullyrdingunni P, ba er Py[a]
ekkert annad en fullyrdingin P.

Pad meaetti setla ad nd sé malid loksins leyst, en svo er b6 ekki alveg. Atlun okkar
var st ad fullyrdingin Py[a] segdi hid sama um hlutinn sem ber heitid a og fullyrdingin
P segir um hlutinn sem ber heitid x. En & pvi getur ordid misbrestur, nefnilega pegar
heitid a er breyta eda inniheldur breytu. [Deemi um heiti sem inniheldur breytur er
til deemis heitid ,,A U B“, sem inniheldur breyturnar ,A“ og ,,B“.] Latum til dsemis
P vera fullyrdinguna ,til er heil tala y pannig ad = = 2y“. Breytan ,x* kemur fyrir
frjals 1 pessari fullyrdingu, pannig ad P er fullyrdingin um stakid x, og augljéslega segir
hun einfaldlega ,,x er jofn tala“. Setjum nua heitid ,,y + 1“ inn i stad breytunnar ,z* i
fullyrdingunni P, bad er ad segja myndum fullyrdinguna P, [y + 1]. Pad er fullyrdingin
,til er heil tala y pannig ad y + 1 = 2y“. En nua bregdur svo vid ad pessi fullyrding
segir alls ekki ad y + 1 sé jofn tala. Raunar er hun ekki nein fullyrding um y eda um
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y+1, bvi ad breytan ,,y* kemur ekki fyrir frjals { fullyrdingunni P, [y + 1]. Fullyrdingin
P,y + 1] segir ad jafnan y + 1 = 2y hafi heila t6lu sem lausn (og er augljoslega sonn,
bvi ad talan 1 er lausn jéfnunnar, og raunar eina heila talan sem er lausn). Astezeda
bess ad P, [y + 1] segir alls ekki bad sem vid bjuggumst vid, nefnilega ad y + 1 sé jofn
tala, er su ad breytan ,,y“ i heitinu ,,y + 1 verdur bundin pegar heitid ,,y + 1° er sett
inn i fullyrdingu af gerdinni ,,til er y pannig ad Q* eda ,fyrir sérhvert y er Q“. Petta
getum vio ekki leyft.

Vid segjum nu ad heiti a sé innsetjanlegt fyrir breytuna x i fullyrdingunni
P ef eftirfarandi skilyroi er fullneegt: Ef y er breyta sem kemur fyrir i heitinu a, pa
inniheldur fullyrdingin P enga hlutfullyrdingu af gerdinni ,,til er y pannig ad Q* eda
Hfyrir sérhvert y er Q“, par sem Q er fullyrding par sem breytan x kemur fyrir med
beim heetti ad hin sé frjils & peim stad { fullyrdingunni P.

Vid verdum nd ad taka upp ba reglu ad aldrei megi setja heiti inn fyrir breytu i
fullyrdingu nema heitid sé innsetjanlegt fyrir breytuna { fullyrdingunni.

Loksins getum vid sett fram rokregluna um samsemd:

Gerum rao fyrir ad P sé fullyrding, a0 x sé breyta og a0 a og b séu heiti
sem hvort um sig er innsetjanlegt fyrir breytuna x i fullyroingunni P. P& er
fullyrdingin ,ef a = b, pa (Px[a] ba og bvi adeins ad Py[b])* sonn.

Tokum eftir ad pad er 6parfi ad setja pad skilyrdi ad P sé fullyrding um x, eda med
60rum ordum ad breytan x komi fyrir frjals { fullyrdingunni P: Ef breytan x kemur
ekki fyrir frjals { P, ba eru fullyrdingarnar Py[a] og Px[b] ekkert annad en fullyrdingin
P, og fullyrdingin ,ef a = b, ba (Px[a] ba og bvi adeins ad Px[b])* er ba sjalfkrafa

sonn.

(1.5) Athugasemdir. (1) Reglurnar um jafnadarmerkio eru venjulega taldar tilheyra
reglum rokfraedinnar. Vid setlum ekki hér ad gera neina almenna grein fyrir 60rum
rOkreglum, en notum samt teekifeerid til ad minnast hér & eina peirra.

Setjum svo ad P sé fullyrding og ad x sé breyta sem kemur fyrir frjals { fullyrdingunni
P. A0 fullyrdingin P sé sonn 4 ad pyda ad hun sé sonn fyrir sérhvert x. Pegar vid
segjum a0 fullyrdingin P sé sonn, b4 meinum vid med 60rum ordum hid sama og begar
vi0 segjum ad fullyrdingin ,fyrir sérhvert x er P sé sonn.

Af bvi leidir ad hvada heiti sem vid setjum inn fyrir x i sannri fullyrdingu P, ba
faum vio sanna fullyrdingu. Vid getum ordad petta pannig:

Latum P vera sanna fullyrdingu, latum x vera breytu og a vera heiti sem
er innsetjanlegt fyrir breytuna x 1 fullyrdingunni P. P4 er fullyrdingin Py|[a]
sonn.

(2) Notum einnig teekifeerid til ad minnast 4 algenga skammstéfun: Vid litum 4 full-
yroinguna ,,til er ndkvaemlega eitt X pannig ad P* sem skammstofun fyrir fullyrdinguna
,»til er x pbannig ad P og fyrir sérhvert x og sérhvert y er (ef P og Px[y], ba x = y)*.
Hér er y einhver breyta 6nnur en breytan x sem er innsetjanleg fyrir x 1 fullyrdingunni
P.
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§2. Fyrstu frumsendur mengjafraedinnar

Vid byrjum nu & ad setja fram frumsendur mengjafreedinnar. Paer eiga ad sjalfségdu ad
vera fullyrdingar i skilningi skilgreiningar (1.3). Vid byrjum 4 ad setja fram frumsend-
una um umtak, sem vid reeddum itarlega i kafla I:

F1. Frumsenda um umtak. Ef fyrir sérhvert z gildir (z € A ba og bvi adeins ad
x € B), pd A= B.

Komum okkur saman um ad nota rithattinn ,A C B“ sem skammstofun fyrir fullyro-
inguna , fyrir sérhvert x er (ef x € A ba x € B)“. Hér eru A og B hvada heiti sem er,
og x er breyta sem er valin pannig ad htn komi ekki fyrir { heitunum A og B. Pa ma
setja frumsenduna um umtak pannig fram:

Ef ACBog BC A, ba A=B.

I kafla T ordudum vid frumsenduna um umtak dalitid 6druvisi, nefnilega i storum
drattum bannig: A = B pad og pvi adeins ad A C B og B C A“. En bessar tveer
framsetningar eru i raun jafngildar, pvi ad fullyrdingin ,ef A = B, pA A C B og
B C A er afleiding af rokreglu um jafnadarmerkid.

Naest viljum vid setja fram pad sem vid i kafla I k6lludum ,,frumsendu um hlutmengi
og ordudum bannig ad ,fyrir sérhverja ,skynsamlega fullyrdingu“ E(x) og sérhvert
mengi A megi skilgreina hlutmengi allra staka { menginu A sem hafa eiginleikann E(x)".
En nt kemur 1 1jos ad pad var villandi ad tala hér um eina frumsendu: I raun purfum
vid & dendanlega morgum frumsendum ad halda, einni fyrir sérhverja ,skynsamlega
fullyrdingu®. I stadinn fyrir eina frumsendu purfum vid ad setja fram pad sem kallad er
frumsendugrip, en bad er forskrift sem leyfir okkur ad bua til frumsendur samkveemt
tiltekinni reglu. Petta er raunar meginasteedan til ad vid héfum purft ad tala itarlega
um maélskipanarbreytur: Stakar frumsendur ma setja fram med venjulegum breytum,
en til ad setja fram frumsendugrip purfum vio & mélskipanarbreytum ad halda.

F2. Frumsendugrip um hlutmengi. Latum P vera fullyrdingu og x, A og B
vera 6likar breytur pannig ad breyturnar A og B komi ekki fyrir i fullyrdingunni
P. P4 er fullyrdingin ,til er B pannig ad fyrir sérhvert x er (x € B ba og bvi
adeins ad (x € A og P))“ frumsenda.

Frumsenda um hlutmengi eda hlutmengisfrumsenda er frumsenda sem er
biin til med pvi ad nota frumsendugripid um hlutmengi.

Toékum deemi: Latum P vera fullyrdinguna ,,x € B*. Breyturnar ,A“ og ,,C* koma
ekki fyrir 1 fullyrdingunni P. P4 segir frumsendugripio F2 ad fullyrdingin

til er C' pannig ad fyrir sérhvert x er (x € C' pa og pvi adeins ad (r € A og
x € B))

sé hlutmengisfrumsenda. Latum nt P vera fullyrdinguna ,,y € B og y € C*. Breyt-
urnar ,A“ og ,,D“ koma ekki fyrir i fullyrdingunni P, og frumsendugripio F2 segir ad
fullyrdingin
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til er D pannig ad fyrir sérhvert y er (y € D ba og pvi adeins ad (y € A og
y€Bogyel))

sé hlutmengisfrumsenda.

Pad er ljost ad frumsendugripio F2 leyfir okkur ad bua til dendanlega margar hlut-
mengisfrumsendur. En einnig er 1jost ad vid getum audveldlega gengid ur skugga um
hvort tiltekin fullyrding er hlutmengisfrumsenda eda ekki.

(2.1) Skilgreining. Latum P vera fullyrdingu og x, A vera élikar breytur pannig ad
breytan A komi ekki fyrir 1 fullyroingunni P. Vio segjum a0 fullyrdingin P skilgreini
mengi med tilliti til breytunnar x ef fullyrdingin ,,til er A pannig ad fyrir sérhvert
x er (ef P, pax € A)“ er sonn.

AQd fullyrdingin P skilgreini mengi med tilliti til breytunnar x segir med 6drum
ordum a0 til sé mengi sem inniheldur 61l stok med heitid x pannig ad fullyrdingin P sé
sonn.

Frumsendugripid um hlutmengi segir a0 fullyrding af gerdinni ,x € A og P“, bar
sem x, A eru 6likar breytur og breytan A kemur ekki fyrir { fullyrdingunni P, skilgreini
mengi.

Gerum na rad fyrir ad fullyrdingin P skilgreini mengi med tilliti til breytunnar x.
Latum A og B vera olikar breytur og frabrugdnar breytunni x pannig ad breyturnar
A og B komi ekki fyrir { fullyrdingunni P. Samkvesemt skilgreiningu er fullyrdingin ,,til
er A bannig ad fyrir sérhvert x er (ef P, b4 x € A)* sénn. Pvi er til mengi med heiti
A bannig a0 fyrir sérhvert stak me0 heiti x sé fullyrdingin

(1) ef P, pax e A

sonn. Samkvaemt frumsendugripinu F2 er til mengi med heiti B bannig a0 fyrir sérhvert
stak med heiti x sé fullyrdingin

(2) x € B pd og pvi adeins ad (x € A og P)
sé sonn. En vegna (1) er fullyrding (2) jafngild fullyrdingunni
x € B pd og pvi adeins ad P.
Vi alyktum bvi ad fullyrdingin
til er B pannig ad fyrir sérhvert x er (x € B pd og bvi adeins a0 P)

sé sonn. Med 60rum ordum er til mengi med heiti B sem hefur sem stok néakvemlega
bau stok med heiti x sem fullneegja skilyrdinu P. Samkvaemt frumsendunni um umtak
F1 &kvardast betta mengi otvireett af skilyrdinu. Vio getum pvi skilgreint:

(2.2) Skilgreining. Latum P vera fullyrdingu og x, B vera olikar breytur pannig ad
breytan B komi ekki fyrir i fullyroingunni P. Mengid sem ber heitid B og hefur pann
eiginleika ad fullyrdingin ,fyrir sérhvert x er (x € B pa og pvi adeins ad P)* er sénn
er taknad med

{x:P}.
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Vio skrifum einnig
{xeA:P}

istad {x : x € A og P}, par sem A er breyta frabrugdin breytunni x pannig ad A
komi ekki fyrir 1 fullyrdingunni P.

(2.3) Athugasemd. DPetta er fyrsta deemi okkar um skilgreint heiti. Til pessa gatum
vid adeins notad skilgreiningu (1.1) & heiti sem eru breytur, en nid getum vid einnig
notad hana & heiti af gerdinni {x € A : P}, bar sem x og A eru olikar breytur
bannig ad breytan A komi ekki fyrir i fullyrdingunni P, pvi ad frumsendugripid F2 um
hlutmengi tryggir tilvist allra slikra mengja. Til deemis ma mynda grunnfullyrdinguna
x € {x € A : P}. Vid hofum:

x € {x € A : P} ba og bvi adeins ad (x € A og P).

(2.4) Skilgreining. Mengi kallast témt ef pad inniheldur ekkert stak.

Latum A vera breytu. Fullyrdingin ,,mengid A er tomt* er samkvaemt skilgreiningu
skammstofun fyrir eftirfarandi fullyrdingu & mali mengjafreedinnar: ,,Fyrir sérhvert x
er x ¢ A% hér er x einhver breyta frabrugdin breytunni A.

(2.5) Setning. Ef A er tomt mengi og B er mengi, pa er A C B.

Sénnun: Annars veeri til « bannig ad x € A og x ¢ B. Sér i lagi er b4 x € A 1 mo6tségn
vid ad = ¢ A fyrir sérhvert . O

(2.6) Setning. Til er ndkvaemlega eitt témt mengi.

Sonnun: Breytan ,, A“ kemur ekki fyrir { fullyrdingunni ,,x # z*. Samkveemt hlutmeng-
isfrumsendu skilgreinir fullyrdingin ,,x € A og x # z“ mengi. Vid getum pvi skilgreint
mengio

B:={zxe€A:z #z}.

Vid synum nd ad mengio B er tomt: Gerum rad fyrir ad svo sé ekki. P& er til stak x
bannig ad = € B. Samkveemt skilgreiningu 4 menginu B gildir b4 x € A og x # x. Sér
ilagi er z # x. En bad feer ekki stadizt, pvi ad fyrir sérhvert = er x = x. Su forsenda
ad B sé ekki tomt leidir pvi til motsagnar, og pvi er B tomt.

Gerum na rad fyrir ad C' sé einnig tomt mengi. Samkvemt (2.5) er B C C og lika
C C B. Samkvemt frumsendunni um umtak F1 er b4 C' = B. O

Vid getum na skilgreint:
(2.7) Skilgreining. Téma mengio er tdknad med

.

Setning (2.5) segir na ad & C B fyrir sérhvert mengi B.
Vio hofum séd ad til er mengi sem hefur ekkert stak. Hins vegar gildir:

(2.8) Setning. Ekki er til mengi sem inniheldur 6l stok.
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Sonnun: Setningin segir ad ekki sé til mengi A pannig ad fullyrdingin , fyrir sérhvert x
er x € A“ sé sénn. Gerum rad fyrir ad slikt mengi A sé til. Samkveemt frumsendu um
hlutmengi skilgreinir skilyrdid ,,z € A og = ¢ x“ mengi med tilliti til breytunnar ,,a*.
Vid getum pvi myndad mengio

R={zxeA:x ¢z}
Fyrir sérhvert « héfum vid pa
2z € R ba og bvi adeins ad z € A og = ¢ .

En samkveemt forsendu er z € A fyrir sérhvert stak x. Pvi er fullyrdingin .z € A og
x ¢ z* er jafngild fullyrdingunni ,,z ¢ z*“. Pvi gildir

x € R ba og bvi adeins ad z ¢ x
fyrir sérhvert . Petta gildir ba sér i lagi ef x er mengid R. Pvi faest
(%) R € R ba og bvi adeins ad R ¢ R.
En nu gildir annadhvort R € R eda R ¢ R, og i badum tilvikum leidir af () ad
fullyrdingarnar R € R og R ¢ R gilda samtimis, en bad er augljos motsogn. O

Lesandinn eetti strax a0 sja ad roksemdafeerslan i sidustu sonnun byggist &4 pversdgn
Russels, sem vid reeddum um i kafla I.

F3. Frumsenda um litil mengi. Fyrir sérhvert a og fyrir sérhvert b er til A
bannig ad a € A og b € A.

Frumsendan F3 segir ad fullyrdingin ,,x = a eda x = b* skilgreini mengi med tilliti til
breytunnar ,,z“. Vid getum bvi skilgreint:

. ilgreining. Latum a,b vera stok. Vi setjum
(2 9) Skilgreining. L N ok. Vi setj
{a,b} :={z: 2 =a eda z = b};

med 60rum ordum er {a,b} mengid sem hefur stokin a og b, en engin énnur sték. Vio
setjum einnig

{a} :={a,a}.

Athugum ad mengid {a} hefur nadkveemlega eitt stak, nefnilega stakid a.

Eina mengid sem vid héfum til pessa haft til umrada er téma mengid @. Ni getum
vid hins vegar notad frumsenduna um litil mengi til ad bta til ar pvi mengi sem er
ekki tomt. Vid getum nefnilega myndad mengid {&}. Pad er ekki tomt, bvi ad toma
mengid & er stak (og raunar eina stakid) i menginu {@}. Sér i lagi er {@} # @. Vid
getum sidan myndad mengid {&, {&}}, sem hefur tvo stok.

F4. Frumsenda um sammengi. Ef C' er mengi af mengjum, pa er til mengi sem
inniheldur sem stak sérhvert stak sem er stak i einhverju af mengjunum i C.
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Frumsenda F4 segir ad fullyrdingin ,,til er A bannig ad z € A og A € C“ skilgreini
mengi med tilliti til breytunnar ,,z*. Vid getum pvi skilgreint:

(2.10) Skilgreining. Vid setjum
UC’::{x:tilerAbannigaéxEAogAeC}
og kéllum | JC sammengi mengjanna i C. Vid setjum einnig
AUB:=| J{4, B}

og kéllum AU B sammengi mengjanna A og B.

Vid eigum ad hugsa um (JC sem sammengi allra beirra mengja sem eru stok i
menginu C. Par sem C' = {A: A € C'} ma einnig rita

Uc=Ufa:4€ecy,

og morgum pykir pad baegilegra. Augljoslega gildir
AUB={xz:x€ Aedax € B}.

Einnig er ljost ad |2 = @.
Tokum eftir ad fyrir sérhvert = er € {a} U {b} ba og bvi adeins ad = = a eda
x =0b. Med 60rum ordum er
{a,b} = {a} U {b}.

Vid getum na skilgreint

{a,b,c} : ={a,b} U {c},
{a,b,e,d} : ={a,b,c} U{d},

o. s. frv. Ef vid héfum endanlegan lista af stokum, pa getum vid med pessum heetti
myndad mengi sem inniheldur 61l sték & listanum og engin 6nnur. Vid getum sagt ad
vi0 tilgreinum slikt mengi med bvi ad telja upp stokin sem pad 4 ad hafa. Pannig getum
vid ni myndad morg ny mengi, svo sem mengin

{o.{2},{{z}}} og {2, {2}, {{7}}, {{{2}}}}).

Vio purftum sérstaka frumsendu til ad tryggja tilvist sammengis mengja. Hins
vegar naegir frumsenda um hlutmengi til ad tryggja tilvist snidmengis og mismunar
mengja. Snidmengi og mismun tveggja mengja mé einfaldlega skilgreina med

ANB:={x € A:x € B},
A\B:={zx€ A:x ¢ B}.

Gerum na rad fyrir ad vid viljum skilgreina snidmengi allra mengja sem eru stk { gefnu
mengi C. Pad bydir ad vid viljum mynda mengi allra staka x pannig ad fullyrdingin
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Hfyrir sérhvert A er (ef A € C, ba © € A)* sé sonn. Ef C' # &, ba skilgreinir bessi
fullyrding mengi med tilliti til =, pvi ad pa er til B bannig ad B € C, og ef fullyrdingin
er sonn fyrir x, pad er x € B. Ef hins vegar C = @, b4 skilgreinir fullyrdingin ekki
mengi med tilliti til =, pvi ad sérhvert x fullnzegir skilyrdinu ,ef A € &, ba er z € A*;
annars veeru til stak « og mengi A bannig ad x ¢ A og A € &, en bad er fréleitt, pvi
a0 fullyrdingin ,,A € @ er alltaf 6s6nn. Ef na fullyrdingin skilgreindi mengi med tilliti
til z, b4 yrdi pad mengi ad innihalda sérhvert stak, en pad getur ekki gerzt samkveemt
setningu (2.8).

Nidurstadan er pa st ad vid getum skilgreint sniomengi allra mengja sem eru stok
i gefnu mengi C pd og pvi adeins ad C # .

(2.11) Skilgreining. Gerum rad fyrir ad C # @. Vi setjum ba
ﬂC = {x : fyrir sérhvert A ar C er x € A}
og kollum (| C snidmengi mengjanna i C.Vid setjum einnig
ANB:=({4,B}

og kéllum AN B snidmengi mengjanna A og B.
Ef C # @, b4 ma rita
(NC=(){A:4ecC}
Augljoslega er
ANB={x:x € Aogx € B}.
F5. Frumsenda um veldismengi. Fyrir sérhvert mengi A er til mengi sem hefur

sem stak sérhvert hlutmengi i menginu A.

Frumsendan F5 segir ad skilyroid X C A skilgreini mengi me? tilliti til breytunnar X.
Vid getum pvi skilgreint:

(2.12) Skilgreining. Latum A vera mengi. Vid setjum
PA)={X:XCA}

og kéllum P(A) veldismengi mengisins A.

§3. Fjolskyldur og varpanir

Fyrir stok a og b er

{a’ b} = {bv CL},
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bvi ad mengin {a,b} og {b,a} hafa ndkvemlega somu stokin, nefnilega stokin a og b.
Pad skiptir engu mali & hvada réd stok { mengi eru tiltekin. Nu viljum vid hins vegar
skilgreina tvenndir, bar sem r6d stakanna & ad skipta mali. Vid viljum ad slik tvennd
sé mengi, pvi ad allir hlutir sem vid t6lum um i mengjafraedi eiga ad vera mengi.

Til eru fleiri en ein adferd til ad skilgreina tvenndir i mengjafrzedi, en allar hafa
beer einhverja 6kosti i for med sér. Vid forum hér pa leid ad skilgreina tvenndir tvisvar
sinnum. Fyrst notum vid skilgreiningu sem er kennd vid rissneska steerofreedinginn
Andrej N. Kolmogorov. Vid notum pé skilgreiningu sidan til ad skilgreina fjolskyldur
og varpanir. Sidar notum vid fjolskyldur til ad skilgreina venjulegar tvenndir. Pessi
adferd hefur pann kost ad vid getum skilgreint venjulegar tvenndir, prenndir, ferndir
0. s. frv. med sama haetti.

(3.1) Skilgreining. Latum a og b vera stok. Mengid
(a,b) := {{a},{a,b}}

kallast Kolmogorov-tvenndin med a i fyrsta saeti og b i 6dru saeti.

(3.2) Setning. Litum a,b,c,d vera sték. Vid hofum
(a,by = (c,d) ba og pvi adeins ad a = ¢ og b = d.

Sonnun: Ef @ = ¢ og b = d, ba er 1jost ad (a,b) = (¢,d). Gerum bvi rad fyrir ad
(a,b) = {c,d) og setjum A := (a,b). Pa er

(A={{a},{a,b}} = {a} N {a,b} = {a}.

Vegna A = (¢, d) feest med sama haetti ad (A = {c}. Par med er {a} = {¢} og bvi
a = c. Ennfremur er JA = {a} U{a,b} = {a,b} og JA = {c} U{c,d} = {c,d}. Vegna
a = cer{cd} = {a,d}. Pvier {a,b} = {a,d}. Par med er b € {a,d}. Ef b # a, ba
feest b = d, eins og sanna atti. Ef hins vegar b = a, ba feest {b} = {a,b} = {a,d}. En
ba er d € {b} og bvi b = d einnig { bessu tilviki. O

I kafla I skilgreindum vid fjolskyldu 6formlega pannig ad vid ségdum ad hin veeri
gefin med bvi ad tiltaka mengi I og fyrir sérhvert stak ¢ ar menginu I tiltekio stak
a;. Vid getum hugsad um slika fjolskyldu sem forskrift sem tdthlutar sérhverju staki
1 ar menginu [ tilteknu staki a;. Nu viljum vid hins vegar skilgreina fjolskyldu sem
tiltekna tegund af mengi. Pad gerum vid med pvi ad athuga mengid F' sem inniheldur
sem stok nakveemlega allar Kolmogorov-tvenndirnar (i, a;), bar sem ¢ € I. Pad ad
sérhverju staki ¢ ar I sé adeins uthlutad einu tilteknu staki a; pydir ad hvenser sem
(t,a;) € F, (j,a;) € F ogi=j, b4 sé a; = a;. Pessi hugleiding leidir nu til eftirfarandi
skilgreiningar:

(3.3) Skilgreining. Fjolskylda er mengi F' pannig ad eftirfarandi tveimur skilyrdum
sé fullnaegt:

(i) Sérhvert stak [ menginu F' er Kolmogorov-tvennd.
(ii) Ef{a,b) € F og {a,c) € F, paerb=c.
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Latum F' vera fjolskyldu. Vid synum na ad skilyrdin ,,til er b pannig ad (x,b) € F*“
og ,til er a bannig ad (a,x) € F* skilgreini mengi med tilliti til 2. Tokum fyrst eftir
ad {a,b} € {{a},{a,b}} = (a,b), svo ad (a,b) € F hefur i for med sér ad {a,b} € YF
og bar med ad a,b € |J|JF. En bé er ljost ad | J|J F' er mengi sem inniheldur sérhvert
stak x sem fullnaegir 6dru hvoru af skilyrdunum ,til er b bannig ad (z,b) € F* eda ,,til
er a bannig ad (a,z) € F*, og bar med skilgreinir hvort skilyrdid um sig mengi. Petta
leyfir okkur nu ad setja fram eftirfarandi skilgreiningu, sem synir medal annars ad vid
getum tekid upp bann rithatt sem vid notudum fyrir fjélskyldur i kafla I:

(3.4) Skilgreining. Latum F vera {jolskyldu.
(1) Mengio
I :={z :til er b bannig ad (z,b) € F}
kallast skilgreiningarmengi eda visamengi fjolskyldunnar F'. Fyrir sérhvert stak i
tir skilgreiningarmenginu I tdknum vio meo

F;, eda F(i)

stakid sem fullneegir skilyrdinu (i, F;) € F, og vid kollum stakid F; gildi fjolskyld-
unnar F' i stakinu i. Vio taknum fjélskylduna F' einnig med

(Fi)ier-

(2) Mengio
{z : til er @ bannig ad (a,z) € F}

kallast seiling eda gildamengi fj6lskyldunnar F'. Vid tdknum pad einatt med
{F;:i €1},

bar sem I er skilgreiningarmengi fjélskyldunnar.

(3) Vid skilgreinum
U F, := U{Fi cie ).
icl
Ef I # @, pa setjum vi0 einnig

ﬂFi = ﬂ{Fi cie ).

icl

(3.5) Athugasemdir. (1) Vid leyfdum okkur { sidustu skilgreiningu ad nota ordalag
sem tiokast i venjulegum steerdfreeditextum, og pad gerum vid oftast framvegis. En
hér skulum vid staldra vid og skyra betur hvad att er vid. Pegar vid segjum ad vid
ytaknum fjolskylduna F' med (F;);cr er att vid eftirfarandi: Latum F vera heiti ein-
hverrar fjolskyldu; petta heiti getur verid samsett, og i pvi geta komid fyrir breytur.
Latum I vera heiti & skilgreiningarmengi fjolskyldunnar sem ber heitid F; ef breytur
koma fyrir { heiti fjolskyldunnar F, ba er venjulegt ad somu breytur komi fyrir i heiti
skilgreiningarmengisins I. Latum svo i vera breytu sem kemur ekki fyrir { heitunum F
og I. P4 litum vid 4 tdknasamsteeduna (Fj)icr sem nytt heiti fjolskyldunnar sem ber
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heitid F. Latum til deemis k vera nattarlega tolu og F(k) vera fjolskylduna sem hefur
sem stk nakvemlega allar Kolmogorov-tvenndir (n,v/n — k), bar sem n er natturleg
tala bannig ad n > k. Skilgreiningarmengi hennar er mengid 7(k), sem er mengi allra
natturlegra talna n bannig ad n > k. Fyrir sérhvert n ar I(k) er gildi fjolskyldunnar
F(k) i stakinu n talan F(k), = vn—k. Nua er ,n“ breyta sem kemur ekki fyrir {
heitunum ,, (k) og ,,I(k)*“, og bvi er samkvaemt skilgreiningunni heitid ,,(F'(k)n)neri)
annad heiti fjolskyldunnar F(k). Vegna F(k), = v/n —k litum vid einnig & heitid
»(VN = k)pery sem heiti fjolskyldunnar F'(k). Einnig eru ,i“ og ,,j* breytur sem
koma ekki fyrir { heitunum ,,F(k)“ og ,I(k)*, svo ad fjolskyldan F(k) hefur einnig
heitin ,,(vVi — k)ierx)” 08 »(VJ — k) jeri ™ En vid megum alls ekki gefa fjdlskyldunni
heitid ,,(VE — k)ker(r)“, bvi ad breytan ,,k“ kemur fyrir  heitunum ,, F'(k)* og ,,I(k)*.

Samskonar athugasemd 4 vid um heitid ,{F; : i € T}*.

(2) Toma mengid er fjolskylda: Sérhvert stak bess er Kolmogorov-tvennd (annars
veeri til stak i toma menginu sem er ekki Kolmogorov-tvennd, og bad er fjarsteeda),
og fyrir (a,b) € @ og (a,c) € @ er a = ¢ (annars veeru til Kolmogorov-tvenndir (a, b)
og (a,c) sem eru stok { toma menginu bannig ad a # ¢, og bad er einnig fjarstaeda).
Vid getum pvi einnig kallad toma mengio tému fjélskylduna. Toékum eftir ad fyrir
sérhvert heiti A og sérhverja breytu i sem kemur ekki fyrir { heitinu A er (A;)jcy heiti
4 tomu fjolskyldunni.

(8.6) Setning. Fjolskyldur F' = (F;)icr og G = (G;)jes eru sama fjolskyldan pa og
bvi adeins a0 I = J og fyrir sérhvert i ar I sé F; = G;.

Sonnun: Ef F og G eru {jolskyldur og F' = G, ba er ljost (samkvaemt rokreglu um
jafnadarmerkid) ad F' og G hafa sama skilgreiningarmengi og taka sama gildi { 6llum
stokum ur skilgreiningarmenginu. Gerum bvi & hinn béginn rad fyrir ad I = J og ad
fyrir sérhvert ¢ ar I sé F; = G;. Latum na x € F. P4 er x Kolmogorov-tvennd, svo ad
skrifa ma x = (i,b). Paeri e [ ogb=F;,. Ennaer [ = J, svo ad i € J, og auk bess
er G; = F;, svo ad x = (i,G;) € G. Vid hofum bvi synt ad F' C G. Med sama haetti
sést a0 G C F, og pvi er F' = G samkveemt frumsendu um umtak. O

I kafla I skilgreindum vid margfeldi fjolskyldu af mengjum. Vid synum na ad tilvist
bess er afleiding af frumsendunum okkar: Latum A = (A;);er vera fjolskyldu. Margfeldi
fjolskyldunnar A & ad vera mengi allra fjolskyldna (a;);c; bannig ad fyrir sérhvert 4 ar
I sé a; € A;. Til ad syna ad slikt mengi sé til naegir ad syna ad til sé mengi B bannig
ad sérhver slik {jolskylda (a;);cr sé stak { menginu B. En slik {jolskylda a = (a;)ier
er mengi af Kolmogorov-tvenndum (i,b) = {{i}, {é,b}} bannig ad i € I og b € A;. Ef
nii€logbe A, baerbe |JA;. Mengin {i} og {i,b} eru hlutmengi i menginu

i€l
T'u |J A; og bvi stok { veldismenginu P(I U |J 4;). Par med er Kolmogorov-tvenndin
i€l iel
(i,by = {{3}, {i, b} } hlutmengi i veldismenginu P(IU | J A;) og bvi stak i veldismenginu
el
P(P(IU U Ai)). Ad lokum er fjolskyldan a mengi af slikum Kolmogorov-tvenndum
iel



3. FJOLSKYLDUR OG VARPANIR 73

og bvi hlutmengi i veldismenginu P(P(I U |J A;)); en ba er hun stak { veldismenginu
i€l

P(P(P(IU[ ] A))).

icl
Petta réttlaetir eftirfarandi skilgreiningu:

(3.7) Skilgreining. Latum (A;);c; vera f{jolskyldu. Mengi allra fjolskyldna (a;)icr
bannig ad fyrir sérhvert ¢ ur I sé a; € A; er kallad margfeldi fjolskyldunnar (A;)cr
og er taknao

|J R

iel
Vid getum na sett fram frumsenduna um val:

F6. Frumsenda um val. Latum (A4;);cs vera fjolskyldu pannig ad fyrir sérhvert
iarIse A; #@. Paer [[ A; #9.
iel
Latum (A4;);er vera fjolskyldu. Ef til er stak ¢ ar I bannig ad A; = &, ba er
[T 4; = @. En hvad gerist ef I = &; med 6drum ordum: hvad er margfeldi tomu
i€l
fjolskyldunnar? Stak { margfeldinu [] A; verdur ad hafa tomt skilgreiningarmengi og
=
getur bvi adeins verid toma fjolskyldan. En toma fjolskyldan (A;);co er lika stak {
margfeldinu [] A;, bvi ad fullyrdingin ,,fyrir sérhvert ¢ ar @ er A; € A;* er augljoslega
1%
sonn; annars veeri til stak ¢ Gr toma menginu pannig ad A; ¢ A;, en bad er fraleitt. Vid
héfum pvi synt ad
[T4i={2}

=
Vorpun er sama og fjolskylda, nema hvad fyrir vorpun er fyrirfram tiltekid mengi
sem gildi fjolskyldunnar eiga ad vera i. Vid getum pvi skilgreint:

(3.8) Skilgreining. Vérpun er Kolmogorov-tvennd (f,Y), par sem f er fjolskylda
og Y er mengi pannig a0 seiling fjolskyldunnar f sé hlutmengi 1 Y; vio k6llum meng-
i0 Y bakmengi (eda admengi) vorpunarinnar (f,Y). Skilgreiningarmengi (eda
formengi eda framengi) vorpunar (f,Y) er skilgreiningarmengi f{jolskyldunnar f.
Vérpun (f,Y) med skilgreiningarmengi X er tdknud

f: X =Y,
og vid segjum a0 hiin sé vorpun fra menginu X i mengid Y.

Af setningum (3.2) og (3.6) leidir begar i stao:

(3.9) Setning. Varpanir f : X =Y ogg: Z — T eru sama vorpunin ba og pvi adeins
a0 X = Z,Y =T og fyrir sérhvert x tir menginu X sé f(x) = g(x). O

(3.10) Setning. Fyrir gefin mengi X og Y er til mengi sem inniheldur sem stok
nékveemlega allar varpanir f : X — Y.
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Sonnun: Pad naegir ad syna ad til sé mengi sem inniheldur sem stak sérhverja vérpun
fra X til Y, bvi ad ba er setningin afleiding af frumsendu um hlutmengi. Eins og {
roksemdafeerslu 4 undan skilgreiningu (3.7) sést ad fjolskylda med skilgreiningarmengi
X og seilingu sem er hlutmengi { menginu Y er stak { menginu P(P(P(X UY))). Ef nu
(f,Y) er vorpun fra4 menginu X { mengid Y, ba eru f,Y stok { menginu P(P(P(X U
Y)))U{Y }; bar med eru mengin {f} og { f, Y} stok i menginu P(P(P(P(XUY)))U{Y}),
og a0 lokum faest

(£,Y) = {rhAf, Y} e P(P(P(P(P(X UY))) U{Y})). N

§4. Nattarlegar tolur

Vio viljum nu sja hvernig skilgreina méa nattirlegu télurnar i mengjafraedi. Sérhver
nattirleg tala verdur ba ad vera mengi. Vio forum hér eftir hugmynd ungverska steerd-
fraedingsins Johns von Neumann, en hun felst i pvi ad skilgreina fyrst t6luna 0 sem téma
mengid &, en lata sérhverja adra nattirlega télu vera mengi allra nattarlegu talnanna
sem eru 4 undan henni { r6dinni. Vio skilgreinum pvi

=,

:={0} ={o} =0U{0},

:=H{0,1} = {o,{o}} =1U{1},

‘= {071a2} = {g’{g}v{ga{g}}} = 2U{2},

= {0,1,2,3} = {2.{o}, {2, {2}}. {2, {2}, {2, {o}}}} = 3U {3}

o. s. frv. Med 60rum ordum viljum vid skilgreina nattarlegar télur pannig ad talan 0

sé toma mengid @ og fyrir sérhverja natturlega t6lu n sé naesta nattirlega talan a eftir
tolunni n mengid n U {n}.

= W N = O

(4.1) Skilgreining. Fyrir sérhvert mengi x setjum vid
T i=aU{z}
og kéllum mengid T eftirfara mengisins .

Nu viljum vid geta tekid allar nattarlegar tolur saman i mengi. En til pess purfum
vid nyja frumsendu.

F7. Frumsenda um 6endanlegt mengi. Til er mengi A pannig ad @ € A og
fyrir sérhvert stak x pannig ad o € A sé 2T € A.
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(4.2) Skilgreining. Kéllum mengi A eftirfaramengi ef & € A og fyrir sérhvert stak
x pannig ad x € A sé zT € A.

Frumsendan F7 segir bvi ad til sé eftirfaramengi.

(4.3) Setning. Latum C vera mengi af eftirfaramengjum pannig ad C # &. Pa er
snidmengid (| C' eftirfaramengi.

Sonnun: Sérhvert stak A i C' er eftirfaramengi. Pvi er @ € A fyrir sérhvert stak A i C,
og bar med er @ € [(C. Gerum na rad fyrir ad « € ((C. Pa er x € A fyrir sérhvert
stak A 1 C. Par sem sérhvert stak i C er eftirfaramengi er 27 € A fyrir sérhvert stak
A1 C. En bad bydir einmitt ad 2T € [ C. Par med er (| C eftirfaramengi. O

Samkveemt frumsendu F7 er til eftirfaramengi. Latum ba A vera eftirfaramengi
og latum C4 vera mengi allra eftirfaramengja sem eru hlutmengi i menginu A. Pa
er Cy # &, bvi ad A € C4. Par med er snidmengid (| Cy4 eftirfaramengi. Gerum
na rad fyrir ad B sé eitthvert eftirfaramengi. Samkveemt (4.3) er snidmengid A N B
eftirfaramengi, og bad er hlutmengi i A, og bvi er (1C4 C AN B C B. Vid héfum
bvi synt ad (| C4 eftirfaramengi og auk bess hlutmengi { sérhverju eftirfaramengi. En
na er ljost ad ((Cxy er eina mengid sem hefur bessa eiginleika: Ef B er eitthvert
eftirfaramengi sem er hlutmengi i sérhverju eftirfaramengi, pa er baedi (1Ca C B og
B CcCa, og bvi B =) Cy4 samkvaemt frumsendu um umtak. Sér i lagi sjdum vid ad
mengid (| C4 er 6had valinu & upphaflega eftirfaramenginu A, og vid getum kallad bad
minnsta eftirfaramengio.

(4.4) Skilgreining. Minnsta eftirfaramengid er tdknad med
N

og kallad mengi nattirlegu talnanna, og stak i menginu N er kalla0 nattirleg tala.

(4.5) Setning. Mengi nattiurlegu talnanna N hefur eftirfarandi eiginleika:
(1) Vio héfum 0 € N.
(2) Efn €N, psgern™ € N.
(3) Ef A er hlutmengi i N pannig ad 0 € A og fyrir sérhvert stak n pannig adn € A
gildint € A, pAer A=N.

Sonnun: Samkveemt skilgreiningu er 0 = &, svo ad lidir (1) og (2) segja ad N sé
eftirfaramengi, og lidur (3) segir ad ekkert eftirfaramengi geti verid eiginlegt hlutmengi
i N, svo a0 setningin er bein afleiding af skilgreiningu mengisins N. O

Minnumst bess ad fyrir fullyrdingu P og heiti a er P,[a] fullyrdingin sem feest
med bvi ad setja heitid a inn { stad breytunnar n (bar sem hun kemur fyrir frjals) {
fullyroingunni P. Vid faum nu audveldlega:

(4.6) Setning (Setning um sénnun med prepun). Latum P vera fullyrdingu. Gerum
rao fyrir ad eftirfarandi tveimur skilyroum sé fullnaegt:

(i) Fullyroingin P,[0] er sonn.
(i) Fullyroingin ,ef n € N og P, pa P,[n*]“ er sonn.
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P4 er fullyrdingin ,,fyrir sérhvert n tr N er P“ sénn.

Sonnun: Setjum A := {n € N: P}. Skilyrdi (i) og (ii) segja ad A sé eftirfaramengi, og
samkveemt skilgreiningu er A hlutmengi i N. Af1id (3) i setningu (4.5) leidir ad A = N.
En bad bydir einmitt ad fullyrdingin P sé sonn fyrir sérhvert n ar N. 0

(4.7) Athugasemd. Sidasta setning gefur okkur mikilveega adferd til ad sanna setn-
ingar um nattuarlegar télur. Gerum rad fyrir ad P sé einhver fullyrding um otiltekna
natturlega télu n. Vid viljum sanna ad fullyrdingin sé sonn fyrir sérhverja nattur-
lega tOolu n. Vid getum ba notad sidustu setningu og sannad betta med svokalladri
prepunarsénnun. Til pess purfum vid adeins ad gera eftirfarandi:

(i) Vid sonnum fyrst fullyrdinguna P, [0]. Petta kallast prepunarupphaf.

(ii) Vio gefum okkur ba forsendu ad n sé einhver nattturleg tala og ad fullyrdingin
P, [0] sé sonn. Petta er kallad prepunarforsenda. Ut fra henni sénnum vid
sidan ad fullyrdingin P, [n*] sé sénn. S alyktun er kollud prepunarskref og
er venjulega erfidasti hlutinn af sénnuninni.

Pegar bessu er lokid megum vid samkveemt sidustu setningu alykta ad fullyrdingin P
sé sonn fyrir sérhverja nattirlega tolu n.

(4.8) Hjalparsetning. Latum n vera nattirlega télu.
(1) Vid héfum n # 0.

2) Ef n # 0, pa er til natturleg tala m pannig ad n = m™.
3) Efx € n, pd er x € N.
4) Ef x € n, pa er x C n.
) EfmeNognt =m", pdern=m.
) Vid hofum n ¢ n.

) Eyrir nattirlega télu x er x € n pa og pvi adeins ad x C n og x # n.
(8) Ekki er til nattiirleg tala m pannig ad n € m ogm € n™.

(
(
(
(
(
(

Sonnun: Lidur (1) er bein afleiding af beirri stadreynd ad n € nU {n} = n™.

(2) Latum P vera fullyrdinguna ,,n = 0 eda til er m bannig ad m € N og m™ = n*,
og sbénnum med prepun ad fullyrdingin P sé sonn fyrir sérhvert n ar N. Augljéslega
er fullyrdining P,[0] sonn. Gefum okkur nt ad fullyrdingin ,,n € N og P* sé sénn og
synum ad ba er fullyrdingin P, [n*] einnig sénn. En P, [n"] er fullyrdingin ,n* = 0 eda
til er m pannig ad m € N og m™ = n™*, og hin er augljéslega sénn vegna forsendunnar
n € N.

(3) Latum P vera fullyrdinguna ,ef x € n, ba er z € N* og sénnum med prepun ad
fullyrdingin P sé sénn fyrir sérhvert n ar N. Na er P,[0] fullyrdingin ,ef 2 € 0, b4 er
x € N“ og hun er augljoslega sonn, annars veeri til stak z i 0 = & bannig ad = ¢ N,
sem er fraleitt. Gerum nu rad fyrir ad fullyrdingin ,n € N og P“ sé sénn og synum ad
bé er fullyrdingin P, [n"], med 6drum ordum fullyrdingin ,ef 2 € n™, ba er z € N¥
einnig sénn. Latum bvi x € n* = n U {n}. Pa er annadhvort x € n og bar med z € N
vegna forsendunnar P, eda x = n og bar med = € N, af pvi ad gefid var ad n € N.

(4) Latum P vera fullyrdinguna ,ef z € n, b4 © C n* og sénnum med prepun ad
fullyrdingin P sé sonn fyrir sérhvert n ar N. Nua er P, [0] fullyrdingin ,ef x € &, ba
x C @ og hun er augljoslega sénn; annars veeri til stak x i tobma menginu sem veeri
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ekki hlutmengi i toma menginu, og bad getur ekki stadizt, af pvi ad téma mengid hefur
engin stok. Gerum nu rad fyrir ad fullyrdingin ,n € N og P* sé sénn og synum ad
ba er fullyrdingin P, [n*] sénn. Fullyrdingin P,,[n"] er fullyrdingin ,ef z € nt, ba er
x C nT* Gerum bvi rad fyrir ad z € n* = nU{n}. P4 er annadhvort € n eda x = n.
Af x € n og fullyrdingunni P leidir ad z C n, og ef x = n, ba er ljoslega x C n. bvi
gildir x C n { badum tilvikum. En n C n™, og bvi er einnig z C n™.

(5) Gerum rad fyrir ad n* = m™. Par sem n € n* =m™ = mU{m} er annadhvort
n € medan=m. Ef n € m, pA er n C m samkveemt 1id (4), og bvi er ljost ad
n C m i badum tilvikum. Med sama heetti sést ad m C n, og pvi er n = m samkveemt
frumsendu um umtak.

(6) Vid sénnum fullyrdinguna ,,n ¢ n* med brepun. Augljost er ad 0 ¢ 0. Gefum
okkur ni ad n ¢ n og synum ad n* ¢ nT. Gerum rad fyrir ad svo sé ekki og ad
nt ent. Paverint =ntU{nT} =ntt. Samkveemt 1id (5) er bA n =nt =nU{n},
en ba feest n € n i motsdgn vid forsendu.

(7) Gerum rad fyrir ad « € n. P4 er x C n samkveemt 1id (4), og auk bess er & # n,
bvi ad annars veeri n C n { motsdgn vid 1id (6). Vid synum hina attina med prepun yfir
n: Latum P vera fullyrdinguna ,ef x € N, x C n og = # n, pba er x € n*. Fullyrdingin
P,.[0] er augljoslega sonn. Gerum nua rad fyrir ad fullyrdingin ,n € N og P* sé sénn og
synum ad ba er fullyrdingin P,[n*], med 6drum ordum fullyrdingin ,ef v € N, z C n*
og x #nt, pader x € nT einnig sénn. Latum bvi z vera nattirlega tolu pannig ad
x Cntoga#nT. Paern ¢ x, annars veeri baedi n € x og jafnframt n C x samkveemt
1id (4) og bar med nt =nU{n} Cz C n', og ba veeri x = n™ { motsdgn vid forsendu.
Enafz Ccnt =nU{n}ogn ¢ xleidirz Cn. Ef z #n, pAer z € n C n* vegna
forsendunnar P. Ef hins vegar x = n, b4 er ljost ad z € n*. Pvi er z € n™ { badum
tilvikum.

(8) Gerum rad fyrir ad m sé natttrlega tala bannig ad n € mogm € n*. Afn € m
leidir samkveemt 1id (7) ad n er eiginlegt hlutmengi i m, sér i lagi er m # n; og af
m e nt =nU{n} og m # n leidir ad m € n, svo ad m er eiginlegt hlutmengi { n. En
béa er n eiginlegt hlutmengi i sjalfu sér, sem faer ekki stadizt. Pvi getur slikt stak m
ekki verid til. O

(4.9) Skilgreining. Latum m og n vera nétturlegar tolur. Vid segjum ad talan m sé
minni eda jofn télunni n og skrifum

m<n
ef m C n. Vid segjum ad talan m sé minni en talan n og skrifum
m<n

ef m < n og m # n; med 60rum oroum ef m er eiginlegt hlutmengi i menginu n.

Samkveemt 1id (7) 1 hjalparsetningu (4.8) er m < n ba og bvi adeins ad m € n.

(4.10) Setning. Latum m,n,k vera natturlegar tolur. Pa gildir:
(1) Vid héfum n < n.
(2) Efm <n ogn <m, pd er m = n.
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(3) Efm<mnogn<k, pderm<k.

(4) Annadhvort er m <n edan < m.

(5) Fyrir sérhverja nattiirlega tolun er n < n* og ekki er til nattiirleg tala m pannig
ad n < m < nt; med 60rum ordum er n* minnsta nattiirlega talan sem er steerri en
talan n.

Sonnun: Lidir (1), (2) og (3) eru augljosar afleidingar af eiginleikum hlutmengja.

(4) Latum P vera fullyrdinguna ,ef m € N og ekki m C n, ba er n C m* og sénnum
med prepun ad fullyrdingin P er sonn fyrir sérhverja natturlega télu n. Fullyrdingin
P, [0] er augljoslega sénn. Gerum ni rad fyrir ad fullyrdingin ,n € N og P sé sénn
og synum ad b4 er fullyrdingin P,,[n "] einnig sénn. Latum bvi m vera nattirlega télu
bannig ad ekki sé m C nT og synum ad nt C m. Ad ekki gildi m C nT bydir ad til er
stak o Gr m bannig ad x ¢ nT = n U {n}. Pa er sér { lagi x & n, og bvi er ekki m C n,
en par med er n C m samkvaemt forsendunni P. En na er n # m (annars veeri m C n),
svo ad n € m samkveemt 1id (7) i hjalparsetningu (4.8). Par med er baedi n C m og
n € m,svoad nt =nU{n} C m eins og syna atti.

(5) Vegna n € nU {n} er n < n*, og lidur (8) { setningu (4.8) segir ad ekki sé til
nattirleg tala m pannig ad n < m < nt. O

Setningin segir ad venzlin < 4 mengi natturlegu talnanna N sé linuleg rédun a
menginu N. Vid getum nt sannad eftirfarandi mikilvaega setningu:

(4.11) Setning um minnsta stak. Sérhvert hlutmengi A i N pannig ad A # & hefur
minnsta stak.

Sonnun: Latum A vera hlutmengi i N pannig ad A hafi ekkert minnsta stak og setjum
B :={n € N:n < m fyrir sérhvert stak m tr menginu A}.

Pa er ljost ad 0 € B, annars veeri 0 € A, og ba veeri 0 minnsta stak { A. Gerum ni rad
fyrir ad n € B og synum ad n* € B: Ef svo veeri ekki, ba veeri til stak m { A bannig
ad m < nt. Par sem A hefur ekkert minnsta stak er til stak k i A pannig ad k < m.
Paerlika k <nt. Vegnan € Bern < k, svo ad vid hofum n < k < n™; en bad er {
beinni motsogn vid 1id (5) 1 setningu (4.10). Par med er nt € B . En af bvi getum vid
nt alyktad ad B = N. A hinn boginn er ljost ad AU B = @ og A € N, svo ad af pvi
leidir a0 A = @. O

Sem afleidingu faum vid dalitio almennari utgafu af setningunni um sénnun med
brepun.

(4.12) Setning (Setning um sénnun med prepun med breidri prepunarforsendu). Lat-
um P vera fullyroingu. Gerum rad fyrir a0 eftirfarandi tveimur skilyroum sé fullnaegt:

(i) Fullyroingin P,[0] er sonn.
(ii) Fullyroingin ,ef n € N og P,[k] fyrir 61l k ar N pannig ad k < n, pa P“ er
sonn.

Pé4 er fullyrdingin ,,fyrir sérhvert n tr N er P sénn.
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Sonnun: Setjum A = {n € N: ekki P}. Gerum rad fyrir ad fullyrdingin ,,fyrir sérhvert
n ur N er P sé ekki sonn. Pé er til n ar N pannig ad fullyrdingin ,,ekki P* sé s6nn,
svo ad mengid A er ekki tomt. Samkveemt setningu um minnsta stak hefur A minnsta
stak; kollum bad n. Samkveemt forsendu (i) getur n ekki verid stakid 0. Fyrir sérhvert
k ar N bannig ad k < n er k ¢ A, og bad bydir ad fullyrdingin P, [k] er sonn. En ba
segir forsenda (ii) ad fullyrdingin P sé sonn. Pad pydir aftur ad n ¢ A, { motsogn vid
ad n er minnsta stakid i menginu A. Pess vegna hlytur mengid A ad vera tomt, og bad
byoir ad fullyrdingin , fyrir sérhvert n ir N er P* er sénn. O

(4.13) Athugasemd. Vid hofum nu skilgreint r6dun 4 mengi allra nattarlegra talna.
Pad er pvi ekkert bvi til fyrirstodu ad endurtaka hér skilgreiningu (1.2.5) ur kafla I og
setja
[m,n] :={keN:m<k<n}
fyrir m,n € N, skilgreina sidan venjulega tvennd eins og vid gerdum { kafla I, nefni-
lega sem fjolskyldu
(a1, a2) = (a;) e,

og med sama haetti almenna n-und sem fjolskyldu
(a1,a2,...,an) = (aj) e n]-
Pessi skilgreining hefur til deemis pann kost ad ,,venjulega mengjamargfeldid*
Ay x Az ={(a1,0a2) 1 a1 € A; og as € Az},

eins og pad var skilgreint i (I1.2.7) verdur ekkert annad en mengjamargfeldio [ A;,

J€l1,2]
eins og vid hofum skilgreint pad i (3.7) Okkur er ni lika 6heett ad gleyma Kolmogorov-
tvenndunum, sem vid notudum til ad skilgreina fjolskyldur, og nota einungis ,,venjulegar
tvenndir® upp fra pessu.

(4.14) Setning (Setning um skilgreiningu med prepun). Latum A vera mengi, a vera
stak 1 menginu A og (hy,)nen vera fjolskyldu af vérpunum h, : A — A. P4 er til
nakveemlega ein vorpun f : N — A pannig ad

f(0)=a

og

fyrir sérhvert n tir N.

Sonnun: Vid sénnum fyrst: Fyrir sérhvert n ur N er til nakveemlega ein vorpun f, :
[0,n] — A bannig ad f,(0) = a og fn(kT) = hg(fn(k)) fyrir sérhvert &k ar N pbannig ad
0 < k < n. Vid séonnum betta med prepun yfir n.

Athugum fyrst ad [0,0] = {0}. Vorpun {0} — A dkvardast otvireett af gildi sinu
i stakinu 0. Vid getum Dvi skilgreint fy : [0,0] — A med bvi ad setja fy(0) := a.
Greinilega er petta eina vorpunin sem fullnaegir skilyrdunum.
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Gerum na rad fyrir ad vid héfum sannad fullyrdinguna fyrir gefna natturlega télu
n. Latum f, : [0,n] — A vera vorpunina sem fullnsegir skilyrdunum { fullyrdingunni.
Ni er [0,nT] = [0,n] U{nT} og nt ¢ [0,n]. Vid getum bvi skilgreint vorpun f,+ :
[0,n1] — A med bvi ad setja

Fur (k) = {]f”(k) o e lonl

n(fn(n)) ef k=nt.
Paer f,+(0) = fn(0) = a. Ef k € Nog0 < k < n, baer f,+(kT) = fo(kT) =
hk(fn(k» = h‘k(fnJr (k))a og ad lokum er f,+ (n+) = hn(fu(n)) = hn(fnJr (n)) bar med
er ljost a0 f,+ fullnaegir skilyrounum { fullyrdingunni.

Ef g+ : [0,nT] — A er énnur vérpun sem fullnaegir sému skilyrdum og f,+, ba sést
ad einskordunin g,+ | [0,n] fullnsegir somu skilyrdum og f,. Samkveemt prepunarfor-
sendu er bvi g,+ | [0,n] = fn = fu+ | [0,n]. Pa feest einnig g,+ (n") = hp(gn+(n)) =
ho(fn(n)) = for (nt). En bar med er g,+ = f,+. Fullyrdingin er pvi sénnud, og auk
bess héfum vid synt ad fyrir sérhvert n ar Ner f,+ | [0,n] = fn.

Skilgreinum na vorpun f : N — A med f(n) := f,(n). Paer f(0) = fo(0) = a og
fyrir sérhverja nattarlega tolu n er f(n™) = f,+(n™) = hp(fn(n)) = hy(f(n)). Par
med fullneegir vorpunin f skilyrdunum i setningunni. Gerum nii rad fyrirad g : N — A
sé onnur vorpun sem fullnsegir somu skilyrdum. Synum med bprepun ad g(n) = f(n)
fyrir 61l n ar N: Vio héfum ¢(0) = a = f(0). Gerum bvi rad fyrir ad g(n) = f(n) fyrir
einhverja gefna télu n. Pa er g(n™) = h,(g(n)) = ho(f(n)) = f(nT).

Par med héfum vid synt ad g = f, og sénnuninni er lokid. O

(4.15) Athugasemd. Vid hofum na sett fram sj6 frumsendur fyrir mengjafraedi og
synt ad peer naegja til ad bua til flest af peim mengjum sem & parf ad halda, og par &
medal mengi natturlegu talnanna N. Vido hofum synt ad nattarlegu tolurnar fullnsegja
eftirfarandi skilyroum:

(i) Stakid 0 er natturleg tala.

(i) Hverri nattirlegri télu n er athlutad annarri nattarlegri tolu n*, sem kallast
eftirfari nattarlegu télunnar n.

(iii) Ef m og n eru natturlegar tolur og m* = nt, ba er m = n.

(iv) Talan 0 er ekki eftirfari neinnar nattarlegrar télu; med 6drum ordum er nt # 0
fyrir sérhverja natturlega tolu n.

(v) Ef A er mengi af natturlegum t6lum bannig ad 0 € A og bannig ad n € A leidi
til n* ar A, ba er A mengi allra nattirlegra talna.

Vid héfum einnig sannad setningu sem leyfir okkur ad skilgreina varpanir med prepun.
Nt mé syna ad eiginleikarnir i lidum (i)—(v) neegja til ad lysa kerfi nattirlegu talnanna:
Tvo talnakerfi sem fullnsegja pessum skilyrdum eru ,,ndkvaemlega eins®:

(4.16) Setning. Latum M vera mengi, 0 vera stak og gerum rad fyrir ad eftirfarandi
fimm eiginleikum sé fullnagt:

(") Vid héfum 6 € M.
(ii") Sérhverju staki x tir menginu M ma uthluta 60ru staki ¢’ ur M, sem vid kollum
eftirfara staksins x.
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(i) Efr e M,y e M ogx’ =y, bad er x = y.

(iv') Efx € M, ba er ' # 6.

(v') Ef B er hlutmengi { M pannig ad 6 € B og annig ad x € B leidi til 2’ € B, pa
er B=M.

P4 er til ndkvaemlega ein vorpun g : N — M bannig ad
g(0)=0 og g(n')=g(n) fyrir 6l n irN.

Pessi vorpun g er gagntaek, og fyrir 6ll n ir N gildir

g(n) =z pa og pvi adeins ad g(n™) =’
Sonnun: Skilyrdi (ii’) ber ad skilja bannig ad vid hoéfum vel skilgreinda vérpun f :
M — M sem varpar sérhverju staki = 4 eitthvert stak sem vid kollum z’. Samkveemt
setningu (4.14) um skilgreiningu med brepun er til nakveemlega ein vorpun g : N — M
bannig ad g(0) = 6 og g(n™) = f(g(n)) = g(n)" fyrir sérhvert n ar N.
Vi synum fyrst ad vérpunin g er eintaek: Setjum

A:={neN:efmeNogg(m)=g(n), ba er n=n}.

Pad neegir ad syna ad A = N. Toékum ba fyrst eftir ad 0 € A: Ef m € N og g(m) =
g(0) = 0, b4 er m = 0; annars veeri samkveemt 1id (2) 1 (4.8) til tala k& ar N bannig ad
m = k*; en ba veeri g(m) = g(kt) = g(k) # 0 samkvemt (iv’), sem er motsogn vid
forsendu. Gerum ni rad fyrir ad n € A og synum ad n* € A: Latum m vera stak i N
bannig ad g(m) = g(n™). Pa er m # 0, pvi ad annars veeri 6 = g(0) = g(n™) = g(n)’ 1
motsdgn vid (iv'). Samkveemt 1id (2) 1 (4.8) er bvi til tala k tr N bannig ad m = k.
Paer g(k) = g(kT) = g(m) = g(n™) = g(n)’, og bvi er g(k) = g(n) samkvemt (iii’).
Enntern € A, svo ad k = n og par med er m = k¥ = n*. Vid héfum bvi synt ad
nt € A. En samkveemt 1id (3) { setningu (4.5) er A = N, eins og syna atti.

Synum neest ad vorpunin g er atek: Tokum fyrst eftir ad 6 = ¢g(0) € g[N]. Gerum
na rad fyrir ad x € g[N]; ba er til stak n ar N bannig ad x = g(n), og af bvi leidir ad
' = g(n)r = g(n*) € g[N. Petta synir ad mengid B := g[N] fullneegir forsendunum {
skilyrdi (v'), og bvi er g[N] = M, og bad bydir einmitt ad vorpunin g er ataek.

Latum nin € Nog x € M. Ef g(n) = z, b4 er 1jost ad g(n*) = g(n) = xr. Ef 4
hinn boginn g(n™) = 2/, ba er g(n)’ = g(n™) = 2’ og bvi g(n) = z samkveemt (iii’). OJ

En par sem pessir fimm eiginleikar gefa fullkomna lysingu & kerfi nattarlegu talnanna
(innan beirrar mengjafreedi sem vid erum ad athuga), ba er okkur ohaett ad gleyma
hvernig nattarlegu toélurnar voru skilgreindar, pvi ad vio purfum framvegis ekki ad
nota neina eiginleika nattarlegu talnanna adra en ba sem eru teknir fram i pessum
fimm eiginleikum.

Sem deemi synum vid hvernig skilgreina mé samlagningu og margféldun natturlegra
talna.

(4.17) Setning. Til er ndkveemlega ein vorpun o : N x N — N pannig ad fyrir 61l m

og n ur N gildi
) +

o(m,0)=m og o(m,n")=oc(m,n)".
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Sénnun: Latum h : N — N vera vorpunina sem er gefin med h(n);= n*. Samkveemt
setningu (4.14) er til ndkveemlega ein vorpun f,, : N — N bannig ad f,,,(0) = m og
fn(n ) = W(fim(n)) = fm(n)T; og vid setjum o(m,n) := fn(n). Ef 7 : Nx N —- N
er énnur vorpun bannig ad 7(m,n) = m og 7(m,n*) = 7(m,n)T fyrir 61l m og n Gr
N, ba feest fyrir gefid m ar N vorpun g, : N — N med bvi ad setja g,,(n) := 7(m,n).
Pa er g, (0) = m og gm(nt) = gm(n)* fyrir 61l n ar N, svo ad g, = fm- En ba er
T(m,n) = gm(n) = fim(n) = o(m,n) fyrir 61l m og n ar N, svo ad 7 = o. O

(4.18) Skilgreining. Vid kéllum vérpunina o tr setningu (4.17) samlagningu. Fyrir
m,n ur N skrifum vio
(n+m) :=o(m,n)

og kéllum (m + n) summu eda samtélu talnanna m og n. Vio skrifum einnig
n+m istad (m+n)
ef ekki er hactta 4 misskilningi.
Skilyrdin 1 setningu (4.17) méa na skrifa pannig:
+

m+0=m og m+nt=(m+n)t.

(4.19) Athugasemd. Svigarnir i ritheettinum ,,(m + n)* eru hafoir til ad tryggja ad
rétt sé lesid ur floknum taknasamstedum. Hins vegar er venja ad sleppa svigunum ef
engin haetta er & slikum misskilningi.Til deemis er ad jafnadi alltaf 6heett ad sleppa yztu
svigum 1 samsettu heiti og skrifa til deemis ,,(n +m) + k“ 1 stad ,,((n + m) + k)«

Synum fyrst til gamans:
(4.20) Setning. 2+ 2 =4.

Sénnun: Samkvemt skilgreiningu er 2 = 0T og 4 = 07T, En samkvaemt eiginleik-
unum sem skilgreina samlagninguna er

24+ 2= O++ + 0++ — (0++ + O+)+ — (0++ + 0)++ — 0++++ = 4. O

(4.21) Setning. (1) Eyrir allar natturlegar tolur m er
m+1l=1+m=m".
(2) Fyrir allar nattirlegar tolur m,n, k gildir tengireglan
(m+n)+k=m+ (n+k).
(3) Fyrir allar nattuarlegar télur m og n gildir vixlreglan
m-+n=n+m.
(4) Fyrir allar nattarlegar télur m,n og k gildir styttireglan

ef m+k=n+k, pier m=n.
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Sénnun: (1) Samkvaemt skilgreiningu er 1 = 07. Pvierm+1 =m+ 0" = (m +
0)* =m™. Jofnuna 1 +m = m™ sénnum vid med prepun: Fullyrdingin er sénn fyrir
m =0, bviad 1 +0=1=0". Ef fullyrdingin er sénn fyrir eitthvert gefid m, ba er
14+m* = (1+m)T =m*T, svo ad fullyrdingin er einnig sénn fyrir m™. En ba er hin
soénn fyrir 61l m ar N samkveemt setningu um sénnun med prepun.

(2) Latum m og n ur N vera gefin og sonnum med prepun ad fyrir sérhvert k£ ar N
er (m+m)+k=m+ (n+k). Fullyrdingin er sénn fyrir £ =0 pvi ad (m+n) +0 =
m+n=m+(n+0). Gerum bvi rad fyrir ad hin sé sonn fyrir einhverja t6lu k. P4 feest
(m+m)+kt =((m+n)+k)T=m+n+k)T=m+n+k)*T=m+(m+k"), svo
ad fullyrdingin er einnig sénn fyrir k*. En b4 er hin sénn fyrir 61l k& ar N samkveemt
setningu um sénnun med prepun.

(3) Synum fyrst ad m—+0 = 0+m fyrir 61l m ar N. Vid hofum m+0 = m samkveemt
skilgreiningu, pannig ad pad naegir ad syna ad 0 + m = m fyrir 61l m, og vid sénnum
bad med prepun. Fullyrdingin er augljoslega sonn fyrir m = 0. Ef fullyrdingin er sénn
fyrir eitthvert tiltekid m, ba feest 0 +m™ = (0 +m)T = m™, svo ad fullyrdingin er
einnig sénn fyrir m™. En ba er hiin sénn fyrir sérhvert m ar N

Latum nd m vera fast og synum med prepun ad fyrir sérhvert n ar N sé m +n =
n + m. Vid vorum a0 enda vid ad syna ad fullyrdingin er sonn fyrir n = 0. Gerum
bvi r4d fyrir ad hin sé sénn fyrir tiltekid n. Paer m+nt = (m+n)T = (n+m)T =
n+mt =n+(1+m)=(n+1)+m=n"+m, og bvi er fullyrdingin einnig sénn fyrir
n™ og par med fyrir sérhvert n ar N.

(4) Vid latum m og n vera fost og synum med prepun ad fullyrdingin er sénn fyrir
sérhvert & ur N. Hun er augljoslega sonn fyrir k = 0, bvi ad af m +0 = n + 0 leidir
m=m+0=n-+0=n. Gerum ba rad fyrir ad hun sé sonn fyrir tiltekid k£ og synum
ad hin sé sénn fyrir k7: Latum bvim+kt =n +kT. Paer (m+k)" = (n+ k)" og
bvi m + k = n + k. En samkveemt prepunarforsendu er pa4 m = n. O

(4.22) Athugasemdir. (1) Samkveemt 1id (1) i sidustu setningu er
mt=m+1,

og bvi megum vid alltaf skrifa ,m + 1“ 1 stad ,m ™, og s& rithattur er miklu algengari,
eins og kunnugt er. Vid notum samt rithattinn ,m** enn um stund, nefnilega pangad
til vid hofum lokid vio ad skilgreina margféldun nattirlegra talna.

(2) Samkveemt 1id (2) i setningunni er oheett ad skrifa

m+n—+k

svigalaust, pvi ad sama er hvort bad er lesid sem (m + n) + k eda sem m + (n + k).

Vio getum lika skilgreint margféldun nétturlegra talna med svipudum haetti og
samlagningu; sénnun naestu setningar er nanast eins og sénnun setningar (4.17) og er
bvi eftirlatin lesanda:

(4.23) Setning. Til er ndkveemlega ein vorpun pu : N x N — N pannig ad fyrir 61l m

og n ur N gildi
) =

p(m,0) =0 og p(m,n") = p(m,n)+m. O
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(4.24) Skilgreining. Vérpunin p tr setningu (4.23) kallast margféldun. Fyrir m,n
ur N skrifum vio
(m-n) = p(m,n)

og kéllum (m - n) margfeldi talnanna m og n. Vid skrifum einnig
m-n eda jafnvel mn
istad (m - n) ef ekki er heetta 4 misskilningi.

(4.25) Athugasemdir. (1) Svigarnir i taknasamsteedunni ,,(m - n)“ eru, eins og fyrir
samlagningu, til ad tryggja ad rétt sé lesid ur floknum taknasamstsedum, en eins og
par leyfum vid okkur ad sleppa peim ef tryggt er ad pad leidi ekki til misskilnings. Vid
getum sleppt ennpa fleiri svigum med pvi ad koma okkur saman um ad margféldun
skuli avallt framkvaema & unda samlagningu, ef svigar skera ekki dr. Til deemis er

m-n—+k

sevinlega lesio sem ,,((m - n) + k), en ekki sem ,,(m - (n + k))*.

Vid leyfum okkur einnig ad sleppa margféldunarpunktinum i tdkninu ,,m-n“, ef pad
veldur ekki misskilningi, og pad er venjulega 6heett ef ad minnst kosti 6nnur talnanna
m og n er skrifud med bokstéfum. Pannig skrifum vid ,,ab” 1 stad ,,a - b*, eda nanar
tiltekid 1 stad ,,(a - b)“, og ,,2a*“ 1 stad ,,2 - a“. En ef baedi m og n eru dkvednar tolur
skrifadar mad tolustéfum, pa er punktinum ekki sleppt. Til deemis er ekki oheett ad
skrifa ,,22“ i stad ,,2 - 2“.

(2) Skilyrdin { setningu (4.23) ma nu rita

m-0=0 og m-n"

=m-n-—+m,
og seinna skilyrdid ma raunar einnig rita

m-(n+1)=m-n+m.

Vio byrjum aftur & ad sanna einfalda stadreynd:
(4.26) Setning. 2-2 =4.

Sénnun: Med pvi ad nota regluna ,m -nt = m -n +m" tvisvar og regluna ,,m - 0 = 0“
einu sinni feest

2.2=0"" 40" =0t . 0" 40t =0t .04+ 0T 0T =0+2+2=2+2=4,
eins og syna atti. O
(4.27) Setning. (1) Fyrir allar natturlegar télur m er
1-m=m-1=m.
(2) Fyrir allar nattarlegar télur m,n, k gildir tengireglan

(mn)k = m(nk).
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(3) FEyrir allar nattirlegar tolur m og n gildir vixlreglan
mn = nm.
(4) Fyrir allar nattirlegar tolur m,n og k gilda dreifireglurnar
(m+n)k =mk+nk og m(n+k)=mn+mk.
(5) Fyrir allar nattarlegar télur m,n og k pannig ad k # 0 gildir styttireglan
ef mk=mnk, paer m=n.

(6) Ef m,n eru nattarlegar télur pannig ad mn = 0, pa er annadhvort m = 0 eda
n =0.

Sénnun: Vio sonnum lidi setningarinnar { annarri r60 en beir standa.

Sonnum fyrst 1id (1): Vid hofum m-1=m -0t =m-0+m=0+m=m+0=m.
Jéfnuna 1 -m = m sénnum vid med prepun yfir m: Fullyrdingin er rétt fyrir m = 0,
bvi ad 1 -0 = 0 samkveemt fyrra skilyrdinu i setningu (4.23). Gerum na rad fyrir ad
fullyrdingin sé rétt fyrir eitthvert tiltekid m. Paer 1-mT™ =1-m+1=m+1=m™,
svo ad fullyrdingin er einnig rétt fyrir m™.

Sonnum naest fyrri dreifiregluna { 1id (4). Vid latum m,n vera fastar nattarlegar
tolur og synum ad (m + n)k = mk + nk fyrir 6ll k£ med prepun yfir k: Fullyrdingin er
augljoslega rétt fyrir £ = 0. Gerum na rad fyrir ad han sé rétt fyrir eitthvert tiltekio k.
Paer (m+n)kt = (m+n)k+(m+n) = (mk+nk)+(m+n) = (mk+m)+ (nk+n) =
mk™ + nk™, svo ad fullyrdingin er einnig rétt fyrir k.

Sénnum naest 1id (3). Synum fyrst med prepun ad 0 - m = 0 fyrir sérhvert m ar N.
Tilvikid m = 0 er innifalid { fyrsta skilyrdinu { setningu (4.24). Gerum ba rad fyrir ad
fullyrdingin sé sénn fyrir eitthvert tiltekid m. PAer 0-mT™ =0-m+0=0+0 = 0.
Par med er fullyrdingin rétt fyrir 61l m, og af fyrra skilyrdinu i setningu (4.23) feest nu
ad m-0 =0 = 0-m. Latum sidan m vera fast og sénnum fullyrdinguna mn = nm
med prepun yfir n. Tilvikid n = 0 er bad sem vid vorum ad enda vid ad sanna. Gerum
pbvi rad fyrir ad fullyrdingin sé rétt fyrir eitthvert tiltekid n, pa feest med hjalp fyrri
dreifireglunnar, sem vid héfum begar sannad, ad nt -m = (n + 1)m = nm + 1m =
nm 4+ m = mn +m = mn™T, og pvi er fullyrdingin rétt fyrir n*, og vid getum dregid
ba alyktun ad han sé rétt fyrir 61l n.

Nu getum vid sannad seinni dreifiregluna 1 1id (4) med pvi ad nota fyrri dreifiregluna
og vixlregluna sem vid vorum ad sanna. Vio faum m(n+k) = (n+k)m = nm+km =
mn + mk.

Sonnum naest 1id (2) med bvi ad lata m,n vera fastar nattarlegar tolur og sanna
fullyrdinguna (mn)k = m(nk) med prepun yfir k. Fullyrdingin er auljoslega rétt fyrir
k = 0. Gefum bvi rad fyrir ad hin sé rétt fyrir eitthvert tiltekio & og notum brep-
unarforsenduna og dreifireglu til ad sja ad (mn)k™ = (mn)k + mn = m(nk) + mn =
m(nk +n) = n(nk™).

Sonnum neest 1id (6). Ef m # 0 og n # 0, ba eru samkveemt 1id (2) 1 hjalparsetningu
(4.8) til tolur k og j bannigad m = k* ogn = jT. Enbdermn =k*-j* =kt j+kt =
(k% -5+ k)T, og bessi sidasta tala er ekki 0 samkveemt 1id (1) { hjalparsetningu (4.8).
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Sénnum ad lokum 1id (5). Vid synum med brepun yfir n ad fullyrdingin ,ef k # 0
og mk = nk, b4 er m = n“. Synum fyrst ad fullyrdingin er rétt fyrir n = 0: Gerum
bvi rad fyrir ad k£ # 0 og ad mk = 0k. Nu hoéfum vid synt ad 0k = 0, svo ad mk =0
og k # 0. En ba er m = 0 samkveemt 1id (6), og vid hofum synt ad fullyrdingin er rétt
fyrr n = 0. Gerum b4 rad fyrir ad hin sé rétt fyrir eitthvert tiltekid n og synum ad
han sé rétt fyrir nt. Gerum bvi rad fyrir ad k # 0 og mk = n™ - k. Vegna n* # 0
og k # 0 er ntk # 0 samkveemt 1id (6) og bar med er m # 0. En b4 er til natturleg
tala j pbannig ad m = j¥. P4 faest med beim reglum sem begar hafa verid sannadar ad
jk+k=4dk+1k=0GU(+Dk=4" k=mk=nTk=(n+1)k=nk+ 1k = knk + k.
En pé feest jk = nk samkveemt styttireglu fyrir samlagningu, og pa getum vid notad
prepunarforsenduna til ad alykta ad j = n. En pa er m = j© = n+, og vid héfum synt
ad fullyrdingin er einnig rétt fyrir télua n* O

N1 pegar natturlegu tolurnar hafa verid skilgreindar og einféldustu eiginleikar peirra
sannadir, pa getum vid notad peer til ad bua til onnur talnakerfi hvert af 6dru. Neest
mé bua til mengi allra heilla talna Z, par nsest mengi reedu talnanna Q, par neest
mengi rauntalnanna R og sidan mengi tvinntalnanna C. I hverju skrefi purfum vid
ekki a0 nota neinar mengjaadgerdir adrar en pezer sem vid héfum pegar skilgreint ut fra
frumsendunum. Vid setlum ekki ad lysa nanar hér hvernig ad bessu er farid, pad var
ekki tilgangurinn med pessu hefti, og um pad ma lesa i mérgum boékum.

§5. Lokafrumsendur

Per frumsendur mengjafreedinnar sem vio héfum lyst hér ad framan eru i stéorum
drattum eins og peer frumsendur sem Ernst Zermelo setti fyrst fram i grein sinni Un-
tersuchungen tber die Grundlagen der Mengenlehre I fra arinu 1908. Meginmunurinn
er sa, a0 Zermelo gerdi ekki nakveema grein fyrir peim , leyfilegu fullyrdingum® sem nota
mé i frumsendugripinu F2 um hlutmengi. Annar munur, sem minna mali skiptir, er sa
ad Zermelo skilgreindi nattarlegu tolurnar sem mengin 0 := @, 1 := {@&}, 2 := {{&}},
3 := {{{@}}}, og almennar n* := {n}. Vid kusum ad nota heldur skilgreiningu von
Neumanns, af pvi ad hun er baegilegri, auk pess sem hun kemur heim vio skilgreiningu
,radtalna®, sem fjallad verdur um { kafla III.

Arid 1922 lagdi Abraham Fraenkel til breytingar 4 frumsendukerfi Zermelos. Hann
vildi tiltaka skyrt hvers konar fullyrdingar megi nota til ad skilgreina hlutmengi, eins
og vid hofum lyst hér 4 undan. En bar ad auki lagdi hann til ad taka upp tveer nyjar
frumsendur. Pannig vard til st mengjafraedi sem nt & dégum er kollud ,,Zermelo-
Fraenkel-mengjafraedi®.

Nyju frumsendurnar tveer eru sarasjaldan notadar i hversdagslegri steerdfraedi, en
bad parf & peim ad halda i mengjafreedi, til deemis vid athuganir & svonefndum ,,6end-
anlegum radtélum“ og ,,6endanlegum fjoldatolum®, sem vid zetlum ad raeda lauslega i
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kafla III. Vi0 tilgreinum peer hér i lok bessa kafla fyrir pa vilja vita af peim, pott peir
atli sér ekki ad lesa naesta kafla; en audvitad lika fyrir b4 sem pad tla ad gera, pott
vid reedum bessar frumsendur itarlegar i pridja kafla..

Fyrri frumsendan er raunar frumsendugrip, likt og frumsendugripio um hlutmengi.
Pad ma orda pad med fleiri en einum heetti, en hvernig sem pad er gert snyst pad um
tilvist fjolskyldna. Vid veljum pvi pann kost ad setja frumsendugripio pannig fram ad
bad fullyrdi beinlinis slika tilvist, pott venjan sé ad orda pad d&liid ébeinna:

F8. Frumsendugrip um innsetningu. Litum P vera fullyrdingu og x,y, A, F
vera Olikar breytur pannig ad breyturnar A og F komi ekki fyrir { fullyrdingunni
P. Pa er fullyrdingin ,ef fyrir sérhvert x pannig ad x € A er til ndkveemlega
eitt y pannig ad P, pa er til er fjolskylda F pannig ad fyrir 6ll x og y sé
(x,y) € F ba og bvi adeins ad x € A og P frumsenda.

Seinni frumsendan er oft sett fram med frekar 6gegnsesejum haetti pannig:

F9. Regluleikafrumsenda. Fyrir sérhvert mengi A pannig ad A # @ er til mengi
B bannig ad B€ Aog ANB=2.

Vid synum i naesta kafla ad regluleikafrumsendan er (ad 6drum frumsendum mengja-
freedinnar gefnum) jafngild pvi ad ekki sé til éendanleg fjolskylda (A, )nen bannig ad
Apy1 € A, fyrir sérhvert n ar N. Af frumsendunni leidir ad ekkert mengi getur ver-
i0 stak i sjalfu sér: Ef X € X, ba fengist slik 6endanleg fjolskylda (A,) med bvi
a0 setja A, = X fyrir sérhvert n. Lesandinn getur fundid sénnun pessa i neesta
kafla. Regluleikafrumsenduna ma einnig tilka pannig ad sérhvert mengi megi bia til
ir tébma menginu med peim mengjaadgerdum sem skilgreina ma ut fra 60rum frum-
sendum mengjafreedinnar, rétt eins og vid bjuggum natturlegu télurnar til med pvi ad
beita einféldum mengjaadgerdum & téma mengio.






Kafli III

Nokkrar nidurstoour ar
mengjafraedi

§1. Hjalparsetning Zorns og velrodunarsetning
Zermelos

Frumsendan um val hefur [6ngum verio umdeildasta frumsenda mengjafraedinnar. Sum-
um finnst hin vera augljéslega sénn: Rifjum upp ad hun segir ad fyrir gefna fjolskyldu
(A;)ier af mengjum bannig ad A; # @ sé til {jolskylda (a;);c; af stokum bannig ad
a; € A; fyrir sérhvert ¢ ar I, og vid getum fengid slika fjolskyldu med pvi ad velja af
handahofi eitt stak a; ar hverju af mengjunum A;, og bad skiptir engu méali hvernig vid
veljum, pvi ad vio viljum einungis vita ad slik fjolskylda sé til.

Odrum finnst ekkert sjalfsagt ad unnt sé ad velja slika fjolskyldu af handahofi pegar
mengid I er éendanlegt; hvernig eigum vid ad fara ad pvi ad velja éendanlega marga
hluti? Peir segja ad ekki megi notfeera sér tilvist slikrar fjolskyldu nema unnt sé ad
gera grein fyrir pvi hvernig hdan er buin til.

Verjendur frumsendunnar geta ba sagt & moti ad ekki megi lata nafn frumsendunnar
villa fyrir sér: Pott vid t6lum um ad velja eitt stak ar hverju mengi, pa pyoi pad ekki
a0 vid purfum ad framkveema valid personulega: Pad naegir okkur ad vita ad i sérhverju
mengi A; sé til eitthvert stak a;, og ba sé tilvist fjolskyldunnar (a;);es tryggd.

En allar slikar vangaveltur eru til 1itils. Synt hefur verido ad frumsenduna um val er
hvorki unnt ad sanna né afsanna utfra 60rum frumsendum mengjafreedinnar. Pad duga
bvi engin rok med eda moti; vio getum aldrei komizt ad pvi med slikum bollaleggingum
hvort frumsendan er ,,sénn* eda ekki; og bad méa jafnvel efast um ad spurningin um

89
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»sannleika* hennar hafi yfirleitt nokkra merkingu. Pad er hins vegar ljost ad morgum
hefur pott hun svo edlileg ad beir notfeerdu sér hana 6medvitad i roksemdafeerslum
16ngu 40ur en hun var beinlinis sett fram.

Sa sem setti frumsenduna fyrst fram var Ernst Zermelo, sem notadi hana til ad
sanna velrédunarsetningu sina. Gagnrynendur létu ekki 4 sér standa; en i ljos kom,
begar ad var gad, ad sumir peirra héfdu notad frumsenduna i eigin verkum an pess ad
gera sér grein fyrir pvi. Pad sem gagnrynendur frumsendunnar hafa einna helzt sett
fyrir sig er a0 med pvi ad nota hana ma syna fram & tilvist margra undarlegra fyrirbeera
sem er engin leid ad lysa nédkvemlega hvernig lita Gt. Daemi um slikt eru dmelanleg
hlutmengi i rauntalnasléttunni R2, pad er ad segja mengi sem eru pad flokin ad pau
geta ekki haft neitt flatarmal. Slik mengi er engin leid ad bta til nema med bvi ad
nota frumsenduna um val. Onnur freeg og sérkennileg nidurstada, sem einungis er unnt
ad sanna med pvi ad nota frumsenduna um val, er svokollud Banach-Tarski-pversdgn,
sem segir ad skipta megi kialu { prividu rami upp i endanlega marga hluta sem méa rada
saman aftur pannig ad ar verdi tveer kilur af sému steerd og s fyrsta; hlutarnir verda
hins vegar ad vera svo floknir ad engin leid er til ad lysa peim hverjum fyrir sig, og beir
geta ekki heldur haft neitt akvedid rammal.

Ein afleiding frumsendunnar um val sem er sérlega paegileg til notkunar er setning
sem venja er a0 kalla hjdlparsetningu Zorns. Vid setlum ad setja hana fram og syna ad
htn er raunar jafngild frumsendunni um val ad 6drum frumsendum mengjafraedinnar
gefnum.

Af bvi ad vid erum i pessari grein ad fjalla um fullyrdingar sem eru jafngildar
frumsendunni um val, b4 reynum vid ad geeta pess ad taka fram hveneer valfrumsendan
er notud.

Gerum rad fyrir ad vid héfum radad mengi X med réduninni < og latum A vera
hlutmengi { menginu X. Eins og bent var 4 { kafla I gefur r6dunin 4 X af sér rodun
& hlutmenginu A. Nu gerur pad gerzt ad ré6dunin sem hlutmengid A feer med pessum
haetti sé linuleg, 4n pess ad rodunin 4 menginu X sé linuleg.

(1.1) Skilgreining. Latum X vera radad mengi med rodun <. Kedja i radada meng-
inu X er hlutmengi A i X pannig ad A sé linulega radad med tilliti til rédunarinnar 4 A
sem roounin < gefur af sér. Hakedja i radada menginu X er kedja i X sem er hastak
i mengi allra kedja i X, par sem vi0 ré0um pvi mengi med hlutmengjavenzlunum; med
60rum oroum er hakedja 1 X kedja i X sem er ekki eiginlegt hlutmengi i neinni annarri
kedju 1 X.

Latum X vera radad mengi. P4 er téma mengio @ kedja i X og augljéslega minnsta
kedjan i X. Mengid af 6llum kedjum i X hefur pvi minnsta stak, sem er pa jafnframt
eina lagstakio.

Ljost er ad hlutmengi 1 kedju er einnig kedja.

Gerum rad fyrir ad X sé radad mengi og ad A sé kedja { menginu X bannig ad A sé
ekki hakedja. Pad pydir ad kedjan A er eiginlegt hlutmengi i annarri kedju B. Latum b
vera stak 1 fyllimenginu B \ A. P4 er mengid A U {b} hlutmengi i B og bar med kedja.
Vid sjaum bvi ad fyrir sérhverja kedju A i X sem er ekki hakedja er til stak b1 X \ A
bannig ad mengid A U {b} sé kedja.
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(1.2) Setning (Hdkedjulogmdl Hausdorffs). A valfrumsendunni gefinni gildir: Sér-
hvert radad mengi hefur hikedju.

Sonnun: Latum X vera radad mengi og X vera mengid af 6llum kedjum i X. Mengid
X er ekki tomt, pvi ad @ € X. Latum A vera kedju i X, b. e. stak { X', og setjum

A={reX:AUu{z}e X}

Ljoslega er A C A Einnig er 1jost ad kedjan A er hakedja ba og bvi adeins ad A= A,
eda med 6drum ordum ba og bvi adeins ad A\ A = @.

Latum P vera mengi allra hlutmengja { X sem eru ekki tom. Samkveemt frumsendu
um val er til fjolskylda (ay )yep af stokum { X bannig ad ay € Y fyrir sérhvert Y ar
P. Skilgreinum ni vérpun

g: X —->X

med pvi ad setja

AU{a~ of A+ A,
g(A) = { A\A} —~
A ef A=A

b4 er ljost ad A C g(A) og ad g(A) inniheldur { heesta lagi einu staki meira en mengid
A. Einnig er ljost ad A er hékedja ba og bvi adeins ad A = g(A4). Vid burfum bvi ad
syna a0 til sé stak A i X bannig ad A = g(4).

Menginu X er radad med hlutmengjavenzlunum. Vid purfum nd ad tala um hlut-
mengi { X'. Pegar vid segjum ad slikt hlutmengi K sé kedja i X meinum vid ad menginu
K sé linulega radad af hlutmengjavenzlunum; med 6drum ordum ad fyrir 61l stok A og
B ur K sé annadhvort A C B eda B C A. Latum nu K vera kedju { X. Fyrir sérhvert
stak A i IC er b4 A kedja { X. Vid héldum pvi fram ad sammengid

Y::UA

AeK

sé kedja { X. Til a0 sjé pad latum vid = og y vera stok i Y. Pa eru til stok A og B i K
pbannig ad x € A og y € B. Par sem K er kedja i X’ er annadhvort A C B eda B C A.
Ef AC B, paer x € B og y € B. Par sem B er kedja er annadhvort z < y eda y < x.
Somuleidis ef B C A, paer x € A og y € A og bvi annadhvort x <y eda y < z.

Komum okkur nt saman um ad segja ad hlutmengi 7 i X sé turn ef eftirfarandi
premur skilyrdum sé fullnsegt:

(i) Vid hofum @ € T.
(i) Ef Ae T,paerg(Ad) eT.
(iii) Ef K er kedja i T, baer U A€ T.
Aek
Mengid X sjalft er turn, svo ad mengi allra turna er ekki tomt. Vid getum pvi myndad
snidmengio 7y af 6llum turnum. Pad er ljoslega sjalft turn, og pvi minnsti turninn i
beim skilningi ad pad er hlutmengi i sérhverjum turni. Vio sjaum pvi: Ef 7 er turn og

T CTo,baer T =Tp.
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Vid viljum nd syna ad mengio 7y er kedja i X', med 60rum ordum ad fyrir 61l stok
A og C ur Ty sé annadhvort A C C' eda C C A. Til pess skilgreinum vid mengid

S :={C € Ty : fyrir sérhvert stak A{7per A C C eda C C A};

med 60rum ordum er S mengi allra staka i Ty sem eru sambeerileg vid sérhvert stak i 7.
Vid purfum ba ad syna ad S = Ty. Par sem S er samkveemt skilgreiningu hlutmengi {
To neegir ad syna ad S sé turn.

Nua er @ C A fyrir sérhvert stak A i 7p, svo ad @ € S, og pvi fullnaegir S skilyroi
(i) 1 skilgreiningunni & turni.

Til ad syna ad S fullnaegi skilyrdi (ii) i skilgreiningunni 4 turni latum vid C € S og
purfum ad syna ad g(C) € S. Til bess setjum vid

Uc ={AeTy: AC Cedag(C)C A}

og byrjum & ad syna ad Ug er turn. Ljost er ad @ € Ug, bvi ad @ C C, svo ad Uc
fullneegir skilyrdi (i). Til ad syna ad pad fullneegi skilyrdi (i) latum vid A € Ue og
synum ad g(A) € Ue. Vid hofum ba gefid ad A C C eda g(C) C A og burfum ad sanna
ad g(A) C C eda g(C) C g(A). Vid skiptum beirri sénnun i prja tilvik:

(a) Fyrsta tilvik: Mengid A er eiginlegt hlutmengi { menginu C'. Vid synum ad b4 er
g(A) C C. Par sem A € Ty og 7o er turn er g(A) € Tp. Par sem C € S er annadhvort
g(A) € C eda C C g(A). 1 fyrra tilvikinu héfum vid einmitt bad sem vid purfum ad
syna; vid getum pvi gert rad fyrir ad vio séum i sidara tilvikinu og ad C' sé eiginlegt
hlutmengi { menginu g(A), bvi ad fyrir C = g(A) veerum vid { fyrra tilvikinu. P4 er
samkveemt forsendu mengid A eiginlegt hlutmengi i menginu C, sem aftur er eiginlegt
hlutmengi { menginu g(A). En bad bydir ad mengid g(A) hlyti ad innihalda ad minnsta
kosti tvo stok sem eru ekki stok i menginu A, og pad er i motségn vid skilgreininguna
4 menginu g(A), bvi ad samkveemt henni inniheldur g(A) 1 heesta lagi eitt stak sem er
ekki i menginu A.

(b) Annad tilvik: Vio hofum A = C. Paer g(A) = ¢(C) og sér i lagi g(C) C g(A).

(c) Prigja tilvik: Vid hofum ¢g(C) C A. Par sem A C g(A) feest ba g(C) C g(A).

Par med hefur verid synt ad U fullneegir skilyrdi (ii).

Til ad syna ad Uq fullneegi skilyrdi (iii) latum vid K vera kedju { Ue og setjum

B:= |J A. Vid burfum ad syna ad B C C eda g(C) C B. Gerum bvi rad fyrir ad B
AeK
sé ekki hlutmengi i C. Pa er til A pannig ad A € K og A er ekki hlutmengi i C. En

bar sem A € U er g(C) C A, og augljoslega er A C B, svo ad g(C) C B, eins og syna
atti.

Par med hofum vid synt ad mengid U er turn, og samkveemt skilgreiningu er pad
hlutmengi i 7g. Par med er Uc = To. En af bvi leidir ad g(C) € S: Fyrir sérhvert stak
AiToer A€ Ug, og bar med er annadhvort A C C eda g(C) C A. I seinna tilvikinu
er ljost ad g(C) € S, en { fyrra tilvikinu hofum vid baedi A C C og C C g(C), og bvi
A C g(C), svo ad g(C) € S einnig 1 pvi tilviki.

Par med hofum vid synt ad mengid S fullneegir skilyrdinu (ii) i skilgreiningunni 4
turni.

Synum ba naest ad S fullneegir einnig skilyrdi (iii): Latum K vera kedju i S og setjum
D := |J C. Vid burfum ad syna ad D € S, med 6drum ordum ad fyrir sérhvert A

ceKk
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ar To sé annadhvort A C D eda D C A. Latum bvi A vera stak { Ty pannig ad D sé
ekki hlutmengi i A. Samkvaemt skilgreiningu 4 D er til stak C i IC pannig ad C' sé ekki
hlutmengi i A. Par sem C' € S er annadhvort A C C eda C C A, og par sem C er ekki
hlutmengi i A er A C C. En ljoéslega er C C D, svo ad A C D.

Vio héfum pvi synt ad S er turn. Samkveemt ofanségdu pydir pad ad Ty er kedja.

Nu er 7y einnig turn, svo ad samkveemt skilyrdi (iii) er mengid F := [J A stak {
A€To
To. Samkveemt skilyrdi (ii) er ba einnig g(F) € To. Par sem E er sammengi allra

mengjanna sem eru stok { 7o er g(E) C E. En einnig er E C g(E), bvi ad bad gildir
fyrir allar kedjur. Par med er g(E) = FE, og bad bydir ad F er hékedja i X. O

(1.3) Setning (Hjdlparsetning Zorns). Latum X vera radad mengi pannig ad sérhver
kedja 1 X hafi yfirstak. Pa hefur mengio X hastak.

Sonnun: Vid synum ad hjalparsetning Zorns er afleiding af hakedjulogmali Hausdorffs
a4n bess a0 nota frumsenduna um val ad 60ru leyti. Latum pvi X vera radad mengi
bannig ad sérhver kedja { X hafi yfirstak. (Tokum eftir ad af bessu leidir sér i lagi
a0 toma mengid, sem er kedja i X, hefur yfirstak, en pad pydir einfaldlega ad mengid
X er ekki tomt.) Samkveemt hékedjulogméali Hausdorffs hefur mengid X hakedju A.
Latum c vera yfirstak fyrir A. Vid synum ad c er hastak i X. Annars veeri til stak z
i X bannig ad ¢ < x. Pa er a < x fyrir sérhvert stak a i A, og af pvi leidir ad mengid
B := AU{x} er kedja i X bannig ad A er eiginlegt hlutmengi i B, { motségn vid ad A
er hdkedja i X. O

(1.4) Skilgreining. Vid segjum ad rédun < & mengi X sé velré6dun og jafnframt ad
radada mengid (X, <) sé velradad mengi ef r6dunin < er Iinuleg og sérhvert hlutmengi
A i X sem er ekki tomt hefur minnsta stak.

(1.5) Athugasemd. Setningin (II.4.11) um minnsta stak fyrir nattarlegar tolur segir
nt ad venjulega r60unin 4 nattarlegu télunum sé velrédun.

(1.6) Setning (Velrddunarsetning Zermelos). Sérhvert mengi hefur velréoun.

Sonnun: Vid synum ad velr6dunarsetning Zermelos er afleiding af hjalparsetningu Zorns
an pess ad nota valfrumsenduna ad 60ru leyti. Latum X vera mengi. Latum X vera
mengi allra tvennda (A, < 4) bannig ad A sé¢ hlutmengi { X og <4 sé velrédun 4 menginu
A. Skilgreinum rédun < & menginu X med bvi ad segja ad (A,<4) < (B,<p) ba og
bvi adeins ad annadhvort sé (A4,<4) = (B,<p) eda til sé stak b ur B bannig ad
A ={x € B:z <p b} og fyrir 6ll sték = og y ur A gildi x <4 y ba og bvi adeins
a0 x <p y; med 60rum ordum er <4 rédunin 4 A sem rédunin <pg 4 B gefur af sér 4
hlutmenginu A { menginu B.

Vio synum ad sérhver kedja i radada menginu & hefur yfirstak. Gerum bvi rad fyrir
ad C sé kedja { menginu X'. Myndum mengid

Y = U A.
(A,<a)eK

Latum z og y vera stk 1 Y. Pa er til stak (A4,<4) i K bannig ad z € A og y € A; til
ad sja bad veljum vid stok (A, <4) og (B,<p) i K bannig ad x € A og y € B. Par sem
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K er kedja i X er annadhvort (A,<4) < (B,<p) eda (B,<p) < (A,<,4). Sér i lagi
er ba annadhvort A C B eda B C A. I fyrra tilvikinu er 2 € B og y € B, en i sidara
tilvikinu er x € A og y € A.

Skilgreinum nd rédun <y 4 menginu Y med eftirfarandi heetti: Fyrir z,y ar Y
veljum vid (A, <4) ar K bannig ad = € A og y € A og setjum x <y y ba og bvi adeins
ad x <4 y. Audséd er ad bessi skilgreining er 6had valinu 4 (4, <,4) og ad ré6dunin <y
sem er pannig skilgreind er linuleg.

Vid synum ni ad rédunin <y er velrddun & menginu Y. Latum pvi Z vera hlutmengi
1Y bannig ad Z # @ og latum ¢ € Z. Pa er til (A, <4) i K bannig ad ¢ € A. Pvi er
ANZ # @, og bar sem (A, <,4) er velradad mengi hefur mengid A N Z minnsta stak
med tilliti til r6dunarinnar < 4; latum a vera petta minnsta stak. Vid synum ad a er
minnsta stak { Z. Latum bvi z vera eitthvert stak i Z. Samkvaemt ofanségdu er til
stak (B,<p) i K bannig ad a € B og z € B. Par sem K er kedja { X er annadhvort
(A,<4) < (B,<p)eda(B,<p) < (A, <4). Isidara tilvikinuer B C Aogbvia € AUZ
ogz € AUZ, og ba er a <4 z og pbar med a <y z, af bvi ad a er minnsta stakid i
AU Z. Ef vid erum i fyrra tilvikinu en ekki i pvi sidara, pa er A C B, til er b ur B
pannig ad A = {x € B: x <p b}, og <4 er rédunin 4 A sem rédunin <p gefur af sér.
Ef z € A, ba feest a < z eins og 4dur. Annars er b >p z, vegna bess ad rédunin a4 B er
linuleg, og ba er a <p z og bar med a <y z. Par med hefur verid synt ad a er minnsta
stak { menginu z.

Nu er ljost ad (A, <a) < (Y, <y) fyrir sérhvert stak (A,<4) 1 K, svo ad (Y, <y) er
yfirstak { X fyrir kedjuna K.

Samkveemt hjalparsetningu Zorns hefur radada mengid X hastak. Latum (A, <4)
vera slikt hastak. Pad nasegir ni ad syna ad A = X, pvi ad ba er <, velrédun &4 X.
Gerum pvi rad fyrir ad svo sé ekki og ad A sé eiginlegt hlutmengi i X. Latum b vera
stak 1 X'\ A og setjum B := AU{b}. Skilgreinum rédun <p & B bannig: Fyrir z,y € B
setjum vid x <p y béa og bvi adeins ad annadhvort sé bedi z,y € A og x <4 y eda
y = b. P4 er audséd ad <p er linuleg rodun &4 B, og (A,<4) < (B,<p). En betta er {
motsogn vid ad (A, <4) sé hastak { menginu X. O

Synum einnig til frodleiks:

(1.7) Setning. Valfrumsendan er afleiding af velr60unarsetningu Zermelos ad 60rum
frumsendum mengjafreedinnar gefnum.

Sonnun: Latum (A;);er vera fjolskyldu af mengjum pannig ad A; # @ fyrir sérhvert

iar I. Setjum X := |J A;. Samkveemt velrddunarsetningu Zermelos hefur mengio X
icl

velrodun. Med tilliti til bessarar velr6ounar hefur sérhvert af mengjunum A; lagstak.

Setjum a; := min A; fyrir sérhvert ¢ ar I. Pa er (a;);er fjolskylda af stokum bannig ad

a; € A; fyrir sérhvert i ar I. O

Vio héfum pvi synt:

(1.8) Setning. AJ 6drum frumsendum mengjafrsedinnar gefnum eru valfrumsendan,
hakedjusetning Hausdorffs, hjalparsetning Zorns og velr6dunarsetning Zermelos jafn-
gildar fullyroingar tvaer og tvaer; med 60rum ordum er hver peirra afleiding af hverri
sem vera skal af hinum premur. O
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Pessi nidurstada synir ad vid hefdum getad tekid hverja sem er af pessum premur
nidursté6dum, nefnilega hakedjusetningu Hausdorffs, hjalparsetningu Zorns og velr6o-
unarsetningu Zermelos, og haft hana sem frumsendu mengjafraedinnar i stad frumsend-
unnar um val. En beirri spurningu er p6 ésvarad hvort vid geetum sleppt frumsendunni
um val alveg og sannad hana og bessar afleidingar hennar utfra 6drum frumsendum
mengjafredinnar. En synt hefur verid ad svo er ekki: Frumsenduna um val er ekki
afleiding af 60rum frumsendum mengjafraedinnar.

§2. Radtolur og fjoldatolur

Vid viljum nd gera stuttlega grein fyrir radtélum og fjoldatélum. Nu er bad tilfellid ad
i venjulegri steerdfraedi parf miklu oftar & fjoldatélum ad halda en radtélum. A hinn
boginn er einfaldast ad skilgreina fjoldatolur med pvi ad nota radtélur. Pad setlum
vi0 ad pvi ad gera, en reynum b6 ad koma pvi svo fyrir ad lesandi sem hefur einungis
dhuga & fjoldatolum getur hlaupid yfir skilgreiningu radtalna: Hann getur sleppt pvi
ad lesa pennan kafla fra (2.3) ad telja og haldid ba beint afram med neestu grein um
fjoldatolur.
Byrjum a ad skilgreina:

(2.1) Skilgreining. Vid segjum ad mengi X sé samstétta mengi Y ef til er gagntaek
vorpun ¢ : X — Y.

P4 er audséo:

(2.2) Setning. Litum X og Y vera mengi.
(1) Mengid X er samstétta sjalfu sér.
(2) Ef mengio X er samstétta menginu Y, pa er mengio Y samstétta menginu X.
(3) Ef mengid X er samstétta menginu Y og mengid Y er samstétta menginu Z, pa
er mengid X samstétta menginu Z.

Sonnun: (1) Samsemdarvorpunin idx : X — X er gagnteek.
(2) Ef ¢ : X — Y er gagntaek vorpun, ba er andhverfan ¢~ : Y — X gagnteek.
(B)Ef¢p: X - Y ogy:Y — Z eru gagntaekar varpanir, pa er samskeytingin
Yo¢: X — Z gagnteek. 0

Pad er edlilegt ad hugsa sér ad mengin X og Y hafi jafnmdirg stok ef (og adeins
ef) bau eru samstétta; pbad kemur ad minnsta kosti vel heim vid bad sem vid eigum
a0 venjast um endanleg mengi. Pad er pa lika edlilegt ad vid getum hugsad okkur
a0 sérhvert mengi hafi akvedinn fjolda staka, jafnvel pott pad sé 6endanlegt, pannig
a0 fjoldi staka i tveimur mengjum sé sa sami ba og pvi adeins ad pau séu samstétta.
Vid viljum syna ad sérhverju mengi X megi authluta tiltekinni steerd #.X, sem kallast
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fjéldatala mengisins X, pannig ad gildi: Mengi X er samstétta mengi Y ba og bvi
adeins ad #X = #Y.

Pessi eiginleiki segir okkur pad sem mestu méli skiptir um fj6ldastélur mengja.
Ef vid pekkjum hann, pa purfum vio svo sem ekkert ad vita hvad fjoldatélur eru, ad
minnsta kosti ekki svona dags daglega. Vid purfum adeins ad vita ad peer séu til. Nua
er pad svo ad sonnun pessarar stadreyndar kostar nokkurn undirbining og téluverda
fyrirh6fn, og lesandi sem hefur engan ahuga & hvernig htun er sénnud getur hlaupio yfir
afganginn af pessari grein og byrjad strax & nsestu grein.

(2.3) Hvad tti fjoldatala mengisins X eiginlega ad vera? Nu 4 dégum gera menn
sig ekki dneegda med lodin svor 4 bord vid ad fjoldatala mengis X sé ,pad sem er
sameiginlegt 6llum mengjum sem eru samstétta menginu X*, pott skilgreiningar & bord
vid petta hafi pott naegilegar 4 nitjandu 6ld, pegar Cantor fann upp fjéldatéluhugtakio.
Vio getum heldur ekki notfeert okkur pa adferd sem staerofreedingar gripa venjulega til
pegar beir purfa ad skilgreina sambeerileg hugtok, sem er pessi: I stad pess ad tala um
»eiginleika sem er sameiginlegur 6llum hlutum af tiltekinni gerd“ athugum vid mengi
allra hluta af peirri gerd. Vid gaetum nefnilega 14tid okkur detta i hug ad skilgreina
fjoldatolu mengis X sem ,mengi allra mengja sem eru samstétta menginu X“. En
vandinn er sa ad slikt mengi getur ekki verid til: Fyrir gefid mengi eru til svo morg
mengi sem eru samstétta pvi ad pau geta ekki myndad mengi. Til deemis settum vid
ad geta verid sammaéla um ad mengin sem hafa ndkveemlega eitt stak eru einfaldlega
oll mengi af gerdinni {a}, par sem a er eitthvert stak, pad er ad segja bau mengi sem
vid k6llum einstékunga. En fyrir sérhvert mengi X getum vio myndad einstékunginn
{X}, svo ad einstékungarnir hljota ad vera ,jafnmargir® og 6ll mengi.

Hreinlegasta adferdin til ad gera grein fyrir fjoldatolum virdist vera st ad skilgreina
beer sem sérstaka gerd af svonefndum radtélum. Vid byrjum bvi & ad raeda litillega
um radtolur. Peer eru dalitid sérkennileg fyrirbeeri, og til ad eiga vid paer af einhverju
viti parf ad nota tveer af frumsendum mengjafreedinnar sem parf venjulega aldrei ad
nota { nokkru 6dru samhengi, nefnilega svokallada regluleikafrumsendu og frumsendu
um innsetningu. Pad var minnzt 4 beer lauslega 1 lok kafla I, en vid rfjum beer aftur
upp hér 4 eftir pegar vid purfum & peim ad halda.

Adur en vid snium okkur fyrir alvéru ad pvi ad skilgreina radtslur skulum vid
reyna a0 gera dalitla grein fyrir peim 6formlega. Pagilegasta adferdin til ad skilgreina
nattirlegu télurnar i mengjafraedi er adferd von Neumanns, sem vid settum fram i kafla
II, nefnilega st ad skilgreina nattirlega tolu sem mengi allra nattirlegra talna sem eru
minni en hin sjalf. Petta pydir ad vid setjum

=0,

:=A{0} = {a},

‘= {071} = {Qv{g}}v

L= {07172} = {®7{®}7{®7{®}}}

og bar frameftir gétunum. Pessu matti lysa med peegilegri heetti pannig: Fyrir sérhvert
mengi x skilgreindum vid eftirfara mengisins r sem mengid z := x U {z}. Pa er

w o = O

0=2, 1=0", 2=17, 3=27 o.s. frv.
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Vid vildum ekki adeins geta skilgreint hverja natturlega tolu fyrir sig, heldur viljum
vid geta skilgreint mengi allra natturlegu talnanna. Til pess purftum vid 4 frumsendu
a0 halda, nefnilega frumsendu um dendanleg mengi sem segir ad til sé mengi A pannig
ad @ € A og bannig ad fyrir sérhvert stak z ar A sé z+ € A. Af 6drum frumsendum
mengjafredinnar leidir pa ad til er minnsta mengi sem fullnsegir pessum skilyrdoum, og
bad er samkveemt skilgreiningu mengi allra nattarlegu talnanna.

Néanar tiltekio skulum vid kalla mengi eftirfaramengi ef @ € A og fyrir sérhvert
stak 2 ar A sé 2+ € A. Frumsendan um 6endanleg mengi segir ba ad til sé eftirfara-
mengi. Par sem eitt eftirfaramengi er til, b4 ma mynda sniomengi allra eftirfaramengja
sem eru hlutmengi i gefnu eftirfaramengi. Vid tdknum betta snidmengi med

N,

og kollum pad mengi nattirlegu talnanna og stok pess nattirlegar tolur. Mengid
N er augljoslega eftirfaramengi, og 6had eftirfaramenginu sem vid byrjudum med, pvi ad
snidmengi pess vid sérhvert annad eftirfaramengi er hlutmengi i N og lika eftirfaramengi
og verdur pvi ad vera mengid N sjalft. Mengid N akvardast 6tvirzett af beim eiginleika
ad vera hlutmengi { sérhverju eftirfaramengi.

Nu er ekkert pvi til fyrirstodu ad halda pessu ferli afram. Komum okkur saman
um ad segja ad nattirlegu tolurnar séu endanlegu radtélurnar. Vid eetlum nta ad
lita & mengid N sem ngja tolu, sem vid getum kallad ,fyrstu éendanlegu radtéluna“.
Pegar vi0 litum 4 mengid N sem radtolu er venja ad tdkna bad med w (pott vid holdum
afram ad takna bad med N i flestu 60ru samhengi; sja b6 athugasemd (3.9)). Komum
okkur saman um ad talan w skuli teljast steerri en sérhver néttirleg tala og raunar
a0 nattarlegu tolurnar séu einmitt peer radtolur sem eru minni en talan w. P4 er w
einmitt mengi allra radtalna sem eru minni en han sjalf. Par naest getum vid myndad
mengid w + 1 := wt = wU{w}, sem er 6nnur éendanlega radtalan. [Vid notum hér
taknid ,, + “ frekar en ,,+%, pvi ad seinna setlum vid ad skilgreina adra samlagningu fyrir
fioldatolur og nota venjulega samlagningarmerkio fyrir hana; pad kemur pa i ljos ad w
verdur einnig fjoldatala, en w + 1 verdur énnur staerd en pad sem vid taknum hér med
w+1; sja setningu (3.10).] Sidan myndum vid mengid w+2 = w** sem er pridja
6endanlega radtalan og bannig koll af kolli. Vid faum pannig éendanlega runu

wwtlw+2,w+3,wt+4 o. s frv.

af dendanlegum radtolum. Tékum ntt mengi allra radtalnanna sem pa hafa verio skil-
greindar og litum 4 mengi beirra sem nyja radtolu, sem & ad vera naesta radtala 4 eftir
peim 6llum saman. Vid skulum kalla hana w2. P4 getum vid haldio afram med pvi ad
setja w2+1 1= (w2)T, wW2+2 := (W2)*T o. s. frv. Pannig fAum vid nyja 6endanlega
runu

w2, w2+1,w2+2,w2+3,w2+4 o.s. frv.

Vid baum na til nyja radtolu sem & ad vera naesta radtala & eftir peim, og er einfaldlega
mengi allra radtalna sem eru fengnar pegar hér er komid ségu. Vio kéllum hana w3 og
faum enn nyja 6endanlega runu af radtélum

w3, w3+1,w3+2,w3+3,w3+4 o.s. frv.
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Neasta radtala sem & eftir peim 6llum kemur er radtalan w4. Med pvi ad halda pessu
afram faum vid 6endanlega runu w5, w6, w7 o. s. frv. af nyjum og nyjum radtélum, og
4 milli hverra tveggja beirra eru 6endanlega margar radtolur.

Pegar pessar radtolur hafa allar verid bunar til tokum vid peer aftur saman i mengi,
sem verdur nzesta radtala 4 eftir peim 6llum saman; kéllum hana w?. Byrjum ba aftur
upp & nytt og faum

w41, wr42,w%+3, ...,
Wtwwitw+lwtw+2,0wi+w+3, ...,
w2—i—w2,w2—i—w2—§—17w2—i—w2—i—2,w2—i—w2—§—37...,

w22, w2 +1,w?242,w%2+3,.. .,
w%—&—w,w%—i—w—}—17w22—i—w—i—2,w22—i—w—§—37...,
W24 w2, w24 w2+ 1, w2+ w2+ 2,w2+w2+3, ...,

Wit 1,0t 42,0343, ...,
WCHwwrtwtlwditw+2,0 w3, ..,
Wt w2,w? w241, w24 2,0 w243, ...,

u)4,w4—i—1,4;.)4—@—2,&14—}—37...7

Pegar vid hofum fengid déendanlega morgu radtélurnar w, w?, w3, w?, w® o. s. frv. dsamt

Ollum tolunum sem milli peirra liggja, pa tokum vid allar radtolur sem ba eru komnar
saman { eina nyja radtolu, sem vid kéllum w®. Og afram holdum vid. Vid faum pannig
sifellt nyjar og nyjar radtélur sem hafa pann eiginleika ad hver beirra er mengi allra
radtalna sem 4 undan eru komnar.

Hveneer tekur petta enda? Svarid er: ,,Aldrei“. Vido getum haldid afram og afram
og afram og afram. Nu er pad svo ad or0asambond eins og ,,afram og afram og afram
og afram“ eda ,,og svo framvegis“ eru afskaplega 6ljos, og pad hvilir 4 okkur st kvod ad
gera nanari grein fyrir notkun peirra hvenser sem vid hofum astadu til ad nota pau. I
bessu tilviki purfum vid ad fara dalitid i kringum hlutina og reyna ad skilgreina radtolur
med almennri skilgreiningu; vid purfum med 60rum ordum ad tiltaka eiginleikana sem
beer eiga ad hafa.

Tokum b4 fyrst eftir ad peer radtélur sem vid hofum buid til eru mengi. Einnig
héfum vid talad um ad ein radtala sé minni en énnur, og raunar ad sérhver radtala sé
nakveemlega mengi allra radtalna sem eru minni en hun sjalf. Af pessu sjaum vid ad
radtolur settu ad hafa eftirfarandi eiginleika: Ef « er radtala, 8 er stak i a, og v er
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stak i B, pa er v stak i @. Ennfremur er 1jost ad fyrir sérhverja radtélu « 4 ad gilda
a0 sérhvert stak i a sé einnig radtala. Pad kemur i 1jos ad pessir eiginleikar eru einmitt
beir sem duga til ad skilgreina radtélur:

(2.4) Skilgreining. (1) Vi segjum ad mengi « sé gegnvirkt ef pad fullnsegir eftir-
farandi skilyroi:

Efeaogyep, paery e a.

(2) Mengi « kallast radtala ef pad er gegnvirkt mengi og sérhvert stak i a er einnig
gegnvirkt mengi.
(3) Latum « og 8 vera radtolur. Vid segjum ad radtalan 8 sé minni en radtalan «
og skrifum
8 <«

ef 5 € a. Vid segjum ad radtalan 8 sé minni eda j6fn radtélunni o og skrifum
BRa
ef B < a edaf =a.
Toékum strax eftir nokkrum einféldum afleidingum af skilgreiningunni:

(2.5) Setning. (1) Ef « er radtala, pa er sérhvert stak i o radtala.
(2) Ef «v er radtala og B € a, pa er 5 C a.
(3) Ef « er radtala, pa er eftirfarinn o™ = a U {a} radtala.
(4) Ef  og B eru radtolur pannig ad a™ = 1, pa er a = 3.
(5) Ef (a;)icr er fjolskylda af radtolum, pa er sammengio |J o; radtala.
i€l

(6) Sérhver natturleg tala er radtala.

Sonnun: (1) Latum § vera stak { a. Samkveemt skilgreiningu & radtolu er 8 gegnvirkt
mengi. Latum ~ vera stak i 5. Par sem « er gegnvirkt mengi er v stak i «, og par sem
« er radtala er v gegnvirkt mengi.

(2) Petta er einungis umordun & pvi skilyrdi ad « sé gegnvirkt mengi.

(3) Latum 8 € a™ og v € 8. Ef 8 = «, ba er v € a. Ef hins vegar 8 € «, b4 faest
einnig v € «, af pvi ad a er gegnvirkt mengi. En par sem v € coga C a™ feest y € ™.
Par med héfum vid synt ad o™ er gegnvirkt mengi. En stak { ™ er annadhvort o sjalft
eda stak 1 o og pvi gegnvirkt mengi. Pvi er o™ radtala.

(4) Gerum rad fyrir ad a™ = 7. Par sem a € at = T = U {f} er annadhvort
a € B edaa = . 1fyrra tilvikinu er o C B samkvaemt 1id (2), og betta gildir augljoslega
einnig i seinna tilvikunu. Med sama haetti sjaum vid ad § C «, og par med er o = 5.

(5) Setjum « := |J «; og synum ad mengid « er gegnvirkt. Latum bvi v € 5 € a.

il
Pa er til ¢ ar I pannig ad 5 € «;, og bar sem «; er gegnvirkt mengi er v; € «o; C a.
Ennfremur er sérhvert stak i a jafnframt stak i einhverju mengjanna «; og pvi radtala
og sér 1 lagi gegnvirkt.

(6) Latum A vera mengi allra natturlegra talna sem eru radtélur. Téma mengid er
augljoslega radtala, svo ad @ € A. Ef n € A, ba er n™ nattirleg tala, og samkveemt
(3) er n™ einnig radtala, svo ad n™ € A. En bé er A eftirfaramengi sem er hlutmengi
N, svo ad A = N. O



100 KAFLI III. NOKKRAR NIDURSTOPUR UR MENGJAFRADI

Skilgreining okkar &4 radtolum verkar ekki almennilega nema vid hofum regluleika-
frumsenduna med 1 mengjafraedinni okkar. Til deemis viljum vid ad radtala geti ekki
verid minni en hun sjalf, eda med 60rum ordum ad radtala geti ekki verid stak i sjalfri
sér, og til pess purfum vid frumsenduna. Huan er oftast sett fram eins og vid gerdum {
lok kafla II:

Regluleikafrumsenda Fyrir sérhvert mengi A sem er ekki tomt er til stak B
i A pannig a0 BN A = @.

I pessari framsetningu er frumsendan afskaplega 6gegnsae, og pvi skulum vid strax finna
adra framsetningu:

(2.6) Setning. Ad gefnum 6drum frumsendum mengjafrsedinnar er regluleikafrum-
sendan jafngild eftirfarandi fullyrdingu:

Ekki er til 6endanleg runa (X,)nen af mengjum pannig ad X, 41 € X, fyrir
sérhvert n tr N.

Sonnun: Synum fyrst ad fullyrdingin { setningunni er afleiding af regluleikafrumsend-
unni: Gerum bvi rad fyrir ad til sé slik runa (X,,) af mengjum og myndum mengid
A:={X, :n eN}. Ef na B er stak i A, ba er til n ur N bannig ad B = X,,. En ba er
Xn+1 € Bog X411 € A, svo ad AN B # @. Par sem betta gildir fyrir sérhvert stak B
i A hofum vid motsdgn vid regluleikafrumsenduna.

Synum naest ad regluleikafrumsendan er afleiding af skilyrdinu i setningunni. Gerum
bvi rad fyrir ad regluleikafrumsendunni sé ekki fullnsegt. Pa er til mengi A pannig ad
fyrir sérhvert stak B i A sé ANB # @. Samkveemt frumsendunni um val er til fjolskylda
(CB)Bea af stokum bannig ad Cg € ANB fyrir sérhvert stak B tr A. Latum nu By vera
tiltekid stak { menginu A og skilgreinum med prepun runu (X,,) af stokum i A pannig
a0 Xo := Bp og X, 41 := Cx, . Petta er skynsamleg skilgreining, pvi ad fyrir hvert n
er X, stak i A, og bvi er Cx,, aftur stak { A. Nu feest X,,;; =Cx, € ANX, C X, og
bvi X411 € X, fyrir sérhvert n ar N. Vid héfum bvi synt ad skilyrdinu i setningunni er
ekki fullnaegt ef regluleikafrumsendunni er ekki fullnaegt, og pvi er regluleikafrumsendan
afleiding af skilyrdinu. O

(2.7) Setning. Fyrir sérhvert mengi X er X ¢ X.

Sonnun: Setjum A = {X}. Samkvemt regluleikafrumsendunni er til stak B ar A
bannig ad BN A = &. En X er eina stakid { A, svo ad X N {X} = &, og bad bydir
einmitt ad X ¢ X. O

(2.8) Athugasemd. Vid getum einnig sannad setningu (2.7) bannig: Ef til veeri mengi
X Dbannig ad X € X, ba geetum vid buid til 6endanlega runu (X,,) af mengjum bannig
a0 X, 1 € X, fyrir sérhvert n ar N med bvi ad setja X,, := X fyrir sérhvert n ar N.

Tokum einnig eftir:

(2.9) Fylgisetning. Ekkieru til mengi X ogY pannigad X € Y ogY € X. Almennar
er ekki til nein endanleg runa X, ..., X, af mengjum pannig ad Xy11 € Xy, fyrir o6l
k=1,....n—1o0g X; € X,.
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Sonnun: Sonnum seinni fullyrdinguna, pvi ad hin fyrri feest sem afleiding af henni med
bvi ad taka n = 2. Ef slik runa veeri til, pa4 getum vio framlengt hana i 6endanlega
runu (Xj) bannig ad Xyy1 € Xy, fyrir 6ll £ med bvi ad setja Xgpir := X, fyrir 6ll
q>1ogoll r pbannigad 1 <r <b. O

(2.10) Skilgreining. Latum A vera mengi. Stak B i A kallast €-lagstak i A ef
AN B = @; med 60rum ordum ef ekkert stak i menginu A er stak i menginu B.

Regluleikafrumsendan segir pba ad sérhvert mengi sem er ekki tomt hafi e-lagstak.

(2.11) Setning. Latum «, 3 og ~ vera radtolur.
(1) Vid héfum o < a.
(2) Efa X BogB =<, paera=p.
(3) Efa X Bog B =X~, bdera=nr.
(4) Vid héfum annadhvort a < 8 eda B =< a.

Sonnun: (1) Petta er 1jost, pvi ad a = a.

(2) Annars veeri bedi « € 5 og 8 € «, { motsogn vid setningu (2.9).

(3) Petta er ljost ef annadhvort o = 3 eda § = . En ef ekki, paer a € 8 og 8 € 7,
og bvi a € v, af bvi ad  er gegnvirkt mengi.

(4) Gerum rad fyrir ad til séu radtélur « og 5 sem eru ekki <-sambeerilegar; med
60rum ordum gildir hvorki o < S né f < a. (Pad bydir aftur ad engin af fullyrdingunum
a € B, a=pogf € aerrétt.) Mengid

X :={y€a’ :til er stak § i 37 bannig ad v og § séu ekki <-sambzerileg}

er ekki tomt, pvi ad o € X. Pvi hefur X e€-lagstak. Latum -y, vera slikt €-lagstak og
athugum mengio

Y :={6 € BT : 99 og § eru ekki <-sambzerileg}.

Par sem 79 € X er til 6 ar 31 pannig ad vy og J séu ekki <-sambeerileg, svo ad Y # &,
og bvi hefur Y e-lagstak; latum dj vera slikt €-lagstak. Pa er [jost ad mengin vy og dg
eru ekki <-sambeerileg, og bau eru badi radtolur samkveemt (2.5).

Synum fyrst ad dg C vp. Latum pvie € §y. Par sem &g er €-lagstak i Y er YNy = @,
svo ad € ¢ Y. Par sem ¢ € &y, dp € BT og BT er gegnvirkt mengi samkvemt (2.5) er
e € B*. Par med hljota € og g ad vera =<-sambeerileg. Setjum svo ad 7y < €; vegna
€ € §p fengist vo = dp 1 mdtsdgn vid ad vy og dp eru ekki sambeerileg. Pess vegna er
€ € -

Vio hoéfum ba dg C g, og bar sem dy og o eru ekki sambeerileg er dg # vo. Par
med er til stak 7 { mengjamismuninum -y \ 9. Par sem -y er €-lagstak i menginu X
ogn € ern ¢ X. En bar sem 1 € v, 70 € @t er n € at. Par med hlytur n ad vera
=-sambeerilegt vid sérhvert stak 1 87, og ba sér i lagi vid Jp. En nu var 5 valid pannig
ad 1 ¢ dg, og bvi er §; < 1. En ba hofum vid baedi dg < 7 og 1 € Yo, svo ad dy = Yo {
motségn vio ad dg og Yo eru ekki sambeaerileg. O

Vid geetum freistazt til ad halda pvi fram ad sidasta setning segi ad ,,venzlin < séu
linuleg r6dun & mengi allra radtalna®, en pad veeri alveg rong alyktun, pvi ad vid héfum
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ekki synt a0 allar radtélur myndi mengi; raunar er audvelt ad sja ad pad gera beer
alldeilis ekki:

(2.12) Setning. Ekki er til neitt mengi sem inniheldur allar radtolur sem stik.

Sonnun: Gerum rad fyrir ad slikt mengi X veeri til. P4 gaetum vido myndad mengid
Q:={a € X : aerradtala}. Fyrir 6ll o mundi ba gilda ad a er radtala ba og bvi
adeins ad a € Q. Ef na a € Q og 8 € «, ba er § radtala samkveemt setningu (2.5), og
bvi B € Q. Pvi hlyti mengid €2 ad vera gegnvirkt, og ennfremur er sérhvert stak {
radtala og par med gegnvirkt mengi. Vid geetum pvi alyktad ad mengio €2 veeri sjalft
radtala, og par med ad Q € Q. En bad er { motsogn vid setningu (2.7). O

Sidasta setning er venjulega kéllud Burali-Forti-pverségnin.

Pott allar radtélur myndi ekki mengi, pa getum vid ad sjalfsogdu athugad mengi
af radtélum; sér 1 lagi er sérhver radtala slikt mengi. A sérhverju sliku mengi X (og
raunar almennar 4 sérhverju mengi af mengjum) getum vid skilgreint venzl <x med
pbvi ad setja

r=<xy paogbviadeinsad z € X,ye€ X ogzx <y.

Til ad ipyngja ekki rithsettinum um of télum vid einfaldlega um ,,venzlin < & menginu
X Nt m4 orda setningu (2.11) bannig:

(2.13) Setning. Fyrir sérhvert mengi X af radtolum skilgreina venzlin < linulega
réoun 4 menginu X. O

(2.14) Setning. Sérhvert mengi X af radtolum pannig ad X # & hefur minnsta stak
me0 tilliti til ré0unarinnar < 4 X.

Sonnun: Latum X vera mengi af radtolum pannig ad X # & og latum « vera €-lagstak
i X. PaeranX = @. Latum § € X. Samkvemt setningu (2.11) er a < 5 eda § < a.
Nu er ljost ad 8 ¢ «, annars veeri S € X N« { motsogn vid ad X Na = &. Par med er
a = (. Petta synir ad « er minnsta stak i X. O

Saman segja setningar (2.13) og (2.14):

(2.15) Setning. Fyrir sérhvert mengi X af radtolum skilgreina venzlin < velrédun &
menginu X. O

Sér i lagi skilgreina venzlin < velrédun & sérhverri radtélu. Vio litum avallt 4 radtolu
sem radad mengi med pessum radvenzlum.

(2.16) Setning. Liatum « og (B vera radtélur. Vid héfum « < 8 pa og bvi adeins ad
a C B.

Sonnun: Ef a < 8, ba er annadhvort a € 5 eda a = (3, og 1 badum tilvikum er o C
samkveemt setningu (2.5(2)). Gerum na & hinn boginn rad fyrir ad a C . Ef a = 3,
bé er ljost ad a < 3, svo ad vid getum gert rad fyrir ad « sé eiginlegt hlutmengi i 3,
og synum ba ad o € B. Latum v vera €-lagstak 1 5\ « (sem er b4 minnsta stakid {
B\a). PaeryCBogyN(f\a) =0, svoad v C . Latum ni § € a. P4 er ljost
ad hvorki gildir v = é né v € §, pvi ad i badum tilvikum fengist v € a, par sem «
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er gegnvirkt mengi, og bad er { motségn vid ad v € 5\ «. Samkvemt (2.11(4)) er ba
6 € 7. P4 héfum vid einnig synt ad a C 7, svo ad = . En  var stak { 3, og bar
med er o € 5. O

(2.17) Setning (Setning um ofurendanlega prepun). Gerum rad fyrir ad (X, <) sé vel-
radad mengi og latum P(x) vera fullyrdingu um almennt stak x i menginu X. Gerum
ennfremur rad fyrir ad eftirfarandi skilyroi sé fullnaegt:

Ef x € X og fullyroingin P(y) er sonn fyrir sérhvert stak y tr X pannig ad
y < x, bé er fullyrdingin P(x) sénn.

P4 er fullyrdingin P(x) sonn fyrir sérhvert stak x ir X.

Sonnun: Myndum mengid A := {z € X : fullyrdingin P(z) er ekki sénn}. Pad neegir
a0 syna a0 mengid A sé tomt. Ef svo veeri ekki, pa hefdi A minnsta stak; kollum pad z.
Fyrir sérhvert y tr X bannig ad y < x er ba y ¢ A, og bvi er fullyrdingin P(y) sonn.
Af skilyrdinu { setningunni leidir pa ad fullyrdingin P(z) er sénn og par med ad x ¢ A
i motsdgn vid ad x er samkvaemt skilgreiningu stak i A. O

(2.18) Athugasemd. Lesandinn er kannski vid fyrstu syn undrandi 4 ad vid purfum
ekki ad gefa okkur ,prepunarupphaf”, nefnilega béa forsendu ad fullyrdingin P(zq) sé
sonn, par sem o er minnsta stakid { X. En hun er afleiding af skilyrdinu { setningunni:
Augljoslega er fullyrdingin P(y) sonn fyrir sérhvert stak y ar X bannig ad y < x¢, pvi
ad ekkert slikt stak y er til. Skilyrdid leyfir okkur bvi ad alykta ad fullyrdingin P(z) sé
sonn. Ef vid 4 hinn boginn setlum okkur ad nota setninguna um ofurendanlega prepun
til ad sanna tiltekna fullyrdingu P(z) fyrir 6ll stok = ar A, b4 purfum vid ad sanna ad
skilyrdinu { setningunni sé fullnaegt, og beirri sénnun purfum vid einatt ad skipta i tvo
tilvik eftir pvi hvort = er minnsta stakio i X eda ekki.

(2.19) Skilgreining. Latum (X1,<1) og (X2,<s) vera r6dud mengi. Einsmétun
radadra mengja fra (X1,<;) til (X2, <s) er gagntaek vorpun f : X; — X, pannig
ao fyrir 6ll z,y ar X, gildi ad f(z) < f(y) ba og pvi adeins ad x < y. Vid segjum ad
rodudu mengin (X1, <1) og (X2, <2) séu einsméta ef til er einsmétun radadra mengja
fra ()(17 Sl) til (XQ, Sg)

(2.20) Setning. Liatum « og ( vera radtolur og f : @ — [ vera einsmétun radadra
mengja. Pd er a = og f =id,.

Sonnun: Vid synum ad f(x) = x fyrir sérhvert « tir & med pvi ad nota setninguna um
ofurendanlega prepun. Gerum bvirad x € « og ad f(y) = y fyrir sérhvert y ar o pannig
ad y € x. P4 er x minnsta stak { menginu « \ x, og bar sem f er einsmoétun radadra
mengja hlytur f(z) ad vera minnsta stakid { menginu 3\ f[z]. (Athugum ad f(z) er
hér gildi vorpunarinnar f i stakinu z, en f[z] er mynd vorpunarinnar f af menginu z.)
Samkveemt forsendu er f[z] = x, svo ad f(x) er minnsta stak i 8\ z, og bad er einmitt
x. Par med er f(z) = x. Samkveemt setningu (2.17) er f(x) = z fyrir sérhvert x, og
par sem f er gagntaek vorpun er naudsynlega a = 3. O

Fyrir sénnun naestu setningar purfum vid aftur ad nota eina af frumsendum mengja-
freedinnar sem annars parf afskaplega sjaldan &4 ad halda svona hversdagslega. Pad er
eftirfarandi frumsenda:
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Frumsenda um innsetningu Litum P(x,y) vera skynsamlega fullyrdingu
um almenn stok x,y. Ef X er mengi pannig a0 fyrir sérhvert x ir X er til
nakvaemlega eitt y bannig ad P(x,y) sé rétt, pa er til fjolskylda (y.).cx bannig
ad P(x,y,) sé rétt fyrir sérhvert x ur X.

(2.21) Athugasemd. Lesandinn sampykkir veentanlega ad bessi frumsenda sé af-
skaplega edlileg: Fyrir sérhvert « ar X latum vid y, vera (eina) stakid sem fullnsegir
skilyrdinu P(z,y). Astzeda bess ad vid burfum sérstaka frumsendu til ad fullyrda til-
vist fjolskyldunnar (y.).cx er st ad ekki er fyrirfram gefid neitt tiltekid mengi ¥V sem
inniheldur stakio y, fyrir sérhvert  ar menginu X: Ef vid hefoum gefid slikt mengi Y
fyrirfram, ba veeri tilvist fjolskyldunnar afleiding af 60rum frumsendum mengjafraedinn-
ar. bad maetti bvi einnig orda frumsenduna pannig: Latum P(x,y) vera skynsamlega
fullyrdoingu um almenn st6k x,y. Ef X er mengi pannig ad fyrir sérhvert x tur X er til
nakveemlega eitt y pannig ad P(x,y) sé rétt, pa er til mengi Y pannig ad fyrir sérhvert
x ur X og sérhvert y pannig ad P(z,y) séy €Y.

Astzeda bess ad vid purfum & frumsendunni ad halda er ad vid viljum nota hana til
ad bua til fjolskyldur af radtélum, og radtolur mynda ekki mengi, eins og vid héfum
Séa.

[Eins og vid bentum 4 { lok kafla IT er ,,frumsendan um innsetningu® ekki ein frum-
senda, heldur svokallad frumsendugrip, eda med 60rum ordum uppskrift fyrir hvernig
vid getum bid til 6endanlega margar frumsendur: Fyrir hverja ,skynsamlega fullyro-
ingu“ P(z,y) faum vid eina frumsendu.|

(2.22) Setning. Latum (X, <) vera velradad mengi. Pa er (X, <) einsméta ndkvem-
lega einni raotolu.

Sonnun: Tokum fyrst eftir: Ef (X, <) er einsmota radtolu, pa eru radtalan og eins-
moétunin akvordud otvireett. Til ad sja pad gerum vid rad fyrir ad a og [ séu radtolur
ogad f: X = aogg: X — B séueinsmbtanir radadra mengja. Paer go f1: a0 = 8
einsmotun radadra mengja. Samkveemt (2.20) er bA a = 8 og go f~1 =id,, og af bvi
leidir f = g.

Fyrir stak « ar X setjum vid 4, := {y € X : y < x}. Par sem A, er hlutmengi {
velr6dudu mengi er pad sjalft velradad mengi. Vio synum fyrst:

(x) Ef A, er einsmota radtolu fyrir sérhvert o ar X, ba er X einsmota radtolu.

Latum pvi f, : A, — a, vera einsmotun radadra mengja fyrir sérhvert x ar X. Par sem
g og [, dkvardast otvirsett faum vid samkveemt frumsendu um innsetningu fjolskyldur
(z)zex 08 (fz)zex bannig ad fyrir sérhvert « ar X sé o, radtala og f, : A, — a,
einsmétun.

Latum nt z,y € X og z < y. Par sem f, : A, — o er einsmoétun gefur hin med
einskordun af sér einsmétun fra A, a {f € ay : < fy(z)} ={f€ay: B € fy(z)} =
fy(x). Nuer f,(z) stak i radtolunni cy, og bvi sjalft radtala, svo ad samkveemt ofanségdu
er fy(z) = ay og fy(2) = fo(2) fyrir sérhvert z ar A,. Sér i lagi sjaum vid ad o, € oy,

Setjum na v := {a, : * € X} og skilgreinum vorpun f : X — v med f(x) := a,.
Venzlin < skilgreina r6dun 4 mengio -y, og af skilgreiningunni er 1jost ad f er einsmétun
radadra mengja. Vid purfum ba adeins ad syna ad ~ sé radtala. Til bess naegir ad syna
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ad v er gegnvirkt mengi, pvi ad sérhvert stak i v er radtala og pa sér i lagi gegnvirt
mengi. Latum pvi o € v og B € a. Samkveemt skilgreiningu er til x ar X pannig ad
a=a,. Nuer f, : Ap — «a, einsmotun, svo ad til er stak z ar A, pannig ad 8 = f.(2).
En samkveemt ofanségdu er f,(z) = ., og bvi er 8 = «, € 7. Par med er fullyrdingin
(%) sénnud.

Vid purfum ba adeins ad syna ad fyrir sérhvert x ar X sé A, einsmota radtolu.
Samkvaemt setningu um ofurendanlega prepun naegir ad syna: Ef A, er einsmdta rad-
tolu fyrir sérhvert y ar X bannig ad y < z, pba er A, einsmota radtélu. En bad er
afleiding af (x)! O

Sem afleidingu faum vio:

(2.23) Setning. Sérhvert mengi X er samstétta radtolu; med 60rum ordum er til
radtala o og gagntaek vorpun f: X — a.

Sonnun: Samkvemt velr6dunarsetningu Zermelos er til velr6dun < 4 X. Samkveemt
setningu (2.22) er til radtala « og vorpun f : X — « sem er einsmotun radadra mengja
fra (X, <) 4. Paer f sérilagi gagntack vorpun. O

Latum X vera mengi. Samkveemt setningu (3.23) er X samstétta radtolu a. At-
hugum nt mengid
A:={y€at: X er samstétta v}.

baer A+# @, bvi ad a € A. Samkveemt setningu (2.14) hefur mengid A minnsta stak;
kollum bad 9. Vid getum lyst o sem minnstu radtélunni sem er samstétta menginu
X: Ef til veeri minni radtala v; samstétta X, pa veeri 41 € Yo og par med v € at, og
vid fengjum motségn vid skilgreininguna & ~yy. Sér i lagi er vy 6had valinu & radtélunni
.

Nu getum vid loksins skilgreint:

(2.24) Skilgreining. Latum X vera mengi. Minnsta radtalan sem er samstétta meng-
inu X er tdknud

4X

og kélluo fj6ldatala mengisins X. Radtala kallast fj6ldatala ef hiin er fjoldatala
einhvers mengis.

Nu er audséo:

(2.25) Setning. Mengi X og Y eru samstétta pa og pvi adeins ad #X = #Y.

Sonnun: Ef mengin X og Y eru samstétta, pa gildir um sérhverja radtoélu ad hin er
samstétta X ba og pvi adeins ad hin sé samstétta Y. Pvi er ljost ad #X = #Y.
Ef & hinn boginn #X = #Y, ba eru X og Y badi samstétta radtélunni #X og pvi
samstétta. g

(2.26) Athugasemd. Samkveemt skilgreiningu er sérhver fjldatala radtala. Pad er
hins vegar langt fra pvi a0 sérhver radtala sé fjcldatala. Til deemis er [jost a0 radtélurnar
wog wt = wU {w} eru samstétta: Vid faum gagntacka vorpun f : wt — w med bvi ad
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setja

0 ef v = w.

f2) = {n+ ef v € w=N,

Par sem radtalan w er minni en wt getur w™ ekki verid fjéldatala.

Adur en vid skilgreindum radtélur formlega skrifudum vid nidur langa lista af rad-
télum, til deemis radtolurnar w2 +4,w? +w+w2+1 og margar fleiri. Allar pessar
radtolur eru samstétta radtélunni w, og hun er pvi st eina af peim sem vid tilgreindum
sem er fjoldatala.

(2.27) Setning. (1) Sérhver nattiirleg tala er fjoldatala.
(2) Talan w er fjoldatala.

Uppkast ad sonnun: (1) Audsannad er med prepun: Ef n og m er natturlegar tolur
(b. e. stok i w), og til er einteek vorpun fra n til m, ba er n < m. Af pvi leidir svo: Ef
n og m eru samstétta natturlegar tolur, pa er n < m og m <X n og pvi n = m. Engin
nattarleg tala er pvi samstétta minni nattarlegri t6lu, og bvi er sérhver natturleg tala
fjoldatala.

(2) Gerum rad fyrir ad w sé samstétta minni radtolu n, sem er ba nattirleg tala,
og latum f : w — n vera gagnteeka vorpun. Latum g : nT — w vera ivarpid. Pa er
go f:nT — n einteek vorpun, og samkveemt ofanségdu veeri nT < n, sem er fraleitt.(]

A mengi nattarlegu talnanna er ré6dunin < venjulega rédunin & N. Vid getum ni
endurtekid setningu (2.25) med dalitilli vidbot:

(2.28) Setning. Sérhverju mengi X mé uthluta tiltekinni fjéldatélu #X pannig ad
gildi:
Mengin X og Y eru samstétta pa og pvi adeins a0 #X = #Y .

Fjoldatala mengis X er natturleg tala n pa og pvi adeins ad X sé samstétta menginu
{k e N:1<k<n}, par sem < er venjulega rédunin & N. O

§3. Eiginleikar fjoldatalna

Vid bjooum nua aftur velkomna ba lesendur sem hlupu yfir allan textann um radtélur
og @tla sér ad byrja hér { beinu framhaldi af setningu (2.2). Endurtékum bé lokanid-
urstéduna ar sidustu grein: Okkur hefur tekizt ad uthluta sérhverju mengi tiltekinni
steerd # X, sem vid kollum fjoldatélu mengisins, pannig ad tvo mengi séu samstétta pa
og bvi adeins ad pau hafi sému fjoldatélu. Auk pess sdum vid ad natturlegu télurnar
eru fjoldatolur, og ad fjoldatala mengis er natturlega talan n ba og bvi adeins ad pad
sé samstétta menginu {k e N: 1 <k <n}
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Vid viljum sanna nokkrar stadreyndir um fjéldatélur mengja, og pott vid getum
einfaldad ymislegt med bvi ad notfera okkur ba eiginleika radtalna sem vid héfum
begar sannad setlum vid ad stilla okkur um pad. Sér i lagi setlum stillum vid okkur um
ad nota rédunina sem vido hofum skilgreint fyrir radtélur. Vid skilgreinum pvi rédun
fyrir fjoldatolur upp & nytt, en latum okkur nsegja ad syna i athugasemd (3) 1 (3.2)
(fyrir ba lesendur sem hafa fylgt okkur allan timann) ad betta er sama rédunin og vid
vorum ad nota i sidustu grein.

(3.1) Skilgreining. Latum « og 8 vera fjoldatélur og skrifum o = #X og = #Y,
bar sem X og Y eru mengi. Vio segjum ad fjéldatalan « sé minni eda jofn fjéldatél-
unni 8 og skrifum

a<p

ef til er eintaek vorpun f : X — Y. Vid segjum a0 fjéldatalan o sé minni en fjéldatalan
B og skrifum
a<f

efa < f oga#0.

(3.2) Athugasemdir. (1) Tokum eftir ad skilgreiningin er adeins had fjoldatélunum o
og f3, en ekki valinu 4 mengjunum X og Y: Ef a = #X = #X ' og B = #Y = #Y’, ba
hofum vid gagnteekar varpanir g : X — X' ogh:Y —Y'. Efna f: X — Y er einteek
vorpun, pé er vorpunin ko fog!: X' — Y’ einteek; og somuleidis ef f: X' = Y er
einteek vorpun, pa er vérpunin h~' o f' o g einteek. Pvi er 1jost ad til er einteek vérpun
fra X til Y ba og pvi adeins ad til sé eintaek vorpun fra X' til Y.

(2) Latum o = #X og 8 = #Y. Ad a < 8 bydir ad til er einteek vorpun fra X til
Y og ad ekki sé til gagntek vorpun fra X til'Y. Pad neegir ekki ad til sé einteek vorpun
f:X = Y sem er ekki gagnteek. Latum til deemis Z vera mengi allra heilla talna og
27 = {2x : x© € Z} vera mengi allra jafnra heilla talna, ba er vorpunin f : 2Z — 7Z
bannig ad f(z) := z fyrir sérhvert z Gr 27 augljoslega einteek, en hun er ekki gagnteck.
Vid megum b6 ekki alykta ad 2Z hafi minni fjoldatoélu en Z. Raunar er audséd ad
#(27Z) = #Z, bvi ad vorpununin g : Z — 27 bannig ad g(x) := 2z fyrir sérhvert = tr
Z er gagnteek.

(3) Vid synum (fyrir b4 sem hafa fylgt okkur eftir allan timann, en ekki hlaupid
yfir umfj6llunina um radtolur) ad skilgreining (3.1) gefur okkur sému skilgreininguna
4 rodun fyrir fjoldatolur og skilgreining (2.4); med 6drum ordum ad fyrir fjoldatolur «
og B sé a < B ba og pvi adeins ad o =< . Toékum fyrst eftir ad sérhver fjoldatala er
samstétta sjalfri sér og pvi fjoldatala sjalfrar sin. Fyrir fjoldatélur o og 8 héfum vid
bvi a < B ba og bvi adeins ad til sé eintaek vorpun fra o til 8. Ef a <X 3, paer o« C 8
samkveemt (2.16). P4 er ivarpid a — 8,z — x eintaek vorpun, svo ad a < 3.

Gerum pvi rad fyrir ad o < . Vid héfum pa eintzeka vorpun f : o — 5. Mynd-
mengid f(«) er hlutmengi { radtélunni 8, og r6dunin 4 8 gefur af sér velrodun 4 menginu
f(a). Samkveemt setningu (2.22) er f(«) med bessari velr6dun einsmota radtolu v; lat-
um ¢ : f(a) — 7 vera einsmoétunina sem bpannig feest. Pa er v samstétta a, bvi ad
samskeytingin go f : & — - er gagntaek vorpun. En « er minnsta radtalan sem er sam-
stétta «, svo ad a < 7. N1 sést med ofurendanlegri prepun ad g(z) < x fyrir sérhvert
x ar f(a): Latum z € f(«) og gerum rad fyrir ad g(y) = y fyrir 6ll y ar f(a) pannig
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ad y < x, ba er g(y) < x fyrir 6ll y ur f(a) bannig ad y < x; en na er g(x) minnsta
radtala pannig ad g(y) < g(z) fyrir 6ll y ar f(a) bannig ad y < z, svo ad g(z) < x. En
bé er ljost ad v C B, svo ad v < 3 og bar med a =< .

(3.3) Setning. Liatum «, § og 7 vera fjoldatolur.
(1) Vio héfum « < a.
(2) Efa<fBogB<a,pigera=2p.
3) Efa < B ogf <~,padera<n.
(4) Annaohvort er « < 8 eda 8 < «.
Sonnun: Ef vid viljum notfeera okkur athugasemd (3.2(3)), b4 er betta bein afleiding
setningu (2.11). En nt setlum vid ad komast hja ad nota nidurstédur um radtolur.
Fyrir 1idi (1) og (3) er bad einfalt: Latum X,Y og Z vera mengi bannig ad a = #X,
B = #Y og v = #Z. Samsemdarvorpunin idyx : X — X er einteek, og bad gefur
okkur id (1). Ef f: X - Y og ¢g:Y — Z eru eintaekar varpanir, pa er samskeytingin
go f: X — Z eintxk; og betta gefur okkur 1id (3). Hins vegar er ekki jafnaudvelt ad
sanna hina lidina tvo'; til bess purfum vid eftirfarandi tveer setningar: Setning (3.4) er
augljoslega jafngild 1id (2), og setning (3.5) er jafngild 1id (4). O

(3.4) Setning (Schroder-Bernstein). Latum X ogY vera mengi og gerum rad fyrir ad
til sé eintaek vorpun fra menginu X i mengid Y, og ad til sé einteek vorpun fra menginu
Y i mengido X. P4 er til gagntaek vérpun fra X tilY.

Sonnun: Latum f: X — Y og g : Y — X vera einteekar varpanir. Skilgreinum runu
(C,) af hlutmengjum i X med bvi ad setja

Co:=X\glY] og Chi1:=g[f[Ch]]

og setjum sidan

S = U Ch.
neN
Vid synum ad g[Y \ f[S]] =X\ S:

Gerum fyrst rad fyrir ad € X\ S. Parsem Cy C Ser basérilagiz € X\Cy = g[Y],
svo ad vid getum skrifad x = g(y) fyrir eitthvert y ar Y. En ba er ljost ad y ¢ f[5],
annars meetti skrifa y = f(2’), bar sem a’ € S; ba fengist f(z) = y = f(a') og bvi
x =’ € S vegna eintaekni vorpunarinnar f. Pvier x € g[Y'\ f[S]]. Vid héfum ba synt
ad X\ S C g[Y'\ f[S]].

Gerum neest rad fyrir ad y € Y\ f[S] og synum ad g(y) € X \ S eda med 60rum
ordum ad g(y) ¢ S; en bad er augljoslega jafngilt pvi ad syna ad g(y) ¢ C, fyrir
sérhvert n. Ljost er ad g(y) ¢ Co. Gerum bvi rad fyrir ad til sé n bannig ad n > 1 og
g(y) € Cy,. Paer til x ar C,,—1 bannig ad g(y) = g(f(x)). Par sem g er einteek vorpun
feest y = f(x). Enx € C,—1 C S, svo ad y € f[S] { motsdgn vid forsendu. Vid hofum
b4 einnig synt ad g[Y \ f[S]] C X\ S.

Par sem vorpunin f er einteek gefur hun af sér gagntaeka vorpun fra S a f[S]. Par
sem vorpunin g er eintaek gefur hin af sér gagntaeka vorpun fra Y\ f[S] & X'\ S; latum h

ISagt er ad Georg Cantor, htfundi mengjafraedinnar, hafi aldrei tekizt ad sanna bessar nidurstédur.
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vera andhverfu peirrar vorpunar. Pa er 1jost ad vorpunin F : X — Y sem er skilgreind

med bvi ad setja
) flx) efzels,
(@)= {h(x) fzeX\S

er gagntaek. O

(3.5) Setning. Litum X og Y vera mengi. P4 er annadhvort til eintaek vérpun f :
X =Y eda eintek vérpun g : Y — X.

Sonnun: Latum M vera mengi allra brennda (A, h, B), bar sem A er hlutmengi i X,
B er hlutmengii Y og h : A — B er gagntek vorpun. Mengid M er ekki tomt, pvi ad
bad inniheldur prenndina (A, h, B), bar sem A = B = & og h er toma vorpunin. Vid
skilgreinum rédun & M med bvi ad setja (Ay, hy, B1) < (Aa, he, B2) ba og bvi adeins
ad A; C Ay og ho(x) = hy(x) fyrir sérhvert z ar A; (og af bvi leidir augljoslega ad
B; C By). Latum na L vera kedju (b. e. linulega radad hlutmengi) i M og synum ad
L hefur yfirstak i M: Vid setjum

A* = U A, B*:= U B

(A,h,BYEL (A,h,B)EL

og skilgreinum vorpun h* : A* — B* bannig: Fyrir x € A* veljum vid (A, h, B) ar L
bannig ad x € A og setjum h'(z) := h(x). Pessi skilgreining er augljoslega 6had valinu
a4 (A, h,B): Ef (A1,h1,Bq) er annad stak i L pannig ad © € Aj, b4 er annadhvort
(A1,h1,B1) < (A,h,B) eda (A, h,B) < (A1,h1,B1), og i badum tilvikum faum vid
h(z) = hi(z). Einnig er 1jost ad h* er gagntek vorpun. Samkveemt hjalparsetningu
Zorns hefur M hastak; latum (A, h, B) vera slikt hastak. Vid synum ad annadhvort er
A =X eda B =Y: Annars veeru til sték a; ar X \ A og b; ur Y \ B. Vid setjum ba
Ay = AU{a1} og B := BU {b1} og skilgreinum gagnteeka vorpun hy : Ay — B; med
bvi ad setja hi(x) := h(x) fyrir x € A og hi(aq1) :=b;. Paer (41, h1, B1) stak i M sem
er steerra en (A, h, B) { motsogn vid skilgreiningu 4 (A, h, B).

Ef nai A = X, pa faum vid eintecka vorpun ioh: X - Y, parsemi: B —>Y,y —y
er ivarpid. Ef hins vegar B =Y, pa faum vio eintaeka vorpun jo h : Y — X, par sem
j: A— X er ivarpio. d

(3.6) Skilgreining. (1) Latum « og 8 vera fjoldatolur. Veljum mengi X ogY pannig
ad a=#X, =#Y og XNY = @. Vio skilgreinum summu fjéldatalnanna o og 3
sem

a+ B :=#XUY)

og margfeldi peirra sem
a-B=#XxY).

Vid setjum einnig
aﬁ = #(Xy)a

bar sem XY er mengi allra varpana fra X til Y.
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(2) Latum («y);eq vera fjélskyldu af fjéldatolum og veljum fjélskyldu (X;);er af
mengjum pannig ad o; = #X; fyrir sérhvert ¢ tir I og pannig ad X;NX; = efi,j €1
og i # j. Vid setjum

Saii=#(

el

UXi) og Lo ::#(HX,»).

i€l iel iel

Lesandinn getur audveldlega gengid tur skugga um ad skilgreiningin er 6hao vali
4 mengjunum sem hafa gefnu fjéldatélurnar. Sonnun eftirfarandi setningar er einnig
audveld og eftirlatin lesanda:

(3.7) Setning. (1) Latum «, 8 og v vera fjoldatolur. P4 gilda tengireglurnar

at(B+y)=(a+pf)+v og a(fy)=(ab)y,
vixlreglurnar
atf=p+a og af=pa,

dreifireglan
a(f+7)=af +ay

og veldareglurnar
(amv =ap3, Pt = aPa” og abfr = (aﬂ)v_
FEinnig er
a+0=1a=a.

(2) Ef a og B eru fjoldatélur, I er mengi pannig ad #1 = (B og («).er er fjolskylda
af fjoldatolum pannig ad «; = « fyrir sérhvert ¢ € I, pa er

Zai:aﬂ og Hai:aﬁ.
il iel

(3) Latum « og f vera fjoldatolur. Vio héfum B < « pa og pvi adeins ad til sé
fjoldatala v pannig ad o = 8 + 7.
(4) Ef o, 8,7 og § eru fjoldatélur pannig ad o < 8 og v < 0, pé er

a+y<B+56 og ay<ps

Ef ad auki g # 0, pa er
o’ < 55

Almennar, ef (a;);cr og (8i)ier eru fjoldskyldur af fjoldatélum med sama skilgreining-
armengi og o; < 3; fyrir sérhvert i tur I, pa er

zai§25i og HO%SH@% O
i€l il i€l il

Munum ad a0 sérhver natturleg tala er fjoldatala. Vio getum nu skilgreint:
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(3.8) Skilgreining. (1) Fjoldatala er s6gd vera 6endanleg ef hin er ekki nattirleg
tala. Mengi X er sagt vera endanlegt ef fjéldatala pess er natturleg tala; a0 60rum
kosti er pad sagt vera 6endanlegt.

(2) Fjoldatala mengis allra nattirlegu talnanna er taknud

Rg := #N.

Mengi X er sagt vera teljanlega 6endanlegt ef #X = Xy. Pad er sagt vera teljan-
legt ef #X < Ng; med 60rum ordum er mengi teljanlegt pa og pvi adeins a0 pad sé
annadhvort endanlegt eda teljanlega 6endanlegt.

(3.9) Athugasemdir. (1) Par sem fjoldatala mengis A er natturlega talan n ba og
bvi adeins ad pad sé samstétta menginu {k € N : 1 < k < n} er ljost ad bessi nyja
skilgreining endanlegs mengis { (3.8) kemur heim vid gomlu skilgreininguna okkar {
(1.3.3) 1 fyrsta kafla.

(2) Fyrir ba sem lasu sidustu grein tokum vid fram: Utfra skilgreiningu fjcldatalna
er ljost ad Ng = w = N. Einnig er ljost utfra nidurstédum okkar um radtdlur ad Ry
er minnsta 6endanlega fjoldatalan; vio gefum p6 adra sénnun & beirri stadreynd sem
notar engar nidurstéour um radtolur.

(3.10) Setning. Fjoldatalan R er minnsta 6endanlega fjéldatalan; med 60rum ordum
er hiin 6endanleg og Ny < « fyrir sérhverja 6endanlega fjéldatélu.

Sonnun: Vid eftirlatum lesanda ad ganga ur skugga um ad mengid N er ekki endanlegt,
og bar med ad Ny sé¢ 6endanleg fjoldatala. [Pad er raunar sannad { setningu (2.27), og
sénnuninni mé audveldlega breyta pannig ad hun notist ekki vid radtolur. |

P4 parf einungis ad sanna: Ef X er 6endanlegt mengi, pa er til einteek vorpun
f:N—= X. Til a0 syna pad latum vi0 Y vera mengi allra hlutmengja A ar X pannig
ad A # @. Samkvemt frumsendu um val er til fjoldskylda (x4)aecy bannig ad 24 € A
fyrir sérhvert A ar Y. Skilgreinum nt voérpun f : N — X med prepun pannig ad

f0):==ax, f(n+1):=ax\(50)... 1n)};

betta er skynsamleg skilgreining, bvi ad augljoslega er mengid X \ {f(0),..., f(n)} ekki
tomt; annars veeri X endanlegt. Nu er 1jost ad fyrir n < m er f(m) ¢ {f(0),..., f(n)}
og sér i lagi er f(m) # f(n). Par med er f einteek vorpun. O

(3.11) Fylgisetning. Fjildatala « er éendanleg pé og pvi adeins ad o + 1 = «.

Sonnun: Audsannad er med prepun ad fyrir nattarlega tolu n er n+1 > n. Latum pvi
« vera oendanlega fjoldatolu, X vera mengi pannig ad #X = « og y vera stak pannig
ady ¢ X. Paera+1=#(XU{y}). Latum na f : N — X vera einteeka vorpun og
skilgreinum vorpun g : X U {y} — X med bvi ad setja

x ef x € X\ f[N],
g(z) == ¢ f(n+1) ef x= f(n) fyrir eitthvert n ar N,
£(0) ef x =y.

Pa er ljost ad g er gagnteek vorpun, og bvier a +1 = a. O
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Med prepun feest:

(3.12) Fylgisetning. Fyrir sérhverja 6endanlega {joldatélu o og sérhverja nattirlega
télu n er a« +n = a. O

(3.13) Setning. Vid héfum NZ = N,.

Sonnun: Ljost er ad vid hofum einteekar varpanir N — NxN;n +— (n,0) og N x N — N|
(m,n) — 2"3™ svo ad Vg < N3 og N3 < Nj og bvi N2 = Ny samkvaemt Schroder-
Bernstein-setningunni. O

Almennar hofum vid:

(3.14) Setning. Ef a er 6endanleg fjoldatala, pa er
o’ = q.

Sénnun: Vid notum hjélparsetningu Zorns. Latum Z vera mengi bannig ad #7 = a.
Samkveemt (3.10) er Xy < «, svo ad Z inniheldur teljanlega 6endanlegt hlutmengi A.
Samkveemt (3.13) er til gagntek vorpun n: A x A — A. Latum na M vera mengi allra
tvennda (X, ¢) pannig ad A C X C Z og ¢ : X x X — X sé gagnteek vorpun bannig
ad ¢ taki somu gildi og 7 & A x A. Vid r6dum menginu M med pvi ad setja

(X,9) < (Y,¢) Dba og bviadeins ad X C Y og ¢ taki sému gildi og ¢ &4 X x X.

Ef na C er linulega radad hlutmengi i M, ba er ljost ad vid faum yfirstak (Z,x) i M
fyrir mengid C med bvi ad lata Z vera sammengi allra mengja X, bar sem (X, ¢) € C,
og skilgreina x(z,y) = ¢(z,y) ef z,y € X og (X,¢) € C. Samkveemt hjalparsetningu
Zorns hefur M hastak; taknum bad med (X, ¢). Augljoslega neegir ad syna ad #X = a.

Gerum pvi rad fyrir ad 8 = #X < « og leidum pad til moétsagnar. Par sem
¢ : X x X — X er gagntaek vorpun er 2 = 8, og par sem A C X er mengid X
6endanlegt. Vid hofum pa B < 28 < 38 < %2 = B, svo ad B = 23 = 33. Par sem
B<aer #(Z\X)> [, annars fengist a = #Z = #(Z\ X)+#X <+ p8=28=0.
bvi er til hlutmengi B i Z \ X bannig ad #B = 5. Setjum Y := X U B. Pa er
(Y xY)\ (X x X) sammengi mengjanna

XxB, BxX og BxB.

Pessi prju mengi eru sundurleeg tvo og tvo, og hvert peirra hefur fjcldatéluna 82 = 8,
svo a0 sammengi peirra hefur fjoldatéluna 35 = . Pvi er til gagnteck vorpun y fra
menginu (Y x Y)\ (X x X) 4 mengid B. Vid faum b4 gagntaeka vérpun ¢ fra4 menginu
Y xY 4 mengid Y = X U B med bvi ad setja

d(x,y) ef (z,y) € X x X,

Vo) = {X(x,y) ef (z,y) € (Y xY)\ (X x X).

En bad bydir ad (Y, 1)) er stak i menginu M, og (Y, 1)) er steerra en (X, ¢), { motsogn
vid skilgreininguna & (X, ¢). O
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Med prepun feest:

(3.15) Fylgisetning. Ef a er 6endanleg fjoldatala og n er nattirleg tala pannig ad
n >1, paer a™ = a. O

(3.16) Setning. Ef « og § eru fjoldatolur pannig ad pannig ad o > 1, a < f og
fjoldatalan 8 sé 6endanleg, pa er aff = .

Sénnun: Vid héfum 8 < af < B2 = B. O

(3.17) Setning. Ef a og 8 eru 6endanlegar fjoldatolur pannig ad o < 3, pé er
a+p=ab=00.

Sonnun: Vio hofum < a+ 8 <28 <af = 4. 0

(3.18) Setning. Liatum « vera éendanlega fjoldatélu og («;).er vera fjolskyldu af
fioldatélum. Gerum rad fyrir ad #1 < «, ad «; < « fyrir sérhvert i ar I og ao til sé
stak j ur I pannig ad a; = o. P4 er

Z a; = Q.
il
Sonnun: Setjum f; := « fyrir sérhvert ¢ ar I. Samkveemt 1id (2) { setningu (3.7) er
azogﬁZaiSz&:#I'agaz:a. O
iel iel
(3.19) Fylgisetning. Sammengi teljanlega margra teljanlegra mengja er teljanlegt.(]

Samkvaemt (3.15) er Rfj = Ng fyrir sérhverja nattarlega télu n pbannig ad n > 1, og af
pvi leidir ad mengjamargfeldid Ay x- - - x A,, ef endanlega moérgum teljanlegum mengjum
Aq,..., A, er teljanlegt. Pad er pvi alls ekki ljost ad til sé nokkur fjoldatala sem er
steerri en Np. Af neestu setningu leidir hins vegar ad til eru afar margar éendanlegar
fjoldatolur:

(3.20) Setning (Cantor). Fyrir sérhverja fjoldatélu a er
a < 2%,

Sonnun: Latum X vera mengi bannig ad #X = « og latum P(X) vera mengi allra
hlutmengja i X. Fyrir sérhvert hlutmengi A i X skilgreinum vid voérpun y4 : X —

{0,1} med bvi ad setja
(@) 1 efzeA,
x) =
Xa 0 efze X\ A

Pa er ljost ad voérpunin
P(X) — {Oa 1}X7A = XA
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er gagntaek, svo ad #P(X) = 2*. Nu er 1ljost ad vorpunin X — P(X),z — {x} er
eintaek, svo ad a < 2%. Til ad syna ad a < 2% neegir pvi ad syna ad ekki sé til gagnteek
vorpun f: X — P(X). Gerum bvi rad fyrir ad f : X — P(X) sé vérpun og setjum

Yi={zeX:z¢ flx)}

Vid synum ad ekki er til neitt stak y ar X pannig ad f(y) =Y. Gerum bvi rad fyrir ad
y sé slikt stak. Pa er annadhvort y € Y eday € X \Y. Ef ye Y, bderaz ¢ f(y) =Y
samkveemt skilgreiningu 4 Y, og bad er motsogn. Ef hins vegar y € X \ 'Y, ba er
y¢Y = f(y) og bvi y € Y samkveemt skilgreiningu & Y, en bad er einnig motsogn.
Pvi kemur hvorugur kosturinn til greina.

Vid hofum ba synt ad vorpun f : X — P(X) getur ekki verid ateek, og ba er hin
heldur ekki gagnteaek. O

Setning (3.20) segir sér { lagi ad mengid {0, 1} af &llum vérpunum f: N — {0,1}
er ekki teljanlegt. En hin hefur fleiri afleidingar:

(3.21) Fylgisetning. Til eru 6endanlega margar 6endanlegar fjéldatélur.

Sonnun: Skilgreinum runu (o, )nen af fjoldatélum med prepun pannig ad ag := Ny og
Q1 = 2%, Samkveemt setningu (3.20) er runan stranglega vaxandi, og sér i lagi eru
6ll stok hennar 6lik. O

Raunar getum vid alyktad meira: Fjoldatolurnar eru pad margar ad ekkert mengi
getur innihaldid peer allar.

(3.22) Setning. Ekki er til neitt mengi sem hefur allar fjoldatolur sem stok.

Sonnun: Gerum rad fyrir ad til sé slikt mengi Z og latum I vera mengi allra staka { Z

sem eru fjoldatolur; med 60rum ordum er pa I mengi allra fjoldatalna. Fyrir sérhvert

stak a ar I veljum vid mengi X, bannig ad a = #X,. Setjum Y := |J X, og
acl

B := #Y. Fyrir sérhverja fjoldatélu a er X, C Y og bar med o < 3. Fyrir a = 27 faest

ba 28 < 3, i motsdgn vid setningu (3.20). O

(3.23) Athugasemd. Dessi lokaathugasemd er fyrir pa sem hafa lesid greinina um
radtolur.

Par sem sérhverju mengi af radtolum er velradad og fjoldatolur eru sérstakar rad-
tolur er ljost: Ef Q er eitthvert mengi af fjoldatélum, ba er til minnsta fjoldatala £
bannig ad S > «a fyrir sérhvert stak « ur Q. Pa er ljost a0 fjoldatalan Xy er fremsta
stakid { runu (N, )nen af fjoldatolum sem er skilgreind pannig ad N,y; er minnsta
fjoldatalan sem er steerri en allar fjéldatolurnar N, ..., N,,. Naest getum vid skilgreint
fjoldatolu R, sem er minnsta fjoldatalan sem er steerri en allar fjoldatélurnar { menginu
{N,, : m € N}. Almennt getum vid fyrir sérhverja radtolu « skilgreint fjoldatolu X, sem
minnstu fjoldatéluna sem er steerri en sérhver fjldatala i menginu {Xg : § € a}. Fyrir
radtolur o og B bannig ad a # [ er ba ljéslega X, # Ng. Einnig er ekki erfitt ad sja ad
sérhver fjoldatala er N, fyrir einhverja radtolu a. Pott 6endanlegu fjoldatélurnar vird-
ist kannski liggja afskaplega ,,dreift“ innanum allar radtélurnar, pannig ad til dsemis
virdist naesta oyfirsjaanlegur ssegur radtalna liggja milli fjoldatalnanna Ry og Ny, ba
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eru fjoldatolurnar i einhverjum skilningi ,jafnmargar og radtolurnar®; nefnilega i peim
skilningi ad vid getum tolusett fjoldatolurnar med radtélunum pannig ad fyrir sérhverja
gefna fjoldatolu er til ndkvemlega ein radtala o bannig ad gefna fjoldatalan sé X,,.

Fjoldatalan N; er minnsta fjoldatala sem er steerri en fjoldatalan Rg. Nu ma syna
ad #R = 2%0; med 6drum ordum er 280 fjcldatala rauntalnamengisins, eda ,,fjdldatala
samfellunnar®, eins og pad var ordad fyrr & timum. Samfellutilgata Cantors segir
ad

2N = N,

Petta pydir ad sérhvert hlutmengi { R sem er ekki teljanlegt sé samstétta R, eda med
O00rum ordum ad ekki sé til neitt hlutmengi i rauntalnamenginu R sem hefur steerri
fjoldatolu en mengi nattarlegu talnanna, en minni fjéldatélu en mengi rauntalnanna.
Sidar var sett fram svokollud alhaefd samfellutilgata, sem segir ad

QNQ = NaJrl

fyrir sérhverja raotolu o.

Arid 1940 syni Kurt Godel ad ekki er unnt ad afsanna samfellutilgatu Cantors ttfra
frumsendum Zermelo-Fraenkel-mengjafraedinnar, og arid 1963 syndi Paul J. Cohen ad
ekki er unnt ad sanna hana utfra pessum sému frumsendum. Ennpa sidur er pa unnt
a0 sanna eda afsanna alhzefou samfellutilgatuna utfra pessum frumsendum. Enn er
beirri spurningu 6svarad hvort unnt sé ad baeta vid Zermelo-Fraenkel-mengjafraedina
einhverjum ,,edlilegum og skynsamlegum frumsendum® sem gera kleift ad sanna eda
afsanna samfellutilgatuna.



