Matematik A-niveau STX
21. april 2021
Forberedelsesmateriale 1 differensligninger

Normalt har Matematik Universet kun Igsninger til eksamensopgaver i matematik og ikke forbe-
redelsesmaterialer, men grundet COVID-19 situationen har vi valgt at lave lgsninger, sd man kan
arbejde selv og lave opgaverne hjemme, hvis ikke man har lzreren til radighed. Af CAS kraves:
Maple 2020 og Ti-Nspire.

Filen er opbygget sadan, at man ser opgaver uden hjelpemidler samt gvelser nedenfor. Derefter
kan man se hvordan opgaver med hjelpemidler lgses i Maple og TI-Nspire.

NB: Dette er ikke en elevbesvarelse. E-mail: matematikuniverset@hotmail . com. Kontakt os
gerne!

Folgende gvelser og opgaver lgses nedenfor

@velse 1, Opgave 2, Qvelse 2, Avelse 3, Opgave 3, Opgave 4, Bvelse 4, Bvelse 5, Opgave 8,
Opgave 9, Opgave 10, @velse 6, Dvelse 7, Opgave 13, Bvelse 8, Avelse 9, Opgave 16, Dvelse
10 og Opgave 19.

Fyplgende opgaver lgses med CAS.
Opgave 1, Opgave 5, Opgave 6, Opgave 7, Opgave 11, Opgave 12, Opgave 14, Opgave 15,
Opgave 17 og Opgave 18.


www.matematikhfsvar.page.tl
mailto:matematikuniverset@hotmail.com

Matematik Universet Matematik A STX 21. april 2021 matematikuniverset@hotmail.com

Uden hjzlpemidler

For gvelserne, se efter opgave 19 s. 7.
Opgave 2.

a) Den arlige rente i procent er 2.5%, da 1+ 0.025 = 1.025. Det faste belgb som altid indbe-
tales, er S00kr.

b) Startbelgbet er pa 10000kr, dvs. yo = 10000. Derfor er,
y1 = 1.025- 10000 + 500 = 10750. (D
Dvs. ved naste termin er belgbet pa 10750kr.

Opgave 3.

a) I denne opgave skal man ga “’baglens”. Derfor Igses fgrst en ligning mht. y; og dernast
yo. Disse er simple fgrstegradsligninger.

56=5y1+1&y =11 (2)
11=5y0+1<y)=2. (3)
Dvs. y; =11 og yg = 2.
Opgave 4.
a) Det vides, at yg = 4. Sa er,
yi=2-4+3=11, 4)
y2=2-1143=25. (5)

b) Benyt s®tning 1. Herera =2 og b = 3.

n

n=2"4+43. 5 —

. —=7.2"-3, n=0,1,2,... (6)

¢) Da man har y, pa lukket form, sa er ys lige til.

ys=7-2°—-3=221. ()
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Opgave 8.
a) Nedenstaende viser et cobwebdiagram.

Vv

Sl

A y:r—l = yu

s ]
>
l ¥l y2 vyl Yn

Herery; =5.2 og y, =3.85.
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Opgave 9.

a) Et cobwebdiagram tegnes for differensligningen. Vi snyder lidt i Maple. Derfor defineres
differensligningen som et andengradspolynomium.

g(¥) =63 —73*:
plot([g(¥). 9], $=0.6,y=0.10, legend = [g.¥])
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b) Grafisk afleesning giver y =0V y =5 jf. spgrgsmal a. Alternativt, I¢s en andengradsligning,
dvs. g(¥) = 0. Algebraisk lgsning foretages vha. nulreglen,

J=65—F &55-F =055-5)=025=0Vy=5. (®)

Dyvs. fikspunkterneer y =0V y = 5.
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Opgave 10.

a) Et cobwebdiagram tegnes for differensligningen. I Maple defineres differensligningen som

et andengradspolynomium.
8(5) = 45

plot([g(3). $1.5=0..4. y=0..5, legend = [g.5])

5_

=
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fet ) ol o
[
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b) Fikspunkterne beregnes vha. nulreglen,
=45 —F &3-F=053-5)=025=0Vy=3 )
Dyvs. fikspunkterne er y =0V y = 3.
c) Den afledede funktion af g beregnes, dvs.
gy =4-2 (10)
Dernast undersgges om fikspunkterne er stabilt eller ustabilt.

1'(0)] =]4—2-0] =4 > 1 = ustabilt. (11)
1§'(3)| =]4—2-3] =2 > 1 = ustabilt. (12)

Begge tilfelde viser det sig, at fikspunkterne er ustabile.
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Opgave 13.

a) Det ses, at & = 8 og B = —16. Det karakteristiske polynomium bestemmes og ligningen
P(x) = 0 lgses, P(x) = x> —8x+ 16 = 0, det giver Igsningen x = 4. (Fordi d = 0).
Med denne verdi, sa er lgsningen pa lukket form givet ved,

yp=Ci-4"+Cy-n-4". (13)

Konstanterne C; og C, beregnes. Dette ggres vha. de oplyste startvaerdier. Det giver to
ligninger med to ubekendte,

3=C-4°4C,-0-4°, (14)
20=C; -4 +C-1-4" (15)

Forste ligning (14)) medfgrer, at C; forsvinder pga. multiplikation med 0. Det giver C; = 3.
Med denne verdi kan man bestemme C; i ligningen (15)).

20=344+C-420=124+4C, = 8=4C = G =2. (16)
Dvs. C; =3 og C; = 2. Dermed er den lukkede formel (I3) givet ved,
yn=3-4"+2-n-4". (17)
Man kan med fordel forkorte formlen.
yn=3-4"4+2-n-4"=4"+4"2n+2)=4"(3+2n), n=0,1,2,... (18)
Det er ogsa helt okay at efterlade svaret som i (17).

Opgave 16.

a) Hvis xp = 1, sa bestemmes de naste 3 elementer vha.

S (xn)
= . 19
Man har,
f(1)
x1=1- =3, (20)
f(1)
f3)
X =3— =22, 1)
f'(3)
f(2.2)
=22—-—->~=20118. 22
X3 7(22) (22)
Dvs. det ser ud til at x, = 2, jo flere gange vi gentager processen ovenfor. Der findes ogsa
en anden rod. Lgses ligningen f(x) = 0 kan man se, at x = —1 Vx = 2.
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b) Tegningen overlades til l&seren. Det er blot at tegne i GeoGebra 5, Maple 2020 eller i
handen (hvilket anbefales!)

Nu kendes der til, at x = —1. Men skulle man gette vil xo = —2 vare en mulighed, tilsva-
rende med xp = —%. Man kan vare heldig at ramme xy = —1. Vi benytter os af xo = —2.
f(=2)
—2-— =—1.2, (23)
f(=2)
f(=1.2)
=—12———-7-=-1.0118 24
X2 7(12) ; (24)
f(—1.0118)
=—1.0118 — =———2% =~ —1.000046. 25
3 F(—1.0118) (23)
Sa det giver mening at x,, = — 1 efter m gentagelser.
Opgave 19.

a) En god hjlp til denne opgave er at anvende formelsamlingen i forberedelsesmaterialet.
Nedenstdende afleeses x; = 8.7 og x, = 7.

(2)

f
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Ovelse 1.

a) Her udskifter man blot 0.05 (5%) til l"ﬁ, sa derfor er differensligningen,

P
=yp+—-y,, n=0,1,2,.... 26
Ynt1 =Y +100 Yn, N (26)

Ovelse 2.

a) Aflas teksten. Man ser, at der er y, individer til tidspunktet n. Fgdselsraten er 5%, og
dgdsraten er 3%, hvilket svarer til, at der fgdes 0.05y,, og der dgr 0.03y,,. y,+ er antallet
af individer aret efter y,.. Teksten ovenfor giver differensligningen,

Yn+1 =Yn+0.05y, —0.03y, — 1000, n=0,1,2,..., 27)

omskrevet til,
Yn+1 = Yn +(0.05—-0.03)y, — 1000, n=0,1,2,.... (28)

Som passer med Eksempel 3.
Ovelse 3.

a) Reducér det hele.

Yni1 = ¥n+ (0.05—0.03)y, — 1000, (29)
=y +0.02y, — 1000, (30)
=1-y,+0.02-y, — 1000, 31)
= (1+40.02) - y, — 1000, (32)
=1.02y, — 1000,n = 0,1,2, ... (33)
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Ovelse 4.

a) Lgsti TI-Nspire.

Ovelse 4: Vi opstiller et regneark og tegner et punktplot. Den evre grense for A nvaerdi & yvaerdi |
differensligningen er 180 (baereevne, ligesom i ODE.) Vi kan konstatere, at fra n=5 =
kommer man over bareevnen pa 180, men ved n=6 kommer man under

baereevnen. Sadan fortsztter det. Det man skal bemzerke er, at man svinger 0 2
omkring beerevnen. For lige veerdier af n er man under 180 og for ulige vaerdier af - 1 6.272
n er man over 180. Se regnearket og grafen. 3 2 19.3475
3 56.6461
200 L] (] 0 e} -] e @ 5 4 140.496
5 207.098
160 [ 6[130.755
o} (] ® [ [ @] o 8 7 207.248
B 1201 9 8 139.482
8
3 10 9 207.3
80+ 11 10 139.388
® 12 11 207.318
40_
| 13 12 139.356
o e @ 14 13 207.324
, ; . : : ; . ; . — 15 14 139.345
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 "B

nvaerdi 6

Ovelse 5.

a) Ved at starte fra yo = 1 kan man ga hen og finde y; og y>. Anvendes cobwebdiagrammet
fas yy =3 og y, = 4.5.

b) Forts@tter man vil man opleve, at y3 =5.2, y4 = 5.4, y5 = 5.4 osv.

c) Fglger af b). Man kan se, at jo stgrre n bliver, sa gar y, mod 5.4. (Svarer til y,-verdien for
skering mellem den rgde og grgnne graf).

Ovelse 6.

a) Givet differensligningen

Ayn
=—— o>1 0,n=0,12,... 34
Yn+1 1+Byn7 > 7B >U,n g Ly &y eeny ( )
lad g vaere givet ved,
. oy
= , 35
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sa er den afledede af g,

o apy (0]
{0~ s B B o
Man indsetter § = O‘T_l i g (¥) og beregner |g’ (O‘T_l) ‘
oa—1 (07 o o (07 1
g/( B )': (18 (%)) :)(1+a—1)2 |l =g O
Da o > 1, sa betyder det, at é < 1. Det medfgrer at j = O‘T’I er et stabilt fikspunkt.
Ovelse 7.
a) Metoden kopieres fra eksempel 10. Givet differensligningen,
Yn+1 = 5Yn — OYn—1. (38)
Vi har yg =1 og y; = 3.
Yn+1 = 3Yn = O6¥n—1 Ynir1 = S5yn +6y,-1 =0. (39)
Vi prgver at bruge y,, = m", hvor m # 0.
m™ ! —5m" + 6m" ! :O<:>m”*1(m2—5m+6) =0. (40)

(Tjek om det passer ved at gange ovenstaende ud!) Da m™~! = 0 kan vi bruge nulreglen
péa ovenstéende (40), sd vi dermed far,

m>—5m+6=0 41)

Dette er en saedvanlig andengradsligning. Lgses den fas,

my =2Vmy =3. 42)
Dermed er,
yn=C1-2"+Cp- 3" (43)
Vi bestemmer de to konstanter vha. yo = 1 og y; = 3.
1=¢-2°+G-3° (44)
3=C1-2'+G- 3L (45)

Omskrives ligningssystemet fas fglgende (nemmere) ligningssystem,

1=Ci+C, (46)
3=2C,+3C,. 47)
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Dette kan nemt lgses. Vi isolerer C; i (46).
1=Ci+G&Ci=1-0C. (48)
Indsetter nu C; = 1 —C, i @7).
3=2(1-C)+3C, &3=2-20+3C, 3=2+Cr = C,=1. (49)
Vi har, at C; = 1. Denne veerdi indszttes i (43).
Ci=1-1=0. (50)
De sggte konstanter er C; = 0 A Cy = 1. Dermed er,
yw=3" n=0,1,2,.... (51)
Ovelse 8.

a) Lgst i1 TI-Nspire.

A di & di ©
Ovelse 8: f(.\')::.t'3 -5. -+ L-'dfondf(.t)::di(f(.\')) » Udfort v e
X

Startgaettet er x,=1. 0 1
a) Vha. regnearket til hojre kan man se de naste elementer og dermed tilnaerme 2 1 2.33333

1 losni il ligni f(x)=0. Man k losni 1.70998.

sig en losning til ligningen f(x) n konstaterer, at losningen er > 1.86168
4 3 1.722
Ikke en del af opgaven:

L 5 4 1.71006
Ligningen i(,r)=0 loses. solve(f(,x)=0‘,1) * x=1.70998 5 1.70998
Det ser ud ul, at CAS stemmer med den numenske lesning. =

7 6 1.70998
7

1.70998

Ovelse 9.
a) Setning 4 bevises. Givet y = f'(xy) - (x —x,) + f(x») i punktet (x,, f(x,)). Mélet er, at fa

_ J(xn)
I ()’

n=0,1,2,.. (52)

Xn+1 = Xn

Bevis. Da Newton-Raphson metoden gar ud pa at finde nulpunkter, sa svarer det til at y =0
i tangentligningen. Ligningen opskrives.

f/(xn)(x_xn)+f(xn) =0 (53)

Gang f’(x,) ind i parentesen.
f/(xn)x - f/(xn)xn + f(xn) = 0. (54)
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Leeg f'(x,)x, til pa begge sider.

f/(xn)x+f(xn) :f/(xn)xn- (55)
Trek f(x,) fra pa begge sider.
S ) x = £ ()20 — f (Xn).- (56)
Dividér med 1 (x,).
f//(xn)x _ f/(xn))fn — [ (xn) : (57)
I (xn) I (xn)
omskrives til Fe)
Xn
=Xy — . (58)
T ()
Dermed har vi opnaet det gnskede. Man skal blot udskifte x med x;,; ;. Dermed er,
S (xn)
=X, — =0,1,2,.... 59
Xn+1 Xn f/(xn), n s Ly &y ( )
[]

Ovelse 10.

a) Man skal gatte sig til en funktion, ud af mange, som er differentiabel 1 xp, men ikke har
nogen tangent.

Vi getter os lidt frem. Tenk pa f(x) = x* +2x — 1. Denne funktion er en differentiabel

funktion, her er f’(x) = 2x+ 2. Et passende startget er xo = — 1. Prgver man det fir man,
f(=1) -2
=1 =14+ —. 60
e T )
Hvilket skaber problemer, da man far division med 0. Der er altsa tale om en vandret
tangent i xo = — 1, hvorfor metoden ikke vil virke korrekt.

En anden god funktion kunne veere g(x) = x!/3, denne funktion vil man heller ikke kunne
bestemme lgsningerne. Prover man det, kommer man bare lengere vek. Se nedenfor.

Ovelse 10: A nvaerdi

En differentiabel funktion =
1 ! of o5
a) g(]):=.1’3 » Udfort og dg(.\):=%(g(.\)) + Udfort 1 -1.
o 2 2.

Startgzet er x,=0.5.

4 3 -4,
: 4 8.
5 -16.
Leses ligningen vha CAS eller algebraisk, far man ! 6 32.
solve(g(.t):O,.\‘) = =0 7 “64.
8 128.
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Med hjelpemidler: Maple 2020

Pa naste side kan du se lgsningsforslag til opgaverne med hjelpemidler. Lgsningerne er lavet i
Maple 2020 og skal give inspiration til l¢sning af typiske eksamensopgaver man kan forvente til
den skriftlige eksamen.
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Pdf-fil eksporteret til LaTeX.
Differensligninger med hjelpemidler

Vi forventer folk har opgavesettet ved hdnden.

Opgave 1.
(a) y5 beregnes pa baggrund af de forrige beregninger.

y :=proc(n)option remember; y(n — 1) +0.04-y(n — 1);end: y(0) = 3000 :
seq(y(n),n=1.5)
3120.00, 3244.8000, 3374.592000, 3509.575680, 3649.958707 1)

Dvs. y,=3649.95kr.

(b)

(c) Plottet er angivet nedenfor.
plot( [seq([n,y(n)],n=0..15)], style=point, labels = [n,yn], labelfont = [times, 14 ], symbolsize

=10, symbol=solidcircle)

50004 L]
45004
4000

35004 "

3000

(d) Ved hjlp af plottet ovenfor kan man se, at der skal gi 14 terminer for, at belabet overstiger 5000kr.
Dvs. y,,=5195.03>5000. Hvis y,,=4995.22<5000, sa det holder ikke, trods det er sé taet pd 5000kr.

Opgave 5.
(a) Her bestemmes y, , y,sd man kan beregne y,. Alternativt, anvend saetning 1.
y =proc(n)option remember; 0.95- y(n — 1) + 100;end: y(0) := 50 :
seq(y(n),n=1.3)
147.50, 240.1250, 328.118750 2)

(b) Benyt s&tning 1. Her er a=0.95 og b=100
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0.95" —1
0.95 —1
Y, =~ 1950.000000 0.95" + 2000.000000 3)

y =0.95"-50 +100-
n

(¢) Da man har faet y, pa lukket form, sa kan man beregne n ved at lgse en ligning.

solve( 1000 =-1950.000000 0.95" + 2000.000000)
13.01981829 “)

Sa der skal gé 14 terminer for man overskrider 1000 dyr.
Opgave 6.
(a) Man definerer differensligningen.

y =proc(n)option remember; y(n —1) +0.0012-y(n —1)-(300 —y(n — 1) );end: y(0) := 50:
plot( [seq([n,y(n)],n=0.20)], style=point, labels = [n,yn], labelfont = [ times, 14 ], symbolsize

=10, symbol= solidcircle)

g B B E B E
2504 -

2004
1504

1004

50

5 10 15 20

(b) Ved 0.0012 og 300 kan man direkte se fra teorien, at a=0.0012 og M=300, for beregning af C
anvendes den fuldstendige losning for en logistisk differentialligning og begyndelsesbetingelsen.

solve(SO = 300 )
1 + C-exp(-0.0012-300-0)
5. )
(c) Denne beregnes i Maple.
. 300 )
S = 1 +5-exp(-0.0012-300-¢) °
»(10)
265.4480336 )

/(10)
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263.9407774 (M
Dvs. procentvis forskel er
y(10) —/(10)
-100
f(10)
0.5710584832 ®)

Dvs. 0.57% forskel.

Opgave 7.
(a) Folgende indtastes i Maple.
y =proc(n)option remember; y(n —1) +0.002-y(n —1)-(400 —y(n —1));end: y(0) := 75: Ved
beregning 1 Maple fés,
y(10)
399.9925997 C)]

(b) Forskriften er,

f(t)zLM

14+Ce
Konstanten C bestemmes.

400 B
solve[ —ﬂ =75 J
5

1+Ce
- 10)

_ 400
f(t) = W
1+13—3€ >

(c) Der skal laves et plot af differensligningen og f.

with(plots) :
400
f(t) = VIR
1+ 13—3 e >
Plots:

A= plot( [seq([t,y(t)],t=0..20) ], style=point, labels = [t, yl], labelfont = [ times, 14 ], symbolsize
=10, symbol= solidcircle) :

B == plot(f(t),t=0..20, color =blue, legend=f (t), labelfont = [ times]) :
display({A, B}, title ="Plot af differensligning samt lesningen f{(t)")
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Plot af differensligning samt logsningen f(t)

400+ - 5=

3004

2004 fo

1004

5 10 15 20
t
400
_— -4,
1+ B e 3
Opgave 11.
(a) Via Maple bestemmes y.
3yn—1)
= ; ;end:
Y EProe(n ) T 00 pin —1) "
y(0) =100 :
y(5)
1854.961832 (11)

(b) Differensligningen opstilles som en funktion med 3\/

y) =3 —L .
gl) 1 +0.001-5
Der}\ afledede bestemmes.
g'(y) A
3 B 0.003 y
1 +0.001y (1 +0.001 3\})2

Indsettes 3\/=2000 og s@tning 2 anvendes, sa fés folgende,
abs(g'(2000))

(12)

0.3333333333 13)
Dvs. stabilt fikspunkt.

Opgave 12.
(a) I Maple defineres differensligningen og veerdierne y, s og v, beregnes.

y =proc(n);y(n—1) +y(n—2);end:
y(0) :==1:5p(1) =3
y(15)
2207 (14)
»(20)
24476 15)
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(b) I Maple laves et punktplot af tallene fra 0 til 20.

matematikuniverset@hotmail.com

plot( [seq([n,y(n)],n=0..20)], style=point, labels = [n,yn], labelfont = [times, 14 ], symbolsize

=10, symbol=solidcircle)

20000
15000
100004

50004

0 »ry

10 15

4

Opgave 14.
(a) I Maple beregnes Vs-
y =proc(n); 1.46-y(n —1) —0.39-y(n — 2);end:
y(0) :=100:;y(1) :=105:p(5)
154.2337848

20

(16)

(b) Man kan lave et punktplot f.eks. fra O til 15 for at se, hvornér man overstiger 5S00mia.kr.
A= plot( [seq([n,y(n)],n=0..20) ], style=point, labels = [n, yn], labelfont = [ times, 14 ], symbolsize

=10, symbol=solidcircle) :

B = plot(500,n=0..20) :
display(A, B, view=[0..20, 100..600])
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6001

500

4004

3004

200+

100% I 1b TS 2

n
Ifolge plottet vil der g 17 ar for man overstiger 500mia.kr.

Opgave 15.
(a) Differensligningen bestemmes pa lukket form. Lases det karakteristiske polynomium,

P(x) ==x —0.8-x-02:
Ligningen P(x) =0 leses vha. solve.
solve(P(x) =0, x)
1., —0.2000000000
Dermed er,
y,=C;(-02)" +C,-1"
y,=C, ( —0.2)" + G,

konstanterne bestemmes vha. felgende ligningssystem,
solve( {25000 =C; (—02)° +C,, 26000 =C; (=02)" +C,})
{Cl = —833.3333333, C, =25833.33333}
Sa
y, =-833.3333333-(—0.2)" +25833.33333
y, =-833.3333333 (—0.2)" +25833.33333

Beregning af y, giver,
Ve =-833.3333333- (0.2 )6 +25833.33333
Y =25833.28000

Dvs. efter 6 dogn er der 25833 rade blodlegemer 1 blodbanen hos donoren ifelge modellen.

(b) Hvis man beregner y,, y; 0g y, ses det, at man gar mod en bestemt veerdi af antallet af rede
blodlegemer i blodbanen.

matematikuniverset@hotmail.com
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v, =-833.3333333-(—0.2)% + 25833.33333
¥, =25800.00000 (22)

3 =-833.3333333-(—0.2)" +25833.33333
3 =25840.00000 23)

v, =-833.3333333-(—0.2)* +25833.33333
¥, =25832.00000 24)

Hvis n— o vil man se, at y —25833.28. Sa ved degn 0 er der 25000 mia. rede blodlegemer, som

kraftigt vokser, hvor dernast stabiliseres ved 25832.28 mia. blodlegemer, netop fordi
Jim_ (-833.3333333- (—0.2)" 4 25833.33333)

25833.33333 (25)

Opgave 17.

(a) I Maple tegnes grafen.

f(x) =exp(x) +x—3:
plot( f(x),x=-3.3,y=-6..6)

Af grafen aflaeses et startgeet pa Xy = 0.75.

(b) De forste fire elementer bestemmes.
with(Student] Calculusl]) :
NewtonsMethod( f(x),x =0.75, output = sequence, iterations =4)

0.75, 0.7926692276, 0.7920600961, 0.7920599686, 0.7920599683 (26)

(c) Resultatet af det fjerde element sammenlignes med det eksakte resultat.
solve( f(x)=0,x)

~LambertW(e’) +3 27
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evalf[10]((27))
0.792059968 (28)

Sammenligning.
E =2abs(0.792059968 — 0.7920599683 )

E=3.10"1 (29)
Sa det viser sig, at startgettet var passende.

Opgave 18.
(a) Funktionen defineres.

f(x) =exp(x) —x—3:
Forst loses ligningen vha. CAS med fire betydende cifre.
evalf[5]( solve( f(x)=0,x))
—2.9475, 1.5052 30)

Negative losning benyttes ikke.

Startgaet er x, =2.
y =proc(n)option remember; y(n — 1) - f((y((lii : 11)))) end: y(0) :==2.0:
evalf[4]( seq(y(n),n=1.5))

1.626, 1.514, 1.505, 1.505, 1.505 31)
Dermed er losningen til ligningen f(x) =0 bestemt med fire betydende cifre.

Alternativt:
with(Student| Calculusl1]) :
evalf[4]1( NewtonsMethod( f (x), x =2, output = sequence, iterations =5))
2.,1.626,1.514, 1.505, 1.505, 1.505 (32)
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Med hjzlpemidler: TI-Nspire CX

Pa naste side kan du se lgsningsforslag til opgaverne med hjelpemidler. Lgsningerne er lavet i
TI-Nspire CX og skal give inspiration til lgsning af typiske eksamensopgaver man kan forvente
til den skriftlige eksamen.
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Ater... B kroner C

Opgave 1:
a) Vi bestemmer ys, nar y,=3000. Det kan man gere vha. et regneark, som kan ses til 1 \j’ 3000
hgjre. Vi konstaterer, at y;—3649.96, dvs. efter 5 ar er der 3649.96kr pa kontoen. T 3120
2 .
b) Tallet 0.04=4% er renten i n terminer. Det betyder at for hver n termin vokser 5 2 3244.8
belgbet med 4%. '
4 3 3374.59
¢) Et punktplot kan ses nedenfor. 5 4 3509.58
d) Ved hjelp af plottet ovenfor kan man se, at der skal ga 14 terminer for, at belgbet 6 5 3649.96
overstiger 5000kr. Dvs. y,,=5195.03>5000. Hvis y,;=4995.22<5000, sa det holder 7 6 3795.96
ikke, trods det er sa tet pd 5000kr. 8 7 3947.8
9 8 4105.71
6004 10 9 4269.94
(€] 11 10 4440.73
5200+ o ® 12 11 4618.36
4800- £1(x):=5000 ) 13 12 4803.1
(©) 14 13 4995.22
5 4400+ . . 15 14 5195.03
i e 16 15 5402.83
4000+ ()
%) 17
3600-] 3 @ 18
o
3200- — 9
T 20
2800+ 21

o
N
I
()]
o]
-
o
-
N
-
>
-
(<))

a

terminer 0

5

Opgave 5: Man kan gare samme mide som i opgave 1, men nu prgver vi uden.
a) Forst regnes y,, y, og dernast ys.
y:=0.95-50+100 *> y,=147.5,y-=0.95-147.5+100 * y-=240.125 og y5=0.95-240.125+100 * y5=328.119
Dvs. efter 3 ar er der 328 individer i populationen ifalge modellen.
b) Man har a:=0.95 > 0.95 og b:=100 > 100, sa er den lukkede formel ifolge setning 1 lig med
n

a -1
> $,=2000.-1950.- (0.95)" , n=0,1,2,...

yo=a't-50+b-
a-1

¢) Da man har fdet y, p& lukket form, s& kan man beregne n ved at lgse en ligning.
solve(1000=2ooo.—1950.- (0.95)”,n) > n=13.0198

S4& der skal gd 14 terminer for man overskrider 1000 dyr ifelge modellen. Det skyldes, at man anvender de
naturlige tal inkl. 0, dvs. neN.
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Opgave 6:
a) Et regneark anvendes til at beregne individerne efter n terminer, og dermed danner
grundlag for et punktplot, som kan ses nedenfor.
[
320
- e © e © © © [
(9]
280 1 ®
o
(%]
240
o
@

200
z o
=
Z

160 1 ®

(9]
120 1
O
801 ®
[ J
o
40
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
terminer

© 00 N o u A W N =

1]
kOOO\IO\U'I-hWN—\IQ

Ate..B indivi... C

N = 4 4 % % 4 8 A
O ©VW 0 N O U1 A W N = O

50

65.
83.33
104.996
129.566
156.065
183.021
208.712
231.576
250.59
265.448
276.454
284.265
289.633
293.236
295.616
297.171
298.18
298.831
299.25
299.52

fuldsteendige losning for en logistisk differentialligning og begyndelsesbetingelsen.

300
solve|50= c

1+¢- e 0-0012-300- 0

» c=5.

¢) Man kan aflese y,, ud fra punktplottet og regnearket. Vi ser, at y,;=265.448.
Den fuldsteendige losning til differentialligningen er

300
f(n)-
1+5-e

-0.0012- 300- 1
Ved n=10 er f(10) » 263.941 .

» Udfort

Afvigelsen (i procent) er
265.448-263.941

263.941
Det svarer til en afvigelse pa ca. 0.571%.

» 0.00571

b) Ved 0.0012 og 300 kan man direkte se fra teorien, at a=0.0012 og M=300, for beregning afc anvendes den
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Opgave 7:

a) [ regnearket kan man se hvor mange individer der er efter 10 méneder, ifalge
regnearket er der y,,—399.993.

Konklusion: Der er ca. 400 individer ifalge modellen.
b) Differentialligningen lgses vha. desolve.

400.- (2.22554)

deSolve(n'=0.002- n- (400-n) and n(0)=75,t,n) » n=

(2.22554)%+4.33333

¢) Modellerne tegnes nedenfor.

380 1

). 400.: (2.22554)%

320 (2.22554)%+4.33333

260 1

individer

200 1

140

80

© 00 N o u A W N =

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

terminer

Ate..Bindivi... C

123.75
192.122
271.998

341.63
381.512
395.619
399.085
399.815
399.963

10 399.993
11 399.999
12 400.
13 400.
14 400.
15 400.
16 400.
17 400.
18 400.
19 400.
20 400.

L9 75
»
2
3
4
5
6
7
8
9

11

Opgave 11:

a) Man har y,=100. y; bestemmes vha. regneark til hgjre, som vi nu er sa gode til at
gore. Man kan se, at ved ys er der 1854.96 invidider, s& konklusionen er, at efter 5
terminer er der 1855 tusinde individer i populationen.

b) Differensligningen defineres som en funktion af x, dvs.
3-x d
glx):=— » Udfort og den afledede. dglx):==—\g\x)) > Udfort
() 1+0.001-x () dx( ())

man indsetter tallet 2000 i den afledede funktion og tager den numeriske verdi
heraf.

|dg(2000)| » 0.333333 4\
1 1
Da tallet er 0.333333, svarende til ;, sé er der tale om et stabilt fikspunkt, f0r§<1

ifolge setning 2.

o U1 A W N =

U R WN [:}

Ate.. B individerc

100
272.727
642.857
1173.91

1620.
1854.96
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Opgave 12: Anveerdi B yveerdi C
a) Et regneark anvendes og man kan aflaese hhv. y;;5 og vz, man far y,s=2207 og -
V20=24476. ; ?I ;
b) Et punktplot er lavet nedenfor. . X .
| 3 7
5 4 11
24000+ &) 6 5 18
7 6 29
20000 8 7 47
9 8 76
16000 iC 9 123
i 11 10 199
[ 12 11 322
5 13 12 521
® 14 13 843
80007 15 14 1364
9] 16 15 2207
4000 ® 17 16 3571
® 18 17 5778
o/ 6 o0 060000000’ 1 19 18 9349
20 19 15127
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 - 20 24476 _
nvaerdi 0
14
|
Opgave 14: A antalaar B kroner C 1
a) Et regneark anvendes til at finde ud af, hvad y; er. Man kan se, at -
ys=154.234. ; \::’l 122
b) Man kan aflese pa regnearket (prov det), men man kan ogséd finde en lukket ; 5 114.3
formel, som gjort i opgave 13. Man har a=1.46 og B=—0.39, sd er det . 3| 125.978
karakteristiske polynomium p(x):=x2—1.46-x—-0.39 » Udfort . Man laser 5 4 139.278
p(x)=0, dvs. solve(p(x)=0,x) » x=0.351979 or x=1.10802 . Den lukkede formel | 6 5 154,234
er y(n)=c+ (0.351979) " +4- (1.10802)" . 7 6 170.863
( 8 7 189.309
Holve g 8 209.754
{ ¢ (0.351979)%+a- (1.10802)°=100.¢- (0.351979) ! +a- (1.10802) 1 =105 J, 10 9 232.411
c.d 1 10 257.516
» ¢=7.67419 and d=92.3258 12 11 285.332
13 12 316.154
Dermed er y(1):=7.67419- (0.351979)"+92.3258 (1.10802)" » Udfort » 13| 350,306
Vi kan nu lgse ligningen y(n)=500. 15 14 388.146
solve(y(1)=500,n) » n=-3.8731 or n=16.4688 /A 16 15 430.074
Ifelge modellen vil der g& 17 ar for man overstiger 500mia.kr. Alternativt kan v 16| 476.531
man aflase det pa regnearket. 8 17 528.007
19 18 585.043
20 19 648.24
2l 20 718.263 -
m
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Opgave 15:

a) Et regneark anvendes til at finde ud af, hvad y, er. Man kan se, at y,=25833.3.
Dvs. efter 6 dagn er der 25833.3 rade blodlegemer i blodbanen hos donoren ifalge
modellen.

b) Den lukkede formel findes. Man har 0=0.8 og p=0.2, sa er det karakteristiske
polynomium p(x):=x2 —0.8:x—0.2 » Udfort. Man lgser p(x)=0, dvs.
solve(p(x)=0,x) » x=-0.2 or x=1. . Den lukkede formel ery(n)=c- (—0.2)” +d- (l)n
solve({ ¢+ (-0.2) 9+4-19=25000,¢- (-0.2) 1 +a- 1 1=26000 },c,d)
> ¢=-833.333 and d=25833.3
Dermed er y(n):=-833.333- (-0.2)"+25833.3-1" » Udfort
Man kan beregne for n=50, n=500 og n=50000 .
y(50) » 25833.3, y(500) » 25833.3, y(50000) » 25833.3/\ hvisn—, s4 er
lim (y(n)) » 25833.3.

no ot

Sa ved degn 0 er der 25000 mia. rede blodlegemer, som dernast vokser og
konvegerer til sidst mod 25832.28 mia. rede blodlegemer.

iy
~

1

2 1
3 2
4 3
3 4
6 5
7 6
8 7
9 8
10 9
11 10
12 11
13 12
14 13
15 14
16

17

18

19

20

21
‘

=

26000
25800.
25840.
25832.

25833.6
25833.3
25833.3
25833.3
25833.3
25833.3
25833.3
25833.3
25833.3
25833.3

]
AdoegnBblodl.. C

E 25000

a

17

Opgave 17: f(x):=ex+x—3 » Udfort df(x):=di(f(x)) » Udfort
x

a) Se grafen nedenfor. Startgettet er x,=0.75.

b) Vha. regnearket til hgjre kan man se de naeste elementer og dermed tilnerme sig
en lgsning til ligningen f(x)=0. Man konstaterer, at de fire elementer er angivet
med gult til hejre.

¢) Ligningen f(x)=0 loses. solve(f(x)=0,x) ’ x=0.79206&

Det ser ud til, at CAS stemmer med den numeriske lgsning.

£1()=£{x)

-7.05 1

-5.91

12.95

A nveerdiB xveerdi C

O 00 N o U A W N =

N o s s e [
- O VW 0o N o u b~ W N = O

a

o

0.75

0.792669

0.79206
0.79206
0.79206
0.79206
0.79206
0.79206
0.79206
0.79206
0.79206
0.79206
0.79206
0.79206
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-]
d Anveerdi B xvaerdi C =
Opgave 18: f(x):=ex —x—3. » Udfort df(x):=d— (f(x)) » Udfort =
Startgeettet er x,=2. P 1 1.62607
a) Vha. regnearket til hgjre kan man se de naeste elementer og dermed tilnerme 3 2 1.51397
sig en lgsning til ligningen f(x)=0. Man konstaterer, at lgsningen med fire 4 3 1.50529
betydende cifre er x=1.505 5 4 1.50524
6 5 1.50524
7 6 1.50524
Ikke en del af opgaven: 8 7 1.50524
Ligningen f(x)=0 loses. solve(f(x)zo,x) » x="2.94753 or x=1.50524 & 190
Det ser ud til, at CAS stemmer med den numeriske lgsning. "
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21 )
o
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