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Kurzfassung:

haos steckt tiberall — der bekannten
C Darstellung  zufolge entsteht es
durch einen Prozess namens
Bifurkation. Ich konnte ein neues Modell

ungs,
entwickeln, das den Weg ins Chaos als Qo‘(’d‘ g Ze"l‘/b
eine Veranderung der Attraktortopologie ,@ >
auffasst und es empirisch iiberpriifen. ~5° e 4
Mittels experimenteller und numerischer vw SFIN

Untersuchung durch u.a. Phasenebenen,

Poincaré-Schnitte, Fourierspektren,
Ljapunow-Exponenten und die
Berechnung der Kaplan-Yorke-

Dimension konnte ich zeigen, dass fir
sensitive Abhangigkeit keine sich abrupt
verandernden Systemparameter notig
sind und damit einen neuen Blick auf das
Chaos erarbeiten, mit noch nicht
absehbaren Konsequenzen.
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1.Einflhrung

1.1 Ideenfindung: Messungen mit dem Chaospendel

Als ich 2016 auf der Suche nach einem Forschungsthema den Begriff ,Chaostheorie las, sah ich darin eine
Paradoxie: Eine Theorie ist immerhin eine Ordnung, die vielerlei Phdnomene durch einen méglichst kleinen
Satz von Regeln erkléart und Vorhersagen ermoglicht - fiir das ,,Chaos“ schien in der Wissenschaft kein Platz
zu sein. Dies weckte mein Interesse: Aus zwei Metallstangen aus dem Baumarkt, einem Kugellager und einer
Verpackung als Farbpunkt konstruierte ich ein Chaospendel mit optischer Messkonstruktion. Ich zeichnete
aus den erhobenen Daten Phasenraum-Diagramme auf und beobachtete, dass sich das Pendel - sobald es
zu einem Uberschlag kommt - trotz gleich gemessenem Startwinkel unterschiedlich verhilt.

1.2 Meine Fragestellungen zur sensitiven Abhangigkeit

Ich vermutete fraktale Strukturen im Phasenraum als geometrische Ursache der Sensitivitit, denn ich stellte
mir vor, dass von Startpunkten zweier Trajektorien trotz kleinen Abstands ¢, einer aufRerhalb und ein
anderer innerhalb eines fraktalen Einzugsbereichs liegen und sich somit verschieden entwickeln kdnnten.
Da der Phasenraum Wirkungsvolumina darstellt, wére die Systementwicklung von der Anfangsenergie
abhdngig, manifestiert in einer oder mehreren Variablen. Dies fithrte mich zu folgenden Fragestellungen:

1) Was zeichnet Systeme mit sensitiver Abhdngigkeit von den Anfangswerten aus?

2.) Welcher Mechanismus steckt hinter dem Weg ins Chaos?

3.) Welche Konsequenzen (Energieerhaltung, Unschiirfe, ...) ergeben sich daraus?
Ich begann mit theoretischer Vorarbeit.

1.3 Sensitive Abhangigkeit

Als quantitatives Maf3 fiir Sensitivitat nutze ich das Spektrum der Ljapunow-Exponenten nach ALEXANDER
MICHAILOWITSCH LJAPUNOW (1857-1918). Der Ljapunow-Exponent (LE) A ist der Wachstumsfaktor des

Abstands D benachbarter Phasenraum-Trajektorien a und b. Ich formte einen Naherungsterm?! um.

1 D(t
D(t)zDo'ZM(:’?'lng< l§)>z/1 Dy = |ag — bl D(t) = |a; — b (1.1
0

Bei 4,4 > 0 divergieren Trajektorien exponentiell.

1.4 Fraktale Dimension

Von der Lehrbuchvorstellung abweichend, betrachtete ich den Weg ins Chaos mit Fokus auf den
Phasenraum-Attraktor, statt auf die Trajektorien selbst. Besonderes Interesse erweckte dabei die Kaplan-
Yorke-Vermutung nach JAMES KAPLAN und JAMES YORKE, die einen Zusammenhang zwischen den LE als

Eigenschaft der Trajektorie und der Attraktordimension dimyy als Eigenschaft des Attraktors herstellt.

; j j+1
. DY YE
4 = Aie) dimgy = j + | A . |‘ fiir  gilt: Z 2 =0 Z 2 <0 (1.2)
j+1 =1 =1

Diesen Zusammenhang galt es sowohl zu nutzen als auch zu hinterfragen. Allerdings ist es umstandlich ein
Ljapunow-Spektrum aus experimentellen Messwerten zu bestimmen, da kein vollstdndiger Satz von
Zustandsgroflen vorliegt, sondern meist nur eine skalare Grofle als Funktion der Zeit. Durch ein

Einbettungsverfahren kann dies geldst werden?, doch ich suchte nach einer einfacheren Losung.

1vgl. Feldman (2012): Chaos and Fractals, S.96
2vgl. Leven, Koch, Pompe (1989): Chaos in Dissipativen Systemen, S.65-71
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2.Simulation dynamischer Systeme o

Daher wechselte ich von meinem experimentellen 775

Aufbau zur Nutzung von Simulationen. Da dies 7.50

kein Informatik-Projekt ist und es mir um die 7.25 1

induktive Beantwortung meiner Forschungsfrage o0

ging, griff ich, wenn moglich, auf vorhandene o -

Simulationen zuriick und modifizierte sie. Ein :z:

Problem dabei bestand in der Tatsache, dass sich €00 . . . . . . .

bei chaotischen Systemen kaum beurteilen lisst, ~0.020 -0.015 -0.010 -0.005 0.000 0005 0010 0015 0020

ob Simulationsergebnisse sinnvoll sind - sonst

0
miisste ich schliefllich nicht simulieren. Um die

%]

Simulation also so kleinschrittig zu priifen, dass

i

ich den spateren Daten vertrauen Kkann,

(=1

simulierte ich zunachst triviale Oszillatoren, etwa

=]

Winkelgeschwindigkeit [rad/s]

Einfachpendel und vereinfachte astronomische

et
(=]

Zwei- und Mehrkorpersysteme, sodass ich die

Simulationsergebnisse mit den erwarteten 1Z ]

Resultaten vergleichen und dadurch Probleme 14 . . . - - . .
-020 -015 -010 -005 000 005 010 015 020
Winkel [rad]

ausfindig machen konnte. Dabei gewann ich
Abb.1 | Mein Poincaré-Schnitt des starren Pendels zeigt

einen streng periodischen Zusammenhang sowie ein
Zeitschritten und testete die Bestimmung des geringes AusmaR numerischer Fehler.

Erfahrung im Umgang mit numerischen

Ljapunow-Exponenten.

2.1 Starres Pendel als Test fur Poincaré-Schnitt und Numerik

Da es sich nicht um eine gedampfte Schwingung (Punktattraktor), sondern um eine zyklische Bewegung
unter Einhaltung der Energieerhaltung handelt, folgt ein reibungsfreies, starres Pendel einem
Kreisattraktor. Beim Auftragen der Durchstofipunkte der Phasenraum-Trajektorie mit einer
niederdimensionalen Hyperebene (,Poincaré-Schnitt“) in Abb.1 bestdtigt sich periodisches Verhalten.

Zudem lasst sich grob das Ausmafd numerischer Fehler abschatzen.

2.2 n-Kérper-Probleme als Test fiir Liapunow-Exponenten

Die Trajektorie meines simulierten Zweikorpersystems Erde-Mond ist fiir einen Zeitraum, in dem
numerische Fehler vernachlédssigt werden kénnen, geschlossen. Unter der Annahme, dass der maximale

Exponent sowie die Summe aller Exponenten mit Beriicksichtigung numerischer Fehler als null zu

interpretieren sind, bestatigt auch dies die Stabilitét

: : . DO(X) Amax z }Li =div
sowie die Energieerhaltung des Systems. Aufierdem ~
ist es sinnvoll, dass 4,4, nicht monoton mit D, steigt 1 AE 3,12664 - 107° 7,534 -107°
oder sinkt. Dennoch stellte mich diese etwas 10 AE 3,02660-107° 7,202 -107°
willkiirliche Interpretation nicht ganz zufrieden. Ich 100 AE 3,02650-10°° 6,869 - 107

simulierte auch Dreikérpersysteme, die 1.000 AE 3,02660 - 10° 6537 -106

Bewegungsgleichungen sind durch nicht algebraische
Tab.1 | Ljapunow-Analyse der Mondbahn in meiner

Integrale analytisch unlésbar, der Kreisattraktor wird Zweikérpersimulation

!
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durch den dritten Kérper zu einem Torus aufgezogen. Die Betrdge der resultierenden LE waren allerdings
erneut zu klein, um sinnvoll ausgewertet werden zu kénnen. So kam es vor, dass ich - deduktiv vorgehend,
bereits ein bestimmtes Ergebnis erwartend - Werte als null interpretieren musste, die einen gréfieren
Betrag hatten als solche, die ich als negative oder positive Exponenten ungleich null sehen musste. Kritisch
betrachtet, ist dieses nicht reproduktive Vorgehen zu subjektiv.

2.2.1 Divergente Ljapunow-Exponenten. Ich suchte nach einer Erkldrung fiir die geringen Betrdge der
Ljapunow-Exponenten. Dabei dachte ich auch an meine wissenschaftshistorischen Recherchen in der Phase

der Ideenfindung: Chaosforschung galt vor der Entdeckung des Lorenz-Systems im Jahre 1963 oft eher als

ein Problem der Informatik, nicht als ein physikalisches
Forschungsfeld, denn so wie die Periheldrehung der
Merkurbahn auch ohne das physikalisch neue Prinzip

der Relativitat mittels Rechenungenauigkeiten (Planet

st/ . s,Vulkan“) in der Newtonschen Mechanik erklart

Abb.2 | Durch Stérungsvektoren aufgespanntes werden kann, so kdnnen Rundungsfehler auch in nicht
Parallelepiped des Punkts x(t) der Trajektorie x. sensitiven Systemen scheinbar chaotisches Verhalten
erzeugen oder physikalische Phdnomene imitieren. LE kénnen in Simulationen divergieren, was klar wird,
wenn man die LE iiber das Volumen eines von den Stérungsvektoren aufgespannten Parallelepipeds
beschreibt.3
An = lim £ In Vol () (2.1)
Da das Volumen des Parallelepipeds zum Zeitpunkt t folglich durch
(Vol, () = Vol (0) - e(t(1+22+13)) (2.2)
bestimmt ist, kann es in chaotischen Systemen (bei 1,,,, > 0) bei kleiner Anfangsstérung extrem verzerrt
werden, sodass numerische Ermittlung versagt. Um extrem lange Simulationszeiten aufgrund
astronomischer Zeitspannen, auf denen sich das System charakteristischerweise chaotisch verhalt (die

Ljapunow-Zeit) zu umgehen, nahm ich nun wieder das Chaospendel in den Fokus.

2.3 Gekoppelte Kreisbewegungen

Dazu untersuchte ich zunidchst ohne Bericksichtigung der mechanischen Krifte gekoppelte
Kreisbewegungen. Dafiir wandte ich auf einen Punkt P(x|y) die Rotationsmatrix A an, um den um den
Winkel a gedrehten neuen Punkt P’(x’|y") zu erhalten.
(x/> _ <cgs(a) - sin(a)) _ (x) (2.3)
y sin(a) cos(a) y
Im néchsten Schritt verschob ich diese Kreisbewegung innerhalb des Koordinatensystems, indem ich durch

eine Translationsmatrix eine Stérung auf das System wirken lief3.

1 0 a X x+a
(0 1 b) . (y) = <y + b) (2.4)
0 0 O 1 0

Wie sich leicht erkennen lasst, bewirkt die 3x3-Translationsmatrix eine Verschiebung um a und b der
urspriinglichen Positionen x und y. Diese zunachst statische Translation lasst sich auch pro Zeitschritt in

eine Schleife einbinden, sodass die Bewegung nicht nur einmalig im Koordinatensystem verschoben wird,

3Vgl. Leven, Koch, Pompe (1989): Chaos in Dissipativen Systemen, S.64

!
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Abb.3-4 | Die Anzahl der bis zum Ubergang in eine einfache Kreisbewegung benétigten Iterationen gegen den
Reibungsfaktor aufgetragen, mit einer 1/x-Regressionshyperbel sowie die linearisierten Daten mit
Regressionsgeraden, R? = 0,997 bei Voraussetzug einer Ursprungsgeraden (eigene Simulation).

sondern auch die Geschwindigkeiten sich dndern und Epizykel (,Kringel“) entstehen. Ich wollte nun die
Aufhdngung des einen Pendels selbst in eine Rotationsbewegung versetzen, um zwei gekoppelte
Oszillatoren und damit einen auf Stérungen sensibel reagierenden Torus-Attraktor zu erhalten. AufRerdem
fiigte ich einen linearen Reibungsfaktor u hinzu, um zu iiberpriifen, ob der reibungsbedingte Ubergang der
Bewegung in eine einfache Kreisbewegung mit den zwischen 2016 und 2019 experimentell am Chaospendel
gesammelten Daten zum Bruch der Ergodizitdt durch Reibung iibereinstimmt.# Die Reibung zeigt den
erwarteten Effekt, die Anzahl der Iterationen, nach der die gekoppelten Kreisbewegungen in eine einfache
Kreisbewegung tibergegangen sind (Abb.5-10), ist umgekehrt proportional (Abb.3-4) zum Reibungsfaktor.
Dieses Ergebnis ist physikalisch sinnvoll, bei uy = 0 wird die bis zum Erreichen der Kreisbewegung

bendtigen Zeit unendlich grof3, bei p = 1 kommt es gar nicht erst zu einer Kopplung.

Abb.5-10 | Oben: kriftefreie gekoppelte Kreisbewegungen bei% =1, ;—2 =4 und% = 10 (v.l.n.r.), unten:
1 1

1

gedampfte gekoppelte Kreisbewegungen bei u = 0,1; ¢ = 0,05 und u = 0,01.

4 eigene Arbeit: Untersuchung eines Chaospendels mithilfe des Ortsraums, Schiiler experimentieren 2019

S
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Das Bestimmtheitsmaf? ist tiberraschend hoch, beriicksichtigt man die Tatsache, dass ich das Erreichen der
einfachen Kreisbewegung rein optisch ,nach Eindruck” beurteilte. Allerdings zeigte sich unabhédngig vom
Verhéltnis der Grundfrequenzen kein sensitives oder quasi-periodisches Verhalten, die Bahnen verliefen

ohne Reibung streng periodisch in sich geschlossen.

2.4 Chaospendel

Dies lasst sich damit erkldren, dass eine Riickkopplung zwischen den Pendeln durch die fixen
Grundfrequenzen unterbunden wird und der Torus-Attraktor nur durch die wirkenden mechanischen
Krafte zu einem seltsamen Attraktor werden kann. Ich betrachtete den Spezialfall [; = [, und m; = m,.
2.4.1 Lagrange-Formalismus. Ich begann, die in meinem System wirkenden Kréfte und Riickkopplungen zu
analysieren und stellte fest, dass sich die Anzahl der Freiheitsgrade f durch Aufstellen von
Zwangsbedingungen reduzieren lasst. Daher ersetzte ich die Phasenraum-Koordinaten x,y, z, px, py, 0,
durch den generalisierten Koordinatensatz ¢,,®,, w,,w, und reduzierte damit die einbettende
Phasenraum-Dimension von sechs auf vier. Das Aufstellen der Lagrangefunktion durch die bekannten
Terme der potentiellen und kinetischen Energie des Chaospendels, namlich5

V =mgl(2 cosp, + cosg,) T =ml?¢,* + %mlzq')zz + ml2¢ @,c0s (91 — 92) (2.5)
und deren partielle Differentiation in der Euler-Lagrange-Gleichung ergibt die Bewegungsgleichungen des
Chaospendels, die ich in der Simulation nutzte.
2.4.2 Poincaré-Schnitt. Da das Chaospendel jedoch selbst mit generalisierten Koordinaten im Zustandsraum

vierdimensional ist, trug ich in einem Poincaré-Schnitt die Schnittpunkte der Trajektorie mit einer

Poincaré-Schnitt eines Doppelpendels mit ; =0 B Poincaré-Schnitt eines Doppelpendels mit §; =0

Winkelgeschwindigkeit [rad/s]
Winkelgeschwindigkeit [rad/s]

-1

15 10 05 a0 os 10 15 15 10 a5 oo os 10 15
Winikel [rad] Whinkel [rad]

Poincaré-Schnitt eines Doppelpendels mit ¢, =0 Poincaré-Schnitt eines Doppelpendels mit ¢, =0

w

Winkelgeschwindigkeit [rad/s]
Winkelgeschwindigkeit [rad/s]

-15 -15
1s 10 a5 05 10 15 15 1o 08

os 10 15

0o oo
Winkel [rad] Winkel [rad]

nisderdimengignalaeBmarshReseHmEL AT B 2URHE unter der Poincaré-Bedingung ¢, = 0. Die rote Linie
aeigtdiglgpingetiseherl ieitierlingg. die Toleranzbereiche sind 0,05 rad, 0,1 rad, 0,2 rad und 1 rad.

5 Vgl. Bohn (2018): A Student’s Guide to Analytical Mechanics, S.196-198

ol

(707 qramaguamsapung



jugend®forscht

Da ich aber auch nach sehr lange erhielt, erweiterte ich die
Ebene zu einer diinnen ,Scheibe” und erlaubte einen Toleranzbereich, trug also alle Punkte unterhalb einer
variablen Differenz zum festgelegten Wert ¢, = 0 auf. Da der sich vollstdndig mit Punkten anfiillende Poincaré-
Schnitt einen einfachen Zusammenhang zwischen Winkel und Winkelgeschwindigkeit (wie in Abb.1) ausschlief3t
und Chaos nur in sensitiven Systemen auftreten kann, war anhand des Poincaré-Schnitts neben den LE eine

Vergleichsmethode deduktiv bestatigt, Sensitivitat zu charakterisieren. Dies beantwortet Teil | der Fragestellung.
3. Messungen mit dem Pohlschen Resonator

Wie sich Formel (1.2) entnehmen lasst, benétigt es fiir Berechnung der KY-Dimension das gesamte
Ljapunow-Spektrum, welches fiir hoherdimensionale Systeme mit D > 3 nur schwierig zu ermitteln ist. Bei
maximal drei Dimensionen lasst sich der fehlende Ljapunow-Exponent aus der Differenz der Summe aller
LE, die gemafs dem Satz von Liouville nach JOSEPH LIOUVILLE (1809-1882) der Divergenz entspricht, und
der Summe des grofdten und des kleinsten, der iiber den grofiten Exponenten des adjungierten Systems
ermittelt werden kann, berechnen. Da das Chaospendel aber von vier LE charakterisiert wird und diese
Methode daher nicht funktioniert, wechselte ich fiir die Beantwortung des zweiten Teils der Fragestellung
das Forschungsobjekt. Meine Wahl fiel auf das Pohlsche Rad, benannt nach nach ROBERT WICHARD POHL
(1884-1976), da der Zustandsraum dreidimensional ist und ich somit die Entwicklung der
Attraktordimension bei verschiedenen Ddmpfungen untersuchen konnte.

3.1 Experimentelles Setup

Ich nutzte ein Pohlsches Rad aus der Physiksammlung meiner Schule und montierte asymmetrisch eine
kleine Unwucht, womit ich das riicktreibende Drehmoment von My = D - ¢ nun noch um +m-g-ry-
sin (¢) erweiterte und das Systemverhalten nichtlinear wird. AnschliefRend variierte ich in Messreihen bei
konstanter Erregerfrequenz f; die Dimpfung. Dabei zeichnete ich die Bewegung des Drehpendels mit einer
@ Farbpunkt

Erreger mit Spiralfeder

Wirbelstrombremse

Netzteil der Wirbelstrombremse
(pco~30v/0~5V)

Videokamera

Antrieb

® © @ © 6 @©

Netzteil des Schrittmotors
(DC1~32V /0~20A)

Videokamera auf und wertete die Videos mittels der Software Measure Dynamics aus. Um auch den
Einschwingvorgang zu erfassen, startete jede Aufnahme in der Ruhelage.

Abb.15 | Beschrifteter Versuchsaufbau mit Auswertungsapparatur des Pohlschen Rads

Mit einer Hall-Sonde lief3en sich die Einstellungen des Pendels in abgeleitete SI-Einheiten transferieren.

3.2 Fourieranalyse

10T 949maqhiamsapung



Amplitude und Periodendauer konnte ich in Schwingungsdiagrammen ablesen und dadurch abschéatzen, ob
eine Schwingung harmonisch oder chaotisch ist oder eine Schwebung durch sich iiberlagernde Frequenzen

vorliegt. Um Periodenaufspaltung schneller fiir gréfiere Datenmengen erkennen zu kénnen und auch eng

Amplitude in bel. Einheit
5

0 d J L - J
0 1 2 3 4 5
filHz

beieinanderliegende Frequenzen zu trennen, fiihrte ich fiir die Datensatze im Anschluss an die Betrachtung
der Schwingungsdiagramme mittels MATLAB eine Fouriertransformation, nach JOSEPH FOURIER (1768-

1830), durch. Dabei achtete ich auf eine ausreichende Samplingrate und erhielt folgende Frequenzspektren.

Abb.16 Abb.17
fE:0'48HZ fE=O,48HZ
I =0,0014

‘
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3.3 |ws Zersplitterung  des
gwm,\ﬂ"ulww Torus-Attraktors
nnnnnnn = ! Abb.16-18 zeigen,
A mxﬁxﬁ‘ﬁfﬁ* dass ein
N
\
- U\
Bifurkationsparameter y, in die Kreisattraktor

einer harmonischen Schwingung zu einem 2-Torus aufzieht, wie in

Schwebung
— (2-Torus)

t/s

harmonische

o I
1030 ' Schwingung

980 (Kreisattraktor)
930
880
830
8.5 135 18.5 2355 28.5 335 38.5

t/s

Abb.21 | Jedem Punkt auf dem urspriinglichen Kreisattraktor kann ich verschiedene Werte fiir u zuordnen, was
den Kreis zu einem Torus aufzieht und die Aufspaltung von Perioden erméglicht, wie meine gemessenen
Schwingungsdiagramme (oben mit Dampfung, unten ohne) zeigen.

Nimmt dieser Bifurkationsparameter dann noch chaotische Werte an, die sich, wie sich den
Frequenzspektren entnehmen lésst, je nach Anregungsfrequenz unterscheiden, ,zersplittert” dieser Torus
zu einem seltsamen Attraktor mit fraktaler Dimension und verursacht eine chaotische Schwingung, wie

Abb.20 und das zugehorige Schwingungsdiagramm zeigen.

Dieser ,Weg ins Chaos” iiber den in immer engeren Schritten erfolgenden Zerfall von Perioden bei
Variierung eines Bifurkationsparameters ist das, was ich in den Schwingungsdiagrammen und
Frequenzspektren zu erkennen glaubte. Schliefllich steigt die Dimension eines nulldimensionalen
Punktattraktors um eins, wenn das Schema der LE von (—, —, —) zu (0, —, —) wechselt und ein Kreisattrakter

entsteht. Ebenso kann dieser Kreisattraktor zu einer zweidimensionalen Torusoberfliche aufgezogen

(b2 GamesseresfevynaHpredize N desRashen Rroenstottdst ARBHA M dn=sB LAR frache ein
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seltsamer Attraktor mit dem LE-Schema (+,0,—) einer weiteren Verdnderung der Dimensionalitdt der
Torusoberfliche um einen fraktalen Betrag durch ein ,Ausfransen“ des Attraktors bei chaotischen Werten
des Bifurkationsparameters. Seine Dimension miisste somit stets kleiner als die einbettende Dimension des

Phasenraums sein.
4. Ein neues Modell der Bifurkation

Dieses Konzept lasst sich jedoch nur durch die Ermittlung der fraktalen Dimension des Attraktors bei
verschiedenen Dampfungen und den Vergleich der Attraktordimenson bei chaotischen und nicht-
chaotischen Werten bestitigen oder falsifizieren. Da der Attraktor eines Systems dessen Verhalten bei t —
oo beschreibt, ist es erhebli itteln, bzw. dessen fraktale
Dimension zu beweisen, als du ungen mit meinem Pohlschen

Resonator zu einer Simulation.

4.1 Simulation des Pohlschen Resonators

Das Pohlsche Rad ist im Zustandsraum dreidimensional (Auslenkung des Pendels, Winkelgeschwindigkeit
des Pendels, Phasenwinkel des Oszillators), durch Betrachtung der Durchstofdpunkte in einer Phasenraum-
Hyperebene kann der Zustandsraum zu einer Phasenebene vereinfacht werden. Ich arbeitete mit einer
vorgefertigten MATLAB-Simulation des Pohlschen Resonators (siehe ,Unterstiitzungsleistungen®), aus
deren Output ich die fraktale Dimension des Attraktors berechnete. Dafiir fiihrte ich systematisch bisher

Uber 50 Simulationen mit verschiedenen Anfangsbedingungen durch, und leitete aus den LE und
Abb.23 | Meine Idee fiir Interpretation des Ubergangs von einem periodischen Torusschnitt zu einem

Zugtandsehatenisisvange SFHsHANgsTHESS B A M D s RimtiRtiop-arksitas dpis dern Brngadidaa¥erighien
ODRKsod &RANRI i Heh/keatrlexiidh d udistathtd eatetisat @ beh hohBrstistensiap desimctraktors ansonsten

ein zweiter nur in der Simulation existenter Parameter ohne physikalische Entsprechung. Durch
dquidistante Interpolation kann diese Variable eliminiert werden.

4.2 Weg ins Chaos

Abb.23 | Meine Idee fiir Interpretation des Ubergangs von einem periodischen Torusschnitt zu einem
seltsamen Attraktor mit gebrochener Dimension als Bifurkationsprozess. Der Grenzzyklus sowie der Torus-
Attraktor kdnnen je nach Komplexitdt des Systems theoretisch auch héherdimensional sein.
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Beim Erstellen der Zustandsebenen variierte ich mehrere Parameter: Die statische Verdrehung des Pendels
als Aquivalent zur Unwucht und die Ddmpfung als Aquivalent zur Spannung der Wirbelstrombremse. Beide
Parameter sind relevant fiir die Entwicklung chaotischen Verhaltens, denn mit Verdnderung der Dampfung
verschiebt sich die Resonanzfrequenz. Die Erregerfrequenz belief3 ich innerhalb einer Reihe gleich, um den

isolierten Einfluss der Dampfu

Dabei muss die Einschwingzeit beriicksichtigt werden, also die Zeitspanne bis zur Ubereinstimmung der

A

LR

Abb.24-27 | Weitere ulierte Bifurkationsschritte bei sinkender Dampfung: Jenseits des dritten
Bifurkatiohsschritts wird ystem\l)e?ﬂgfiléﬂta’iaotisch.

Periodenverdopplung

D=0.03736E

@ zwei Attraktoren

D=0.020053

Dampfung

Chaos

\@

a as a B '

A\

Bifurkation
Frequenzen von Schwinger und Erreger (Resonanz), bzw. bis zum Erreichen des Attraktors. Nach Ende der

Einschwingzeit tritt eine periodische Schwingung mit konstanter Frequenz und Amplitude ein. Bei
geringerer Dampfung tritt Bifurkation ein, der Schwinger wechselt zwischen zwei Amplituden und das
System unterliegt zwei Attraktoren. Dadurch liegt keine Resonanz mehr vor, denn die Amplitude beeinflusst

die Pendelfrequenz, die nicht mehr mit der des Erregers iibereinstimmt. Da die Bifurkationen immer enger

D=0.018474 D=0.017895 D=0.016016 Db 1T

- @5 o 15 1 1 05 0 05 1 1 a5 ° 11 1 1 o5 ) as +
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lassen sie sich nicht mehr trennen, sodass das System sich deterministisch chaotisch verhilt. Auch die

Simulation zeigt diesen Weg ins Chaos.

Doch "’"“""&,,

es ' ",

bleibt die Frage, ob dieser

altbekannte Prozess auch als Verdnderung des Attraktors erfasst werden kann. Daher berechnete ich

dessen Dimension, um ein Zusammenhang mit Chaos zu hinterfragen.

4.3 Ljapunow-Spektren zur Bestimmung der fraktalen Dimension

In den dafiir benétigten Ljapunow-Spektren zeigt sich zundchst kaum ein Zusammenhang. Die von null

verschiedenen LE wachsen oder fallen nicht streng monoton bei Veranderung der Dampfung, viel mehr

fluktuieren sie. Dies zeigt mogliche ,Fenster im Chaos, die auch in Bifurkationsdiagrammen zu beobachten

sind. Ich beobachtete insofern eine Abweichung von der Theorle dass nicht immer einer der Exponenten

Abbk28 |H,,Weg |lns Chaos meine
SRR BN S Sh Uagh AR L g ST
mindestens zwei Gréflenordnun

wodurch deren Berechnung iiber den Satz von

10

100

Verd rehung
1,0

e zerfallt bis die einzelnen
Damit liegt sein Betrag um

n resultierenden Werten,

unbrauchbar wird.

1,05

[
[
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allerdings insofern

relevant, dass die Ljapunow- ngen

des i.d.R. null annehmende ,—) annehmen, wodurch ein

Punktattraktor imitiert wird und die imension nicht definiert ist, da Kein j existiert.
5.Berechnung der Fraktalen Dimension

Fiir die anderen Falle berechnete ich aus diesen Daten die fraktalen Dimensionen (s. Abb.44).

5.1 Beispielrechnung

[EEN
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Hier stelle ich den Prozess beispielhaft an einem chaotischen Parametersatz dar. Fiir die Einstellungen f =

0,01, p = 1,05 und D = 0,01 (Abb.37) erhalte ich das LE-Spektrum A = {0,017;0,00; —0,037}. j = 2, da

2 3
Zai = 0,017 + 0,00 = 0,017 > 0 2,1,. = 0,017 + 0,00 — 0,037 = —0,02 < 0 (5.1)
=1 =

=1

Folglich konnte ich berechnen

Iy 0,017 + 0,00
— st gy = 2,46 (5:2)
|41 |—0,037|

DKY

Das bedeutet anschaulich, dass der Attraktor sowohl Eigenschaften einer Flache als auch solche eines
Volumens aufweist. Damit ist eine fraktale KY-Dimension bei chaotischen Parametern bestatigt. Ich fiihrte
die Rechnung zunichst fiir mehrere Einstellungen durch und automatisierte sie anschlief3end.

5.2 Fraktale Dimension und LE-Spektrum

Bei Vergleich der LE mit der fraktalen Dimension zeigt sich folgendes Bild.

D =0,02 — A

ten und KY-Di

@ Attraktordimension
(analytische
Obergrenze)

nent

Ljapunow-Expo

T
1
i
I
i
I
1
I
1
I
1
I
I
I
I
I
i
I
1
I
1
I
I
I
I
I
1
J
i
1
i
I
i
I
1
I
1

et sich eine qualitative
Zustandsdanderung, da gt - ein Kreisattraktor, bzw. eine
isolierte periodische Losung (die Linien zwischen den Simulations:bﬁhkfe’ﬁ dienen aéFTﬁaeﬂs‘aﬁtlichkeit).

0010 0012 0014 0016 o018 0020 0022

Damotung Fir das

sprunghafte Sinken der KY-Dimension erarbeitete ich folgende naheliegende Interpretation: An dem Punkt,
an dem A, negativ wird, springt das Schema der Ljapunow-Exponenten von (+,0,—) auf (0,—,—) und j
somit von 2 auf 1. Da Z{zl/li = 0, ist die Attraktordimension ganzzahlig und ein eindimensionaler
Kreisattraktor entsteht. Bei der nachst hoheren gepriiften Dampfung wird A,,,, positiv und die KY-
Dimension nimmt wieder einen Wert zwischen eins und zwei an, der Attraktor franst aus und wird seltsam.
Auf diese Weise lassen sich die scheinbar willkiirlichen Werte des Bifurkationsparameters, bei denen es zu
einem Ubergang zwischen Ordnung und Chaos kommt, erkldren: Wenn der Bifurkationsparameter bewirkt,

dass ein Umschlagpunkt j sich verandert, dndert sich die Attraktordimension und damit Systemcharakter

7207 Gramaguansapung

[ERY
w



jugend®forscht

sprunghaft. Weitere Simulationen bestatigen dies. Damit ist der Mechanismus hinter dem Weg ins Chaos

verstanden und Teil II der Fragestellung beantwortet.
6.Ergebnisse

Es ist gelungen, den Weg ins Chaos anhand der Entwicklung der Attraktortopologie abzubilden und auf
diese Weise scheinbar bei zufilligen p-Werten stattfindende qualitative Systemadnderungen auf den
Umschlag des Ljapunow-Spektrums und dessen Einfluss auf den Attraktor zuriickzufiihren. Dies ermdoglicht
ein neues Verstindnis sensitiver Abhdngigkeit sowie die Abschiatzung der Aussagekraft der
Attraktordimension in Simulationen. Damit konnten die Fragestellungen beantwortet werden,
o theoretisch durch Analyse der Riickkopplungen in den Bewegungsgleichungen und Formulierung
empirisch priifbarer Modelle,
o experimentell durch meine Messungen an chaotischen Systemen und deren Auswertung durch
Phasenraumdiagramme, Schwingungsdiagramme und Frequenzspektren,
o numerisch durch Computersimulationen und deren Auswertung durch Ljapunow-Spektren,

Poincaré-Schnitte und die Berechnung der fraktalen Dimension.
7.Diskussion
Im folgenden Abschnitt sowie im Anhang widme ich mich Teil Il der Fragestellung.

7.1 Sensitive Abhangigkeit als Attraktoreigenschaft

Im Kontext meines nun auch durch experimentelle Daten und Simulationen bestaitigten Konzepts (s.

Abb.23) habe ich die Formel wie folgt interpretiert.

Dy, = =2 (7.1)
| 221 |

Der Zahler des Bruchs stellt die divergente Phasenraum-Komponente dar. Er gibt an wie chaotisch der

Attraktor ist und beschreibt die Fahigkeit benachbarter Trajektorien exponentiell auseinanderzulaufen.

er Attraktor ist. In dieser

Der ISORISERNR st der

em der seltsame Attraktor durch Bifurkation entspringt.

Der Nenner driickt die Dissip
Komponente klingen Schwingu
ganze Anteil der Dimension, ein Relikt des Torus,

Sensitive Abhingigkeit kann insofern als ein ,das Fass zum Uberlaufen bringen” verstanden werden, dass

i -
S Hﬁlbild,ginee Hlndes

es keine sich abrupt verdndernden Systemparameter bendtigt, um eine sich abrupt verandernde

7207 Gramaquansapung

[EEY
'



jugend®forscht

Attraktortopologie zu erhalten - eine allmdhliche Verdnderung fiihrt, erst wenn das System sich einer
kritischen Schwelle ndhert, zur Verdnderung von j und somit des fiir uns beobachtbaren Systemverhaltens.
Zum Verstidndnis kann dies mit einem Hund veranschaulicht werden, der auf eine Bedrohung zunéchst
angriffslustig reagiert, sich dann aber zur Flucht entscheidet: Eine Veranderung des inneren Zustands findet
fortlaufend statt, doch erst ab einer gewissen Schwelle schlagt das fiir uns beobachtbare Verhalten um. Fiir
Beobachtende mag dies dann den Eindruck erwecken, ein minimaler Einfluss nahe dieser Schwelle habe

den Umschlag bewirkt. Sie beobachten Sensitivitat.

7.2 Weitere fraktale Dimensionsbegriffe

Die Kaplan-Yorke-Dimension stellt die Obergrenze fiir die Minkowski-Dimension des Attraktors dar, in
einigen Fallen® unterscheiden sich die verschiedenen Definitionen. Insofern ist es nicht mit Sicherheit
auszuschliefden, dass der sprunghafte Charakter der Verdnderung in der Ndherung iiber die Kaplan-Yorke-
Vermutung begriindet ist und sich bei numerischer Naherung der Minkowski-Dimension des Attraktors
auflost. In jedem Fall zeigen die Ergebnisse, dass eine sprunghafte Veranderung der fraktalen Dimension
als Weg ins Chaos physikalisch méglich ist. Da sich meine Ergebnisse gut in das Bild der simulierten LE
sowie des gemessenen Einflusses des Bifurkationsparameters fligen, ist dariiber hinaus gezeigt, dass es sich
bei den beobachteten Phdnomenen am Pohlschen Rad um reale Effekte und bei der auf ihnen erwachsenden

Interpretation um eine physikalisch giiltige Deutung der sensitiven Abhangigkeit handelt.

Ausblick: Fraktale Quantenunscharfe?

Im Folgenden diskutiere ich als Konsequenz die Mdglichkeit, dass eine fraktale Phasenraum-Dimension in
der Lage ist, der Quantenunschéirfe gleichende Effekte zu erzeugen. Sei der Phasenraum ein Fraktal mit
einer Dimension zwischen fiinf und sechs. Der Ort eines in diesem Phasenraum abgebildeten Systems sei
mit hoher Genauigkeit lokalisiert. In diesem Fall bleiben weniger als die ndtigen drei Dimensionen, um den
Impuls aufzuldsen, er ist unbestimmt. Wie in Abs. 7.2 erwdhnt, handelt es sich bei der Kaplan-Yorke-
Vermutung um analytische Obergrenze des Werts der Minkowski-Dimension, diese wird durch eine Box
Counting-Methode ermittelt, wobei der Attraktor mit Boxen iiberdeckt wird, deren Breite € in einem
Grenzprozess null anstrebt:

di i log N(¢)
Mppoy:= ST(}W

(A1)
Box Counting ist letztlich nur eine Messmethode, mir fiel aber eine Analogie zu den minimalen
Wirkungsvolumina 1h® ~ 1,4546 - 10_100%’;93 des gequantelten Phasenraums auf. So wie Quanteneffekte
auf makroskopischer Ebene untergeordnet sind, entfalten auch fraktale Strukturen ihre Wirkung nur bei
ausreichend kleinem ¢. Diese Entkoppelung der Mikrozustiande weist Parallelen zur Dekoharenz auf.

Ich identifizierte verschiedene Moglichkeiten, Unscharfe aus der fraktalen Geometrie zu konstruieren. Mein

erster Ansatz war das Betrachten des Phasenraums als Vektorfeld mit Attraktoren als Regionen negativer

6 Hattori et al. (1992): Dimension Estimate of the Global Attractor for Forced Oscillation Systems
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] Divergenz sowie das Aufstellen einer phasenraumspezifischen

Kontinuitatsgleichung
T ap f
—+V-j=0 =>—+Z =0 (A2)
ot i=0

und das Berechnen der Minkowski-Dimension sowie der
Ljapunow-Exponenten Bohmscher Teilchentrajektorien. Dies
erwies sich als numerisch nicht hindelbar, da die in der
numerischen Stromungsdynamik tiblichen Mittelungsverfahren
das Auseinanderstreben der Trajektorien an den Nullstellen der
Dichteverteilung  zunichte machen und somit den

entscheidenden potentiellen Einfluss der Sensitivitat verdecken.

Fiir ein Vielteilchensystem aus 100 frei beweglichen Teilchen
ergibe sich ein 600-dimensionaler Phasenraum, der dann schon

bei nur zwei Boxen 2600= 4,15 - 10180 Jterationen erfordert.

) ) Nun mag man einzuwenden haben, dass eine schier
Abb.46 | Verpixelung eines seltsamen

Attraktors als Quelle fiir Unschirfe uniiberwindbare Hiirde fiir diese Interpretation in der

Nichtlokalitit der Quantenmechanik bestehe, denn eine lokale Theorie kdnne niemals eine nichtlokale
dquivalent wiedergeben. Doch bei meiner Recherche stief} ich auf eine Maoglichkeit aus der
Quantenfeldtheorie, Nichtlokalitit durch die Verschrankung lokaler Funktionen zu erzeugen und die
Entropie einer Raumregion iiber deren Oberfliche als Moglichkeit fiir Verschrankung und somit
Information zu bestimmen?.

Diese erweiterte ich nun durch meine Ergebnisse, indem ich sie auf den Phasenraum iibertrug und die
Maoglichkeit einer fraktalen Oberflache einfiihrte. Sei diese Oberflache ein Fraktal mit 2 < dimg,, < 3, so
wie ich sie bei den ausgefransten Attraktoren feststellen konnte. Bei Betrachtung von Formel (A.1) wird
klar, dass die Anzahl der Boxen N(¢) zugleich die minimale Anzahl der Bits ist, die es bendtigt, einen Punkt
im Phasenraum (x|p) mit der Genauigkeit € zu lokalisieren. Wie bereits erlautert, stiitzen meine Ergebnisse
die These, dass die sensitive Abhdngigkeit damit zusammenhéangt, inwiefern Parameterdnderungen des
Systems sich auf dessen Makrozustand auswirken (s. Abs. 7.1). Hier besteht ein direkter Zusammenhang
zur Entropie, da in hochentropischen Systemen weit grofiere Veranderungen der Systemparameter den
Makrozustand unangestatet lassen. Betrachten wir die von meinen simulierten Attraktoren als fraktale
Oberflachen eingeschlossenen Volumina, konnen wir dort postulieren, dass eine beliebig genaue
Lokalisierung durch Bits aufgrund der notwendigen ganzzahligen Anzahl nicht moglich ist.

Insofern ist die Nichtlokalitdt nicht nur keine grundlegende Hiirde fiir eine fraktale Interpretation der
Quantenmechanik, es ist naheliegend, dass ein fraktales Volumen innerhalb des Phasenraums statt eine wie
auch immer geartete fraktale Dimension des Phasenraums geniigt, um Unscharfeeffekte zu erzeugen.
Diese Schilderung soll zum einen als Verkniipfung und Einordnung meiner Ergebnisse in den aktuellen
Stand der Forschung dienen, zum anderen ihre moéglichen Konsequenzen ausloten und als Ausgangspunkt
fiir weitere Forschung verstanden werden. Es soll nicht Gegenstand dieser Arbeit sein, zu priifen, ob diese

Moglichkeit den naturwissenschaftlichen Test der Erfahrung besteht.

"von Neumann (1932): Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik
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