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                      4صفحه )                 رشته رياضي( سوم دبيرستان2           هندسه 10      حل مسائل صفحه

--------------------------------------------------------------- 

:  محاسبه جمع زوايا     حدس -1   
n n

Sum ?
⇐

α

3 4 5 6

180 360 540 720
  Sum ( n )= − ×

α
2 180

�    

   

 

 

 

 

   ------------------------------------------------------------- 

 مستطيل: اندازه گيري زوايا و اضلاع     حدس -2   

       

 

 

   ------------------------------------------------------------- 

 شبه لوزي با زاويه قائمه: اندازه گيري زوايا و اضلاع محل برخورد     حدس -3   

 

 

 

 

   ------------------------------------------------------------- 

 مجموع دو پاره خط برابر ساق مثلث: محاسبه مجموع دو پاره خط     حدس  -4    
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                       5صفحه )                   رشته رياضي( سوم دبيرستان2           هندسه 20      حل مسائل صفحه

--------------------------------------------------------------- 

 .مساله را بفهمد )         پ.سواد رياضي داشته باشد)              بABCمثلث  ) الف-1   

  -------------------------------------------------------------- 
 )  كلمه بعضي(نادرست  )               ب)كلمه همه (درست )    الف-2  

   ------------------------------------------------------------- 

15030 مثل نادرست)    الف-3    شيرازه كتاب و صفحات آنسه نقطه روي  مثل نادرست )درجه   ب,

   ------------------------------------------------------------- 

 صحيح نيست زيرا عكس آن . توازي الاضلاع استاگر چهار ضلعي مستطيل باشد آنگاه م ) الف -4   

 .هر متوازي الاضلاعي مستطيل نيست              

  ،عكس آن صحيح نيست. مساحت آنها برابر استآنگاهاگر دو مثلث همنهشت باشند) ب    

 .هشت نباشندنه و ارتفاع باشند ولي همد چون ممكن است دو مثلث  هم قاع         

 ) 1قضيه هندسه (عكس آن صحيح است.مثلث متشابه باشند آنگاه ضلعهاي متناظر متناسبند اگر دو ) پ    

  .مي شوند   آنگاه عمود منصفهاي اضلاع در وسط وتر همرس  باشداگر مثلثي قائم الزاويه) ت    

 )اگرعمودمنصفهاي دوضلع دروسط ضلع سوم همرس شوند،مثلث قائمه الزاويه است(. صحيح است عكس آن  
1DBBDEDE)       اثبات ˆˆ  . استBDروي عمود منصف ⇒=⇒=

            2DAAEEDE ˆˆ  . ADروي عمود منصف⇒=⇒=

90901802218021 =⇒=+⇒=+⇒=+++ DABABDDAB ˆˆˆˆˆˆˆˆˆ 
   كسي درشيراز زندگي مي كند آنگاه در استان فارس است عكس اگر)   ث

 . باشد يا كازرون نيست ممكن است در فساآن صحيح       

   ------------------------------------------------------------- 

  ، متناسبند اگر و تنها اگر بر اضلاعدو ضلع مثلث را قطع كند، پاره خطهاي حاصل اگر خطي -5    

 .  اين خط با ضلع سوم موازي باشد        

   ------------------------------------------------------------- 

   6-                       TUBNTBUTBNTBTUBUTBBUBT ˆˆˆˆ,ˆˆ >⇒>=⇒= 
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                       6صفحه )                   رشته رياضي( سوم دبيرستان2           هندسه 20      حل مسائل صفحه

--------------------------------------------------------------- 

2 ام تعدادمثلثها را n−1اگر در مرحله  -7   
1)( −n در نظر بگيريم د رحالت nذوزنقه اي ام به آن ،  

)مل         شا n ) n− + = −2 1 1 2   امn پس در حال .  مثلث افزوده مي شود  1

222 تعداد مثلثها برابر        
1212121 nnnnnn =−++−=−+−  . است )(

   ------------------------------------------------------------- 

   8-   HOaHOaOHaSSSSS BOCAOCAOBABC ′′×+′×+×=⇒++=
2

1

2

1

2

1 

                    )"'( OHOHOHaS ++=⇒
2

1 

    مقدار ثابت        
a

S
HOHOOH

2
=′′+′+⇒ 

 
  -------------------------------------------------------------- 

   9-      90909090
22

180 2111 =⇒=⇒=+⇒=+⇒=+ QQDA
DA

DA ˆˆˆˆ
ˆˆ

ˆˆ 

  ،  قائمه اندMNPQبه همين ترتيب بقيه زواياي داخلي         

 . مستطيل استMNPQ پس        

 
   ------------------------------------------------------------- 

                                                                            نتيجه ق تالس         -10   

                                                      نتيجه ق تالس                                    

   

 

 

 

 

-------------------------------------------------------------- 
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=+⇒
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1
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BC

BC
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a
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a
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a
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                       7صفحه )                   شته رياضير( سوم دبيرستان2           هندسه 20      حل مسائل صفحه

--------------------------------------------------------------- 

   11-                                            
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   15 -                                  
QC

AQ

MC

AM
MQ  ونيمساز⇒=

PB

AP

MB

AM
MP  نيمساز⇒=

                                 BCPQعكس تالس⇒=⇒=⇒
PB

AP

QC

AQ
MCMBAMميانه 

  -------------------------------------------------------------- 
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a

S
PHHPPHHPaS

PHaHPaSAPCSABPSABCS

2

2

1

2

1

2

1

=+′⇒+′=⇒

×+′×=⇒+=

( )
a

S
PHHPPHHPaS

PHaHPaSAPCSABPSABCS

2

2

1

2

1

2

1

=−′⇒−′=⇒

×−′×=⇒−=

96305

302215

32128
8

12

==⇒






=⇒
=+⇒=+

=⇒=⇒=
yxx

yxyx

xyxy
x

y

,

www.ParsBook.org



 

--------------------------------------------------------------- 

                       8صفحه )                   رشته رياضي( سوم دبيرستان2           هندسه 20      حل مسائل صفحه

--------------------------------------------------------------- 

   16-             �  DNDMANDAMD وتر و يك زاويه∆≅∆⇒=








⇒

=

==

=

ADAD

NM

AA

90

21

ˆˆ

ˆˆ

                                        

DCBD     اگر قاعده دو مثلث را    بگيريم آنگاه ,
DC

BD

AHDC

AHBD

S

S
=

×

×
=

′

2

1

2

1

  � 

ACABاگرقاعده دو مثلث را      آنگاه   �اتوجه به وب بگيريم,
AC

AB

DNAC

DMAB

S

S
=

×

×
=

′

2

1

2

1

 � 

   مي توان نتيجه گرفت�, �    از 
DC

BD

AC
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                       9صفحه )                   رشته رياضي( سوم دبيرستان2          هندسه 28      حل مسائل صفحه

--------------------------------------------------------------- 

 حسن عامل تصادف نيست :  حكم -1   

 عامل تصادف باشد پس در محل حادثه حضور داشته كه تناقض با اين فرضاگر حسن :       برهان خلف 
 . كه حسن در زمان تصادف در محل كارش بوده است)شاهد(                     قابل اثبات است

  -------------------------------------------------------------- 

 A اين به معناي آنست كه از وقطع مي كنند Aنقطه اي مانند نباشد همرا در  cموازي  aگرا -2   

caدو خط           .است خلاف اصل توازي رسم شده  است كه bخط به موازات  ,

-------------------------------------------------------------- 

نيمساز OMاگر : خلف   )ف     ال-3   
^

PMNباشد پس  

OPONOMPOMNخلاف فرض           ض ض ض∆≅∆⇒=













⇒

=

=

=

OMOM

MNMP

OMPOMN
^^

 

 عمود باشد پسNPبر  OMاگر:  خلف )ب             

               RPNRMRPMNR ⇒وتر و يك ضلع ∆≅∆⇒=













=

=

==

MRMR

MPMN

MRPMRN
0

90

^^

 

OPONORPORN         خلاف فرض  ⇒ض ز ض∆≅∆⇒=










=

==

=

OROR

ORPORN

RPNR

0
90

^^
 

-------------------------------------------------------------- 

''راگ : خلف  )4   
cBBC  آنگاه=

خلاف فرض                  
^
'

^
'''

AACBAABC  ض ض ض ∆≅∆⇒=










⇒

=

=

=

''

''

''

CAAC

BAAB

CBBC

 

www.ParsBook.org



 

--------------------------------------------------------------- 

                       10         صفحه )          رشته رياضي( سوم دبيرستان2           هندسه 28      حل مسائل صفحه

--------------------------------------------------------------- 

   ،شودي م180مجموع نصف اين دو زاو يه   موازيند بنابراينهماگر متقا طع نباشد پس با  )الف -5    

 . در تناقض است، استه درج180 مثلث مجموع زوايايقضيه ، با  كه اين               
 رأس ديگر بر ازطرفي دو . اگر دو ميانه متقاطع نباشند آنگاه موازيند)          ب

AD              اين دو ضلع موازيند و هم بر امتداد  , AF كه غير ممكن است.. 

 ا عمودمنصف متقاطع نباشند پس موازيند و چون هراگر د و ارتفاع ي) پ+ت         

               بر د وضلع عمودند ، تنها در صورتي امكان دارد كه دو ضلع موازي و 

  .              يا بر يك امتداد باشند كه با تعريف مثلث ناسازگار است

 

-------------------------------------------------------------- 

090180 اگرعمودمنصف يك پاره خط يكتانباشدپس-6    =⇒===++ zyxzyx , 

 .         كه با فرض متمايز بودن دو عمود در تناقض است

-------------------------------------------------------------- 

) طول اضلاع -7   ) 181083331136311366714 ,,⇒=⇒=⇒=+⇒=+++− xxxxxx 
18108زيرا  لث باشد  نمي تواند طول اضلاع يك مث          كه  )خلاف نامساوي مثلثي (+=

-------------------------------------------------------------- 

   8 -                                        CADDAB
∧

<
∧

 لو لا قضيهعكس








⇒

<

=

=

DCBD

ADAD

ACAB

 

-------------------------------------------------------------- 

   9- AM را به اندازه ي خود تا'
A امتداد مي دهيم و بهC وصل مي كنيم،  

                                                  

                                      










=⇒∆≅∆⇒
∧

=
∧

=

=

CAABMCAABM

MM

MCBM

MAAM
''

'
ضزض

21

 

           
2

2
ACAB

AMAMABACAACAACCAA
+

<⇒>+⇒>+∆ ''
:

'  
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                       11صفحه )                   رشته رياضي( سوم دبيرستان2           هندسه 28      حل مسائل صفحه

--------------------------------------------------------------- 

   10-                            














++
++

⇒++++⇒

+
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+

2

222

BCABAC
PCPBPA

BCABACPCPBPA

BCPCPB

ABPBPA

ACPCPA

�

�

�

�

�

 
-------------------------------------------------------------- 

   11-  PD را امتداد مي دهيم تاAKرادرM قطع كند 

                           11

^^
MDMDK >⇒∆D :1

�
 خارجي 

                 
^^^^
ADAMAPM >⇒>⇒∆ 11M :1

�
  خارجي

 

-------------------------------------------------------------- 

MKAP                         )        الف-12   )ق لولا (<









⇒

>

=

=

KAMAMP

AMAM

AKPM

^^
»]nBi

  

                             ) ب

AKAPAPKPMKAMKAKMA

AKAMPKMAKMAAPM

>∆⇒>⇒=

⇒=>⇒∆

:
^^^^

,
^^^

: »]nBi  

-------------------------------------------------------------- 

حكم  عكس قضيه لولا:    تمرين 
^^
MA

NPBC

MPAC

MNAB

>⇒








>

=

=

  فرض  

اگر )خلف   
^^
MA نباشد پس <

^^
MA يا >

^^
MA  اگر=

^^
MA   طبق>

NPBCقضيه لولا            گرا  وفرض است خلاف كه >
^^
MA = 

  ، مي شوندزض همنهشت  دو مثلث به خالت ض         

NPBC بنا بر اين            . كه باز خلاف فرض است  =
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                12صفحه )                   رشته رياضي( سوم دبيرستان2           هندسه 37      حل مسائل صفحه

--------------------------------------------------------------- 

  ارتفاع هاي هر مثلث همرسند   :   تمرين 

  از هر راس به موازات اضلاع آن رسم مي كنيم     

',','  تا هم را در       CBAقطع كنند . 

''موازيBC چون     
CB پس ''

CBAH   ، همچنين طبق ⊥

||',||'      روش رسم  BCACACBC پس '
ACBC متوازي الاضلاع است پس '

ACBC =    

'      به همين ترتيب 
ABBC '' بنابراين =

ABAC ''' در مثلث AHيعني  =
CBA نقش  

'A عمودمنصفهاي  ABCارتفاعهاي مثلث (رادارد عمود منصف        B' C' هستند. ( 

   . نيز همرسندABCعمود منصف ها همرسند بنابراين ارتفاعهاي  مثلث پيش از اين ثابت شد       

-------------------------------------------------------------- 

 :مساله ها     

 .خطي به موازات آ ن خط و به فاصله ي مر كز توپ از آ ن  -1    

 .دايره اي است به مركز دايره ي اصلي وشعاع مجموع  شعاع هاي دو دايره ي مفروض  -2    

 ).به آن صفحه عمودمنصف پاره خط گوئيم ( كه ازمحل وسط  پاره خط بر آن عمود رسم شود صفحه اي-3    
  .صفحه اي است موازي دو صفحه كه از وسط فا صله ي بين دو صفحه مي گذرد -4    

  صفحه اي به موازات دو صفحه) .كان هندسي اولم(را مشخص ميكنيمdو شعاعP كره اي به مركز -5    

  تقاطع  كره و صفحه در صورت وجود ) .مكان هندسي دوم(ي كنيمرسم منها  آ بين فاصله ودر وسط        

  .جواب مسا له است         

 .است dشعاع استوانه برابر نه خط مزبور وا محور استو ،استوانه اي است بايال هاي نامحدود -6    

 . عمودي است كه درآن نقطه بر خط مورد نظر رسم مي شود-7    

  سانتي متر و با فا صله ي مساوي6ن موازي اضلاع مربع اصلي و به ضلع آمربعي است كه اضلاع  -8    

 . مي باشد از اضلاع مربع اصلي        

   متر از 9 به موازات شهرداري و به فاصله ي .)مكان هندسي اول (كنيمارسم مي رFSعمود منصف  -9    

 . برخورد اين دو مكان هندسي جواب مساله است  .)مكان هندسي دوم(آن خطي رسم مي كنيم         
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                13صفحه )                   رشته رياضي( سوم دبيرستان2           هندسه 42 حه     حل مسائل صف

--------------------------------------------------------------- 

  ودر صورت قطع با)مكان هندسي اول (كنيماي رسم مي  دايرهRبه شعاع  Aاز -1    

  .طع جواب مسا له استتقامحل ، ) مكان هندسي دوم (d خط        
 L=فاصله ي نقطه تا خط:         بحث بر تعداد جواب 

>⇒دايره خط را قطع و دو جواب دارد                           RL 

<⇒مساله جواب ندارد                                          RL 

=⇒بر خط مماس و يك جواب   دايره                          RL 

  -------------------------------------------------------------- 

 )مكان هندسي اول(رارسم كنيم ABبايدعمودمنصف.،باشد به يك فاصله,BA ازم مي خواهيچون -2    

  عمود  وdواقع باشد پس بايد محل تقاطع خط ) مكان هندسي دوم (d        و نيز مي خواهيم نقطه بر خط

  . را بيابيم AB نصفم        

' را ABعمود منصف :     بحث بر تعداد جواب 
dمي ناميم . 

,'          اگر  ddهمرا در يك نقطه قطع كنند همان نقطه جواب است . 

,'           اگر  ddداراي اشتراك نباشند ، مساله جواب ندارد . 

,'           اگر dd بر هم منطبق شوند ، تمام نقاط '
dd  . جواب اند=

  -------------------------------------------------------------- 

,' اند ، دو خط l به فاصله ∆ مكان هندسي نقاطي كه از خط -3     dd) به موازات ) مكان هندسي اول 

 باشد ، پس قطع دايره با  ) مكان هندسي دوم (C از آنند و چون نقطه روي دايره l         آن وبه فاصله

 .اين دو خط را مي يابيم          

,'دو خط :         بحث بر تعداد جواب  dd به موازات ∆ 

  وlبسته به طول .  از آن رسم مي كنيمl        وبه فاصله

43210         موقعيت خطوط و دايره   . جواب دارد ,,,,
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                       14صفحه )                   رشته رياضي( سوم دبيرستان2           هندسه 42      حل مسائل صفحه

--------------------------------------------------------------- 

 الزاويه ي ئمه مثلث هاي قا. رسم شده استABCبراي كشف روش رسم فرض مي كنيم مثلث -4    

     ACHABH ∆∆  .د  قابل رسم انئمهبه حالت وتر و يك ضلع قا ,
  رسم كرده و انتهاي ديگر عمود را ah عمودي به طول Hنقطه ي دلخواه ودري رسم مي كنيم طپس خ       

       A از .  مي ناميمAه شعاع هاي بcb CBا دراوليه رم مي كنيم تا خط كمانهايي رس ,   كند،قطع ,

  .جواب مساله است ABC        مثلث 

                                             

                                                            

-------------------------------------------------------------- 

 به حالت سه ضلع PBCمثلث. رسم شده است ABCبراي كشف روش رسم فرض مي كنيم مثلث -5    

acmbm (قابل رسم است          ,,
3

2

3

2
  خودش تا  ي نصف  به اندازهP از طرف راPBپاره خط . )

         '
Bدهيم و امتداد ميPCرا از P خودش تا به اندازه ي نصف '

C  امتداد مي دهيم.  

          C رابه'
B , B را به'

C وصل و امتداد مي دهيم تا  

  .جواب مساله است∆ABC.د نقطع كن Aهم رادر           

 

-------------------------------------------------------------- 

BCACABپس دو كمان مساوي زده است ,BAچون از -6       ABC مثلثيعني ==

601601متساوي الا ضلاع است پس          =
∧

=
∧

CA 1202پس, =

∧

C ولي C را به اندازه يBC 

0اين متساوي الساقين است بنا بر  ADCپس ايم امتداد داده         
302 == AD   در نتيجهˆˆ

          90306021 =+=+= AAA ˆˆˆ.  
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                15صفحه )                   رشته رياضي(دبيرستان سوم 2           هندسه 42      حل مسائل صفحه

--------------------------------------------------------------- 

  روش رسم ابوالوفا حاكي است كه  -7    




=

==

BDAC

ADBCBA   و مي دانيم اگر در يك چهار ضلعي اضلاع  

  متوازي الاضلاع بودهACBD   مقابل دو به دو برابر باشند چهارضلعي متوازي الاضلاع است پس        

BCAD و اضلاع            . با هم موازيند,

-------------------------------------------------------------- 

را رسم و از محل قطـع بـه انـدازه           DEهستند عمود منصف    چون قطر هاي مربع عمود منصف هم         -8
 كمان ميزنيم تا عمود منصفDEنصف 

BA را در          .جواب است  AEBDقطع كند ,

 

 
-------------------------------------------------------------- 

OYOXكماني رسم ي كنيم تا Oاز  -9     BAرا در  ,  . كنيم رسم مي را ABC مثلث.قطع كند,

'''مثلث         
BAOهمنهشت ،) ض ض ض ( به حالت را OAB∆ از'

Oرسم مي كنيم.  

OO  پست رسم شده اند چون دو مثلث همنهش        ˆ'ˆ = .  

 

 

 

 
-------------------------------------------------------------- 

 

 

 

 

 

 

www.ParsBook.org



 

--------------------------------------------------------------- 

                16صفحه )                   رشته رياضي( سوم دبيرستان2    هندسه 52و51  تمرينهاي صفحه     حل

--------------------------------------------------------------- 

''   1تمرين    
ATATOATOAT ⇒وتر و يك ضلع ∆≅∆⇒=













=

==

==

OAOA

TT

rOTOT

90
'ˆˆ

'

�����


	س�

ش�	ع

 

 

-------------------------------------------------------------- 

ض ض ضحالت )        الف2تمرين    










⇒

=

=

=

=⇒

OMOM

OTOT

MTMT

MTMT
'

'

    طبق ق قبل',

                                     MOTMOTOMTOMTOMTOMT ˆ'ˆ,ˆ'ˆ' ==⇒∆≅∆ 

)                  ب






==

=
⇒∆≅∆

9021 HH

HTTH
OHTTOH

ˆˆ

'
) ضزض ( '










⇒

=

=

=

HOTHOT

OHOH

OTOT

ˆ'ˆ

'

 

حالت دو زاويه)                                                  پ






⇒

°==

∧
=

∧

90MTOTHO

MOTHOT

ˆˆ
  مشترك

                    22
ROTOMOH

OT

OH

OM

OT

TM

TH
OTMOTH ==×⇒==⇒∆∆ ~     

-------------------------------------------------------------- 

  3تمرين    

MHTOHTچون ) ف   ال
∧

=
∧

HMTHTO و  
∧

=
∧

 به حالت دو زاويه پس  

                                       
MHOHTTTTTHMHOHTH

MH

TH

TH

OH

TM

OT
MTHOTH

×=⇒=×=

⇒==⇒∆∆

4

2

2

12 '',

~
 

MOTHOTMTOOHTچون )      ب ˆˆ,ˆˆ   پس به حالت دو زاويه         ==

     '
~ TTOMMTRTHOMTMOT

OM

OT

TM

TH
OTMOTH

2

1
×=×⇒×=×⇒=⇒∆∆  
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                       17صفحه )                   رشته رياضي( سوم دبيرستان2    هندسه 55      حل تمرينهاي صفحه

--------------------------------------------------------------- 

  1-                136224360368414036084140 =−=⇒=++⇒=++= xxyxy  الف (,

                  1111113608416536084165 =⇒=⇒=++⇒=++= yyyyxx
�

 ب (,
-------------------------------------------------------------- 

   2-162864
22

10
2
6

2222 ===⇒=⇒=+⇒=+ APABAPAPAPARPRAP  الف (,

 ( ) 2112
2

2
222

2
222 ===⇒=⇒+=⇒=+ CDDQCQCQCQCQCRQRCQ  ب (,,

-------------------------------------------------------------- 

   3-                                      212111 OOOCCAOAONCA ˆˆˆˆ,ˆˆ,ˆˆ|| =⇒===⇒ 

                                                                     � �AN NI⇒  زاويه مركزي =

 

 

-------------------------------------------------------------- 

 ر دو وتر مساوي باشند كمانهاي نظير آنها برابرند و بر عكس پس ،اگ -4   

      � � � � � � � �AD BC AD BC AD AB BC AB DAB CBA DB AC= ⇒ = ⇒ + = + ⇒ = ⇒  الف( =

         � � � � � � � �AC BD AC BD AC AB BD AB BC AD BC AD= ⇒ = ⇒ − = − ⇒ = ⇒  ب( =
-------------------------------------------------------------- 

 آنها برابراست پس ،اگر از نقطه اي دو مماس بر دايره اي رسم شود طول  -5   

                               
P AB BC CD DA BQ CQ SD AS

ABCD

( )

= + + + = + + +

= + + + =

2 2 2 2

2 5 4 6 7 44

  

-------------------------------------------------------------- 

 اگر از نقطه اي دو مماس بر دايره اي رسم شود طول آنها برابراست پس ،  -6   

                                 
GQ GP , OQ OR , LR LS , YS YP

GO LY GQ QO LS SY GP OR LR YP

( GP YP ) ( OR LR ) GY OL

= = = =

⇒ + = + + + = + + +

= + + + = +

  

-------------------------------------------------------------- 
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                     18صفحه )                   رشته رياضي( سوم دبيرستان2    هندسه 55      حل تمرينهاي صفحه

--------------------------------------------------------------- 

Hنقاط   -7    , I  را چنان انتخاب كهAH AD , CD CI= =  

        AB CD AD BC

AH HB CD AD BI IC HB BI

+ = +

⇒ + + = + + ⇒ =
  

 وي الساقين است و در مثلثهم متسا HBI      پس مثلث   

 .        متساوي الساقين عمود منصف و نيمساز بر هم منطبقند

 .قطع ميكنند Jرا رسم كنيم همرا در  ∆IHD        اگر عمودمنصفهاي 

  سه مثلث )نيمساز (        اين عمود منصفها نقش عمود منصف

AHD  متساوي الساقين        , BHI , CID∆ ∆  .رادارند ∆
JL        بنابر خاصيت مكان هندسي نيمساز  JK JM JN= =  و  Jيعني اگر دايره اي به مركز  =

K,Mرسم كنيم از نقاط  JL        شعاع  ,N هم گذشته ودر آن نقاط بر اضلاع متناظر مماس است. 

-------------------------------------------------------------- 

�OACاست پس  �CADنيمساز  OAچون  -8    =  و °30

 نصف  30° ضلع روبرو به زاويه        در مثلث قائمه الزاويه

OA       وتر است پس  OC= × =2 10 . 

 

-------------------------------------------------------------- 

   9- 

      MT OT OM MT MT MT+ = ⇒ + = ⇒ = − = ⇒ =2 2 2 2 2 2 2
6 12 144 36 108 6  الف( 3

                                TT' .OM R.MT TT' ( ) TT'= ⇒ × = × ⇒ =2 12 2 6 6 3 6  ب( 3

�با توجه به قسمت قبل                       � �MT MT' TT' M T T'= = = ⇒ = = = °6 3  پ ( 60

-------------------------------------------------------------- 
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                       19صفحه )                   رشته رياضي( سوم دبيرستان2    هندسه 55      حل تمرينهاي صفحه

--------------------------------------------------------------- 

   10 -                                

BD BE , CD CF , AE AF

P AB AC BC AB AC BD DC
ABC

AB AC BE CF ( AB BE ) ( AC CF )

AE AF AE AE AE

= = =

⇒ = + + = + + +

= + + + = + + +

= + = + = 2

  

-------------------------------------------------------------- 

   11-           

BD AB AD

BD BD

BD DE BD

+ =

⇒ + = ⇒ = − =

⇒ = ⇒ = =

2 2 2

2 2 2 2
3 5 25 9 16

4 2 8

  

 

 

 

-------------------------------------------------------------- 
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                       20صفحه )                   رشته رياضي(وم دبيرستان س2    هندسه 66      حل تمرينهاي صفحه

--------------------------------------------------------------- 

   1-                                  403609360432 =⇒=⇒=++ xxxxxچپ  شكل  

                                                    ( ) 804022
2

4
==⇒== yx

x
yزاويه محاطي     

                                   7014023601001202 =⇒=⇒=++ xxx   راستشكل  

-------------------------------------------------------------- 

   2-  ( ) 603022 ==×= RANRN ˆ
�

�پ     ( �R N= = 35ب        ( °35
2

70

2
===

GA
N

�

 الف (ˆ

  90
2

180

2
===

RNG
RAG

�

60ج    (ˆ
2

==
NG

NAG

�

12060180180ث   (ˆ =−=−= RNNG
��

 ت  (

-------------------------------------------------------------- 

   3-                 1107070 ====⇒= VTRSVRSTST
�����

TRVTRS قطر ,, , 

                             3524110335
2

70

2
2701 ========= ˆˆ,ˆ,ˆ,ˆ SR

ST
ST

�
�

�

 

                               352890
2

180
7555655

2

110

2
5 ========= ˆˆ,,ˆˆ,ˆ

�

�

SR 

-------------------------------------------------------------- 

   4-                                         

       70
2

14036013090360 ===⇒=++⇒=++
CB

CABCBCBBACACB

�
�����

ˆ, 

-------------------------------------------------------------- 

   5-                                  

      203221232
2

=α⇒+α=+α⇒=⇒== CBACOA
CA

CBACACOA ˆˆˆ,ˆ

�
�

 

                            36162016721260123 =+=+α==+=+α=⇒ CBACOA ˆ,ˆ 
-------------------------------------------------------------- 

   6-                      
80360280

360140

=⇒=+⇒

=++==⇒=

CBCB

CBCABACABAACAB
��

�����

, 

                                                              40
2

80

2
===

CB
TCB

�

  ظليزاويهˆ

-------------------------------------------------------------- 
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                       21صفحه )                   رشته رياضي( سوم دبيرستان2    هندسه 66      حل تمرينهاي صفحه

--------------------------------------------------------------- 

AOMBAT � مركزي    -7   
MOAOAB

OABBAT
ˆˆ

ˆˆ

ˆˆ
=⇒







=+

=+

90

90 

 

�    قطر عمود بر وتر كمانهاي آن را نصف مي كند
2

BA
MAAOM

�
�

==ˆ              

                                                            �
�AB

TAB⇒ =
2

   

-------------------------------------------------------------- 

   8-                                   
2

BA
BBA

�
′

ˆˆ, محاطيˆ′= BBABATBBTA ′=⇒′ 

               
2

BA
BATBABA

�
��

=⇒=′  BBTA′⇒  قضاياي قبلˆ

-------------------------------------------------------------- 

 .قابل محاط شدن در دايره است  هر مثلث -9   

                                                                                                                                 

   180
2

360

2222
==

++
=++=++

BACACBBACACB
CBA

������

                           محاطي  ˆˆˆ

 

-------------------------------------------------------------- 

) قابل رسم است aبه ضلعBC  پاره خط -10    )BC    روي كمان درخور A بنابر اينα=Â چون ,

amAMاست و چون BCروبرو به αاويهز       ) از وسط A فاصله ي نقطه ي= )BCM                                           

 .است amو شعاع M است كه مكان آن دايره اي به مركز amبرابر      
 )A)(كمان درخور زاويه(برخورد اين دو مكان است  محل A نقطه ي     

 

 

-------------------------------------------------------------- 
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                       22صفحه )                   رشته رياضي( سوم دبيرستان2    هندسه 70      حل تمرينهاي صفحه

--------------------------------------------------------------- 

 . وصل مي كنيم 'A را به T     1تمرين    

         MTAAATMMMTAAAT ˆˆˆˆˆˆ                                                                                                                          ��ر�� ′=′+⇒=′−′

 
222

TATA
M

TATA
M

����
′−

=⇒
′

−=⇒ ˆˆ���MTAAAT ˆ,ˆ 
�ط�′  

-------------------------------------------------------------- 

 . وصل مي كنيم 'Tرا به T      2مرين    ت

        MTTTTNMMMTTTTN ˆˆˆˆˆˆ      خارجي′=′+⇒=′−′

          
22

TFTTET
M

′
−

′
=⇒

ˆˆ
MTTTTN  ظليˆ ˆ,ˆ     ظلي ′′

 

-------------------------------------------------------------- 
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                       23صفحه )                   رشته رياضي( سوم دبيرستان2    هندسه 72 فحه     حل تمرينهاي ص

--------------------------------------------------------------- 

   1-                                          
341705180105

2

1032
90

2

=⇒=⇒=+⇒

++
=⇒

+
=

xxx

xxDBCA
M

��

ˆ
 

                                               ( ) 68683422 =⇒===⇒= yxyDBCA
��

 
-------------------------------------------------------------- 

 الف       (                                                                                  -2   

    75
2

7575

2
275

2

150

2

6090

2
1 =

+
=

′′+
===

+
=⇒

′+
=

BABA
MM

BABA
M

����

ˆ)ˆ'ˆ)  

       95
2

190

2

170360

2
4125

2

250

2
3 ==

−
=

′′+
===

′′+
=

BABA
M

BABA
M

����

ˆ)ˆ)   

                                                       ب          (                                                                                      

                            170
2

85
2

1 =′′+⇒
′′+

=⇒
′′+

= BABA
BABABABA

M
��

����

ˆ)  

 

70
2

2

2
4

180200120
2

160360
60

2

360
3

2649636096
2

48
2

2

=′=
′

=
′+′

=′

=′⇒′−=⇒
−′−

=⇒
′−′−

=

=−=′+′⇒=′′+⇒
′′+

=⇒
′′+

=
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BABABA

BMA

BABA
BABABA

M

BABABABA
BABABABA

M

�
���

��
���

����
����
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ˆ)

ˆ)

   

-------------------------------------------------------------- 

   3-                  12040160
2

160
20

2
=−=′′⇒

′′−
=⇒

′′−
= BA

BABABA
M

�
���

 الف  ( ˆ

                              1306070
2

60
35

2
=+=⇒

−
=⇒

′′−
= BA

BABABA
M

�
���

 ب  ( ˆ

                             90
2

45
2
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′′−

= BABA
BABABABA

M
��

����

 پ( ˆ

               25
2

2

2

3
25

2
=′′⇒′′=

′′
=

′′−′′
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′′−
= BABA

BABABABABA
M

��
�����

 ت( ˆ
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                       24 صفحه)                   رشته رياضي( سوم دبيرستان2    هندسه 72      حل تمرينهاي صفحه

--------------------------------------------------------------- 

             الف                                                             (                                   -4   

                                       45
2

90

2

60150

2
150601 ==

−
=

−
===

ac
Mca ˆ,,) 

        

90
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180
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30210
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                       25صفحه )                   رشته رياضي( سوم دبيرستان2    هندسه 72      حل تمرينهاي صفحه

--------------------------------------------------------------- 

           1182423602424842
124

360

2
62

360

=−=⇒=⇒=⇒
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⇒
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=+

yxx
yx
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-------------------------------------------------------------- 

 اويه محاطيز                                                متساوي الساقين -7   

                                                                       دو زاويه مقابل متوازي الاضلاع

DM  پس        DI=.                    

-------------------------------------------------------------- 

   8-   
                                                          )س ق خطوط موازيعك    (   

 
-------------------------------------------------------------- 

   9-               

ADCCADC     متساوي الساقين 

CBACAB

DA
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                26صفحه )                   رشته رياضي( سوم دبيرستان2    هندسه 77و76      حل تمرينهاي صفحه

--------------------------------------------------------------- 

 ) 76صفحه (   تمارين پراكنده 

  وصل مي كنيم 'Aرا به  B و 'Bرا به A    76ين صفحه ي تمر

  BMABAM ′∆′∆ ⇒  حالت دو زاويه مساوي~








=′=′

=

2

BA
BA

MM
�

ˆˆ

ˆˆ

                                                     

             BMMBAMMA
AM

BM

MB

MA

BA

BA
′×=′×⇒

′

′
==

′

′
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       )عكس قضيه (77تمرين صفحه ي     

T از)اثبات        , A , A' دايره اي مي گذرد در سمت ديگر مماسي بر دايره  

'T از)  'MTمماس( مي كنيم رسمM از               , T به O صل مي كنيمو. 
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   2-                                             ISIDINIEINISIEID =⇒=×=× , 
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 .قطع مي كنند  Mهمديگر را در  BDو ACمماسهاي داخلي  -4   

      M را به OO  وصل مي كنيم بايد ثابت كنيم,′
       MOOM  )هم خط اند  ( .نيم صفحه تشكيل مي دهند′,

                    α==⇒ OMCOMD ˆˆ OMCOMD ⇒  ض ض ض∆≅∆
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                  β=′=′⇒′≅′∆ OMBOMABMOAMO ⇒ض ض ض ˆˆ
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                                      β=α⇒β=α⇒ 22 AMBCMD ˆˆ  متقابل به راس =

CMOOMAپس        ˆ,ˆ CMآنها  مشترك و يك ضلع  M مساويند ولي در راس′ , MA ندمشترك ا. 

OMMOيعني (بق عكس قضيه زواياي متقابل به راس ، دو ضلع ديگر آتها هم        ط ,′(  
OMO′=180هم امتداد اندپس          ˆ . 

OMOيعني         AC همان خط المركزين است بنابر اين مماسهاي ˆ′ , DB  و خط المركزينOO ′ 

 .تلاقي مي كنند  Mدر        
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   5-  oo  )صرف نظر از اينكه هم خط اند (وصل مي كنيم  Mرا به ′
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OOخط المركزين        پس   .به هم برخورد مي كنند M در,MAMB مماسهاي خارجي  و′
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   1-                      ),(),( 2525 −=D  )ب          ),(),(),( 08223525 =−+=T )الف  

      K( , ) ( ( ) , ( ) ) ( , )= − + =5 2 3 5 4 5 2 1 11 )Dت        ( 11 , ) ( ( ), ) ( , )= =5 2 2 5 2 10  پ ( 2
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 .تقارن نسبت به مبدأ مختصات)              پ
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   5-                ( ) ( ) ( ), x, y x , y y A ,= − + ⇒ = − + = ⇒ = ⇒ =0 6 12 0 12 6 6 0  الف( 6

                  ( ) ( ) ( ), x, y x x , y y B ,= − ⇒ = ⇒ = − = ⇒ = ⇒ =0 6 2 1 2 0 0 1 6 7 0  ب( 7
                             ( ) ( ) ( ), y, x y , x x C ,= − ⇒ = − = ⇒ = − ⇒ = −0 6 0 6 6 6  پ( 0

-------------------------------------------------------------- 

)) الف    -6    ) ( ) ( ) ( ) ( )A' , , B' , , C' , , D' , , E' ,= − = − = − = − − = − −4 0 2 2 2 1 3 4 4 6   

   )           ب

          
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

E' , x, y E , , F ' , x, y F ,

G' , x, y G , , H ' , x, y H ,

I ' , x, y I ,

= = − ⇒ = = − − = − ⇒ = − −

= = − ⇒ = = − = − ⇒ =

= − = − ⇒ = −

3 6 2 3 8 2 6 2 2 4

0 0 2 0 2 4 1 2 4 1

3 5 2 3 7

  

 بلي، اگر دو نقطه دلخواه )           پ

             

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

A x , y , B x , y A' x , y , B' x , y

AB x x y y

, A' B' x x y y x x y y

AB A' B'

= = ⇒ = − = −

⇒ = − + −

= − + − − + = − + −

⇒ =

2 21 1 2 2 1 1 2 2

2 2

2 1 2 1

2 2 2 2
2 22 1 2 1 2 1 2 1

  

 .مشابه قسمتهاي قبل قابل حل است)           ت

-------------------------------------------------------------- 

   7- 

 .ها نظير آن وجود دارد پس نگاشت است xنقطه برنيمدايره تنها يك نقطه برمحوربه ازاي هر)  الف     

 

  . است1-1هاحداكثر يك نقطه بر نيمدايره ونظيرآن وجود دارد پس xبه ازاي هر نقطه بر محور) ب       
 

)تصوير)        پ ),0 )نقطه1 ),0 )و تصوير  0 ),−1 ) همان نقطه0 ),−1 ) و تصوير 0 )x, y  نقطه( )x,0 است .  
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)       ت

( )

A' , x ,x y y y A ,

B' , x ,x y y y B ,

C' x, ,x y y x y x C x, x

  
= ⇒ = + = ⇒ = ⇒ = + ⇒ =   
   

 − + 
= ⇒ = − + = ⇒ = ⇒ = ⇒ = −  
   

 
= + = ⇒ = − ⇒ = + − ⇒ = − 

 

1 1 3 3 1 32 2 2
0 1

2 2 4 2 2 2

1 1 15 15 1 152 2 2
0 1

4 4 16 4 4 4

2 2 2 2 2 2
0 1 1 1 1

  

-------------------------------------------------------------- 

 .عمود تصوير يكسان دارند كه همان پاي عمود استخط  نقطه واقع بر  دوخير ، زيرا هر)  الف -8   

 وير ايندر نظر بگيريم ، فاصله تص lخير ، زيرا اگر دو نقطه دلخواه واقع بر عمودي بر )         ب

 .پس طول را حفظ نمي كند.             دو نقطه صفر است درحاليكه فاصله بين دو نقطه لزوما صفر نيست
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),(),(),(),(      از بالا به پايين محل هاي خالي-1    2913542141 −=+−+−−+→− yxyx  

                        ),(),(),(),(),( 335234253 +−→−−−−+→− yxyxyxyx 
-------------------------------------------------------------- 

   2-  b,d , f  

-------------------------------------------------------------- 

  و دو واحد پائينانتقال چهار رأس متوازي الاضلاع  يك واحد به چپ)  سمت راست -3   

 انتقال سه رأس مثلث يك واحد بالا و دو واحد به راست)          وسط

 انتقال چهار رأس مربع سه واحد به راست)          سمت چپ

-------------------------------------------------------------- 
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 . و نقاط نيز به همين ترتيب              براي ساير اضلاع
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                                            )        الف-5   
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--------------------------------------------------------------                                   

 ضابطه نگاشت  انتقال عبارت است از -8
                                  ),(),(),(),(, 425311 ++=⇒→→ yxyxTCA )الف              

                                       ),(),(),(),(, 314011 +−=⇒→→ yxyxTDA) ب 

--------------------------------------------------------------                  
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 .بنابراين مساحتشان هم برابر است.         طول اضلاع و شيب آنها با هم برابر است 

--------------------------------------------------------------                    

 . انتقال يافته استو به موازات افق  خود پهنايبرابر دوبه اندازه ي بلوك ستوني  هر -10   

--------------------------------------------------------------                                   
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 .ب يافته چهار رأس چهار ضلعي را يافته و نقاط حاصل را به هم وصل كنيمكافيست در هر مورد بازتا -1   

--------------------------------------------------------------                                   
 اي تنها شكله خطوطي كه هر نقطه را به تصويرش وصل مي كند بايد با هم موازي باشند پس -2   

         a ,b,d را مي توان بازتاب يافته شكل سايه دار دانست . 
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m  با محاسبه مي يابيم كه  m , m m
LK L' K' LJ L' J '

= ≠ . 

--------------------------------------------------------------                                   
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 .         به همين ترتيب طول و شيب ساير اضلاع بررسي گردد
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 .جه دو تقارن يكسان است محوري خاصيت جابجائي دارد و نتيتركيب دو تقارن:      نتيجه 
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 )   الف -10   

 ب (  ،است پس 'CCمحور تقارن عمود منصف                                                     

                                                  
( ) ( )
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)   معادله محور تقارن                                          ) 33233 −=⇒−=−⇒ xyxy 

 

) )پ        )53,−P 33نسبت به خط −= xyبرابراست با ( )yxP   كه ′,
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 )الف ، ب   -11    

 

                                                              

( ) ( )

( ) 1
33

15
20

2
2

51

0
2

33

5313

=
+

+
=′⇒










=
+−

=

=
+−

=

⇒

′−−

ppmM

my

mx

M

PP

,,

:

,,,

 پ(

                                      معادله محور بازتاب                         

                                                            ( ) 2012 +=⇒−=−⇒ xyxy 
--------------------------------------------------------------                              

   با استفاده از رابطه مختصات وسط پاره خط داريم ،-12   

   

               ( ) ( ) ( )yxA

yy
yy

xx
xx

AOOAyxAyxA −−′⇒










−=′⇒=
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−=′⇒=
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⇒′=⇒′′′ ,,,,
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   1-                                                                    
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )3223

0550

4114

−−=−

−=

−=

,,

,,

,,

R

R

R

 الف (

                                                ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )3003

2662

−=⇒=−=

−=⇒=−=

,,,,,

,,,,,

yxxyyxR

yxxyyxR)  ب 

                                             ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1441 ,,,,, −=⇒−−=−= yxxyyxR 
 

-------------------------------------------------------------- 

 در دوران تمام اضلاع با يك زاويه و به يك جهت دوران يافته اند ، با مشاهده مي توان يافت  -2   

cfda       كه   . دوران يافته شكل سايه دار مي توانند باشند,,,

--------------------------------------------------------------                                   

   3-  

 

 

 
 

 

 

--------------------------------------------------------------                                   

   4-          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,R P R P R A R A′ ′= = − = = = − =2 5 5 2 4 5 5  الف( 4

                                                          ( ) ( ) ( ), ,R K R K ′= = − =4 1 1 4 

                                 
( ) ( )

( ) ( )

AP

A P AP A P

= − + − = =

′ ′ ′ ′= − + − + = = ⇒ =

2 2
5 5 2 4 4 2

2 2
2 4 5 5 4 2

 ب (
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' '

mAP
m mAP A P

m ت
A P

− 
= = −

⇒ ≠ ′ ′
− =

− + 

5 5
0

2 4

2 4

5 5

 

                                                     

 .  به همين ترتيب براي ساير اضلاع طول مساوي و شيب نامساوي به دست مي آيد

                         ' ' '

' ' '

( )

' ' ' ' ( )

PAK

PAK P A K

P A K

S PA AK

S S

S P A A K


= × = × = 

⇒ =
= × = × =


1 1
2 4 4

2 2

1 1
2 4 4

2 2

 

--------------------------------------------------------------                                   

   5-        ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,R A R A R M R M′ ′= − − = − = = = − =1 2 2 1 7 2 2  الف (7

                   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,R I R I R N R N′ ′= = − = = − = =5 6 6 5 3 2 2 3 

                 
( ) ( )

( ) ( )
' '

' '

AM
AM A M

A M


= + + + = + = 

⇒ =
= + + − − = + = 

2 2
7 1 2 2 16 64 80

2 2
2 2 7 1 16 64 80

 ب  (

                               ,AM A Mm m ′ ′
+ − − −

= = = = = = −
+ +

2 2 4 1 7 1 8
2

7 1 8 2 2 2 4
     

 به همين ترتيب براي ساير اضلاع طول مساوي و                                     

 .  شيب نامساوي به دست مي آيد                                                             

                                       
' ' ' '

AMIN

A M I N

S AM MI

S

= ×

= × = = =80 20 1600 40

 

 . مستطيل با هم برابر است                                        مساحت دو
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   6-                                   
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, , ,

, , ,

F A F A

F L F L

′= = − + − = =

′= = − + − = =

5 3 3 3 5 3 0 2
1

7 0 0 3 7 3 3 4
1

 الف (

                                          ( ) ( ) ( ) ( ), , ,F I F I ′= = − + − = =5 0 0 3 5 3 3 2
1

 

                                                     
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

,

, , ,

R A A

R L L R I I

′= − =

′ ′= = = =

3 5

0 7 0 5
ب                                                                                                                                                 ( 

                                                    
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, ,

, ,

T A A

T L L

′ ′′= − + − = =

′ ′′= + − = =

3 3 5 3 0 2

0 3 7 3 3 4
 

                                                       ( ) ( ) ( ), ,T I I′ ′′= + − = =0 3 5 3 3 2 
                                                      , ,A A L L I I′′ ′ ′′ ′ ′′ ′⇒ = = =

1 1 1
 ب+الف

--------------------------------------------------------------                                   

   7-       ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )F H F O= − + − = − = + − = −1 6 3 5 3 2 6 2 8  الف(  2

                ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )F M F A= + + = = − + =1 6 1 7 1 3 6 3 3 3        
              ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )G H G O= + + − + = = + + =3 6 1 6 9 5 2 6 2 6 8  ب ( 8

          ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )G M G A= − + + = = − + − + =1 6 1 6 5 7 3 6 3 6 3 3 
               ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )S H S O= + = = − + = −1 3 6 1 9 2 2 6 2  پ ( 8

                ( )( ) ( , ) , ( ) ( , ) ( , )S M S A= − − + = − = − + =1 1 6 1 5 3 3 6 3 3 
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   8-            ( ) ( , ) ( , ) ' , ( ) ( , ) ( , ) 'T G G T O O= + = = = + = =1 9 1 10 1 2 9 3 11  الف(   5
                 ( ) ( , ) ( , ) ' , ( ) ( , ) ( , ) 'T L L T I I= + = = = + = =5 9 5 14 5 6 9 3 15 3 

                           
' ' ' '

,
GG OO OO GG

m m m m
+ +

= = = = ⇒ ≠
− −

1 1 2 5 5 10

10 1 9 11 2 9
  ب(  

 . در انتقال شيب حفظ مي شود كه چنين نيست

  در بازتاب عمودمنصف پاره خطهاي واصل بين نقاط

 .يكتاست كه چنين نيست) محور تقارن( نظير

  در دوران عمودمنصف پاره خطهاي واصل بي

 )خطوط قرمز(ير همرسند كه چنين نيست  نقاط نظ

 

 

 

--------------------------------------------------------------                                   

 .كافيست نقاط را به دوران يافته آنها وصل و عمود منصف پاره خط واصل را رسم كنيم -9   

 .منصفها مركز دوران است       محل برخورد اين عمود 

 براي يافتن زاويه دوران ،       
        يك نقطه دلخواه را به مركز دوران و سپس تبديل 

 .       يافته همان نقطه وصل مي كنيم 

  .ايجاد شده زاويه دوران استزاويه        

         در اين مثال خاص عمود منصفها بر خطهاي

  .   است180° دوران يهزاو        واصل منطبقند و 
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 )  الف -1   

) ب       
( ) ( , ) '

( ) ( , )

( ) ( , )

D J J

D A A

D M M

= − =

′= =

′= =

2 4

8 4

6 10

 

 

)پ        

( ) ( )

' ( ) ( )

'

JA

J A

J A JA

= + + − = =

′ = + + − = =

′⇒ =

2 2
4 1 2 2 25 5

2 2
8 2 4 4 100 10

2

 

             ,m m m mJA J A JA J A
− −

= = = = ⇒ =′ ′ ′ ′+ +

2 2 4 4
0 0

4 1 8 2
 

 .             به همين ترتيب ساير اضلاع دوبرابر و شيبها برابر هستند

)مركز تجانس )  ت          , )o 0 kتجانسو نسبت      0 =  . است2

--------------------------------------------------------------                      

   2- 

) ب)+ الف                                                  
( ) ( , ) ( , )

( ) ( , ) ( , )

( ) ( , ) ( , )

D M D M

D A D A

D N D N

′= = =

′= = =

′= − = − =

2 2 6 6

4 2 12 6

2 2 6 6

 

 

  

OA, )           پ     OA′= + = = = + = =2 2 2 2
4 2 20 2 5 12 6 180 6 5 

                     ,OM OM ′= + = = = + = =2 2 2 2
2 2 8 2 2 6 6 72 6 2 

                
( ) , ( )ON ON

OA OM ON

OA OM ON

′= + − = = = + − = =

′ ′ ′
⇒ = = =

2 2 2 2
2 2 8 2 2 6 6 72 6 2

3
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   )            ت

, ,

,

,

' ' ' ' '

AM A M

AN A N

MN M N

A M A N M N

AM AN MN

′ ′= + = = = + = =

′ ′= + = = = + = =

′ ′= + = = = + = =

⇒ = = =

2 2 2 2
2 0 4 2 6 0 36 6

2 2 2 2
2 4 20 2 5 6 12 180 6 5

2 2 2 2
0 4 16 4 0 12 144 12

3

 

kعامل مقياس)    ث       =  .است 3

--------------------------------------------------------------                                   

)  الف-3   
( , ) ( , ) ( ) ( , )

, ( ) ( , ) , ( ) ( , ) , ( ) ( , )

D x y x y D A

D B D C D D

= ⇒ =

= = =

1 1 2
0

3 3 3

2 4 4
1 1 0

3 3 3

  

         

k )ب           =
1

3
 انقباض است        پس 

,)پ           ( )OB OB′= + = = + = + = =
2 4 13 12 2 2 2

2 3 13 1 1 13
3 9 9 3

 

             , ( )OC OC′= + = = = + = + = =
4 16 25 52 2 2 2

4 3 25 5 1 1
3 9 9 3

 

                                                                        
OC OB

OC OB

′ ′
⇒ = =

1

3
 

AB,) ت         BC SABCD= + = = = + = = ⇒ = × =2 2 2 2
0 3 9 3 2 0 4 2 3 2 6 

           , ( )A B B C SA B C D′ ′ ′ ′= + = = = + = ⇒ = × =′ ′ ′ ′
2 2 1 2 22 2 2 2

0 1 1 1 0
3 3 1 3 3

 

                                                        
SA B C D k
SABCD

′ ′ ′ ′⇒ = = = =

2

2 1 23

6 18 9

1
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OB' را چنان بيابيم كه OB'ومثلا) مركزتجانس وصل( مي توان نقاط رابه مبدأ -4    OB=  ) براي الف (2

)       و يا با توجه به ضابطه تجانس  , ) ( , )D x y x y= 2  .مختصات مجانس ها رابيابيم) براي الف (2
--------------------------------------------------------------                                   

A,نقاط نظيرمثلا -5    B وهمچنين پاي پرچم ها را به هم وصل و امتداد داده تا همرا در O) مركز تجانس( 

OB. را مي يابيم) نسبت تجانس(        و سپس نسبت بين اضلاع
k

OA
=.  

--------------------------------------------------------------                                   

'چنان انتخاب X'مثلا نقطه) شكل سمت راست -6    '
' .

OY OX
k k OX k OX

OY OX
= ⇒ = ⇒  .... و =

'چنان انتخاب P'مثلا  نقطه )        شكل سمت چپ '
' .

OQ OP
k k OP k OP

OQ OP
= ⇒ = ⇒  .... و =

--------------------------------------------------------------                                   

 در هريك از مثلثها با اندازه گيري طول يك ضلع و ارتفاع نظير آن نسبت مساحتها نسبت به مثلث  -7   

 .به دست مي آيد) مربع نسبت تجانس (4  اوليه                                                        

 

 

 

 

 

--------------------------------------------------------------                                   

 محيط دوبرابر و مساحت )  الف -8   
 .             چهار برابر است

 در اين شكل انتقال،تجانس)         ب

 .                                                     بازتاب و دوران وجود دارد
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))                                     الف -1    , ) , ( , )
x

x y A B
y

+ − = ⇒ ⇒
0 2

2 4 0 0 4 2 0
4 0

 

 )                                     ب       
( ) ( , ) , ( ) ( , )T A A T B B

mA B

′ ′= = = − =

+
= = = −′ ′ − −

4 2 6 2

2 2 4
2

4 6 2

 

                                                           ( )y x y x− = − − ⇒ = − +2 2 4 2 10 
 

--------------------------------------------------------------                                   

)                )                لفا   -2    , ) , ( , )
x

x y A B
y

+ − = ⇒ ⇒
0 6

2 6 12 0 0 2 6 0
2 0

 

) ها  xمحور) ب           , ) ( , ) ( ) ( , ) , ( ) ( , )R x y x y A R A B R B′ ′= − ⇒ = = − = =0 2 6 0 

                               , ( )m y x y xA B
+

= = = + = − ⇒ = −′ ′ −

0 2 2 1 1 1
2 0 2

6 0 6 3 3 3
 

) ها y محور                 , ) ( , ) " ( ) ( , ) , " ( ) ( , )R x y x y A R A B R B= − ⇒ = = = = −0 2 6 0 

                                                               
( )

mA B

y x y x

−
= =′ ′ − −

− = − ⇒ = +

0 2 1

6 0 3

1 1
2 0 2

3 3

 

 

 

--------------------------------------------------------------                                   

   3-                                    ( , ) , ( , )
x

y x A B
y

= + ⇒ ⇒
0 1

2 3 0 3 1 5
3 5

  الف (

                                                  
( , ) ( , ) ( ) ( , )

( ) ( , )

R x y y x A R A

B R B

′= ⇒ = =

′ = =

3 0

5 1
 ب (

                                                           
( )

mA B

y x y x

− −
= = =′ ′ − −

− = − ⇒ = −

0 1 1 1

3 5 2 2

1 1 3
0 3

2 2 2
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   4-                                                 
( , ) , ( , )

( , ) ( , )

x
y x A B

y

R x y y x

= + ⇒

= − −

0 1

5 0 5 1 6
5 6 

                                                          

( , ) , ( , )

, ( )

A B

mA B

y x y x

′ ′⇒ = − = − −

+
⇒ = = =′ ′ − +

− = + ⇒ = +

5 0 6 1

0 1 1
1

5 6 1

0 1 5 5

 

--------------------------------------------------------------                                   

   5-                                   ( , ) , ( , )
x

x y A B
y

−
− + = ⇒ ⇒ −

0 2

3 6 0 0 6 2 0
6 0

 

      ( , ) ( , ) ( , ) , ( , )R x y y x A B mA B
− − −

′ ′= − ⇒ − − ⇒ = = = −′ ′ +

2 0 2 1
6 0 0 2

0 6 6 3
 الف ( 

                                             ( )y x y x− = − + ⇒ = − −
1 1

0 6 2
3 3

 

        
( ) ( ) ( ) ( )

( )

, , , , ,R x y x y A B mA B

y x y x

+
′ ′= − − ⇒ = − = ⇒ = = =′ ′ −

− = − ⇒ = −

0 6 6
0 6 2 0 3

2 0 2

0 3 2 3 6

 ب (

          
( ) ( ) ( ) ( )

( )

, , , , ,R x y y x A B mA B

y x y x

− −
′ ′= − ⇒ = = ⇒ = = =′ ′ − −

−
− = − ⇒ = − +

2 0 2 1
6 0 0 2

0 6 6 3

1 1
0 6 2

3 3

 پ (

--------------------------------------------------------------                                   

   6-         : :
x x

L x y L x y
y

− − = ⇒ − − = ⇒
− −

0 2 0 4

3 2 6 0 3 2 12 0
1 23 0 6 0

 الف (

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, , ,

'

x x h x x h
T x y x h y k x y

y y k y y k

x h y k x y h k x y

h
h k k h

k

′ ′= + ⇒ = −
′ ′= + + = ⇒ 

′ ′= + ⇒ = −

′ ′ ′ ′ ′− − − − = ⇒ − − + − = ≈ − − =

−
⇒ − + − = − ⇒ − = − ⇒

− −

3 2 6 0 3 2 3 2 6 0 3 2 12 0

2 0 2

3 2 6 12 2 3 6
0 3 6

 ب (
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    راه ديگر با توجه به موازي بودن دوخط آن است كه هر دو نقطه

L,   دلخواه بر  L
1 2

  در نظر گرفته ،

)   بردار انتقال  , )v x x y y= − −2 1 2 1

�

 . خواهد بود
 

 

--------------------------------------------------------------                                   

  محور بازتاب از دو خط مذ بور به يك فاصله است پس -7   

                         x y x y
d d x y x y

+ − + +
= ⇒ = ⇒ + − = + +

+ +

3 3
3 3

1 2
2 2 2 2
1 1 1 1

 

x                                محور بازتاب  y x y x y y x⇒ + − = − − ⇒ − = ⇒ =3 3 0 

--------------------------------------------------------------                                   

   8-      
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

, ,

, ,

x y x h y k x h y k

x y h k h k h k

، h k T x y x y

′ ′→ + + ⇒ − − − − = ⇒

′ ′− − + − = ⇒ − + − = ⇒ − + =

= ⇒ = ⇒ = +

2 5 10 0

2 5 2 5 10 0 2 5 10 10 2 5 20

0 4 4

 الف ( انتقال 

)            كه بردار انتقال  , )v = 0 4

�

 .       است

          
( ) ( )

x y x y
x y x y

− + − −
= ⇒ − + = − + + ⇒

+ − + −

2 5 10 2 5 10
2 5 10 2 5 10

2 22 2
2 5 2 5

ب                             (  بازتاب

x      كه محور بازتاب   y− =2 5  .مي باشد0

° چون دو خط موازيند ، هرنقطه دلخواه بر محور بازتاب نقش مركز دوران و زاويه      
 پ(    است180

,      پس  ( , )x y x y A− = = ⇒ = ⇒ =2 5 0 0 0 α مركز دوران و 00   . زاويه دوران است180=°
--------------------------------------------------------------                                   
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, چون -1    ||AB DC AB DC= درانتقال با بردار انتقالAB داريمBA CDو→ → 

BCADپس در اين انتقال          ، و چون انتقال طول و راستا را حفظ مي كند→
BCADوBCAD پس       =.  

--------------------------------------------------------------                                   

داريم AD چون اين سه پاره خط موازي و مساويند پس در انتقالي با بردار انتقال -2   








→

→

→

EB

FC

DA

 

ينا بنابر      








→

→

→

EFBC

DEAB

DFAC

 و چون انتقا ل طول را حفظ مي كند پس 








=

=

=

EFBC

DEAB

DFAC

  كه نتيجه مي شود

 .ه حالت سه ضلع  همنهشتنددو مثلث ب       

--------------------------------------------------------------                                   

QRرسم مي كنيم در انتقال به اندازه بردار QRبه موازات P از -3    ، PR برLنگاشته مي شود  

ˆوچون انتقال زاويه راحفظ مي كند پسPRبرPRو                              ˆP R=
1 1

 همين ترتيب به 

                             ˆ ˆQ P=
1 3

ˆˆولي  ˆ ˆ ˆ ˆP P P R P Q+ + = ⇒ + + =360 360
1 2 3 1 2 1

.  

 

--------------------------------------------------------------                                   

   داريمAMين در بازتابي با محور بازتاب ابنابر،  است BC عمود منصف AM چون -4   

      A A Bو C→ ABدر اين بازتابپس .→ AC→ 
ACAB  ،در نتيجهمي كند امابازتاب طول را حفظ        = .                                                                                                        

 

-------------------------------------------------------------- 

,    ، PR مانند مسأله قبل در بازتابي با محور -5    ,R R P P S Q→ → →  

ˆ ينابنابر        ˆSPR QPR→  ولي بازتاب زاويه را حفظ مي كند پسˆ ˆSPR QPR=.  

--------------------------------------------------------------                                   
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-------------------------------------------------------------- 

ˆنيمساز-6    ˆSTR PTQ=درمثلث متساوي الساقين نيمسازرأس حكم عمود منصف دارد .رارسم مي كنيم ، 

 در اين بازتاب .ان محور بازتاب در نظر گرفت اين نيمساز را مي تويعني       
S R

P Q

Q P

→


→
 →

 پس 

       QPS PQR∆ → QPSاما بازتاب زاويه و طول را حفظ مي كند پس  ∆ PQR∆ ≅ ∆.  
--------------------------------------------------------------                            

  عمود منصف نقشAEFدر مربع نيمسازاست ونيمسازدرمثلث متساوي الساقين ACقطر )  الف-7   

CCوFEرا محور بازتاب گرفت كه در اين بازتاب AC مي توان پس.             رادارد  →→  

CEپس               CF→ ولي در بازتاب طول حفظ مي شود بنابرين CE CF=.  

--------------------------------------------------------------                                            

ABC,يمساز است و نيمساز در مثلثهاي متساوي الساقين در مربع نACقطر ) ب       AEFنقش 

 .را محور بازتاب گرفتACومنحصر به فرد است پس مي توان  را داشته  عمود منصف          

 در اين بازتاب           
B D

E F

→


→
BE  پس DF→ ازتاب طول را حفظ مي كند ولي بBE DF=.  

--------------------------------------------------------------                                   
   8- , , ,B B A A′ OB, انتخاب كهOرا طوري در دو طرف ′ OB OA OA′ ′=  در دوراني به. =

180 دورانو زاويه O مركز        
داريم �

A A

O O

B B

′→


→
 ′→

 

ˆپس           ˆAOB A OB′ ′→ 

ˆدوران زاويه را حفظ مي كند بنابرين لي و         ˆAOB A OB′ ′=.  

--------------------------------------------------------------                                   
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-------------------------------------------------------------- 

180ه دوران  و زاويO در دوران به مركز محل برخورد دو قطر -9   
داريم �

C A

A C

B D

→


→
 →

. 

ˆ        پس ˆCAD ACD→درنتيجه و دوران زاويه را حفظ مي كند ،  ˆ ˆCAD ACD=.  

DC||طبق عكس قضيه خطوط موازي         AB به همين ترتيب||AD BC. 
 . استمتوازي الاضلاع ABCDچهار ضلعيين ابنابر       

--------------------------------------------------------------                                        

ˆقطع مي كنند و  Oهمرا در AC و BC عمود منصف هاي -10    ˆBOC COA= =120 

      ,BH CH BD CE DH EH′ ′= = ⇒ = 

     � 
ˆ

ˆ ˆ

DH EH
OE OD

OH OH OEH ODH
HOD H OE

H H

′ =
=

′ ′= ⇒ ∆ ≅ ∆ ⇒ 
′= ′= = 90

 

 

 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ'HOH HOD DOH H OE DOH DOE′ ′ ′= ⇒ + = ⇒ + = ⇒ =120 120 120 120 
OEمي دانيم � طبق و(     OD=( 

0ان  و زاويه دورOبنابراين در دوران به مركز     
  .BبهA نگاشت مي شود و E به D ، نقطه 120

 . دوران طول را ثابت نگه مي دارد و زاويه بين خطوط دوران يافته همان زاويه دوران است ازطرفي    

    ˆ ˆ,
D E

AD BE AD BE AFB BFD
A B

→
⇒ → ⇒ = = ⇒ = − =

→
120 180 120 60.  

--------------------------------------------------------------                                        
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-------------------------------------------------------------- 

L چون -1   
1

Lو
2

P متقاطع اند پس در يك نقطه مشتركند و دو صفحه 
1

Pو
2

  هم حداقل در يك نقطه

 .)در يك خط(داراي اشتراكند بنابراين دو صفحه متقاطع اند) همان نقطه (     
--------------------------------------------------------------                                        

AB, اگر-2    CD موازي باشند طبق حالات مشخص كردن دو صفحه مي توان صفحه اي از آنها متقاطع يا 

, اگر چهار نقطه  بالعكس در نظر گرفت و        , ,A B C D در يك صفحه قرار داشته باشندخطوط گذرنده 

AB,  از         CDافرطبق تعريف خط متن (. نمي توانند متنافر باشند( 

--------------------------------------------------------------                                        

   3- L
1

Lو
2

Lقطع مي كنند اگر A همرا در 
3

 . همرسندA بگذرد در اين صورت هر سه در A هم از

L در غير اينصورت اگر        
3

L خط 
1

Lقطع كند لزوما  B را در 
2

A, متمايز از C  را هم در نقطه B 

, از  . قطع مي كند         ,A B C متمايز مي توان صفحه P  پس گذراند ،را , ,A B C هم صفحه اند. 

--------------------------------------------------------------                                        

, از  -4    ,A B C  نقطه هم صفحه نيستند پس4چون . يك صفحه منحصر به فرد مي گذرد Dبيرون  

  . اين صفحه قرار دارد        
)خطوط  جفت          )( )( ), , ,AC BD AD BC AB DC 

 . جفت خطوط ديگر متقاطعندساير متنافرند و        

 

--------------------------------------------------------------                                        

P,فصل مشترك دوصفحه  -5    P1   قطع كند ، A را در نقطه P3 صفحه Lاگر .  مي ناميم L را 2

 .  موازي است P3 با صفحه Lدر غير اينصورت .  مشتركند A       پس هر سه صفحه در نقطه 

P, نمي تواند با فصل مشترك L       در اين حالت  P1  و ) چون هم صفحه اند( متنافر باشد 3

 ) .ف فرض موازي بودن آنهاست را قطع كرده كه خلاP3جون در اينصورت صفحه (       يا متقاطع باشد 

P, نمي تواند با فصل مشترك L       به همين دليل  P2  . متنافر و يا متقاطع باشد 3

 .       پس سه فصل مشترك با هم موازي اند

--------------------------------------------------------------                                        
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-------------------------------------------------------------- 

  ،اگر خط صفحه را قطع كند بنابراين تقاطع خط و صفحه متعلق به هر دو صفحه است )خلفبرهان  -1   

 . يعني دو صفحه داراي نقطه اشتراكند كه خلاف فرض است                   
  در نظر گرفته و از نقطه دلخواه روي صفحه  ديگر به موازات  Pدو خط دلخواه متقاطع در صفحه ) بر عكس      

  بنابراين دو خط متقاطع . مي افتدP'آنها رسم مي كنيم طبق قضيه دو خط اخير كاملا داخل صفحه                

 . طبق تعريف دو صفحه موازيند پس موازي اند′P صفحه با دو خط متقاطع ازPاز صفحه               

--------------------------------------------------------------                                        

  بينهايت صفحه– بينهايت خط -2   
--------------------------------------------------------------                                        

)مي گذرد دو خط متقاطع آن را در نظر گرفته  Pبينهايت خط به موازات  O از -3    ),L L
1 2

 

 . موازي استP كه با صفحه   مشخص مي كنند راQكه صفحه اي مانند         

 نباشد Qبوده و بر روي Pموازي صفحه  L حال اگر خط        

P,را قطع مي كند ولي چون Qصفحه  L بگذرد پس O واز        Q  موازي اند طبق قضيهL  صفحهP 

 . است Pبا صفحه Lرا هم قطع مي كند كه خلاف فرض موازي بودن         

--------------------------------------------------------------                                        

P,اگرصفحه هاي) خلفبرهان  -4    Qبا Rصفحه  نباشند پس موازي باشند و خودشان موازي P  صفحه 
                   Q قطع مي كند و چون  راQ  باRطبق قضيه ، موازي است P بايد R راقطع  كند ، 

P, كه خلاف فرض موازي بودن                       Rاست. 

--------------------------------------------------------------                                        

 ) است′L موازي Lكه( موازي نباشد ′Lموازي باشد و با خط L با خط Pاگرصفحه ) خلفبرهان  -5   

L را قطع مي كند و چون P صفحه ′Lيعني         L′ طبق قضيه L هم صفحه Pرا قطع مي كند ،  

, موازي بودن  كه خلاف فرض        'L Lاست .  

--------------------------------------------------------------                                      
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-------------------------------------------------------------- 

 ، موازي نباشد ′P موازي باشد و با ديگري مثلا ′P وP  با يكي از صفحات موازيLاگر خط)  خلف-6   

Pرا قطع مي كند ولي چون  ′Pپس           P′ طبق قضيه L صفحه Pرا هم قطع مي كند ،  
 . استPو L كه خلاف فرض موازي بودن           

--------------------------------------------------------------                                        

  ممكن است خط با خط سوم متنافر باشد مثل-7   

  را قطع مي كند ولي نسبت به  FB كه GF       خط شامل 

 . متنافر استAE       خط شامل 

 

--------------------------------------------------------------                                        

 . در دو صفحه موازيند ولي موازي نيستند بلكه متنافرندCD وAB خطوط بالا مكعب شكل در -8   

--------------------------------------------------------------                                        

   9-               EF BC⇒عكس قضيه تالس در صفحهAE AF

AB AC
= = ⇒

1

2
 )ABCدر صفحه  (

                   FG CD⇒عكس قضيه تالس در صفحه AF AG

AC AD
= = ⇒

1

2
 )ACDدر صفحه  (

EF,بنابراين دو خط متقاطع           FG از صفحه EFG با  

BC,دو خط متقاطع           CD از صفحهBCDموازيند  . 

 . موازي استBCD با EFGيف صفحه  طبق تعر         پس 

 

 

--------------------------------------------------------------                                        

   10-                                       'S A B SAA B C

S AB SAABC

′ ′     ′ ′ ′ = = = =     
     

2 2 2
1 1

5 25
 

--------------------------------------------------------------                                        
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   ه هاي آن مستطيل اند بنابراين يال هاي كناري جطبق تعريف مكعب مستطيل كه شش وجهي است كه و -1   

   عمود است طبق تعريف بر صفحهBDو BC بر AB پس چون مثلا .بر وجه هاي قاعده عمودند      
      BCD عمود است به همين ترتيب بر صفحه يAMNنيز عمود است . 

ABچون       و  NC و NC خطي از صفحه ي QNRC است، 

 .است QNRC صفحه موازي AB طبق شرط موازي بودن خط و صفحه        

 .هم هست DQRM به همين ترتيب موازي صفحه         

--------------------------------------------------------------                                        

L,.رسم مي كنيم BCبه موازات Pي  درون صفحهAاز -2    L′موازيند و  

       L′برBC عمود است پس L  هم برBC عمود است و  

        BCCA   هم عمود است و مي دانيم′ACبر L موازيند پس ′,

        L بر AC طبق شرط عمود بودن خط و صفحه  پس عمود است  

L,اما   عمود استP برصفحه يL         خط L′ موازيند بنابراين L′هم  

 .عمود استP بر صفحه ي         
--------------------------------------------------------------                                        

   3-                      ˆ ˆ ˆ,

AB AC

KA KA K AB K AC KAB KAC KAB

KB KC

= ∆ ∆
= ⇒ ≅ ⇒ = =

 =

90 

)) شرط عمود بودن خط بر صفحه       ( )ˆ ,KAC KA AC KA AB KA P⇒ = ⇒ ⊥ ⊥ ⇒ ⊥90 

--------------------------------------------------------------                                        

P,صفحات با Lاز محل برخورد   -4    Q) يعني,A B( دو خط ,AD BC  وهمچنين,AM BN را 

P, با هم موازي رسم مي كنيم چون          Qموازيند ، 

P,  بنابراين اين خطوط داخل صفحات         Qهستند . 

        
,

,

L AD AD BC L BC
L P

L AM AM NB L NB

⊥ ⇒ ⊥
⇒ ⊥

⊥ ⇒ ⊥
 

 )ن خط و صفحهطبق شرط عمود بود(        
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    L بر d' رسم مي كنيم چون d را به موازات d'خط A يعني Pبا صفخه ي  Lاز محل برخورد  -5   

,عمود است و         'd dبنابراين  ، موازيند 'd هم  
  خطي متعلق به d' بنابراين  .عمود است Lبر        

 ) عمود استP بر صفحه يLچون(. استPصفحه ي        

 موازي استd'يعني Pخطي از صفحه ي باdپس       

d پس        P) طبق شرط موازي بودن خط و صفحه. ( 

 

--------------------------------------------------------------                                        

O, در صفحه ي شامل -6    Lبري عمود L رسم مي كنيم پاي عمود را Aمي ناميم از اين نقطه دو  

) رسم مي كنيم L عمود متمايز بر        )dd dd بر L  چون′,   بر صفحه يLپس ،  عمود است ′,

ddشامل  P منحصربفرد           . عمود است′,

--------------------------------------------------------------                                        

)رسم مي كنيمL صفحه اي عمود بر  Aاز -7    )Pفحه اي عمود بر  وهمينطور صL′ به نام ( )Q 
P, چون         Q  حد اقل داراي يك نقطه مشترك به نامA هستند بنابراين داراي فصل مشتركي هستند 

P, چون  ( .موجود و منحصربفرد استكه  dبه نام          Q موجود و منحصربفردند ( 

--------------------------------------------------------------                                        

   8- AB  برصفحه يP  عمود است پس بر تمام خطوط صفحه مثلاL هم عمود است( )AB L⊥    

 بودنعمود است بنابراين طبق شرط عمود  BC و هم بر ABهم بر Lبنابراين طبق فرض         

 ABC پس طبق تعريف بر تمام خطوط صفحه .عمود است ABCبر صفحه  L خط و صفحه        

L عمود است يعني         AC⊥ . 

--------------------------------------------------------------                                        
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-------------------------------------------------------------- 

 عمـود اسـت   pوجـود دارد كـه بـر     dحـداقل خطـي ماننـد    ′Pاسـت پـس درون   Pعمـود بـر   ′Pچـون   -1
d P⊥وL P⊥ بنابرين طبق قضيهL dولي  

  است پس طبق شرط موازي بودن′Pدرون صفحهd از طرفي      

L' خط وصفحه       P  . 

--------------------------------------------------------------                                        

Pδ.در نظر مي گيريمPبررا عمود  δ. باشدd اگر فصل مشترك  -2     Q و⊥ P⊥
1

    1 پس طبق مسأله
        δ  موازيQ

1
Q موازي δ  است به  همين ترتيب

2
  موازي فصل δ،  هم هست طبق قضيه 

  dعمود است بنابرين موازي آن يعني  P بر صفحه δاما .  نيز هستdمشترك دو صفحه يعني          

 .عمود است Pهم بر صفحه          

--------------------------------------------------------------                                        

).با هم موازيند R موازيند بنابرين فصل مشتركهاي آنها با صفحه Q وP  چون -3    )d d ′                        

 يعمود است پس طبق شرط عمود بودن دو صفحه خطPبر Rچون          

d پس بر .عمود استPوجود دارد كه بر  R         بر   .عمود است ′

dوdاما             .هم عمود است dبر ينا  بنابر.موازيند) فصل مشتركها (′

 . هم عمود است Q بر Rعمود بودن دو صفحه پس طبق  شرط         

 

--------------------------------------------------------------                                        

  عمود منحصر به فردAاز .  در نظر مي گيريم L روي Aنقطه دلخواه  -4     
         d را بر P از . رسم مي كنيمd و L يك و تنها يك صفحه بنام Q 

  ،عمود است P بر صفحه و Q صفحهمتعلق به d چون  .مي گذرد          

 . عمود است Qبر P پس   عمود بودن دوصفحه طبق شرط         

--------------------------------------------------------------                                        
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-------------------------------------------------------------- 

   5-   AA′ و BB′ بر P′شاملصفحه حالا ند بنابرين با هم موازيند  عمود' , 'AA BB را Qمي ناميم . 

Aينا موازيند بنابر′Pو P چون           B′  .خواهند شدموازي  ABو′
P, با Qفصل مشترك چون اين دو  (          P′پس چهار ضلعي ) اندAB B A′   .مستطيل است ′

Aين ا بنابر           A B B′ ′=.  

-------------------------------------------------------------- 

 موازي است و Pبا صفحهLموازيند چون  ′BB و′AAقبل   مانند مسأله -6  

)  شاملاشتراك صفحه        ),AA BB′  ،است ′LخطPبا  ′

Lطبق  قضيه         L′ . ينابنابرAB B A′  مستطيل است′

AA پس          BB′ ′=.  

 

--------------------------------------------------------------  

,سه نقطه متمايز P روي صفحه -7     ,C B A گرفته و سه عمود بر را در نظرPرسم مي كنيم. 

,و روي اين سه عمود نقاطP در دو طرف          , , , ,C B A C B A′′ ′′ ′′ ′ ′  طوري انتخاب كه فاصله آنها را ′
 .باشد  a عدد ثابت تا پاي عمود         

,   از         ,C B A′ ′ , و از Q صفحه ′ ,A B C′′ ′′  . را مي گذرانيم Rصفحه ′′

BB چون           AA′ AA و ′ BB a′ ′= AAپس . = BB′   .مستطيل است ′

AB پس           A B′ ACهمين طور  و ′ A C′ Pپس طبق شرط موازي بودن دو صفحه ′ Q. 

R          با استدلالي مشابه داريم P مسائل قبل هرنقطه روي وطبقQوR فاصله  بهaاز P قرار دارد . 

 قرار داشتهPاز  aحال اگر نقطه اي خارج اين دو صفحه به فاصله           

 حل قطعرا قطع مي كند مR و Q باشد عمود و يا امتداد عمود صفحه          

 . را دارد كه اين غير ممكن است aهم فاصله Pتا صفحه           

 )ازآن قرار داشته باشندaرف نقطه سوم به فاصلهطدو نقطه در يك  (         
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AAبناميد، ′Bو′A را پاي عمود) 1  -8    BB′ AA  و ′ BB′ ABB  پس =′ A′  متوازي الاضلاع است  ′

ABپس ) مستطيل بهتر بگوئيم (          A B′ Aو ′ B P′ ′∈  
AB موازي بودن خط وصفحهپس طبق شرط          P 

     

AA بناميد ، ′Bو ′Aپاي عمود ) 2        BB′  پس  ′

)شاملدر صفحه            ),AA BB′  ،داريم′

,و به ناميده OراPوABمحل قطع :تذكر (           'A B′دكني وصل( 

 

ˆˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ, ,

B A

O O B A B A A B OAA OBB OA OB

AA BB

 =


′ ′ ′ ′ ′ ′= = = ⇒ = = = ⇒ ∆ ≅ ∆ ⇒ =
 ′ ′=


1 2 90 90
� � 

 . استAB وسط پاره خط O       يعني 

-------------------------------------------------------------- 

Bبا چهار ضلع )  الف -9    C′ D و′ C′  BCوDCو ′
Aعمود مشترك )  ب         D′ A  و است′ D BC′ ′ = =10  

ACو  عمود مشترك استAC)          پ AB BC= + = + = =2 2 2 2
6 10 136 2 34 

-------------------------------------------------------------- 
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