LECTIA 4

Interpolarea functiilor

folosind functiile spline




1. |Definitia functiilor spline

Fie I = [a, b] un interval al axei reale si A o diviziune a acestui interval

Aia=xg<xt1<...<uz, =0

Numim functie spline de ordinul m, m € N relativa la

diviziunea A o functie s : [a,b] — R continua cu proprietatea ca restrictia
ei la oricare din intervalele [z;, z;11], i = 0,n este un polinom de grad cel
mult m.

Observatie. Dupa definitia de mai sus orice polinom de grad cel mult
m este un spline de ordinul m.

Exemplu. Splinul de ordinul intai relativ la diviziunea A este orice
functie continua care are graficul o linie poligonala avand varfurile in
punctele de abscisa z;, i = 0, n. Notiunea de functie spline a fost introdusa
in matematica de J.J. Schoenberg, matematician nascut in Romania la
Galati.

Marele matematician roman Tiberiu Popoviciu, fondatorul scolii de
analiza numerica clujene a utilizat functiile spline inaintea lui I.J. Schoen-

berg sub denumirea de functii segmentar polinomiale.

2. | Interpolarea prin functii spline

de ordinul intai

Fara a restrange din generalitate vom considera in cele ce urmeaza
I=10,1].

a) Punerea problemei
Fie A, : 0 =29 < 21 < ... < x, = 1 o diviziune a intervalului

[0,1] si f o functie definita pe [0,1] pentru care se cunosc valorile in
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punctele x;, f(z;). Se cere sa se gaseasca o functie spline de ordinul intai
care interpoleaza functia f in punctele z;. Vom nota aceasta functie prin
Este ugor de aratat (cum?) ca exista o functie unica sa(f) care inter-

poleaza functia f in punctele z; adica

(1) SAn(f)(xz) = f(xz)> 1=0,n.

3. | Expresia lui sa (f)

Folosind ideea de la expresia polinomului de interpolare al lui La-

grange vom cauta sa(f) sub forma:

(2) sa, (f)(x) = Z Li(x) f (:)

unde [; sunt functii spline de ordinul intai care verifica conditiile

(3) li(z) = dik

Este clar ca, daca [; verifica conditiile (3) atunci sa(f) dat de (2)

interpoleaza functia f in punctele x;, i = 0, n.

Sa observam ca

1 — &

lo(l’) = T

07 T e (x17xn]

, T € [07371]



X1 Lm

0, x € [0, 25-1]
lo(z) = T — T, 1

, X S (xn—laxn]a
LTp — Tp—1

iar pentru 1 <k <n—1 avem

(

0, x € [0, 251)
T — Tp_
#, T € [Tp_1, Ty
T — Tk—1

lk(x) B Tky1 — X
—————, T € (Tp, Tpy1)
Tr+1 — Tk
07 YRS (xk+17 xn]

\



Tp—1 Tk Tkl Tn

4. | Restul in formula de interpolare prin

functii spline de ordinul intai

Sa notam prin R, (f) functionala liniara rest definita prin:

Ro(f) = f = sa.(f).

Ne intereseaza o evaluare pentru R,(f)(z), x € [0,1]. Daca = €
{xi}izo atunci Ry, (f)(z;) = 0.

Fie z € [0, 1]\ {@ };,—55- In aceste conditjii existii i € {0,1,...,n— 1}
astfel incat sa avem:

x € (T, Tiy).

Cum pe intervalul [z;, z;41], sa,(f) este un polinom de gradul intai
care interpoleaza functia f in punctele x;, rezulta ca sa, (f) coincide pe

acest interval cu Li(f;x;, z;41). Din aceasta observatie avem:

(4) By (f) (@) = fx) = La(f; i, i) ().

Tinand seama de forma restului in interpolarea Lagrange, obtinem:

() Ry (f)(x) = (x = i) (& — i) 23, Tigr, @3 1.
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Din (5) rezulta

(ig1 — )
(6) 1B (f)(@)] < @i, 2o, 2 .
Din (6) rezulta rezultatul cuprins in urmatoarea teorema.

Teorema. Fie f € C?[0,1] si [|A,|| norma diviziunii A,,. Atunci

1A

(7) 1f = sa (O < ==l

Relatia (7) se obtine din (6) folosind formula de medie pentru
diferente divizate.

Corolar. Fie (Ay,)nen un sir de diviziuni al intervalului [0, 1]. Daca
nh—>I£lo ALl = 0 atunci, pentru orice f € C?[0,1] avem:

(8) lim sa, (f) = £,

n—oo

convergenta avand loc uniform.
Demonstratia acestei afirmatii rezulta direct din (8).
Observatie. Egalitatea (8) are loc, de fapt, pentru orice functie con-

tinua f.

5. | Proprietati extremale ale functiilor

spline de ordinul intai

Fie Va, (f) multimea tuturor functiilor ¢, continue pe [0, 1], a caror
restrictii la intervalul [x;,z;41], ¢ = 0,n — 1 sunt functiile cu derivate
continue pe aceste intervale si care interpoleaza functia f in punctele x;,

i = 0,n. Cu alte cuvinte

(9) Va,(f)
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={g€C[0,1]| ¢’ € Clzj,;11], i =0,n—1, g(z;) = f(z;), i =0,n}.

Vom considera de asemenea multimea

(10) .

={heCl0,1]| W € Clz;,z441], i=0,n—1, h(z;) =0, i =0,n}.
Fie
Lo
11 = inf ! dz.
(11) mn veliln(f)/o v (z)de

Proprietatea extremala a functiilor spline de ordinul intai este expri-
mata in urmatoarea:

Teorema. FErista o unica functie v € Va, (f) cu proprietatea ca

(12) m = /0 P (@)de

(13) vi(x) = sa,(f)(@).

Demonstratia acestei teoreme presupune urmatorii pasi:
1) Caracterizam functiile v; care verifica egalitatea (12).
2) Aratam unicitatea functiei v;.

3) Aratam ca sa, (f) verifica conditiile de la punctul 1).

Daca ezista o functie v € Va, (f) care verifica egalitatea

(12) atunci, pentru orice h € VX — avem:

(14) /0 vy ()W (z)dx =0

si reciproc: dacd vy este o functie care verifica (14) pentru orice h € VY

atunci vy satisface conditia (12).



Demonstratie. Fie v; € VA, (f) o functie care satisface egalitatea
(12) i h € WX .
Pentru orice A € R avem v, + Ah € Va, (f). Deoarece v; satisface

conditia (12) obtinem inegalitatea:

(15) /Ol(vi(:v) + AW (2))2dw > /01 v?(z)dr, ¥V )\ € R.

Inegalitatea (15) arataca functia

1
F(\) = / (V) (z) + AW (z))*dx
0
are un minim pentru A = 0. Din teorema lui Fermat obtinem
F'(0) = 0.

Ultima inegalitate este echivalenta cu (14).
S& presupunem ci v; satisface (14) pentru orice h € VY . Vom de-

monstra urmatoarea egalitate:

(16) /0 (@) — o' (@) P = /0 P (@) — /0 P (@)

In adevar avem succesiv:

(17) A[m@»—v@me=A<v@w—m@»@%w—v«wa

=Aumwm—wmm—éﬂmwm—wmm.

Deoarece v, v, € Va, (f) rezulta ca functia
(18) h=v—uv €V},

Din (14) si (18) rezulta ca

(19) Azuwwm»—wummzo



Din (17) si (19) obtinem:
(20) /0 [v] — ' (z)]?dx = /0 v (z)dx — /0 V' (x)v](z)dx
Dar
@) [ e = [ 166 = @) + i@
_ /0 (W — v ()0 () da + /0 o2(2)da.
Facand din nou apel la (19), din (21) obtinem

(22) /0 1vf(x)u;(x)dx - /0 1 V2 (2)dz.

Din relatiile (22) si (20) rezulta egalitatea (16).
Deoarece

/0 [, (2) — o/ (2)Pdz > 0,

1 1
/ v?(z)dr > / V2 (x)da.
0 0

Ultima egalitate fiind adevarata pentru orice functie v € Va, (f) re-

din (16) obtinem

zulta ca vy realizeaza egalitatea (12) si lema este complet demonstrata.

Exista cel mult un element vy € Va, (f) pentru care egali-

tatea (12) este adevarata.

Demonstratie. Fie v, vs € Vo, (f) cu proprietatea ca
1 1
m = / vi(x)dr = / Vi (z)dz.
0 0
In aceste conditii din (16) obtinem:

/ () — @)z = 0
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sau
n—1 Tit1
(23) > [ k) - s@Pd—o.
Din (23) rezulta ca pentru orice ¢ = 0,n — 1 avem:

(21) [ b — o

Functia v] — v} fiind o functie continua pe [x;, x;11] exista numerele

¢, 1 =0,n — 1 astfel ca:
(25) vi(x) —ve(x) =¢, Yo € [z, xi1], i=0,n— 1.

Daca in (25) luam = = z; rezulta

adica vy = vy.
Pentru a incheia demonstratia teoremei vom arata ca sa, (f) verifica
egalitatea (14) pentru orice h € VR .

Avem

-1

@) [ spenr@d =3 [ @ e

=0
Cum
sa, () (@) = Li(fi2i, 2i0) (), ¥V 2 € [24, 2444]
obtinem
(27) sa, (@) = [, 2405 fl, YV @ €[5, 2i41].

Din (27) si (26) rezulta:

[y

n—

[ D@ s = 3 lar s fihasen) = hia).

i

I
o
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Corolar.

[y

n—

1
inf(f)/0 V3(x)dr =Y (zip1 — ) ([25, 2015 £])%

vEVA,

Il
o

i

Demonstratie. Din teorema avem:

1 1
inf )/ U’z(x)dx:/ sk (f)dz.
0 0

VEVA, (f

Pe de alta parte avem:

1 n—1 Tit+1
/0 sk (f)dx = ;/x sk, (f)dz
n—1
= Z(xiﬂ — z;)([ws, xiz1; 1)
i=0

Cu aceasta afirmatia este probata.

6. | Interpolare Hermite prin functii

spline cubice

Punerea problemei
Fie f € C'[0,1]. S& presupunem ci, cunoagtem valorile functiei f si

a functiei f’ in punctele diviziunii
An1021’0<l'1<...<l‘n:1.

Vrem sa gasim o functie spline cubica (spline de ordinul al treilea) de
netezime maxima care sa interpoleze functia f si derivata f’ in punctele
diviziunii A,,.

Sa notam prin S, (f) un astfel de spline cubic. Sa,(f) pe fiecare

din intervalele [z;, x;11], i« = 0,n — 1 este un polinom de grad cel mult
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trei. Deducem de aici ca numarul coeficientilor din Sa,, (f) este 4n. Daca
impunem conditia de continuitate a functiei Sa, (f) obtinem n—1 conditii
iar din conditiile de interpolare obtinem inca 2n + 2 conditii. Mai avem
la dispozitie inca n — 1 conditii. Aceste n — 1 conditii pot fi impuse ca
Sa, (f) sa fie de clasa C[0,1].

7. | Existenta si constructia splinului cubic

de interpolare

Teorema. Fxista un unic spline cubic de interpolare Hermite
Sa.(f) € C'[0.1].

Demonstratie. Vom cauta splinul cubic de interpolare Hermite sub

forma:

(28) Sa.(£) = L@ @)+ 3 hl@)f (@)

unde /; gi h; sunt splinuri cubice de clasa C'[0, 1] care verifica ecuatiile
li(vg) = 0ik
l(xg) =0, i, k=0,n

(29)

(30)
hi(k) = i
Sa determinam [y. Conditiile impuse asupra lui [y sunt

0) =1

0
0

~—

lof
(31) l (l’k 0, k= l,n
[ (l’k 0, [

~—

o =0,n
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Din (31) rezulta ca [y este functia nula pe intervalul [z, x,,]. Ordonand

lo dupa puterile lui x — z; obtinem

(32) lo(z) = a(z — 1) + B(x — 21)?
Din conditiile
,(0) =0
obtinem
1
—QXq + ﬁ =3
(33) 1
3axr; — 28 =0
Din (32) si (33) obtinem
2 3
— (2 — x1)? + —(r—21)%, z€0,7]
lo(z) = 1 L1
0, T € |21, Ty)

Sa determinam [,,. Conditiile impuse asupra lui [,, sunt

(
(34) (i) =0, k=0,n—1
(

Din (34) rezulta ca [,(z) = 0, pentru x € [0,x,-1]. Pe intervalul

[€,_1,1] il cAutam pe [,, sub forma
L(7) = alx — 2p1)* + bz — 7, 1)?

Din conditiile (34) obtinem

0, T € [O,l’n_l]

W@ =3 20 —2,.)° 3z —z4)’
(1—=2,-1)3 (1= 2,0)?’

T € [xy_1,1]
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Fie k € N, 1 < k < n — 1. Splinul /; este functia nula pe multimea

[0, 25—1]) U [T41, ). Fie l, pe intervalul [z5_1, 2x] de forma:
I(2) = a1(z — 23_1)> + b1 (2 — 23-1)%

Din conditiile

l;ﬁ(l’k) =0
obtinem
2
aq =
! (w0, — Tp—1)3
b = 3

(xk - $k—1)2

Pe intervalul [z, 251 1] sd-1 cautam pe [}, de forma

In(2) = ax(z — 2p41)> + ba(z — 2p41)%

Din conditiile

obtinem
2
g = ———
’ (T — Tpgr)?
3
by =

(ifk - il?k+1)2

Am obtinut pentru [, 1 < k < n — 1 expresia:

( 0, x € [0, 51| U [Tp_1, Ty
2(z — $k—1)3 3(x — wp— 1)2
lk(ﬁ) = (Ik _ xk_1)3 + ( Th — Tp_ 1)27 [xk_l,xk)
2(z — $k+1)3 3(w — $k+1)2
- , T EXE,T
\ (fk - $k+1)3 (fk - $k+1)2 F k+1)
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Folosind aceeasi metoda (tema) obtinem:

2
M7 z € [0,21]
ho(l’) = 7
0, T e (xlaxn]
0, x € [O,.I‘n_l]
ha(®) = (@ = 1)(z — 21)?
n—1
_1,1
TEr (-1 1]
Pentru k e N, 1 <k <n—1 avem
(0, 2 €10, 25-1] U [2hr1, ]

(r — 2p_1)*(x — 2p)

. T € (Tpo1, Tk

hk’(x) = ([L’k — {L'k_l)z
x— Tpa) (T — @
R e

8. | Proprietatea extremala a functiilor

spline cubice de interpolare Hermite

Fie
Wa, (f) ={9€C'0,1] | g € C®[x, m111], glxi) = f(xs),

gl(xi) = f/(xi)v i = O,TL}

si

Wgn = {g € 01[07 1] | g € 02[1'2'71'2'4-1]7 g(xl) = gl(xz) = 07 1= Ovn}

Proprietatea extremala verificata de functiile spline cubice de inter-

polare Hermite este cuprinsa in urmatoarea
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Teorema. Are loc egalitatea:

(35) /O(S"n(f)(x))zdx: inf )/0 V"2 (z)dx

veWa,, (f

st Sa, (f) este unicul element care verifica egalitatea (35).
Demonstratie. Demonstratia acestei teoreme urmeaza aceiasi pasi

cu cea de la functia spline de ordinul intai.

Daca vy € Wa, (f) si verifica egalitatea:
1 1

(36) inf )/ V" (z)dx = / V2 (z)dx
0 0

vEWA,, (f

atunci pentru orice h € WR — avem:

(37) /O B ()0 () dz = 0

s1 reciproc, dacd vy verifica egalitatea (37) pentru orice h € Wa, atunci
vy verifica egalitatea (36).

Demonstratie. Pentru orice A € R, orice h € Wgn avem v; + A\h €
Wa, (f). De aici obtinem:

/Ol(vi'(:l?) + A (2))2dx > /01 V) (x)*dz.

Ultima egalitate arata ca functia F': R — R, definita prin

F(z) = /0 (V! (x) + AR (2))*dx

are un minim pentru A = 0. Rezulta ca F’(0) = 0 sau

/01 vy (z)h" (z)dz = 0.

Sa presupunem ca (37) are loc. Avem succesiv
1
(33) | = v = v
0
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1 1 1
:/ U/,2(l’)dl’—/ v"(x)vf(:v)dz—/ vy " = vf]dx
0 0 0
1 1
:/ U//z(l’)dl’—/ V" ()] (z)dx.
0 0

Pe de alta parte avem

(39) /0 1 V" ()" (z)dx = /0 1 V(@) " () — o (x)]da + /O 1u1'2(x)dx

1
= / V" (z)dw.
0
Din (39) si (38) obtinem egalitatea:

(40) /0 1[1/’(3:) — ! (2)]de = /O 1 V"(z)dz — /0 1 V2 (z)d

Din (40) obtinem ca (37) implica (36). Cu aceasta lema este demon-

strata.

Ezista cel mult o functie pentru care egalitatea (36) este

adevarata.

Demonstratie. Fie v, vs € Wa, (f) astfel incat sa avem:

1 1 1
(41) inf )/ v”2(:c)dx:/ v{’z(x)d:c:/ V2 (z)dx
0 0 0

veWa,, (f

Daca in (40) luam v = vy, din (41) obtinem

(12 > [ ) - et =0

Din (42) obtinem

Tit1
/ [vy(x) —v)(z)]?der =0, i=0,n— 1.



Functia v§ — o} fiind continua pe fiecare din intervalele [z;, z;41], din

ultima egalitate obtinem
(43) UQ(LU) — U1 (LU) = ;T + ﬁi, Ve [IZ‘, ZL’Z'_|_1].
Din egalitatile va(x;) —vi(x;) = vh(x;) —v)(x;) = 0si din (43) obtinem

iz + 3 =0
(44) o a=3=0, i=0n_1
o = 0
Din (44) si (43) obtinem

Vg = Vg.

Cu aceasta lema este demonstrata.
S& ardtdm acum cd, Sa, (f) verificd (37) pentru orice h € WY .

Fie h € W} . Avem succesiv

@) [ S - Z [ s

= > SEL (K Z / S (s
=0
n—1 Tit1

Z /// h/( )d

=0

Restrictia functiei Sa, f) la intervalul [z;, z;41], @ = 0,n — 1 fiind
un polinom de grad cel mult 3, avem S} (f)(z) = ¢;, i = 0,n—1. Cu

aceasta observatie egalitatea (45) se scrie:

[asry

n—

| St (@ @)z = = 3 ahtrin) = b)) = o

i

Il
o

Cu aceasta teorema este demonstrata.
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9. | Functii spline cubice naturale

Fie s : [a,b] — R o functie spline cubica de clasa C?[a, b] si fie
A,a=20< 21 <To<...<x,=20

o diviziune a intervalului [a,b]. Daca f este o functie a carei valori se
cunosc in punctele z;, i = 0,n se cere sa se gaseasca o functie spline
cubicd s € C?[a, b] care interpoleaza functia f in punctele z;.

Numaérul de conditii care rezultd din faptul c& s € C?[a, b] este 3n —
3 iar numarul conditiilor rezultate din interpolarea functiei este n + 1.
Numarul total al coeficientilor polinoamelor de gradul al treilea, care
intra in componenta lui s este 4n. Numarul total de conditii fiind 4n — 2,
se constata ca mai avem nevoie de doua conditii suplimentare impuse

asupra functiei s. Daca aceste conditii sunt:

(46) s"(xg) = 8" (x,) = 0,

functia spline cubica care interpoleaza functia f in punctele x;, ¢ = 0, n,
se numeste functie spline cubica naturala.

Are loc urmatoarea

Teorema. Frista o singurad functie spline cubicd naturald care inter-
poleazd functia f in punctele z;, i = 0, n.

Demonstratie. Vom da o demonstratie constructiva a acestei teo-
reme.

Sa notam prin

Mj = S//(LIZ']').

Pentru x € [z}, z,41] putem scrie

(w11 — )M + (v — 25) M1

Lj+1 = Lj

(47) s"(z) =
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Din (47) si din conditiile de interpolare obtinem

(zj41 — ) M + (x — ;) M4

6(xj41 — ;)

(48) s(x) =

(Tj41 — ) f(2y) + (@ —25) f(211)

+

1 S
—5 @i = )l(@jm = 2)Mj + (2 = 25)Mjn], j=0n-1.
Formulele (48) asigura continuitatea lui s si a functiei s” daca s’ este

continua. Din conditia de continuitate a derivatei functiei s’ obtinem

sistemul
(49) wijLwMjH_‘_%_T%MHZ
f(l"j+2) - f(il?j+1) f(il?j+1) - f(ifj)

= — , J=12...,n—2
Tj+2 = Tj+1 Tj+1 — L5

Daca la ecuatiile (49) mai adaugam conditiile My = M,, = 0 obtinem

un sistem de ecuatii liniare care are solutie unica.

Probleme propuse

1. Fie sa(f) splinul de ordinul intai care interpoleaza functia f in

punctele diviziunii A : 0 =x9 < 21 < ... <z, = 1. Sa se arate ca:

n
Tl — T
salf) = 3 Iy it — ol (o)
k=0
unde [zg_1, Tg, Try1; [t — )¢ reprezinta faptul ca diferenta divizata

actioneaza asupra variabilei ¢.

2. Daca ey(x) = z, pentru orice = € [a, b], sa se calculeze Sa(ey).
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.FieA:O=zo<o1 <... <2, = 1.

Sa se arate cd daca f € C'0,1] si f"? este o functie concavi pe

[0, 1], atunci are loc inegalitatea

n—1
f? (é) = . (i1 = xi) ([25, 2ig1; £])%

=0

. Sa se calculeze

(saosao...osr)(f), feC[0,1].

m—ori
. Sa se calculeze sa(f), daca f = |z —al, a € R.

. Dacd f € C*)0,1], sa se stabileasca o evaluare a restului in inter-

polarea Hermite prin functii spline cubice.

. Fie f € C?[0,1]. Sa se arate ca dacd f'(0) = f/(1) = 0 atunci

! 1
/ " (x)dz > 167 (—) .
0 2

. Fie s splinul natural cubic de interpolare i fie

Wi(f) ={g € C'0,1] | g € C*[zs, x;11], i =0,n— 1,

g(z;) = fx;), i =1,n—1}.

Sa se arate ca

1 1
inf "2(x)dx :/ s (z)dx.
g%mlg<> )
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