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Definici6: erd6 (forest) = liget = kormentes graf ,

fa (tree) = kormentes ES dsszefiiggs graf. O
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Alapvet6 allitasok:

i)  Erdd komponensei fik.

ii)  Fak és erddk mindig egyszert grafok. O

iii) G osszefiiggd <=  Vz,y € V legaldbb egy it x és y kozott,

iv) G kormentes <= Vz,y € V legfeljebb egy 1t z és y kozott,

v) Gfa <= Vz,y €V pontosan egy it = és y kozott,

vi) <= minimdlis Osszefiiggd graf (barmely élét elhagyva szétesik),

vii) <= maximalis kdrmentes graf  (barmely élt behizva kor lesz). O

Hasonlit a vektorterekhez => Matroidok .



Fokszamok és élek szdma
Allitasok:
i) VeV §(x)>2 = G -ben van kor,
ii) G kormentes = |E|<|V|]-1,
iii) G osszefiiggo = |E|>|V|]-1,
iv) G fa = | |E|=|V]-1

Y

v)  DE egyik sem fordithaté meg:

Tétel: Tetszoleges G grifra az aldbbi 3 tulajdonsdg
> egqyik sem vonja maga utdn semelyik mdsikat, de
>> barmely kettobol kévetkezik a harmadik:

a) G dsszefiiggo,

b) G kormentes,

c) |E|=|V]-1. 0

Kovetkezmény: A paraffinok  C,, Hopio  nyilt szénldnciak.

Bizonyitds: |V|=n+2n+2=3n+2 és |E|=1(4-n+1-2n+2))=3n+1. O
Hazi feladat: a) alkoholok: C, Ho,i1 O H | b) Cs HigCy 7
Hazi feladat: G = (V) E) tetszoleges gréf, n cstcs, k komponens és e él van, akkor
o) |E|>n—k,
a) G -ben legalédbb e—n+k  kor van,
b) G erd6 <«— e—n+k=0 azaz |E|=n—k. O



Fak Osszeszamlalasa

Fontos ES nehéz probléma, nem csak kémikusoknak, maig megoldatlan.

Szamozott (cimkézett) csicsu fak

Definicié: minden csicsnak egyedi cimkéje (sorszéma) van. [

Példaul:
3 4 3 4
2 2 1
Tétel (Cayley, 1889):  Tetszbleges n € N esetén n""2  pdronként nem izomorf, szdmozott csiicsi fa grdaf van n csiicson.

Bizonyitas (Priifer kéd, 1918):  V ={1,...n}, G fa.

Torolgiik a legkisebb sorszamn elséfoki csicsot a hozza csatlakozo éllel egyiitt
ES frjuk le szomszédjanak sorszamét,

ES ismételjiik amig el nem fogy,

=> a legutoljara leirt szdém mindig n => felesleges,

=> n —2 hosszi sorozat 1,...,n szdmokbdl,

ES dekédolhats. [



Példa [17.23]:

torol:

leir:

kéd:

torol:

leir:

kéd:
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Példa:

DEKODOLAS (6293363)

legutolsé elem mindign =9 => (62933639 )

Csak a torolt csucsok szomszédait 1atjuk, a torolt csticsokat nem.

ez 7 hosszu sorozat:

n—2=7= n=9,

A torolt csics = "legkisebb sorszamu (els6foku)", => "legkisebb sorszam, amit nem latunk".
kéd |6 (29|33 |6[3]9 kéd 6/2/913[3[6[3/|9
torolt => | torolt 1
él él | {1,6}
kéd x[2]9(33[6/3]9 kéd X 2191336 9
torolt 1 =>| torolt 1 4
él | {1,6} él | {1,6} | {2,4}
kéd X x[9(313[6/3]9 kéd X X 913(3]6[3]9
torolt 1 4 => | torolt 1 4 2
él | {1,6} | {2,4} el | {1,6} {24} | {29}
kéd X X x|3|3/6[3]9 kéd X X X 313(6(31]9
torolt 1 4 2 => | torolt 1 4 2 5
& [ {16} | (2.4} | (2.9} &l [ {16} | 2.4} | (2,9} | (3,5}
kéd X X X x|[3]6[3]9 kéd X X X X 316319
torolt 1 4 2 ) => | torolt 1 4 2 ) 7
&l | {1,6} | {2.4} | {2,9} | {3.5} &L | 1,6} | {2.4) | {2.9 | (3.5} | 3.7}
kéd X X X X x[63]9 kéd X X X X X 6139
torolt 1 4 2 5 7 => | torolt 1 4 2 5 7 8
el | {1,6} {24} {29} {35} | {37} él | {1,6} | {2,4} | {2,9} | {3,5} | {3,7} | {6,8}
kéd X X X X X x|3]9 kéd X X X X X X 319
torolt 1 4 2 5 7 8 =>| torolt 1 4 2 5 7 8 6
& [ {1,6} | {247 | {2,9] | 3,5} | 3.7} | (6.5} & [ {16} | {2.4) | {2.9) | {3.5] | (3.7} | 16,8} | {3.6}
kéd X X X X X X x|9 kéd X X X X X b X 9
torolt 1 4 2 5 7 8 6 torolt 1 4 2 5 7 8 6 3
él | {1,6} | {2,4} | {2,9} [ {3,5} | {3,7} | {6,8} | {3,6} él | {1,6} | {24} | {2,9} [ {3,5} | {3,7} | {6,8} | {3,6} | {3,9}
=> éllista: | {1,6} | {2,4} | {2,9} [ {3,5} | {3,7} | {6,8} | {3,6} | {3,9} | Hazi feladat: ellenérizni!




Tétel (Cayley, 1889, ism): Tetszbleges n € N esetén n"2  pdronként nem izomorf, szdmozott csicsi fa graf van n csicson.
Tétel* (Cayley): Az olyan n csicsi fa grafok szama, amely csicsainak fokszdmai 0y ..., 9, :

n—2
oh—1, ..., 60,—1

Paraffin molekulak: C), H, 2>, Cayley 1857 és 59 kozott, mdig megoldatlan, nehéz és fontos probléma.

polinomidlis egytitthaté. [

Szamozatlan csicsu fak

Kozonséges grafok, kozonséges izomorfizmussal => a legnehezebb, mdig megoldatlan.

éte .Otter, t(n)~c-a"-n- -4 ahol c¢=0. , a2 .
Tétel* (R.O 1948 " 5/2 e hol 0.5349 2.9558 . U
n



GyoOkereztetés




Bindris (dontési) fak
Definicié: Ha a T fat tudjuk gy gyokereztetni, hogy minden csicsnak legfeljebb két leszdrmazottja van, akkor T binaris fa.

Ekvivalens: T minden fokszdama legfeljebb hdrom, a gyokér fokszama legfeljebb ketts. [

Definicié: Két bindris fa szigorian izomorfak (strictly isomorphic), ha lényeges, hogy a csicsok leszarmazottait

jobbra wvagy balra rajzoljuk a papirra. [

Példaul: paronként szigorian nem izomorf bindris fak:

7 { N\

Tétel (Cayley):  w, := pdronként szigorian nem izomorf bindris fa grdfok szama n csicson:

UO::1, u1::1

és
n—2 n—1
Up = 2 Up—q + Z Ui Up—1—5 = Z Ui Up—1—4
i=1 =0
Bizonyitas: gyokér, valamennyi balra, és a tobbi jobbra. O

= Catalan szdmok !"!



Rendezések és fak

Allitas:  Ha egy bindris fa magassiga h, leveleinek szama 0, akkor ¢ < 2" . Bizonyitds: Indukciéval h -ra. O

Meglepoen egyszerii:

Alaptétel:  Tetszoleges sorbarendezé algoritmus n adat esetén (a legrosszabb input esetében) legaldbb

Q (n - log(n))
ideig fut. (Megj: € régen O volt.)
Bizonyitas: A program eldgazdsai és allapotai = csticsok, futdsa = élek, futds hossza = magassag.

n! féle lehetséges input van => ennyi levél (végéllapot), =>

nl <<t / log

n"\/2mn

en

log,(n!) = log, ( ) =0 (n-log(n)) <h.
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Rendezés binaris fan

Algoritmus adatok sorbarendezésére :

Az adatok egy gyvkereztetett G = (V, E) fa csicsain,
a grafot az adatok beolvasdsdval egyiitt novesztjiik:
7 Minden v csics alatti

baloldali részfa minden adata megeldzi a v csics adatdt,

2

jobboldali részfa minden adata v csicson adata utdn kévetkezik.

Példa:




