MATEMATIK A-NIVEAU

Differentialligninger af 1. orden

Beviser
Bevis af panserformien
y' =ay S y=c-e®™
b
y' =b—-ay e y=E+c-e‘“x
y'+ ay = h(x) o y=e . f h(x) - e*™ dx
y +alx)-y=b(x) & y =e A . f eA™ . p(x) dx
m
y=ay (m-y) & y=

1+c-e-amx
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MATEMATIK A NIVEAU

Differentialligninger

I dette kapitel bevises differentialligningerne af typerne:

y' =ay
y'=b—ay
y' +ay = h(x)

y' +a(x)-y=>bx)
y=ay-(m-y)

Disse differenialligninger bevises via forskellige metoder, herunder
separation af de variable og ved hjzelp af panserformlen. Alle ligningerne
er differentialligninger af fgrste orden.

For anvendelse af dokumentet, anbefales det, at man prgver at Igse
opgaven fgrst, inden man anvender Igsningerne.

Anders Jgrgensen & Mark Kddafi
2016
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Differentialligninger
Bevis af panserformlen.

Differentialligningen
y' +ax)-y=>bx)

Som har den fuldsteendige Igsning. (Panserformlen)

y =e 4. f b(x) - e4® dx + ¢ - =A%)

Bevis

Da e4(®) indgar i Igsningsformlen, anvendes den i differentialligningen.
Det ses nu, at venstre led
Faktisk er produktreglen. Dette omskrives.

eA(x) . y’ + eA(x) . a(x) . y e (eA(x) . y),

Fordi differentieres dette fas venstresiden. Hermed integreres der pa begge sider.
ed® .y = f e4™) . p(x)dx + ¢

Men da differentialregning og integralregning er hinandens modsatning, har man

et .y = f e4™ . p(x)dx +c

Sa isoleres y ved division af e4®)_ Alts3 er

e® .y [ . b(x)dx ¢
eAx) - eAlx) eAlx)

Man reducerer og anvender reglen kin =k
y = feA(") - b(x)dx - e™A® 4 ¢ . g4

Som er panserformlen.

Q.E.D.
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Differentialligninger
Differentialligningen fra saetning 1

I

y =ay
Har den fulde Igsning som er
y=c-e%¥

¢ =q, x = x,saharman faktisk

Hvis man kigger godt efter, kan manse,aty = f(x), c¢=b, e
f(x)=b-a*

Som er en eksponentiel model.

Bevis

. . . d
Beviset udfgres ved separation af de variable. Bemaerk, at y' = d—i. Det er det samme.

dy_

ax =

Vi separere saledes at y er pa venstre side og x er pa hgjre side.

Y gy = ay-dx o dy = ay - d
o dx =ay-dx y =ay-dx

Sa skal man have y pa venstre side.
dy:ay-dx@l-dy=ay-1-dx@1~dy=a~dx
y y y
Sa kan man integrere pa begge sider.
1 1
f;dy=fadx@f;dy:ax+c=>ln|y|+c=ax+c

Da c pa venstre side og ¢ pa hgjre side er et tal, kan man blot rykke c fra venstre over til hgjre.
Inly| =ax+c
Sa skal man isolere for y
elnlyl — gax+c
Anvend potensregneregel.
ly| =e* -e¢ & |y| =c-e®, toudfald:
y <0, y=—c-e ¥, y>0, y=c-e*

Q.E.D.
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Differentialligningen fra saetning 2

Som har den fuldstaendige Igsning.

Sa har man separeret y’erne og x'erne. Sa skal man anvende integrale.

1
=1
fb—aydy f ax

Sa integreres hgjresiden fgrst. Nar det er gjort, anvendes substitution ved integration for venstresiden.

1
fb_aydy—x+c

Her er t = b — ay, den differentieres dt = —a - dy © %dt = dy sd indsaettes den tilbage i integralet.

1 -1
f—-—dt=x+c
t a

-1 . .
Da —eren konstant, kan den saettes udenfor integralet. Sa har man

-1 1 -1
R Zdt=x+c@7-ln|t|+c=x+c<:>ln|t|=—a-(x+c)(:>ln|t|=—ax+c

o . -1 N
Igen valgte man at szette c fra venstre over pa hgjre side, pga. c blot er et tal. — blev ganget over pa hgjre

side. Nu indseettes t i In |t| og der isoleres for y.

In|b — ayl = —ax + ¢ & elnlb-ay| — g—ax+c o |b — ayl = o AX+C o |b — ayl = e X . ¢ o
|[b—ay|=c-e %

Sa isoleres der for y.
— b
|b—ay|=c-e ™ o |-ay|=—b+c-e ™™ & |y| =—a+c-e‘ax=> [v] =a+c-e“”

Dvs. her er |y|, sa to udfald. Nemligndry > 0ogy < 0.

b b
y>0, y=a+c-e“”, y<o0, y=_a_c.e—ax

Q.E.D.
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Differentialligningen fra saetning 2 med panserformlen.

y'=b-ay
Som har den fuldstaendige Igsning.

y=—+tc-e

—ax

Bevis
Forst omskrives differentialligningen

y'=b—ayoy +ay=>b

Sa har man panserformlen
y = e~A® . f b(x) - eA® dx + ¢ - e~A®

Her er a(x) = a samt A(x) = ax, b(x) = b altsa er man klar. Man ganger forst med e4®), som er e®*
e .y ' +e™™.qay=e¥.b

Her indsaetter man sa sine oplysninger i panserformlen.
y=e_ax-fb-eaxdx+c-e“x

Derved integrerer man.

ax b edx

y:e_ax-bfeaxdx+c-eax<:>y=e_ax-b-7+c-e“x<:)y=e_ax- +c- e s

~aX . ¢ ud med hinanden, pga. regneregel for potensfunktioner

y=é+c-eax
a

Her gare

Q.E.D.
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Differentialligningen fra saetning 3

y' +ay = h(x)
Som har den fuldstaendige Igsning.
y=e . f h(x) - e™ dx
Bevis

Vi starter med at gange e®* ind.

e™.y' +e®™.ay =e . h(x)
Sa har man at e® = a - e™ s3 kan man indsaette det i differentialligningen

e™ .y + (e™)'y =e*™ - h(x)
Her anvendes produktreglen, sa har man pa venstresiden

(e™-y) =e™ - h(x)

Sa anvender man integralet pa begge sider.

f(eax -y)'dx = f e™ - h(x)dx © e*™ -y = f e - h(x)dx

Sa divideres der med e®* for at isolere y. Sa har man

ax . ax . p d
ey _Je¥ -h(xdx

eax eax

eax_y:feax_h(x)dx@ :feax_h(x)dx.e—ax

Bemaerk, at kin = k™™ blev anvendt.

Q.E.D.
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Differentialligningen fra saetning 4 (Den tages f@rst, sa bevis for den homogene er lettere)
y' +a(0) -y = b
Som har den fuldstaendige Igsning.
y = e_A(x) . f b(x) . eA(x) dx
Bevis (inhomogen version)
y' +a(x)-y=>bx)
Vi starter med at gange e4®) ind.
e4™) .y 4 oA L g(x) -y = eA™) . h(x)
Man kan se, at venstresiden er et produkt, altsa

(€4 - y)

Fordi differentieres dette fas venstresiden. S& integreres der pa begge sider, men da der stér y' gar
integralet ud med maerket. Altsa har man

ed® .y = feA(x) - b(x) dx

Sa er konstanten skrevet pa. Endelig dividere man med e4® p3 begge sider

eAl) . y feA(x) -b(x) dx
eAlx) - eAl)

. 1 n s . - o
En regneregel siger, at m=a ™ sa er lpsningen til differentialligningen

Q.E.D.
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Differentialligningen satning 4 (homogen version)
y +alx)-y=0
Som er den fuldstaendige Igsning.

y =cC- e_A(x)

Bevis (homogen version - panserformlen)
Da der blev bevist fgr, for den inhomogene version (satning 4), kan man anvende Igsningen vha.
panserformlen, sa den skrives nedenfor:

y = e 4X). f b(x)-e*® dx + ¢ - e A
Her er b(x) = 0, sa hermed er beviset

y =e 4. f 0-e4®dx +c e ¥ o
y=c- e_A(x)

Q.E.D.
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Differentialligningen fra saetning 5A logistisk vaekst
y=ay - (m-y)

Beviset er velegnet til spgrgsmalet: 14

" 14c-e-amx

Som er den fuldstaendige Igsning.

Bevis
Man kan anvende separation af de variable her.

Z—z:a'y'(m—y)4:)dy=a-y-(m—y)-dx<:)mdy=a~dx
Sa anvender man integralet
f;dy = fadx
y-(m—-y)
Hgjresiden lgses f@rst
f;dy =a-x+c¢
y-(m—-y)
Her omskrives venstresiden til fglgende
f m _m_ dy =a-x+c
Sa saetter man % uden for integralet, altsa har man
- fy de =a-x+c
Sa rykker man m pa hgjresiden, sa har man
1 1 1 1
fj—/+m_ydy=m-(a-x+c)@f;+m_y
Sa anvender man regnereglen for integralet ved sum.
f dy+f—dy m-a- x+c<:>ln|y|+fm;_ydy=m~a~x+c

Sa anvendes substitution ved integration. Her er
1
t=m—y<:>dt=—1-dy<:>_—1dt=dy(:)—1dt=dy
Sa er integralet

1 1
1n|}’|+f?'(—1)dt=m-a-x+c(:lnlyl—j?dtzm.a.x_FC

Fortseettes naeste side
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Sa har man nedenstaende. Bemaerk, at t = m — y indsaettes tilbage.

30. juli 2016

Inly|—=Inlt|]=m-a-x+cehnly|-Inlm—y|=m-a-x+c

Her anvendes en logaritmeregneregel for at isolere y.

In

Saisoleres y.

m-—y

|=m-a-x+c

eln|mL—y| = eMaX+C o y = eMaX . oC o y =c.emax
m-=y m-y
Man antagersa, atm —y > 0 ogy > 0, sa y ligger mellem 0 og m.
Y :C_em-a-x@m_yzc_e—m-a-x
m-=y y

Fordi her byttede man om pa taller og navner.

m—y_

-m-a-x m -m-a-x m -m-a-x
——=c-e S——1=c-e S —=14+c-e =S

y

Man bytter sa om pa teeller og naevner igen.

Endelig kan man gange over med m

Som er den fuldstaendige Igsning.

y

m

y

1

T 14c-emax

m
T 14c-emax

Q.E.D.
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