Dirac-tétel. Ha az n(> 3) pontt G egyszerl grafban minden
pont foka legalabb n/2, akkor G tartalmaz Hamilton-kort.
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pont foka legalabb n/2, akkor G tartalmaz Hamilton-kort.

Megjegyzések.

1. Ez NEM ,akkor és csak akkor" allitas! Példaul a €, kor-graf
mutatja (nagy n-re), hogy akkor is lehet Hamilton-kor egy graf-
ban, ha a fokok joval kisebbek n/2-nél.

2/a. Nyilvan nem lenne igaz a tétel, ha nem kdvetelnénk meg G-
rél, hogy egyszerii legyen. Ha megengediink hurokéleket / parhu-
zamos éleket, akkor még az dsszefliggéség sem kovetkezik , 6riasi”
fokszamokbol sem.

2/b. A |V| > 3 feltétel sem hagyhat6 el: Ka-ben minden pont
foka legalabb |V'|/2, de nincs a grafban Hamilton-kér.

2/c. Az n/2 korlat nem javithaté (csokkenthet) a tételben, ezt
példaul a K, /o U K,, /o graf mutatja (paros n-re).



G egyszer(, |V| >3, minden fok > |—‘2/| = (G-ben van Ham.-kor.

Bizonyitas. Legyen |V (G)| = n.
1. El6szor belatjuk, hogy G-ben van Hamilton-ut:
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1. El6szor belatjuk, hogy G-ben van Hamilton-ut:
Megmutatjuk, hogy G minden olyan Gtja, ami nem Hamilton-at,
.novelhets” (taldlhaté nala 1 éllel hosszabb at). Igy egy tetszs-
leges utbdl — példaul egy élbsl — kiindulva ezen ,,novelésekkel”
elébb-utébb Hamilton-athoz jutunk.
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Ezen az abran tobb olyan w-bél indulé utat is latunk, amely
ugyanazokat a pontokat jarja be, mint P (igy ugyanolyan hossz(
is): v minden w; szomszédjara az U~ w; %viwg at ilyen, ahol
w! a w; utan kovetkezé pont P-n v iranyaba (lasd abra).
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Ezen az abran tobb olyan w-bél indulé utat is latunk, amely
ugyanazokat a pontokat jarja be, mint P (igy ugyanolyan hossz(
is): v minden w; szomszédjara az U~ w; %viwg at ilyen, ahol
w! a w; utan kdvetkezé pont P-n v iranyaba (lasd abra).

Ezeket az utakat a késébbiekben agy fogjuk emlegetni, hogy csa-
vart utak. (P maga is egy csavart at.)



G egyszer(, |V| >3, minden fok > |—‘2/| = (G-ben van Ham.-kor.

Bizonyitas. 1. El6szér belatjuk, hogy G-ben van Hamilton-at:
2. eset (,csavart Gtnovelés”): Ha v Gsszes szomszédja P-n van. ..

P

U wy




G egyszer(, |V| >3, minden fok > |—‘2/| = (G-ben van Ham.-kor. ‘

Bizonyitas. 1. El6szér belatjuk, hogy G-ben van Hamilton-at:
2. eset (,csavart Gtnovelés”): Ha v Gsszes szomszédja P-n van. ..

N

= 0

u w{  wy wy wh=v

d(v) darab csavart at van, d(v) kiilonbézé végponttal: wi, . .., w/,

(Ebben a bizonyitasban olyankor hasznaljuk G egyszeriiségét,
amikor megallapitjuk, hogy a ,szomszédok szama = fokszam".
Ezt nem hangsutlyozzuk tobbet.)
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Bizonyitas. 1. El6szér belatjuk, hogy G-ben van Hamilton-at:
2. eset (,csavart Gtnovelés”): Ha v Gsszes szomszédja P-n van. ..

P
u w wy w3 wg =
d(v) darab csavart at van, d(v) kiilonbézé végponttal: wi, . .., w/,

d(v) > n/2 = Ez legalabb n/2 csavart at, illetve végpont.
(Az abran ez nem teljesiil, ezt nem szemlélteti.)
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P
u w wy wy Wi="v
d(v) darab csavart at van, d(v) kiilonbézé végponttal: wi, . .., w/,

d(v) > n/2 = Ez legalabb n/2 csavart at, illetve végpont.

A lényeg: E sok csavart at koziil valamelyik mar meghosszabbit-
haté egy ,kiils6" pontba az 1. esetben latott médon.
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X

Ehhez vegyiink egy tetszéleges P-n kiviili = pontot G-ben.
(P nem Hamilton-at, igy ilyen x van.)
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Ehhez vegyiink egy tetszéleges P-n kiviili = pontot G-ben.
Lattuk, hogy a w) csavart-at-végpontok szama legalabb n/2, és
feltételeinkbdl = foka is legalabb 7./2, ezért x biztosan Gssze van
kétve valamely w} végponttal'.
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Ehhez vegyiink egy tetszéleges P-n kiviili = pontot G-ben.
Lattuk, hogy a w) csavart-at-végpontok szama legalabb n/2, és
feltételeinkbdl = foka is legalabb 7./2, ezért x biztosan Gssze van
kdtve valamely w}, végponttal'. A w}-be vezets csavart utat z-be
meghosszabbitva egy P-nél (1 éllel) hosszabb utat kapunk. v/
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G egyszeri, |V| >3, minden fok > 5+ == G-ben van Ham -kér.

Bizonyitas. 1. El6szér belatjuk, hogy G-ben van Hamilton-at:
2. eset (,csavart Gtnovelés”): Ha v Gsszes szomszédja P-n van. ..

d(v) > n/2 A csavart utak w] végpontjai:
d(z) >n/2 d(v) pont
(o ° ° °)
x szomszédai:
d(z) pont
X

Ehhez vegyiink egy tetszéleges P-n kiviili = pontot G-ben.
Lattuk, hogy a w) csavart-at-végpontok szama legalabb n/2, és
feltételeinkbdl = foka is legalabb 7./2, ezért x biztosan Gssze van
kdtve valamely w}, végponttal'. A w}-be vezets csavart utat z-be
meghosszabbitva egy P-nél (1 éllel) hosszabb utat kapunk. v/

t indoklasa: Ahhoz, hogy a w! végpontok, x szomszédai és x csupa kiilon-
b6z8 pontok legyenek, legalabb n/2 + /2 + 1 =n+ 1 pont kellene.
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Bizonyitas. 2. G-ben van Hamilton-kér is.
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Bizonyitas. 2. G-ben van Hamilton-kér is.
Az eddigiekbsl mar tudjuk, hogy G-ben van egy P Hamilton-Gt.
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P tartalmazza G 6sszes pontjat, igy v szomszédai P-n vannak.

(Ujrahasznositjuk az el6z6 abrat és jeldléseket, de ez egy masik eset!)
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P tartalmazza G 6sszes pontjat, igy v szomszédai P-n vannak.
(Ujrahasznositjuk az el6z6 abrat és jeldléseket, de ez egy masik eset!)

P csavarasai” most d(v) > n/2 darab u-bél indul6, csupa kii-
16nb6z6 végponti Hamilton-utat adnak G-ben.



G egyszer(, |V| >3, minden fok > |—‘2/| = (G-ben van Ham.-kor. ‘

Bizonyitas. 2. G-ben van Hamilton-kér is.
Az eddigiekbsl mar tudjuk, hogy G-ben van egy P Hamilton-Gt.

N

U wy, Wy Wy W wy v

P tartalmazza G 6sszes pontjat, igy v szomszédai P-n vannak.
(Ujrahasznositjuk az el6z6 abrat és jeldléseket, de ez egy masik eset!)

P csavarasai” most d(v) > n/2 darab u-bél indul6, csupa kii-
16nb6z6 végponti Hamilton-utat adnak G-ben.



G egyszer(, |V| >3, minden fok > |—‘2/| = (G-ben van Ham.-kor. ‘

Bizonyitas. 2. G-ben van Hamilton-kér is.
Az eddigiekbsl mar tudjuk, hogy G-ben van egy P Hamilton-Gt.

N

U w; Wy wy Wi wy; v

P tartalmazza G 6sszes pontjat, igy v szomszédai P-n vannak.
(Ujrahasznositjuk az el6z6 abrat és jeldléseket, de ez egy masik eset!)

P csavarasai” most d(v) > n/2 darab u-bél indul6, csupa kii-
16nb6z6 végponti Hamilton-utat adnak G-ben.



G egyszer(, |V| >3, minden fok > |—‘2/| = (G-ben van Ham.-kor. ‘

Bizonyitas. 2. G-ben van Hamilton-kér is.
Az eddigiekbsl mar tudjuk, hogy G-ben van egy P Hamilton-Gt.

=

U wy, Wy Ws wy W,

P tartalmazza G 6sszes pontjat, igy v szomszédai P-n vannak.
(Ujrahasznositjuk az el6z6 abrat és jeldléseket, de ez egy masik eset!)

P csavarasai” most d(v) > n/2 darab u-bél indul6, csupa kii-
16nb6z6 végponti Hamilton-utat adnak G-ben.



G egyszer(, |V| >3, minden fok > |—‘2/| = (G-ben van Ham.-kor. ‘

Bizonyitas. 2. G-ben van Hamilton-kér is.
Az eddigiekbsl mar tudjuk, hogy G-ben van egy P Hamilton-Gt.

U w{  wy wy wy=v

P tartalmazza G 6sszes pontjat, igy v szomszédai P-n vannak.
(Ujrahasznositjuk az el6z6 abrat és jeldléseket, de ez egy masik eset!)
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Bizonyitas. 2. G-ben van Hamilton-kér is.
Az eddigiekbsl mar tudjuk, hogy G-ben van egy P Hamilton-Gt.

P A
o ¢ ¢ / / / ¢ /| —
u () Wy Wy, Wy = v

P csavarasai” most d(v) > n/2 darab u-bél indul6, csupa kii-
16nb6z6 végponta Hamilton-utat adnak G-ben.

Mivel d(u) > n/2, ezért u-bdl vezet él valamelyik csavart Hamil-
ton-at wy, végpontjaba. (Az indoklas ugyanaz, mint elsbb, csak
x helyett u-val.)



G egyszer(, |V| >3, minden fok > |—‘2/| = (G-ben van Ham.-kor.

Bizonyitas. 2. G-ben van Hamilton-kér is.
Az eddigiekbsl mar tudjuk, hogy G-ben van egy P Hamilton-Gt.

P

U w Wy wy, wh=v

P csavarasai” most d(v) > n/2 darab u-bél indul6, csupa kii-
16nb6z6 végponta Hamilton-utat adnak G-ben.

Mivel d(u) > n/2, ezért u-bdl vezet él valamelyik csavart Hamil-
ton-at wy, végpontjaba. (Az indoklas ugyanaz, mint elsbb, csak
x helyett u-val.) Ez az uw), él a megfelel6 csavart Hamilton-utat
Hamilton-korré zarja be. (Mivel n > 3, az uw;g él nem a csavart
Hamilton-at éle, tényleg korré zarja azt be.) U



Megjegyzés. A bizonyitas alapjan egy gyors algoritmus is készit-
heté egy Hamilton-kér megtalalasara, amennyiben a grafunkra
teljesiilnek a Dirac-tétel feltételei.



Megjegyzés. A bizonyitas alapjan egy gyors algoritmus is készit-
heté egy Hamilton-kér megtalalasara, amennyiben a grafunkra
teljesiilnek a Dirac-tétel feltételei.

Egy altalanositas. A bizonyitas kielemzése azt mutatja, hogy a
»minden fokszam legalabb n /2" feltételt mindig csak arra hasz-
naltuk, hogy bizonyos szdmunkra fontos x,v pontparokra el-
mondhassuk, hogy d(x) + d(v) > n.

A csavart utak w! végpontjai:
d(v) pont

(O (¢} o O)

2 szomszédai:
d(z) pont



Megjegyzés. A bizonyitas alapjan egy gyors algoritmus is készit-
heté egy Hamilton-kér megtalalasara, amennyiben a grafunkra
teljesiilnek a Dirac-tétel feltételei.
Egy altalanositas. A bizonyitas kielemzése azt mutatja, hogy a
»minden fokszam legalabb n /2" feltételt mindig csak arra hasz-
naltuk, hogy bizonyos szdmunkra fontos x,v pontparokra el-
mondhassuk, hogy d(x) + d(v) > n.
A még részletesebb analizis (és a Hamilton-kords 2. rész apré
ésszer(isitése) azt adja, hogy a fenti egyenl6tlenséget elég nem
osszekotdtt pontparokra tudnunk ahhoz, hogy miikédjon a bizo-
nyitas.
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Megjegyzés. A bizonyitas alapjan egy gyors algoritmus is készit-
heté egy Hamilton-kér megtalalasara, amennyiben a grafunkra
teljesiilnek a Dirac-tétel feltételei.

Egy altalanositas. A bizonyitas kielemzése azt mutatja, hogy a
»minden fokszam legalabb n /2" feltételt mindig csak arra hasz-
naltuk, hogy bizonyos szdmunkra fontos x,v pontparokra el-
mondhassuk, hogy d(x) + d(v) > n.

A még részletesebb analizis (és a Hamilton-kords 2. rész apré
ésszer(isitése) azt adja, hogy a fenti egyenl6tlenséget elég nem
osszekotdtt pontparokra tudnunk ahhoz, hogy miikédjon a bizo-
nyitas. Ebbél adédik a Dirac-tétel kovetkezé altalanositasa:

Ore-tétel*. Ha az n(> 3) pontt G egyszer(i grafban barmely
két nem Osszekotott csics fokszamanak Gsszege legalabb n,
akkor G tartalmaz Hamilton-kort.




Megjegyzés. A bizonyitas alapjan egy gyors algoritmus is készit-
heté egy Hamilton-kér megtalalasara, amennyiben a grafunkra
teljesiilnek a Dirac-tétel feltételei.

Egy altalanositas. A bizonyitas kielemzése azt mutatja, hogy a
»minden fokszam legalabb n /2" feltételt mindig csak arra hasz-
naltuk, hogy bizonyos szdmunkra fontos x,v pontparokra el-
mondhassuk, hogy d(x) + d(v) > n.

A még részletesebb analizis (és a Hamilton-kords 2. rész apré
ésszer(isitése) azt adja, hogy a fenti egyenl6tlenséget elég nem
osszekotdtt pontparokra tudnunk ahhoz, hogy miikédjon a bizo-
nyitas. Ebbél adédik a Dirac-tétel kovetkezé altalanositasa:

Ore-tétel*. Ha az n(> 3) pontt G egyszer(i grafban barmely
két nem Osszekotott csics fokszamanak Gsszege legalabb n,
akkor G tartalmaz Hamilton-kort.

Megjegyzés. Az Ore-tételbdl kdvetkezik a Dirac-tétel.



