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 المترابطة تأثير الدوال المستمرة على المجموعات المتراصة و المجموعات
 أ. سعاد نوح زقوط

 

Abstract:   
The main goal of this research paper is to study  the most important 
characteristics of continuous functions and it is impact on all of  the compact 
and connected sets by clarification the meaning of persistent functions 
Euclidean space explaining this in several examples, followed by the definition 
compact sets through definition and speculations described in some examples, 
then comes explain the concept of connected sets accompanied by examples 
and speculations. The effect of continuous functions on both compact and 
connected sets is studied in last part of this research paper through some of the 
best theorems and examples.    

 :الملخص
تأثيرىا على كل من  ىيتهدف ىذه الورقة البحثية إلى دراسة أىم خواص الدوال المستمرة  ألا و       

المجموعات المتراصة و المجموعات المترابطة من خلال  توضيح معنى الدوال المستمرة الحقيقية  والدوال 
المستمرة على الفضاء الإقليدي موضحًا ذلك بعدة أمثلة،  يليو التعريف بالمجموعات المتراصة من خلال 

 التعريف والمبرىنات الموضحة ببعض الأمثلة،
 عد ذلك توضيح مفهوم المجموعات المترابطة مصحوباً بالأمثلة و المبرىنات .ب يأتي 

الجزء الأخير  فيويتم  دراسة تأثير الدوال المستمرة على كل من المجموعات المتراصة و المجموعات المترابطة 
 من ىذه الورقة البحثية من خلال بعض المبرىنات و الأمثلة الموضحة كلما أمكن.

 المقدمة
و خاصة علم التفاضل و التكامل  دراسة علوم الرياضيات فيتعتبر الدوال المستمرة من المواضيع المهمة      

ينة حيث تمكن دراستها من معرفة سلوك الدالة لتحقيق أىداف مع، الحقيقيعلوم الهندسة والتحليل و 
ة بين عناصر المجموعة يعة العلاقكذلك تمكننا دراسة المجموعات المتراصة  و المجموعات المترابطة من معرفة طبو 

 الفضاء الاقليدي.ات المختلفة في الفضاء الحقيقي و العلاقة بين المجموعالمدروسة و 
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 Continuous functionsالدوال المستمرة -1
الإقليدى ثم تعميمو على الفضاء  IRنوضح فيما يلى تعريف الدالة المستمرة على مجموعة الأعداد الحقيقية 

nIR  كالتالي، حيث تعرف الدالة الحقيقية بأنها مستمرة عند نقطة 
 1.1تعريف

IRAfلتكن   :  نقول أنf   دالة مستمرة  عند النقطةAa : إذا تحققت الشروط الثلاثة التالية 
       1 ))(af  الدالة معرفة عند  أي ،عددًا حقيقيًاa. 
       2) )(lim xf

ax
 موجودة. 

       3 ))()(lim afxf
ax




 . 
 ط نطاقها.امستمرة على نطاقها إذا كانت مستمرة عند كل نقطة من نق fو  تكون 

 1مثال 
)(52كانت الدالة    إذابين ما    xxf   مستمرة أم لا عند النقطةx = 4. 

 الحل باختبار الشروط الثلاث نجد أن :
(1 5)4(2)4( f 
(2 135)4(2

4
52lim 


x

x
 

 نجد أن الشرط الثالث متحقق .  2)و   1)من  3)
 : يليفتعرف الدالة المستمرة كما  nIRأما على 

  2.1تعريف
nIRA ،nIRAfلتكن   : ن إ :نقولf دالة مستمرة عند النقطةAx 0 إذاو فقط  إذا  

 كان:
 i  )0x  نقطة غير تراكمية للمجموعةA. 

         ii  )Ax 0  0و لكل   يوجد),( 0x   بحيث كلما كانت 0xx   
 تكون                      )()( 0xfxf . 
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 2مثال 
nIRINfلتكن  :   8دالة معرفة على الصورة)( 2  xxf ناقش استمرارية الدالة على ،IN. 

 .INالدالة ليست مستمرة على  إذن  NIالحل بما أن  
 ملاحظة 

 تعريف. بأي INلا توجد دالة مستمرة على      
  3مثال 

كانت الدالة    إذابين ما   IRaf ,:  0حيثa 
المعرفة بالصورة 

x
xf

1
)(   .مستمرة أم لا , 

axxليكن  0.,          و عليو  
axx

11
,

1

0

 

 نجد أن  ،عدد حقيقي موجب أي 0ليكن 

           02

0

0

0

0

111
)()( xx

axx

xx

xx
xfxf 


 

وضع   ييكف 2a ،  لتكنf   دالة مستمرة على ,a 
 1.1مبرهنة 
nIRAfلتكن  : فإن الصيغ التالية متكافئة : ،دالة ما 

           (i f  دالة مستمرة علىA. 
           (ii كانت   إذا  Axk  بحيث أن   ،متتاليةAxxk ،  فان  )(xfxf k . 
           (iii  فيالصورة العكسية لمجموعة مغلقة nIR  تكون مغلقة بالنسبة للمجموعةA. 
           (iv  فيالصورة العكسية لمجموعة مفتوحة nIR  تكون مفتوحة بالنسبة للمجموعةA. 

     Compact sets.المجموعات المتراصة 2
 1.2 تعريف

nكانت   إذا 

IRA ن العائلةإ، نقول:  
I

G


nIRGحيث      لكلI ًتشكل غطاءا ،
إذا وإذا كان فقط   Aللمجموعة 


GA

I
 وإذا كانت المجموعات ،G  العائلة  :نإمفتوحة، نقول

 .Open coverتشكل غطاءاً مفتوحًا 
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 4مثال 
 : يليكما   ىيبعض الأغطية لبعض المجموعات و  يلينوضح فيما  

(1    










 kk

1
,01,0

1
       . 

(2    kDIR
k

n ,0
1




  0,(حيث( kD  مركزه نقطة الأصل ونصف قطره  الذيتعنى القرص المفتوح

k. 
(3  kkIR

k
,

1





 
 نو يحصر جميع عناصر المجموعة بداخلو.أملاحظة : معنى الغطاء ىو 

 2.2تعريف
إذا وفقط إذا كان كل غطاء مفتوح  Compactمجموعة متراصة  Aن إ، نقول nIRAلتكن  

N  :أنو يوجد  أي ،منتو جزئييحتوى على غطاء 


GA
N





1

. 

 5مثال 
 وضح ما إذا كانت المجموعات التالية متراصة أم لا: 

(1 IR  ليست متراصة، لأن الغطاء المفتوح kk
k

,
1





 .IRمنتو لـ ياً لا يمتلك غطاء جزئ  

(2  nIR  ليس مجموعة متراصة، لأن الغطاء المفتوح kD
k

,0
1




  ــ جزئيلا يوجد غطاء  .nIRمنتو منو لـ

 :يليويلاحظ ما 
 تكون  متراصة. nIR فيكل مجموعة منتهية   1)

 قد تكون المجموعة غير منتهية و متراصة . 2)    
CBإذا كانت  3)      ،C  أن تكون  الضروريمجموعة متراصة، فإنو ليس منB     .متراصة 
مجموعة   BAمجموعة متراصة و  BAمجموعتين متراصتين، فإن  A , Bإذا كانت  4)     

 متراصة.
 (   Borel)بوريل  1.2مبرهنة 
كل فترة مغلقة و محدودة            ba, ,تكون متراصة 
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 البرىان
نفرض أن        

1kkG غطاء مفتوح لـ ba,،  
 A={x : x       [a,x] : [a,x]منتو جزئييمكن تغطيتها بغطاء   {نضع المجموعة  

بحيث   0kيوجد  إذن
0kGa    لأنAxa ],[    و عليو فانA  

bxمجموعة محدودة  لأن   Aو   لكلAx  مما يعنى أنAsup  لها وجود  و لتكنAsup 
 لم يكن ذلك : إن، bنتوقع أن  

منتو   جزئيمغطاة بغطاء   [a,x]الفترة   k

n

k
Gxa

1
,


 

 بالتاليو   byيوجد عنصر  إذن  










,],[
1

k

n

k
Gya 

 )تناقض(  Ayوىذا يعنى أن 
 يتحقق المطلوب. أي  bإذن  
   2.2مبرهنة

 تكون متراصة. إنيجب  A، مغلقة و محدودة، فإن nIRAكانت   إذا        
 المبرىنة التالية تعمم المبرىنة السابقة:

   (Hein – Borel)بوريل –مبرهنة هاين 
 مغلقة و محدودة  إذا و فقط إذا كانت  مجموعة  متراصة . nIRA المجموعة       

 Connected setsالمجموعات المترابطة    3.
  1.3تعريف 

إذا وجدت  nIR في  (disconnected) مجموعة غير مترابطة   :Aن إنقول  nIRAلتكن   
 مجموعتان  مفتوحتان VU UA ،VA ، ن إبحيث   , VUA و ،

ن إيقال عندىا  VU مجموعة   Aن  إنقول  الانفصالو إذا لم يوجد ىذا  ،Aتشكل انفصالًا لـ ,
 مترابطة .  

 6مثال 
  IR    ، IN  ، (a,b)المجموعات التالية تمثل مجموعات مترابطة :    
 



  Scientific Journal of Faculty of Education, Misurata University-Libya, Vol. 1, No. 10, Mar. 2018 

Published on Web 01/3/2018           

 م1028 مارس ،العاشرـــ العدد  الأولالمجمد  ،ليبيا ،جامعة مصراتة ،المجمة العممية لكمية التربية 
  

533 

 

  7مثال
 ليست مترابطة. {1,2,3,4}المجموعة        
  1.3مبرهنة 

 يجب أن تكون على صورة فترة .  IR فيمجموعة مترابطة  أي    
 البرىان 

 توجد حالتان :  IR فيمجموعة مترابطة  Aلتكن      
وAكانت   إذامحدودة : لاحظ أنو  1) ،   x  فانAx ن إف وبالتاليA  إنيجب 

 فترة.  A إن يأ  a,b]، ([a,b، (a,b)) ، [a,b]تكون على الصورة 
(2 A : غير محدودة 

(i  ليست محدودة من أعلى نلاحظ أنو  إذا كانتA، x  فإنAx،  إذنA  
 .(∞,a)أو   (∞,a]يجب أن تكون على  الصورة  

(ii  ليست محدودة من أسفل  نجد أنو إذا كانتA، x  فإنAx،  إذنA  
 .[a,∞-)أو   (a,∞-),يجب أن تكون على  الصورة  

(iii   ليست محدودة من أسفل وليست محدودة من أعلى :  فانA = (-∞,∞) = IR 
 على صورة  فترة  A إذن                

 مجموعة مترابطة. nIR :2.3مبرهنة 
 تأثير الدوال المستمرة على المجموعات المتراصة و المجموعات المترابطة 4.

 ندرس ىذا التأثير من خلال بعض المبرىنات ثم نوضحها ببعض الأمثلة.     
 المبرىنة التالية تبين أن صورة المجموعة المتراصة تحت تأثير الدالة المستمرة تكون مجموعة متراصة  : 

 4.1مبرهنة 
nIRAfإذا كانت     :  دالة مستمرة و كانتA   مجموعة متراصة،  فإن)(Af  مجموعة متراصة
. 

البرىان : نفرض أن  
I

Q
  ًللمجموعة  اً مفتوح غطاء)(Af ، 

1)(دالة مستمرة، إذن  fبما أن 

Qf  .)تكون مفتوحة  )صورة العكسية 
و بما  أن   

I
Qf

  ًمفتوحًا للمجموعة  تشكل غطاءA،  
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 أي    Aمنتو لـ  جزئيإذن يوجد غطاء     i

n

i

QfA 1

1





    بالتاليو     i

n

i

QAf
1

)(


  
 مجموعة متراصة . Af)(منتو  و عليو تكون  جزئيلها غطاء  Af)( إذن

 8مثال 
 ما إذا كانت الدوال التالية مستمرة أم لا : بين  

   g(x)  = xالمعرفة بالصورة   g:[0,1]→[0,1]الدالة  ( أ
 الحل 

مجموعة متراصة وفق  ىي  [0,1]لأن صورة المجموعة المتراصة   دالة مستمرة  g(x)الدالة 
 المعطى.

   :g(x) [0,1]→[0,1)ب(الدالة 
 الحل 

1)(تعريف عندما تكون فوقية لأن الصورة العكسية  بأيىذه الدالة ليست مستمرة   xg  ليست
 مجموعة متراصة.

أصغر حقيقية القيمة تأخذ أكبر قيمة و المبرىنة التالية توضح أن الدالة المستمرة على مجموعة متراصة        
 . Aقيمة على 

  2.4مبرهنة 
IRAfإذا كانت  :  ،دالة مستمرةA  مجموعة متراصة، فإنو يوجدA،xx 10  بحيث  أن

)(min)( 0 xfxf
Ax

              و)(max)( 1 xfxf
Ax

      . 
 البرىان 

، مما IR فيمغلقة ومحدودة  Af)( بالتاليمجموعة متراصة  و   Af)(متراصة، إذن  مجموعة  Aبما أن  
inf)(يعنى أن  Af   و)(sup Af  .لهما وجود 

 ،Af)(و  Af)(مغلقة  فإن Af)(و حيث أن 
Axxيوجد  إذن 10 )(بحيث أن   , 0xf  و)( 1xf . 
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 المبرىنة التالية: فيصورة المجموعة المترابطة تكون مجموعة مترابطة تحت تأثير الدالة المستمرة كما يتضح   
 3.4مبرهنة 

nIRAfكانت   إذا      :  ،دالة مستمرةA ن إمجموعة مترابطة، ف)(Af . تكون مترابطة 
 البرىان 

  ،مجموعة غير مترابطة Af)(باستخدام التناقض، بفرض أن   
يشكلان انفصالًا للمجموعة   {U,V}بحيث أن   nIR فيمجموعتان مفتوحتان   Vو   Uتوجد  إذن

)(Af، 
}),(){(وعليو تكون  11 VfUf  انفصالًا للمجموعةA،  و ىذا يناقض كونA  مترابطةمجموعة. 

 مجموعة مترابطة. Af)( إذن
 9مثال 

كانت الدالة الفوقية   إذابين ما     2,1]1,0[:)( 
ontoxg، .مستمرة أم لا 

 لأن صورة المجموعة المترابطة يجب أن تكون مترابطة.  ،ليست مستمرة gالجواب لا، الدالة 
 ليست مجموعة مترابطة. [0,1]لكن صورة المجموعة المترابطة 

 (The mean value theorem)  4.4مبرهنة القيمة الوسطى 
IRAfإذا كانت  : ،دالة مستمرةA   مجموعة مترابطة، و ليكن)(, Afba   نإبحيث 

 b  >c  >a فإنو يوجد عنصر ،Ax 0  يحقق أنcxf )( 0 . 
 البرىان 

,)(نفرض أن  Afba    وأنb  >c  >a،   لكن)(Afc. 
المجموعتان  إذن c,  و ,c  تشكلان انفصالا للمجموعة)(Af، 
  ،Aانفصالا للمجموعة  تشكل  لمجموعتينلفان الصورة العكسية  بالتاليو 
1),(أن أي cf   1),(و  cf  انفصالا للمجموعةA،  و ىذا تناقض لأنA . مترابطة 
 .Afc)( إذن
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 :الخاتمة
تطرقنا في ىذه الورقة البحثية لدراسة تأثير الدوال المستمرة على كل من المجموعات المتراصة و       

 التوفيق. ليالمجموعات المترابطة  باستخدام المبرىنات  و الأمثلة الموضحة كلما أمكن والله و 
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