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|l Temagvelse 1

Taylor Approksimation

Temagvelsen bestdr af en rackke eksempler pd anvendelse af taylor-approksimation. Somme tider
arbejdes der eksakt, andre gange eksperimentelt via Maple.

Il Opgave 1 Bestemmelse af tallet e

Tallet e er et af de allervigtigste i den matematiske analyse. Det er et trancendentalt tal,
sd det er ikke enkelt at afgore hvor stort det er. Men hvor stort er det, hvordan kan vi
sammenligne det med andre tal? Vi md udvikle det som decimaltal! Det gor vi i denne
opave ved hjeelp af Taylor-approksimation.

Intro: Tallet e er grundtallet for den naturlige eksponentialfunktion exp. Exp indferes
ofte som dén eksponentielt voksende funktion hvis heeldningskoefficienti 0 er 1. Det
er (relativt) nemt at vise, at en vilkérlig eksponentialfunktion f(x) =a*, a > 0 harden
afledede f'(x) = f'(0) - a*. Det folger heraf at

exp’(x) = exp’(0) - exp(x) = 1-exp(x) = exp(x).

Kort sagt: Heeldningskofficienten er altid den samme som funktionsveerdien. Nar gra-
fen for y = exp(x) kommer op i hejden y = 2, skal dens tangent have heeldningen 2,
osv. Det kan man bruge til at skitsere en graf for exp ud fra dens mulige tangenter, som
det er vist pa figuren nedenfor.

Videre: Tallet e er funktionsveerdien for exp(x) i x = 1, da exp(1) = e! = e. Ud fra
figuren tilllader vi os at konkludere at

e < 3.

Dette resultat ma benyttes i det felgende hvor vi skal bestemme e neermere.
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Lad P,(x) betegne det approksimerende polynomium af grad n for exp(x) med ud-
viklingspunktet xg = 0.

a) Opstil det approksimerende polynomium P;(x). Vis ved vurdering af den til
P3(x) herende restfunktion R3(x) at den fejl man hejst risikerer at bega, hvis man

1
benytter approksimationen e ~ P3(1), er mindre end 3= 0.1250 .

b) Geor rede for at der generelt geelder at den fejl man hgjst risikerer at begd, hvis man

benytter approksimationen e ~ P, (1), er mindre end CEk

lll Opgave 2 Graenser for approksimation

I denne opgave skal vi eksperimentere med det besynderlige feenomen, at hvis en al-
mindelig reel funktion af en reel variabel har en kompleks rod i naevneren, sa er der
tilsyneladende graenser for approksimation.

Vi betragter funktionen
1

H—xz,XEIR.

flx) =

a) Risikerer vii forskriften for f at dividere med 0 hvis x € R?
Risikerer vi i forskriften for f at dividere med 0 hvis x € C?
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b) Opstil med Maples mtaylor det approksimerende polynomium P5(x) og Ps(x) af
grad henholdsvis 5 og 6 for f med udviklingspunkt xy = 0.
Tegn f(x), Ps(x) og Ps(x) i samme koordinatsystem.

Vink til Maple: Hvis du har brug for at begraense den vertikale udstreekning af et
plot, fx fra -1 til 2, kan du tilfgje argumentet view=-1..2 .

c) Hvor langt ud til hgjre og venstre for xp = 0 kan man maksimalt f& grafen for et
approksimerende polynomium for f med udviklingspunktet xo = 0 til at folges
med grafen for f? Eksperimentér ved at haeve polynomiets grad!

lll Opgave 3 Kompleks funktion af reel variabel

Nu skal vi undersege approksimationer af en kompleks funktion af en reel variabel og
visualisere dem med Maple.

Vi betragter i det folgende en funktion f : R — C givet ved
f(x) =2cos(x)+isin(2x), x € [—m, 7] .

37
Der er endvidere givet tre reelle tal: x; =0, x, = g 0g X3 = ik

a) Plot f med Maplekommandoen complexplot, og fremhaev i samme plot punkter-

ne f(x1), f(x2) og f(x3).
Vink til Maple:

1. Ved mere raffinerede illustrationer skal man i starten af Maple-arket tilfoje
with(plots).

2. Hvis du ensker help til en kommando i Maple, lader du cursoren sta pa den
indskrevne kommando og trykker F2.

3. De tre naevnte punkter kan ogsd plottes med complexplot, se hvordan med
help. For at gore punkterne tydeligere kan man evt. tilfgje argumenterne
style=point,symbol=solidcircle,symbolsize=15
eller lignende.

4. Man kan samle flere plots i samme illustration med display. Prov for eksem-
pel:
>grafl:=plot(cos(x),x=-Pi..Pi,color=blue linestyle=dash):
>graf2:=plot(sin(x),x=-Pi..Pi,color=red linestyle=dot):
>display(grafl,graf2,scaling=constrained);

Temaovelsesopgaven fortsaetter —



TEMAGQVELSE 1 4

b) Opstil de tre approksimerende forstegradspolynomier for f som har udviklings-
punkterne x = x; henholdvis x = x og x = x3.
Plot hver af de tre polynomier i et passende interval omkring deres respektive ud-
viklingspunkter. Og saml dem i ét plot sammen med plottet af f.
Beskriv hvad du ser ...

¢) Opstil med udviklingspunktet x = 0 det approksimerende andengradspolyno-
mium P,(x) og det approksimerende tredjegradspolynomium Ps(x) for f.
Plot de to polynomier sammen med plottet for f og punkterne f(1), P»(1) og

Py(1).

d) Bestem ved Maple-udregning afstanden fra f(1) til P»(1) og afstanden fra f(1)
il P3(1).

Vink: Hvis du ensker afstandene angivet som decimatal med fire betydende cifre,
benytter du evalf[4](. . .).

e) Hvilken grad n skal et approksimerende polynomium P, (x) for f med udvik-
lingspunktet xop = 0 mindst have, for at afstanden fra f(1) til P,(1) er mindre
d —.
end -5
Il Opgave 4 Klassisk fysik som approksimation til relativitetsteori
Hvis man forstar kunsten at vurdere fejlen ved brug af restfunktionen, kan vi her udvikle

en interessant approksimation til relativitetsteorien.

a) Lad x € [0;1][. Vis ved hjeelp af Taylors formel, at

u—xr%=1+g+§a—@—h2

for et ¢ mellem 0 og x.

Ifolge Albert Einstein er en partikels kinetiske energi givet ved

1
Egin(v) = mq - c2 (—21) , 0<v<c
1= ()
hvor mg er partiklens hvilemasse, c er lysets hastighed (3 - 10° ]%) og v er partiklens
hastighed. Den klassiske kinetiske energi er som bekendt
1 2

T(v) = oMo - "
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Den relative fejl ved at erstatte Ey;,, (v) med T(v) defineres som

~ Eyin(v) = T(0)
F= Egin(v)

b) Vis ved hjelp af det approksimerende polynomium ud fra xo = 0 af (1 — x) -1, at

22
po_ 30

Vink: Erstat x med (2)2. Da bliver
Egin(v) = 5mo - 0* + 2

hvor 0 < ¢ < (2)%.

Vink: Hvilke konsekvenser far det for den relative fejl F? Indseet i uligheden og
forkort! Nar du videre skal vurdere breken pa hojresiden af uligheden, sa husk de
grundleeggende regler: Somme tider forenkler man teelleren ved at gore den lidt
storre. Andre gange forenkler man neevneren ved at gore den lidt mindre. Begge
dele er tilladte fordi de gor breken storre. Fejlvurderingen bliver derved grovere,
men det er en pris man gerne betaler for at opnd enkle udtryk der kan arbejdes
videre med.

¢) Vis, via den nu beviste vurdering at F at forv < 3- 10‘“%m er F < 102
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