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 :Abstractالملخص 

كنتيجة مما تقدم وللأهمية الكبيرة لمتعددات حدود هيرمت التي تظهر كحلول لمعادلة 

ذات التطبيقات الفيزيائية والهندسية ، وكما هو هيرمت التفاضلية خاصة تلك المعادلات التفاضلية 

الحال في الكثير من الدوال الخاصة المعروفة كدوال بيسل وليجندر وغيرها التي تملك صيغ 

تكرارية يستفاد منها لتبسيط وحل الكثير من المسائل الرياضية والفيزيائية والهندسية بأسلوب 

صيغتين تكراريتين أساسيتين ومن هنا جاءت رياضي متقدم ، فان متعددات حدود هيرمت تملك 

فكرة البحث وهي استخدام هاتين الصيغتين في اكتشاف واستنتاج صيغ تكرارية أخرى وعلاقاتها 

 بدوال أخرى كمتعددات حدود ليجندر، تفيد في حل الكثير من المسائل ذات العلاقة.

 متعددات حدود هيرمت، العلاقات التكرارية، الدالة المولدة.  :يةحتامف كلمات

 

 :Introductionالمقدمة 

تكمن أهمية معادلة هيرمت التفاضلية في استخدامها الواسع في مجالات الفيزياء والهندسة 

والعلوم الرياضية الاخرى، وبشكل اكثر تحديدا لموضع بحثنا فمتعددات حدود هيرمت تظهر 

للاهتزاز او التذبذب التوافقي  Schrodinger Equation كحل لمعادلة شرودنجر التفاضلية 

Harmonic oscillator  الكمومي من ميكانيكا الكم والتي فيها يوصف الجسيم المتحرك على

 وشكلها العام هو:  ψانه دالة موجبة
𝑑2ѱ

𝑑𝑥2
+

8𝜋𝑚2

ℎ2
�𝐸 −

1

2
𝐾𝑥2 ѱ = 𝑜 

 
 ثوابت   E   ،M ، h  ، kحيث أن 

( وهذه القيم عادة ما تكون منفصلة " Eأن للمعادلة التفاضلية أعلاه  حلا عند قيم معينة  للطاقة )

 eygineأما الدوال الذاتية   ( Eigen valuesمتقطعة " وجميع هذه القيم تدعي بالقيم الذاتية )

functions  المقابلة لهذه القيم فتمثل الحلy  والذي عادة ما يظهر بدلالة متعددات حدود هيرمت

 حيث يعطي الحل العام بالعلاقة.

    ψ = 𝑪𝒏𝑯𝒏 �
𝒙

𝒂
 𝒆

−𝒙𝟐

𝟒𝒂𝟐
  , 𝒏 = 𝟎,𝟏,𝟐,… 

 حيث 

mailto:elwakshi2007@yahoo.com


 وم الأساسية والحيويةــالعلت حول نظريات وتطبيقا المؤتمر السنوي الأول 
The First Annual Conference on Theories and Applications of Basic and Biosciences 

 تنظمّـــه وتشـــرف علــيه: كلية العلـــوم جامعـــة مصراتـــة

 2017سبتمبــر  09السبـــت 

 

 

11 

 

𝑎 = �
ℎ2

16𝜋2
𝑘𝑚
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𝐸 = ( n + 
1

2 
 )  

ℎ  

2𝜋    
�

𝑘

𝑚
 

 
 

 ومصطلحات هامة  ريفاتتع

 [𝟒]الحل العام لمعادلة هيرمت التفاضلية 

 إن الشكل العام لمعادلة هيرمت التفاضلية هو 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 − 2𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2 𝜆𝑦 = 0        (1) 

ثابت. 𝛌حيث   

 power seriesإن هذه المعادلة التفاضلية يمكن حلها باستخدام طريقة متسلسلات القوى 

 بافتراض أن

y = � 𝑎𝑟𝒳
𝑘+𝑟            (2)

∝

𝑟=1
 

 
 واللذان يشكلان الحل العام لمعادلة هيرمت التفاضلية وهما yحيث يظهر حلان لـ 

𝑦 = 𝑎0

�
 
 
 
 

 

−1
2𝜆

2!
𝑥 +

2𝜆 2𝜆 − 2 

4!
𝑥ɥ

+(−2)𝑚𝜆 𝜆 − 2  +

.……  +  
(𝜆 − 2𝑚 + 2

 2𝑚 !
𝑥2𝑚+. .

 
 
 
 
 

            (3) 

  𝑦1   =yاو    𝑦1ونسمى هذا الحل بـ 

 

 فيكون بالشكل  yأما الحل الثاني لـ 

𝑦 =  𝑎𝑜 �𝑥 −
2 𝜆−1 

3!
𝑥3 +

22 𝜆−1  𝜆−3 

5!
𝑥5 + ⋯+

     (−2)𝑚
 𝜆−1  𝜆−3 .( −2𝑚+1)

(2𝑚+1)!
𝑥2𝑚+1       (4)  

y  ونسمي هذا الحل بـ =  𝑦2     أو     𝑦2  

 وعليه سيكون الحل العام لمعادلة هيرمت التفاضلية هو مجموع الحلين، بمعنى أن
𝑦 = 𝐴 𝑦1 + 𝐵𝑦2  

 
 ثابتان اختياريان. Bو Aحيث أن 

 ( على الترتيب(4(و)3فهما الحلان المعطيان بالعلاقتين ))
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 Hermit polynomials [𝟐]متعددات هيرمت 

 

λعند التعويض بـ = 𝑛   في الحل العام السابق ومناقشة ذلك عندما 𝛌 تكون عدد صحيح زوجي

والتي يرمز لها بالرمز  nأو فردي فسنحصل على ما يسمى بمتعددات حدود هيرمت ذات الدرجة 

𝐻𝑛 𝑥  وشكلها العام هو 

 

𝐻𝑛(𝑥) = (2𝑥)𝑛 −
𝑛    𝑛−1 

1!
(2𝑥)𝑛−2 +

𝑛 𝑛−1  𝑛−2  𝑛−3 

2!
(2𝑥)𝑛−4 + ⋯+

  (−1)
n

2
n!

 n
2
 !

(2x)n−2m                 (5)  
 

 ويمكن اختصار هذه الصيغة بالشكل

  𝐻𝑛 𝑥 = �(−1)𝑟
𝑛!

𝑟! (𝑛−2𝑟)!
(2𝑥)𝑛−2𝑟

�
𝑛

2
 

𝑟=𝑜

       6  

 حيث أن                                              

     �
n

2
 = {

n

2
n           زوجي                       

 
1

2
 𝑛 − n            فردي          1

          

 

 Generating function   [𝟐]الدالة المولدة 

 تعطى بالعلاقة التالية   𝐻𝑛 𝑥أن الدالة المولدة لمتعددات حدود هيرمت

e2t𝑥−𝑡2
=  �

𝐻𝑛(𝑥)𝑡𝑛

𝑛!

∝

𝑛=𝑜

             (7) 

وهذه العلاقة أو النتيجة تكون مفيدة جدا 

 .𝐻𝑛 (𝑥حدود هيرمت )في الحصول على الكثير من الخصائص المتعلقة بمتعددات 

 ولأهميتها هذه النتيجة في هذا البحث فقد رأينا عرض ذلك بالشكل

 

e2t𝑥−𝑡2
= e2t𝑥 . 𝑒−𝑡

2
= �

(2𝑡𝑥)𝑟

𝑟!

∝

𝑟=𝑜

�
(−𝑡2)𝑆

𝑠!

∝

𝑠=𝑜

 

 

= � (−1)𝑠
∝

𝑟 ,𝑠=𝑜

(2𝑥)𝑟

𝑟! 𝑠!
𝑡𝑟+2𝑆 

 
 ، ومن ذلك نجد  أن2S - n = rفإن  n = 2S  +rوبوضع 
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e2t𝑥−𝑡2
= �

(−1)𝑠(2𝑥)𝑛−2𝑠

(𝑛 − 2𝑠)! 𝑠!

∝

𝑛 ,𝑠=𝑜

 

 

 بالشكل  sمع تثبيت قيمة  𝑡𝑛وهنا يظهر معامل 

𝑡𝑛 = (−1)𝑠 =  
(−1)𝑠(2𝑥)𝑛−2𝑠

 𝑛 − 2𝑠 ! 𝑠!
 

 
=2S -kأي k 2S  +n =باختيار  𝑡𝑛 نجد أمثال sومن أجل قيم مثبتة للمتحول n 

≤2Sحيث  0 – n  0 أي ≤ 𝑆 ≤ �
𝑛

2
 هي  𝑡𝑛والمعاملات أمام الحد   

�
(−1)𝑠

𝑠!  𝑛 − 2𝑆 !

�
𝑛   

2
 

𝑠=𝑜

(2𝑥)𝑛−2𝑆 

 

وهذا المجموع بدوره يساوي 
𝐻𝑛 𝑥 

𝑛!
 لهذا فان 

𝐻𝑛 𝑥 = �
(−1)𝑠𝑛!

𝑠!  𝑛 − 2𝑠 !

�
𝑛

2
 

𝑠=𝑜

(2𝑥)𝑛−2𝑆 

 
 إذن  

e2𝑥t−𝑡2
= �

𝐻𝑛(𝑥)𝑡𝑛

𝑛!

∞

𝑛=𝑜

 

 
 [𝟏]بعض الأشكال أو الصيغ لمتعددات حدود هيرمت 

نظرا لأهمية الدالة المولدة لمتعددات حدود هيرمت في هذه الورقة البحثية فقد رأينا أن نبرز بعض 

 هيرمت والمتحصل عليها من خلال الدالة المولدةالعلاقات أو الصيغ الأخرى لمتعددات حدود 

  𝐼    𝐻𝑛 𝑥 = 2𝑛  e𝑥p(−
𝑑2

4𝑑𝑥2
)𝑥𝑛  

 الإثبات

1

2

𝑑

d𝑥
e2t𝑥 = 𝑡𝑒2𝑡𝑥                            1             

  
𝑑

d𝑥
�

1

2

𝑑

d𝑥
𝑒2t𝑥 =  2𝑡2𝑒2t𝑥         

 
 إذن

1

2

𝑑

d𝑥
�

1

2

𝑑

d𝑥
𝑒2t𝑥 = 𝑡2𝑒2t𝑥                    

 
 أو
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(
1

2

𝑑

𝑑𝑥
)2𝑒2t𝑥 = 𝑡2𝑒2t𝑥     

 
 وعليه يمكن استنتاج أن

(
1

2

𝑑

𝑑𝑥
)𝑛𝑒2t𝑥 =  𝑡𝑛𝑒2𝑡𝑥                         (2) 

 
 ولهذا يمكن القول أن

 𝑒𝑥𝑝  −
1

4

𝑑2

𝑑𝑥2
  e2t𝑥

=  �
1

𝑛!

∞

𝑛=0

(−
1

4

𝑑2

𝑥2
) 𝑒2𝑡𝑥  

= �
(−1)n

n!

∞

n=o

(
1

2

𝑑

d𝑥2
)2n𝑒2t𝑥  

 
 

 ( ينتج أن2ومن خلال العلاقة )

�
(−1)n

n!

∞

n=o

𝑡2n𝑒2t𝑥 = 𝑒2t𝑥 �
(−1)n

n!
𝑡2𝑛

∞

n=o

 

 

= 𝑒2t𝑥 �
1

n!

∞

n=o

(−𝑡2)n = 𝑒2t𝑥𝑒−t2
= 𝑒2t𝑥−t2 

 أي أن 

 𝑒𝑥𝑝  −
1

4

𝑑2

𝑑𝑥2
  e2t𝑥 = 𝑒2𝑡𝑥−𝑡2

           
 

 فإن (3.2)ومن خلال تعريف الدالة المولدة المعطي في 

  

             𝑒𝑥𝑝  −
1

4

𝑑2

𝑑𝑥2
  �

1

n!

∞

n=0

(2𝑥)𝑛

= �
𝐻n(𝑥)tn

n!

∞

n=o

 

 

في الطرفين نحصل على 𝑡nوبمساواة معامل  

 𝑒𝑥𝑝  −
1

4

𝑑2

𝑑𝑥2
  

1

n!
2n𝑥n =

𝐻𝑛 𝑥 

n!
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 ومنها ينتج أن

 𝐻𝑛 𝑥 = 2𝑛  𝑒𝑥𝑝 −
1

4

𝑑2

𝑑𝑥2
  𝑥n         

 

 𝐼𝐼  Hn 𝑥 = (−1)𝑛𝑒𝑥2 𝑑𝑛

d𝑥n
 𝑒−𝑥

2
   

𝑒2𝑥𝑡−t2
= �

𝐻𝑛 𝑥 

𝑛!

∞

𝑛=𝑜

𝑡𝑛  

 
 وبالنشر وفق ماكلوران حيث

𝐻𝑛 𝑥 =  
𝜕𝑛

𝜕𝑡𝑛
𝑒2𝑥𝑡−𝑡2

 
𝑡=0

 

= 𝑒𝑥2
 
𝜕𝑛

𝜕𝑡𝑛
𝑒−(𝑥−𝑡)2

 
𝑡=0

 
 

 

 واعتمادا على المساواة
𝜕

𝜕𝑡
 ƒ 𝑥 − 𝑡 =

𝜕

𝜕𝑥
 ƒ(𝑥 − 𝑡) 

 
 ومنها

𝜕𝑛

𝜕𝑡𝑛
 ƒ(𝑥 − 𝑡) =  (−1)𝑛

𝜕𝑛

𝜕𝑥𝑛
𝑒−(𝑥−𝑡)2

 
  

 

 أي

Hn 𝑥 =  (−1)𝑛𝑒𝑥2
 
𝜕𝑛

𝜕𝑥𝑛
𝑒−(𝑥−𝑡)2

 
𝑡=0

= (−1)𝑛𝑒𝑥2 𝑑𝑛

d𝑥n 𝑒
−𝑥2 

 

  

  [𝟏]الصيغ التكرارية الأساسية لمتعددات حدود هيرمت 

التكراريتين الأساسيتين لمتعددات حدود هيرمت واللتان في هذه الفقرة سيتم استعراض الصيغتين 

سنعتمد عليهما في استنتاج صيغ تكرارية "علاقات " أخرى تتعلق بمتعددات حدود هيرمت ، 

ولأهميتهما في هذا البحث سنقوم بإثبات هاتين الصيغتين مستخدمين الدالة المولدة لمتعددات 

 حدود هيرمت
 𝐼     𝐻′n 𝑥 = 2𝑛𝐻n−1 𝑥             ,𝑛≥1 

 
 

 هيرمتباستخدام الدالة المولدة لمتعددات لحدود 

 

�
Hn(𝑥)

n!

∞

n=o

𝑡n𝑒−𝑡
2+2𝑡𝑥

 

 
 يكون لدينا  𝒙وباشتقاق كلا الطرفين بالنسبة إلى 
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�
Hn(𝑥)

n!

∞

n=o

𝑡n = 2t 𝑒−t2+2t𝑥  

 
 

= 2𝑡�
𝐻𝑛(𝑥)

𝑛!
𝑡𝑛

∞

𝑛=𝑜

 

= 2 �
𝐻𝑛−1(𝑥)

(𝑛 − 1)!

∞

𝑛=1

𝑡𝑛  

 
 بين كلا الطرفين يكون لدينا 𝑡nوبمساواة معامل 

 
𝐻𝑛 𝑥 

n!
= 2

𝐻𝑛−1 𝑥 

 n − 1 !
 

 
 

 ومنها ينتج إن

 
 𝐻′n 𝑥 =  2𝑛𝐻𝑛−1(𝑥) 

 
(𝐼𝐼)       2𝑥𝐻𝑛 𝑥 = 2nHn−1 𝑥 + Hn+1 𝑥    

 

 :الإثبات

 باستخدام الدالة المولدة 

�
Hn 𝑥 

n!

∞

n=o

𝑡𝑛 = 𝑒−𝑡
2+2𝑡𝑥

 

 
 

 نجد  t وبأجراء عملية الاشتقاق بالنسبة لـ 

� n
Hn 𝑥 

n!
tn–1

∞

n=1

=  −2𝑡 + 2𝑥 𝑒−𝑡
2+2𝑡𝑥  

 

�
Hn(𝑥)

(n − 1)!
𝑛=𝑜

𝑡n−1

= −2𝑡𝑒−𝑡
2+2𝑡𝑥

+ 2𝑥𝑒−t2+2t𝑥    
 وعليه  n=0وذلك لان حدود الطرف الأيسر تكون مساوية للصفر عندما 

�
Hn 𝑥 

 n − 1 !

∞

n=1

𝑡n−1 = −2𝑡�
𝐻𝑛 𝑥 

𝑛!
𝑡𝑛 + 2𝑥�

𝐻𝑛 𝑥 

𝑛!

∞

𝑛=𝑜

∞

𝑛=𝑜

𝑡n 
  

 

 أو
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2𝑥�
𝐻𝑛(𝑥)

𝑛!

∞

𝑛=𝑜

𝑡2 = 2 �
𝐻𝑛(𝑥)

𝑛!

∞

𝑛=𝑜

𝑡𝑛+1

+ �
𝐻𝑛(𝑥)

(𝑛 − 1)!

∞

𝑛=1

𝑡𝑛−1 

 
 

 أو

2𝑥�
Hn(𝑥)

n!

∞

n=o

𝑡𝑛  

= 2 �
Hn−1(𝑥)

(n − 1)!

∞

n=1

𝑡n

+ �
Hn+1(𝑥)

n!

∞

n=o

𝑡n 
 

 في الطرفين نحصل على 𝑡nوبمساواة معاملات 

 
2𝑥𝐻𝑛 (𝑥)

𝑛 !
= 2

𝐻𝑛−1(𝑥)

(n−1)!
+

𝐻𝑛+1(𝑥)

n!
 

 
  ن:أومنها ينتج 

2𝑥𝐻n 𝑥 = 2𝑛𝐻𝑛−1 𝑥 + 𝐻n+1 𝑥    ويمكن ملاحظة أنه بمساواة معاملات𝑡o 

 للطرفين نحصل على 

2𝑥𝐻o 𝑥 =  H1 𝑥   
 

 [𝟑]استنتاج صيغ تكرارية )علاقات( أخرى تتعلق بمتعددات حدود هيرمت 

في هذه الفقرة سوف نقوم باستنتاج صيغ تكرارية " علاقات " مهمة أخرى تتعلق بمتعددات  

حدود هيرمت بالاعتماد وبشكل رئيسي على الصيغتين التكراريتين اللتان عرضناهما آنفا ، وهذه 

الصيغ تفيدنا في حل الكثير من المسائل الرياضية والفيزيائية والهندسية التي تصادفنا ضمن هذه 

 -المجالات:

(𝒂)              𝐻n 𝑥 = 2𝑥𝐻𝑛 𝑥 − 𝐻𝑛+1(𝑥) 

 
 :الإثبات

 (I( ، )IIبكتابة الصيغتين التكراريتين الأساسيتين )
𝐻′n 𝑥 = 2𝑛𝐻𝑛−1 𝑥          ,𝑛 ≥ 1            1  

2𝑥𝐻n 𝑥 = 2𝑛𝐻𝑛−1 𝑥 + 𝐻n+1 𝑥           (2) 

 ( نحصل على1( من )2وبطرح ) 
          𝐻′n 𝑥 = 2𝑥𝐻𝑛 𝑥 − 𝐻𝑛+1 𝑥 

 

(𝒃)      𝐻n 𝑥 − 2𝑥H2 𝑥 + 2nHn 𝑥 = 𝑜  
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 :الإثبات

 التفاضليةمن معادلة هيرمت 
d2y

d𝑥2
− 2𝑥

𝑑𝑦

d𝑥
+ 2𝑛𝑥 = 0                (1) 

 ( لذلك ينتج أن1تعتبر حلا لـ )  𝐻𝑛 𝑥وحيث ان  
       𝐻𝑛 𝑥 − 2𝑥𝐻𝑛 𝑥 + 2𝑛𝐻𝑛 𝑥 = 0 
(𝐜)                  𝐻𝑛 𝑥 = 𝐻𝑛−1 𝑥 𝐻𝑛−2(𝑥) 

  
 

 الإثبات:

 (5.2( في )𝙸باستخدام الصيغة التكرارية الأساسية )
𝐻′𝑛 𝑥 =  2𝑛𝐻𝑛−1 𝑥                       𝐴    وبالاشتقاق بالنسبة للمتغير𝒙 نحصل على 

𝐻′n 𝑥 = 2𝑛𝐻𝑛−1 𝑥                    (𝐵)   وباستبدالn  بـ 𝑛 − ( نحصل Aفي )ِ  1

 على

𝐻𝑛
َ
 𝑥 =  2 𝑛 − 1 𝐻𝑛−2 𝑥 ……… . (𝑐)  ( ومن خلال العلاقتينB( و )cينتج إن ) 

𝐻𝑛
ً
 𝑥 = 𝐻𝑛 n − 1 𝐻𝑛−2 𝑥   

 

 𝒅              𝑥𝑒−𝑥
2∞

−∞
𝐻n 𝑥 Hm 𝑥 𝑑𝑥 =

    𝜋2n−1𝑛! 𝛿𝑛−1,𝑚 +  π2𝑛(𝑛 + 1)!𝛿𝑛+1,𝑚    
 

 kornecker deltaتمثل دالة كرونيكر  δحيث إن

 (.5.2( في )IIالصيغة التكرارية الأساسية ) باستخدام

x 𝐻𝑛 𝑥 = 𝑛𝐻𝑛−1 𝑥 +
1

2
𝐻𝑛+1(𝑥) 

  
 

 إذن

 

� 𝑥𝑒−𝑥
2

∞

−∞

𝐻𝑛 𝑥 𝐻𝑚 𝑥 𝑑𝑥 

 

= � e−𝑥
2

∞

−∞

 𝑛𝐻𝑛−1 𝑥 +
1

2
𝐻𝑛+1 𝑥  𝐻𝑚 (𝑥)d𝑥 

= 𝑛� e−𝑥
2
Hn−1

∞

−∞

 𝑥 𝑑𝑥

+
1

2
� e−𝑥

2
∞

−∞

𝐻n+1 𝑥 𝐻𝑚 𝑥 𝑑𝑥 
  

 

  وبالاستفادة من خاصية التعامد  لحدوديات هيرمت حيث أن
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� e−𝑥
2
Hn 𝑥 Hm

∞

−∞

 𝑥 𝑑𝑥

=  
0 ,   𝑛 ≠   𝑚

2𝑛  𝑛!   𝜋,   𝑛 = 𝑚
 

  
 

 

 النتيجة أعلاه باستخدام دالة كرونيكر أييمكن إعادة كتابة 

� e−𝑥
2
Hn 𝑥 Hm 𝑥  dπ = 2nn! π

∞

−∞

δ𝑛𝑚  
  

 

 

 حيث

𝛿𝑛𝑚 =  �
0    ,𝑛 ≠ 𝑚
1    ,𝑛 = 𝑚 

 
 

 

 اذن

� e−𝑥
2

∞

−∞

𝐻n 𝑥 𝐻𝑚 𝑥 𝑑𝑥

= 𝑛2𝑛−1�π2𝑛 𝑛 − 1 ! 𝛿(𝑛−1)𝑚

+ �π2𝑚  𝑛 − 1 ! 𝛿(𝑛+1)𝑚  
  

 

 ومنها ينتج ان

𝑖) 𝐻2𝑛 0 = (−1)𝑛
 2𝑛 !

𝑛!
 

𝑖𝑖 )𝐻2𝑛+1 0 = 0  
 

 :الإثبات

 لدينا 

�
tn

n!

∞

n=0

(𝐻𝑛 𝑥 =  𝑒−𝑡
2+2𝑥  

 
 نحصل علي n=oبوضع 

�
tn

n!

∝

n=0

𝐻n o = e−t2

= �1 − t2 +
(t2)2+

2!
+ ⋯

+ (−1)n (t2)n

n!
+ ⋯  

= �
(−t2)n

n!

∝

n=0

 
 

 

  نحصل علي nبـ  kفي الطرف الايسر ثم استبدال  2n = kبوضع 
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�
1

 2n !

∝

n=0

𝐻2n 0 𝑡2𝑛 = �(−1)𝑛
𝑡2𝑛

𝑛 !

∝

𝑛=0

 

  
 

 في الطرفين نحصل على 𝑡2nوبمساواة معاملات

𝐻2n 0 = (−1)𝑛
 2𝑛 !

n!
  

 

 في الطرفين نحصل على  𝑡2n+1مرة أخرى نساوي معاملات
1

 2𝑛 + 1 !
𝐻2𝑛+1 0 = 0 

 
 

 tوذلك بسبب ان الطرف الايسر في العلاقة لا يتضمن قوة أو أسس فردية لـ 

 إذن

𝐻2𝑛+1 0 = 0  
          𝒆              

𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚
[𝐻𝑛(𝑥)] =       

2𝑚 𝑛 !

 𝑛−𝑚 !
𝐻𝑛−𝑚 𝑥             , m < 𝑛    

 
 :الإثبات

 من الدالة المولدة

�
Hn  𝑥 tn

n!
= e2t𝑥−𝑡2

∞

n=o

 

 
 إذن

�
tn

n!

∞

n=o

𝑑𝑚

dxm
[𝐻𝑛(𝑥)] =

dm

dxm
e2t𝑥−𝑡2

= (2𝑡)𝑚e2t𝑥−𝑡2
  

= (2𝑡)𝑚 �
tn

n!

∞

n=o

𝐻n(𝑥)  = 2m �
tn +m

n!

∝

n=o

𝐻n 𝑥 

= 2𝑚 �
1

 r−m !

∝

r=m

𝑡r𝐻r−m 𝑥  

  

 m- r = nومنها   m +n = rويوضح 

𝑛وعندما r m =فان n=0وعليه عندما  → 𝑟فان  ∞ → بالطرفين   𝑡nوبمساواة معاملات  ∞

 نحصل على
1

n!

dm

d𝑥m
[𝐻𝑛(𝑥)] = 2m 1

 n−m !
𝐻n−m 𝑥  

 
𝑑𝑚

d𝒳
m [𝐻𝑛 𝑥 ] =

2m𝑛!

 n − m !
𝐻n−m 𝑥  

 
 𝒇      𝑃𝑛 𝑥 =  

2

 𝜋  𝑛!
 𝑡𝑛𝑒−𝑡

2∞

0
𝐻𝑛 𝑥𝑡 𝑑𝑡  
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 هي متعددات حدود ليجندر والتي احد اشكالها العامة يمكن كتابته بالصورة  𝑃n 𝑥حيث ان 

𝑃n 𝑥 = �(−1)𝑟
(2𝑛 − 2𝑟)!

2𝑛𝑟!  𝑛 − 2𝑟 ! (𝑛 − 𝑟)!

 
𝑛
2 

𝑟=𝑜

𝑥n−2r  

  

�علما بان 
𝑛

2
تمثل اكبر عدد صحيح لا يزيد عن   

𝑛

2
 

 :الإثبات

 (2.2( في )6من تعريف متعددات حدود هيرمت المعطى في )

𝐻n 𝑥 = �(−1)𝑟
𝑛!

𝑟!  𝑛 − 2𝑟 !

�
𝑛

2
 

𝑟=𝑜

(2𝑥)𝑛−2𝑟  

𝐻n 𝑥𝑡 = � −1 𝑟
𝑛!

𝑟!  𝑛 − 2𝑟 !

�
n

2
 

r=o

(2𝑥𝑡)𝑛−2𝑟  

 وعليه سيكون 
2

𝑛! 𝜋
� tn e−t2

Hn

∝

0

 𝑥𝑡 𝑑𝑡

=
2

𝑛! 𝜋
� tn

∝

0

𝑒−t2
�(−1)r

 𝑛2 

r=o

𝑛!

r!  n − 2r !
(2𝑥𝑡)𝑛−2𝑟  

= � (−1)𝑟
2𝑛−2𝑟+1

 𝜋𝑟 !(𝑛−2𝑟)!
𝑥𝑛−2𝑟 𝑛

2
 

𝑟=0  𝑒−𝑡
2
𝑡2(𝑛−𝑟)𝑑𝑡

∞

0
  

= � (−1)𝑟
2n−2r +1

 π    r!(n−2r)

�
n

2
 

r=0 𝑥𝑛−2𝑟  e−t2
t2 𝑛−𝑟+1

2 −1∝

0
  

 
 وبالاعتماد على مفهوم دالة جاما بالنسبة للتكامل داخل العلاقة أعلاه حيث

 𝑛 = 2� 𝑒−𝑡
2

∞

0

𝑡2𝑛−1𝑑𝑡 
 

 وعليه يصبح لدينا 

= �
2n−2r +1

 πr! n−2r !

 n
2
 

r=0 𝒳
𝑛−2𝑟 1

2
Γ(n − r +

1

2
)  = � (−1)𝑟

2n−2r (−1)r

 πr!(n−2r)!

 𝑛
2
 

r=0 𝑥n−2r  2(𝑛−𝑟 !

22(𝑛−𝑟)  π  
  

 

 وذلك من خلال احد خصائص دالة جاما حيث ان :

Γ(n +
1

2
) =

 2𝑛 !

22𝑛    n!
�π 

  
 -وبهذا ينتج:
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= � (−1)r 𝑛
2
 

r=0

 2𝑛−2𝑟 !

2n   r! n−2r ! n−r !
x𝑛−2𝑟 = 𝑃𝑛(𝑥) 

𝒈)       �
𝐻𝑟(𝑥)𝐻𝑟(𝑦)

2𝑟   𝑟!

𝑛

𝑟=0

 

=
𝐻𝑛+1 𝑦 𝐻𝑛 𝑥 − 𝐻𝑛+1(𝑥)𝐻𝑛(𝑦)

2𝑛+1𝑛! (𝑦 − 𝑥)
 

  
 

 (.3.2وباستخدام الصيغة التكرارية الاساسية الثانية لمتعددات حدود هيرمت المبينة في )

  𝑥𝐻𝑛  𝑥 = 𝑛𝐻𝑛−1 𝑥 +
1

2
𝐻𝑛+1 𝑥                  (𝐴1)   

 

𝑦𝐻𝑛 𝑦 = 𝑛𝐻𝑟−1 𝑦 +
1

2
𝐻𝑟+1 𝑦                   𝐴2    

 

 وبضرب :

𝐻𝑛 𝑦    𝐴1   ,𝐻𝑛 𝑥     (𝐴2) 

 
 ومن ثم اجراء عملية الطرح بينهما نحصل على

 𝑦 − 𝑥 𝐻𝑛 𝑥 𝐻𝑛 𝑦 =
1

2
[𝐻𝑛+1 𝑦 ]𝐻𝑛 𝑥  −

𝐻𝑛+1(𝑥)𝐻𝑛(𝑦)  

− 𝑛[𝐻𝑛−1 𝑥 𝐻𝑛 ] 𝑦 − 𝐻𝑛−1 𝑦 𝐻𝑛 𝑥           (𝐴3) 
                           �    

                  (𝐴3)   �   ,   𝑛 = 𝑜 ,1 ,… ,𝑛 − 1,𝑛 

 
 على الترتيب لنحصل على 

 𝑦 − 𝑥 𝐻0 𝑥 𝐻0 𝑦 

=
1

2
[𝐻1 𝑦 𝐻0 𝑥 

− 𝐻1 𝑥 𝐻0 𝑦 ] − 𝑜         𝐵0   
 𝑦 − 𝑥 𝐻1 𝑥 𝐻1 𝑦 

=
1

2
[𝐻2 𝑦 𝐻1 𝑥 

− 𝐻2 𝑥 𝐻1 𝑦 ] −   
−[𝐻0 𝑥 𝐻1 𝑦 

− 𝐻0 𝑦 𝐻1 𝑥 ]                          𝐵1       
 

 

 𝑦 − 𝑥 𝐻2 𝑥 𝐻1 𝑦 =
1

2
[𝐻3 𝑦 𝐻2 − 𝐻3 𝒳 𝐻2 𝑦 ] − 

−2[𝐻1 𝒳 𝐻2 − 𝐻1 𝑦 𝐻2 𝒳 ]             𝐵2  

 𝑦 − 𝑥 𝐻3 𝑥 𝐻3 𝑦 =
1

2
[𝐻4 𝑦 𝐻3 𝑥 − 𝐻4 𝑥 𝐻3 𝑦 ] − 

−3[𝐻2 𝑥 𝐻3 𝑦 − 𝐻2 𝑦 𝐻3 𝑥 ]            (𝐵3) 
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 𝑦 − 𝑥 𝐻𝑛−1 𝑥 𝐻𝑛−1 𝑦 

=
1

2
[𝐻𝑛 𝑦 𝐻𝑛−1 𝑥 

− 𝐻𝑛(𝑥)𝐻𝑛−1(𝑦)]

−  𝑛 − 1 [𝐻𝑛−2 𝑥 𝐻𝑛−1 𝑦 

− 𝐻 𝑦 𝑛−2 𝑥 ]                        (𝐵𝑛−1) 

 𝑦 − 𝑥 𝐻𝑛 𝑥 𝐻𝑛 𝑦 

=
1

2
[𝐻𝑛+1 𝑦 𝐻𝑛 𝑥 

− 𝐻𝑛+1(𝑥)𝐻𝑛(𝑦)] − 

−𝑛[𝐻𝑛−1 𝑥 𝐻𝑛 𝑦 − 𝐻𝑛−1 𝑦 𝐻𝑛 𝑥 ]      𝐵𝑛  والان نضرب  
 𝐵0   ,    𝐵1   ,  𝐵2  ,… ,  𝐵𝑛−1  ,  𝐵𝑛  

   �       �    

1

20 𝑜!
,

1

211!
   ,

1

22𝑟!
  ,

1

23  ,3!
,… ,

1

2𝑛−1 𝑛 − 1 !
 

  
 

 ومن ثم القيام بعملية الجمع نحصل على

 𝑦 − 𝑥 �
𝐻𝑟 𝑥 𝐻𝑟 𝑦 

2𝑟   𝑟!

𝑛

𝑟=𝑜

=   
𝐻𝑛+1 𝑦 𝐻𝑛 𝑥 − 𝐻𝑛+1 𝑥 𝐻𝑛 𝑦 

2𝑛+1  𝑛!
 

 
 

 ذنا

�
𝐻𝑟 𝑥 𝐻𝑟(𝑦)

2𝑟     𝑟!

𝑛

𝑟=𝑜

=
𝐻𝑛+1 𝑦 𝐻𝑛 𝑥 − 𝐻𝑛+1(𝑥)𝐻𝑛(𝑦)

2𝑛+1   𝑛!        (𝑦−𝑥)
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 :Conclusionالخلاصة 

كنتيجة مما تقدم وللأهمية الكبيرة لمتعددات حدود هيرمت التي تظهر كحلول لمعادلة 

هيرمت التفاضلية خاصة تلك المعادلات التفاضلية ذات التطبيقات الفيزيائية والهندسية، وكما هو 

الحال في الكثير من الدوال الخاصة المعروفة كدوال بيسل وليجندر وغيرها التي تملك صيغ 

يستفاد منها لتبسيط وحل الكثير من المسائل الرياضية والفيزيائية والهندسية بأسلوب تكرارية 

رياضي متقدم، فإن متعددات حدود هيرمت تملك صيغتين تكراريتين أساسيتين ومن هنا جاءت 

فكرة البحث وهي استخدام هاتين الصيغتين في اكتشاف واستنتاج صيغ تكرارية أخرى وعلاقاتها 

 تعددات حدود ليجندر، تفيد في حل الكثير من المسائل ذات العلاقة. بدوال أخرى كم
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