Abschatzung der fraktalen Dimension
chaotischer Attraktoren mittels Kaplan-
Yorke-Vermutung

Jason von Juterczenka (16), Schulerforschungszentrum Nordhessen

Chaosforschung | Fraktale Dimension | Ljapunow-Spektrum | Attraktoren

haotische  Systeme unterliegen o ‘ , , ‘ , ‘

einer sensitiven Abhéangigkeit von S

den Anfangsbedingungen. Dies o %
wirft fir mich die Frage auf, welche 005 | , =

Mechanismen qualitativ den Verlauf der
Trajektorie im Phasenraum bestimmen. Ich
vermute, dass eine gebrochene

Dimensionalitdt des zugrundeliegenden 7\ fm
Attraktors oder dessen Einzugsbereichs 0F e VAR \ 1
urséchlich ist. Um dies zu Uberprifen, \H,

analysiere ich mein Problem sowohl auf

0.1

theoretischer  Basis  rechnerisch  und o005 001 o015 002 [ 00e 008 00s 00s
geometrisch als auch durch numerische

Computersimulationen chaotischer

Systeme, die ich mithilfe von Poincaré-

Abbildungen und Bifurkationsdiagrammen Jugend forscht 2022,

auswerte. Ziel ist die Bestimmung des Regionalwettbewerb Hessen Nord,

Ljapunow-Spektrums, um mittels Kaplan-
Yorke-Vermutung ermitteln zu kénnen, ob
der Attraktor des Systems fraktal ist.
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Fraktale Dimension chaotischer Attraktoren

1.Einfihrung. Als ich 2016 am SFN auf der Suche
nach einem Forschungsthema den Begriff
,,Chaostheorie*“ las, sah ich darin zundchst eine
Paradoxie: Eine Theorie ist schlieflich eine
Ordnung, die mdglichst viele erfahrene Phdnomene
durch einen mdglichst kleinen Satz von Regeln
erkléart und dadurch Vorhersagen ermdglicht — fir
den Begriff ,,Chaos® schien in der Wissenschaft kein
Platz zu sein.

2.Messungen mit dem Chaospendel. Dies
weckte mein Interesse: Aus zwei Metallstangen aus
dem Baumarkt, einem Kugellager und einer

Verpackung als Farbpunkt konstruierte ich ein

1]
1]
. ]

einfaches Chaospendel mit Messkonstruktion.

Attraktors liegen konnte und beide somit voéllig
unterschiedliche weitere Verladufe nehmen kdnnten.
Da ein Phasenraum-Volumen ein Energievolumen
darstellt, wére die Entwicklung des Systems
demzufolge von der Anfangsenergie abhéngig,
manifestiert in einer oder mehreren Variablen. Dies
fuhrte mich zu folgenden Fragestellungen:
o Liegt dort eine sensitive Abhangigkeit von
den Anfangsbedingungen vor?
o Welcher Mechanismus ist dafiir urséchlich?
(Vermutung: Fraktaler Attraktor)
o Welche Konsequenzen (Energieerhaltung,

Unschirfe, ...) ergeben sich daraus?

Ih begann mit theoretischer Vorarbeit, denn mir

Abb.1 | Eine Auswahl der aus am getriebenen Chaospenofeqrﬁ%ﬁH@%Him%g‘fgﬁ%jél@F%H@%ﬁ%ﬁﬂgﬂ

Phasenraum-Diagramme an meinem Arbeitsplatz

Ich zeichnete aus experimentell erhobenen Daten
Phasenraum-Diagramme auf und beobachtete, dass
sich das Pendel — sobald es zu einem Uberschlag
kommt - trotz gleich gemessenem
Auslenkungswinkel unterschiedlich verhélt. Ich
vermutete fraktale Strukturen im Phasenraum als
geometrische Ursache dieser Sensitivitat, denn ich
stellte mir vor, dass von zwei Startpunkten mit
infinitesimalem Abstand einer auferhalb und einer

innerhalb des Einzugshereichs eines fraktalen

Erklarungen fir das am Chaospendel beobachtete
Ph&nomen streng zu beweisen.

2.1 Sensitive Abhangigkeit. Zunéchst definiere ich,
was ich im Folgenden unter sensitiver Abhéngigkeit
verstehe: Eine Funktion f ist sensitiv abhangig von
ihren Anfangsbedingungen, wenn die Differenz
zweier beliebig grofer Ableitungen groRer ist als
eine beliebig kleine Zahl £ > 0, denn nur wenn

Ableitungen (die Anderungsraten beschreiben) nicht
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verschwinden, kdnnen Trajektorien exponentiell
auseinanderlaufen. Diese Uberlegungen finden sich
in verschiedenen mathematischen Definitionen
wieder, die den Begriff unterschiedlich streng
auslegen.!

2.2 Ljapunow-Exponenten. Auf der Suche nach
einem quantitativen Mall fir die sensitive
Abhangigkeit, mit dem ich meinen Eindruck
lberprifen kann, stieB ich auf den Ljapunow-
Exponenten. Der Ljapunow-Exponent A nach
ALEXANDER MICHAILOWITSCH LJAPUNOW
(1857-1918) ist der Wachstumsfaktor des Abstands
zweier  Phasenraum-Trajektorien bei  kleinem
(infinitesimalem) Anfangsabstand D, = |ay — byl,
wobei a, und b, ihre Startpunkte sind. Bei A < 0 tritt
Konvergenz auf, bei A=0  divergieren die
Trajektorien polynomiell, also stets langsamer als
exponentiell, bei 4 > 0 exponentiell. In diesem Fall
kann parameterabhdngig Chaos auftreten. Pro
Phasenraum-Dimension  kann ein  Ljapunow-
Exponent angegeben werden, ihre Gesamtheit ergibt
das Ljapunow-Spektrum, i.d.R. geordnet angegeben
(A 2 2;41). Fur das Vorliegen sensitiver
Abhangigkeit ist der groite Exponent des Spektrums
Amax relevant. Ich formte den Naherungsterm? um,

bzw. 16ste ihn nach A auf.

1 D(t
D(t)zDO-Z”t@—-logz( ()>zl
t Dy

2.1)
Auf diese Weise lasst sich immerhin A,,,, einfach

ermitteln.  Allerdings ist es umstandlich ein
Ljapunow-Spektrum aus experimentellen
Messwerten zu bestimmen, da kein vollstandiger
Satz von Zustandsgrofien vorliegt, sonderni.d.R. nur
eine skalare GrolRe als Funktion der Zeit. Mittels
eines Einbettungsverfahrens kann dieses Problem
zwar gelost werden®, doch ich suchte nach einer
einfacheren Ldsung.

3.Simulation von himmelsmechanischen

Problemen. Aus diesem Grund wechselte ich von

! Vgl. Wikipedia: ,,Sensitive Abhéingigkeit*
2 Vgl. Feldman: Chaos and Fractals, 2012, S.96

meinem experimentellen Aufbau zur Nutzung von
Simulationen. Da dies kein Informatik-Projekt ist
und es mir um die induktive Beantwortung meiner
Forschungsfrage ging, griff ich wann immer es ging,
auf schon vorhandene Simulationen zurick und
modifizierte sie lediglich. Ein grundséatzliches
Problem dabei bestand in der Tatsache, dass sich bei
chaotischen Systemen kaum beurteilen lasst, ob
Simulationsergebnisse sinnvoll sind — sonst miisste
ich schlieBlich nicht simulieren. Ich musste die
Simulation also so kleinschrittig prufen, dass ich den
spateren Daten vertrauen kann. Dafiir simulierte ich
zunéchst verschiedene astronomische Systeme,
deren  Dynamik  durch das  Newtonsche
Gravitationsgesetz verstanden ist, sodass ich die
Simulationsergebnisse  mit  den  erwarteten
Resultaten vergleichen und dadurch Probleme
ausfindig machen konnte. Dabei gewann ich
Erfahrung im Umgang mit  numerischen
Zeitschritten und testete mein Verfahren zur
Bestimmung des Ljapunow-Exponenten.

3.1 Zweikorperproblem. Aus der Ldsung des
Zweikdrperproblems (bei mit dem Quadrat der
Entfernung abnehmender Gravitationskraft
zwischen den Korpern) ergeben sich die
Keplerschen Gesetze des JOHANNES KEPLER
(1571-1630). Wie erwartet, bewegt sich die Erde in
meiner Simulation von Erde und Sonne auf einer

Ellipse mit der Sonne im Brennpunkt. Da es sich

nicht um eine geddmpfte  Schwingung
(Punktattraktor), sondern um eine harmonische,

zyklische Bewegung unter Einhaltung der

3vgl. Leven, Koch, Pompe: Chaos in Dissipativen
Systemen, 1989, S.65-71
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Energieerhaltung handelt, folgt das System nach
meinen Uberlegungen einem Kreisattraktor.

f
Dy(X) Anax z A
i=1
1 AE 3,12664 - 107° 7,534-107°
10 AE 3,02660 - 107 7,202 -107°
100 AE 3,02650 - 107° 6,869 - 107
1.000 AE 3,02660 - 107 6,537 - 107

Abb.2 | Kreisattraktor einer streng
periodischen, ungedampften Oszillation

Diese Systeme verhalten sich periodisch stabil, die
Trajektorie ist unter Ausschluss numerischer Fehler
geschlossen, dementsprechend prognostizierte ich

Ljapunow-Exponenten < 0. Ich ermittelte mittels
der Formel (2.1) den groBten Ljapunow-Exponenten

bei verschieden groRer Anderung des x-Startwertes.

Unter der Annahme, dass sowohl der maximale
Exponent als auch die Summe aller Exponenten mit
Berlicksichtigung numerischer Fehler als null zu
interpretieren ist, bestatigt dies die Stabilitat sowie
die Energieerhaltung des Systems — dennoch stellte
FPigh £S5 450 SUUrkanaIy 84 Wi bR diskrRiation
mm%@wmm{simulation

3.2 Dreikorperproblem. Ich fuhr fort mit einer
Dreikorpersimulation: Durch die Erweiterung zum
Dreikorperproblem wird das System nichtlinear, die
Bewegungsgleichungen  werden  durch  nicht
algebraische Integrale analytisch unlésbar. Bildet
man aus den Newtonschen Termen durch Addition
der auf den Kdorper einwirkenden Gravitationskréfte
die Superposition und klammert dann aus, lassen
sich die neuen Geschwindigkeiten der drei Korper

allerdings wie folgt in Abhangigkeit von der alten

Geschwindigkeit, der Gravitationskonstante sowie
den Abstanden und Massen der anderen beiden

Kdrper numerisch berechnen.

. —vx— X (M LT
Erde: wvx, =vx [G " (rg + = )] (3.1)

. —vx— X [Me M0
Mars:  vx, = vx [G " (ré + = )] (3.2)
33)

Sonne: vx, = vx — [Gi (E + ﬂ)]

A \rg 8

Dieselbe Berechnung wird natiirlich ebenso fur die
y-Komponente der Geschwindigkeit angewandt.
Dem sogenannten KAM-Theorem zufolge wird auch
schon der Torus-Attraktor eines
Zweikorperproblems bei einer kleinen Stérung
instabil, sobald die Frequenzen der Oszillatoren ein
rationales ~ Verhdltnis  eingehen  (in  der
Himmelsmechanik sind das Bahnresonanzen, bspw.
2:1, 3:2 oder 5:2), die Phasenbahnen den Torus also
nicht quasiperiodisch umlaufen, sondern streng
periodisch in sich zurlcklaufen, denn unter diesem

Umstéanden wachsen Stérungen exponentiell.

Da mein Ziel nicht quantitative Aussagen tber die
Stabilitdt von Bahnen in Dreikorpersystemen,
sondern der Test einer nichtlinearen Simulation war,
ging ich in allen Simulationen von punktférmigen
Massen aus und berticksichtigte keine Zweier- oder
PrafeasldBeseinlossenpifikadaktesiaatikighskratt in
Oberflache eines 2-Torus als Attraktor

diesen Fallen unendlich groB wirde). Um

Simulation und Darstellung in  mehreren
Dimensionen zu testen, fuhrte ich eine weitere
Dreikorpersimulation in drei Dimensionen durch,

berlicksichtigte also auch eine Bewegung auf der z-

3
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ALPHA CEN

OPTICAL

Achse. Dabei simulierte ich das Sternsystem Alpha ‘

Centauri, bestehend aus drei Sternen: Zwei sich eng
umkreisenden sonnendhnlichen Sternen und einem
weiter entfernten Zwergstern. Die Massen und
Entfernungen der Sterne passte ich an die realen
Gegebenheiten an. Eine sensitive Abhangigkeit ist
durch Vergleich der Bewegungen zu erkennen, die
simulierten  Bahnen sind allerdings nicht
geschlossen. Dies kann ich damit erkldren, dass die
relativen Positionen und Anfangsgeschwindigkeiten
sowie Beschleunigungen in der Simulation nicht der
Realitdt entsprechen und Rechnungen  mit
ausreichend  kleinen  Zeitschritten viel Zeit
beanspruchen wiirden. Beide Probleme wéren zwar

theoretisch losbar, Ubersteigen aber den

Rahmen meines Projekts. Daher versuchte ich auch
bei Dreikorperproblemen Ljapunow-Exponenten zu
berechnen, die Betrdge der resultierenden Werte
waren allerdings erneut zu klein um sinnvoll
ausgewertet werden zu kénnen. So kam es vor, dass
ich — deduktiv vorgehend, bereits ein bestimmtes
Ergebnis erwartend — Werte als null interpretieren
musste, die einen gréBeren Betrag hatten als solche,

die ich als negative oder positive Exponenten

4Vgl. Leven, Koch, Pompe: Chaos in Dissipativen
Systemen, 1989, S.64

ALPHA CEN X-RAY CLOSE-UP

ungleich null sehen musste. Auf diese Weise war
kein Verlass auf meine Daten, denn die
Interpretation war willkirlich.

3.3 Divergente Ljapunow-Exponenten. Ich suchte
nach einer Erklarung fur die geringen Betrage der
Ljapunow-Exponenten. Dabei dachte ich auch an
meine wissenschaftshistorischen Recherchen in der
Phase der Ideenfindung: Chaosforschung galt vor
der Entdeckung des Lorenz-Systems im Jahre 1963
oft eher als ein Problem der Informatik, nicht als ein
physikalisches Forschungsfeld, denn so wie die
Periheldrehung der Merkurbahn auch ohne das
physikalisch neue Prinzip der Relativitat mittels
Rechenungenauigkeiten (Planet ,,Vulkan®) in der
Newtonschen Mechanik erklart werden kann, so

kénnen

Rundungsfehler auch in nicht sensitiven Systemen
scheinbar chaotisches Verhalten erzeugen oder
physikalische Phanomene imitieren. Ljapunow-
Exponenten konnen in Simulationen deshalb
divergieren, der Exponent A der n-ten Dimension
ergibt sich wie ich herausfand* namlich aus dem
Volumen eines von Stdrungsvektoren aufgespannten

Parallelepipeds

Abb.4 | Der Doppelstern Alpha Centauri, unten rechts meine 3D-Dreikdrpersimulation des Systems
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Ay = }1_)12 t~InVol,(t). (3.4)

Da das VVolumen des Parallelepipeds zum Zeitpunkt
t folglich durch

(Vol, () = Vol,(0) x eti+2z2+45) (3.5)

bestimmt ist, kann es in chaotischen Systemen (bei

Amax > 0) Dbei kleiner Anfangsstdrung extrem

verzerrt werden, sodass numerische Ermittlung

versagt.

Um extrem lange Simulationszeiten aufgrund
astronomischer Zeitspannen, auf denen sich das
System
B B g eRiSeen ot Behbanti
OIS bdAPUEOPLARKS #(rYBENEFajRRABTICR.
nun wieder das Chaospendel in den Fokus.
4.Simulation des Chaospendels. Um das
Problem der groflen Ljapunow-Zeit zu umgehen,
begann ich mich dem Problem des Chaospendels
anzundhern, indem ich  zundchst  ohne
Berlicksichtigung  der mechanischen  Kréafte
gekoppelte Kreisbewegungen simulierte.
4.1 Gekoppelte Kreisbewegung. Dafiir wandte ich
auf einen Punkt P(x|y) die Rotationsmatrix A an,
um den um den Winkel a gedrehten neuen Punkt
P’(x’|y") zu erhalten.

(x’) _ (c9s(a) —sin(a)) . (x) @.1)

y’ sin(a) cos(a) y
Im néchsten  Schritt  verschob ich diese
Kreisbewegung innerhalb des Koordinatensystems,
indem ich eine durch eine Translationsmatrix eine

Storung auf das System wirken lief3.

1 0 a X x+a
(0 1 b>-<Y)=<y+b> (4.2)
0 0 O 1 0

Wie sich leicht erkennen I&sst, bewirkt die 3x3-
Translationsmatrix eine Merschiebung um a und b
der urspringlichen Positionen x und y. Diese

zunéchst statische Translation l&sst sich auch pro

5 Untersuchung eines Chaospendels mithilfe des
Ortsraums, Schiiler experimentieren 2019

Zeitschritt in eine Schleife einbinden, sodass die
Bewegung nicht nur einmalig im Koordinatensystem
verschoben wird, sondern auch die
Geschwindigkeiten sich &ndern und Epizykel
(,Kringel“) entstehen. Ich wollte nun die
Aufhdngung des einen Pendels selbst in eine
Rotationsbewegung versetzen, um zwei gekoppelte
Oszillatoren und damit einen auf Stérungen sensibel
reagierenden Torus-Attraktor zu erhalten. AuRerdem
fugte ich einen linearen Reibungsfaktor u hinzu, um
zu Uberpriifen, ob der reibungsbedingte Ubergang
der Bewegung in eine einfache Kreisbewegung mit
den zwischen 2016 und 2019 experimentell am
Chaospendel gesammelten Daten zum Bruch der
Ergodizitat durch Reibung Gbereinstimmt.®

Simulated Data
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1/x Regression and simulated Data
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Abb.6 | Die Anzahl der bis zum Uberga
einfache Kreisbewegung bendtigten It
gegen den Reibungsfaktor aufgetragen,
1/x-Regressionshyperbel. Darunte
linearisierten Daten mit Regressions

Die Reibung zeigt den erwarteten Effekt, die Anzahl

der Iterationen, nach der die gekoppelten

Kreisbewegungen in eine einfache Kreisbewegung
Ubergegangen sind (s. Abb.7), ist umgekehrt
proportional zum Reibungsfaktor. Dieses Ergebnis
ist physikalisch sinnvoll, bei einer Reibung von null
wird die bis zum Erreichen der Kreisbewegung
EenbtigénObein :uketdtétne irafe kopipelterkReibbegegungen bei %
wnteingrdampiie gekoppebskaekibenkapppenbei p = 0,1; u =
Das Bestimmtheitsmal3 ist Uberraschend hoch,
berticksichtigt man die Tatsache, dass ich das
Erreichen der einfachen Kreisbewegung rein optisch

,,;hach Eindruck* beurteilte.

Allerdings zeigte sich unabh&ngig vom Verhéltnis
der Grundfrequenzen Kkein sensitives oder quasi-
periodisches Verhalten, die Bahnen verliefen ohne
Reibung streng periodisch in sich geschlossen. Dies
lasst sich damit erklaren, dass eine mdgliche

6
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Riickkopplung durch die fe
Grundfrequenzen unterbunden wird und
Bericksichtigung der wirkenden mec
Kréfte auftritt.
4.2 Lagrange-Formalismus. Ich bega
Problem physikalisch zu analysieren und s
dass sich die Anzahl der Freiheitsgrade
Aufstellen von Zwangsbedingungen
lasst, denn das Pendel ist nur a
zweidimensionalen Ebene beweglich (pe
nicht vor und zuriick) und zudem nur entl
durch die Pendellange als Radius fe
Kreisbahn. Daher konnte ich die insges
Phasenraum-Koordinaten  x,y, z, py, py,
den kleineren Koordinatensatz ¢4,
ersetzen. Dies sind generalisierte Koordi
im Lagrange-Formalismus Verwendun
Dabei handelt es sich um eine von JOSEP
LAGRANGE (1736-1813) ei

Formulierung der Newtonschen Mechanik

nach dem Hamiltonschen Prinzip der
(genauer: stationaren) Wirkung. Mittels
Lagrange selbst von LEONHARD EUL
1783) entwickelten Euler-Lagrange-Gleic
sich die Bewegungsgleichung des
aufstellen:

ddy_d_

dt \dq q
In den meisten Fallen gilt dabei fir die
Funktion L:

L=T-V

Da ich im Alter von zehn Jahren mit meine
begann, war es fiir mich entscheidend
finden, mathematische Probleme mdglich
vereinfachen,  weshalb ich  den
Formalismus einsetzte. Flr das Chaospen

der Term fur die potentielle Energie

Vgl. Bohn: A Student’s Guide to Analyti
Mechanics, 2018, S.196-198

V =mgl(2 cosp, + cosp,), 4.5)
jener fur die kinetische Energie®
T =ml?p,* +>ml2¢,” + mi21¢,c0s (91 — ). (4.6)
Auf diese Weise lasst sich das Chaospendel mit
Krafterlickkopplung simulieren.
4.3 Poincaré-Schnitt. Da das Chaospendel jedoch
selbst mit generalisierten  Koordinaten im
Zustandsraum vierdimensional ist, bendtigt es den
von HENRI POINCARE (1854-1912) entwickelten
Poincaré-Schnitt. Dabei werden die
DurchstoBpunkte der Trajektorie mit einer
Hyperebene im Phasenraum aufgetragen, Parameter
werden festgelegt. Die Verteilung der Schnittpunkte
ermdglicht ebenso eine Analyse des Systems wie der
Phasenraum selbst. Fiir chaotische Systeme ist neben
einem positiven groBten Ljapunow-Exponenten ein
bei t — oo innerhalb energetischer Grenzen
vollstdndig mit Punkten gefiillter Poincaré-Schnitt

charakteristisch.

Pomcaré-Schnitt eines Doppelpendels mt ¢; =0

Abb.8 | Simulierte Poi\.'r;;:;ré—Abbildung mit ¢,
und w, auf der Ebene ¢p; = 0. Die rote Linie zeigt
die energetische Limitierung.

Ich trug in Abb8 alle Winkel und
Winkelgeschwindigkeiten des zweiten Pendels, also
¢, und w, auf, wenn der Winkel des ersten Pendels
¢, = 0 ist. Da dies in einer numerischen Simulation
kaum exakt der Fall ist, erlaubte ich einen
Toleranzbereich, trug also alle Punkte unterhalb
einer festen Differenz auf. Ein Kriterium fir Chaos
besteht in einem sich vollstdndig mit Punkten

anfullenden Poincaré-Schnitts, da dies einen
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einfachen Zusammenhang zwischen Wi
Winkelgeschwindigkeit ausschlieft. Da Ch
sensitiven Systemen auftreten kann, beant
den ersten Teil der Forschungsfrage

Auftreten sensitiver Abhdngigkeit.
5.Ursache sensitiver Abhéngigk
Uberpriifung der anfangs geduRerten Verm
sensitive  Abhdngigkeit sei geometr
Konsequenz  eines fraktalen Attra
interpretieren, musste ich nun dessen
berechnen. Es gibt ver
Dimensionsbegriffe, welche die top
Dimension um die nicht-Ganzen Zahlen
in den meisten Fallen aber identisch sind,
Skalierungsdimension, die Clusterdimen
Minkowski-Dimension, die Informations
oder den Unsicherheitsexponenten.

5.1 Hausdorff-Dimension. Die
Dimension, eingefiihrt von FELIX HAU
(1886-1942), gibt anschaulich formuliert a
bzw. in sich verschachtelt ein Objekt
gewdhnliche geometrische Objekte ents
Hausdorff-Dimension der topologischen
(Punkt: 0, Linie: 1, Flache: 2, Figur: 3),
einer raumfillenden Kurve (ein Beispiel
Hilbert-Kurve) wiirde bspw. die top
Dimension D =1 zugewiesen, obwohl
Charakteristika einer Flache aufweis
Hausdorff-Dimension ist groRer als die top
Dimension, aber Kleiner als die ei
Dimension, also die des Phasenraums. Si
lokale Metrik, also den Abstand zwische
an, indem das Objekt gedanklich mit ein
N(r) von Kugeln mit dem Radius r bed

Die Hausdorff-Dimension entspricht dann
D, durch die N(r) bei r - 0 polynomi
wachst.
1
N(r) ~ D

Folglich ist

b — i B V()

-0 log(r)

Dies ist eine vereinfachte Definition.

Da ich mich aber fiir den Zusammenhang zwischen
einer dynamischen Eigenschaft der Trajektorie,
nadmlich den Ljapunow-Exponenten, und der
statischen Eigenschaft des Attraktors, also der
Dimension, interessierte, wéahlte ich eine spezielle
Methode nach JAMES A. YORKE (*1941) und
JAMES L. KAPLAN zur Ermittlung der Hausdorff-
Dimension des Attraktors. Die Kaplan-Yorke-
Vermutung liefert eine ungefahre Abschatzung der
Hausdorff-Dimension des Attraktors auf Basis der
Ljapunow-Exponenten, bzw. legt sie dessen

physikalische Obergrenze fest. Es gilt A; = 1;,4.

J
. i=1 Ai
Dy =Jj + (5.3)
||
Der Parameter j ist definiert durch
J
Z 2, >0 (5.4)
i=1
und
j+1
A <0 (5.5)
i=1
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Wie Formeln (5.4) und (5.5) festlegen, ist j das

grofte i fur das die Summe aller Ljapunow-

Exponenten positiv oder null bleibt, we

absteigender GréRe geordnet sind.

Addiert man dann einen weiteren
Exponenten  hinzu, also 4,4,
Gesamtsumme aller Ljapunow-Exponente
5.2 Probleme des Chaospendels. Wie si(
(5.3) entnehmen I&sst, bendtigt es fiir B4
der  Kaplan-Yorke-Dimension  das
Ljapunow-Spektrum, welches
hoherdimensionale  Systeme mit D
schwierig zu ermitteln ist. Bei maxi
Dimensionen lasst sich der fehlende
Exponent aus der Differenz der Su
B b arafinbriepingreVgeamahsabie
Liouville nach JOSEPH LIOUVILLE (1§
der Divergenz entspricht, und der Su
grofiten und des kleinsten, der tber de
Exponenten des adjungierten Systems
werden kann, berechnen. Da das Chaospe
von vier Ljapunow-Exponenten charakteri
und diese Methode daher nicht fu

wechselte ich fur die Beantwortung de

in diesem Fall D =3 ist und ich bei meiner
Recherche noch auf keinerlei Publikationen tber das
Ljapunow-Spektrum oder die Entwicklung der
Attraktors  bei

fraktalen  Dimension  des

verschiedenen D&mpfungen gestoRen bin.

6.1 Der Pohlsche Resonator. Das Pohlsche Rad ist
ein meist aus Kupfer bestehender Drehschwinger,
welcher durch einen Erreger mit einstellbarer
Frequenz um eine Drehfeder rotiert und durch eine
Wirbelstrombremse gedampft wird. Installiert man
eine Masse rechts oder links des Zeigers, so
schwingt das Rad nun periodisch um einen Punkt
rechts oder links des Lots, gleichzeitig muss auf den
Term des riicktreibenden Drehmoments M = D - ¢

nun noch m-g-r,-sin (@) addiert werden,

haospendels und des Pohlschen Rads

Pohlsches Rad

SDIC? ja

ja

Anzahl Ljapunow-Exponenten 4

(gleichzeitig Phasenraum-Dim.)

3 (einer davon null)

Variable Au

Dimpfung der Wirbelstromachse

Stabile Ruhelagen 1
Teils meiner Fragestellung das Forschungs

6. Messungen mit dem Pohlschen Rg
Meine Wahl fiel auf das Pohlsche Rad, be
nach ROBERT WICHARD POHL (1884

2
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wodurch das System nichtlinear wird, zwei stabile

Ruhelagen erhalt und sich chaotisch verhalten kann.

6.2 Experimentelles Setup. Ich nutzte einen
Pohlschen Resonator aus der Physiksammlung
meiner Schule und montierte asymmetrisch eine

kleine Unwucht, damit das Systemverhalten

nichtlinear wird. AnschlieBend variierte ich in

magnetischer Flussdichte. Aus letzterer sowie der

Momentangeschwindigkeit ¥ und der elektrischen

Feldstarke E l4sst sich die auf die kupferne

Scheibe wirkende Lorentzkraft berechnen.

F=qixB (6.1)
Die max. Geschwindigkeit des Pendels kann durch
vV=w-r (6.2)
@ Farbpunkt
® Erreger mit Spiralfeder
© Wirbelstrombremse
©® Netzteil der Wirbelstrombremse
(DC0~30V /0~5A)
® Videokamera
® Antrieb
© Netzteil des Schrittmotors

(DC1~32V/0~20A)

Misks e | HeteirbRiersaobsnidba b fidgdvfesguenzn didt dem Patrivitieh Resderator

Dé&mpfung. Dabei zeichnete ich die Bewegung des
Drehpendels mit einer Videokamera auf und wertete
die Videos mittels der Software Measure Dynamics
aus. Um auch den Einschwingvorgang zu erfassen,
startete jede Aufnahme in der Ruhelage. Um die
Einstellungen des zu didaktischen Zwecken
genutzten Pohlschen Rads in abgeleitete SI-
Einheiten zu transferieren, lasst sich die magnetische
Flussdichte B der Spule mittels einer Hall-Sonde in
Abhangigkeit von der am Netzteil eingestellten
Spannung U messen. Da die Dampfung durch die
veranderliche Drehgeschwindigkeit des kupfernen
Drehpendels keine konstante GroRe ist, sich aber
proportional zur maximalen D&mpfung bei der
grofiten Geschwindigkeit des Pendels verdndert,
konnte ich fur die Auswertung stets die maximale
Déampfung einer Einstellung notieren. Es zeigte sich
mit einem Bestimmtheitsmal von R% = 0,9998 ein

proportionales Verhaltnis zwischen Spannung und

40
35
30 o
25 ..

20 r

15 .‘.

10 »°®

B [mT]

0 50 100
U [mV]

Abb.10 | Anndhernd lineare (R%?=
0,9998) Abhéngigkeit der magnetischen
Flussdichte der Wirbelstrombremse von der
am Netzteil der Spule eingestellten Spannung

6.3 Schwingungsdiagramme. Amplitude und
Periodendauer lassen sich in

Schwingungsdiagrammen

10
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(s. Abb. 11-14) ablesen, dadurch l&sst sich erahnen, oder ob eine Schwebung durch mehrere sich
ob eine Schwingung harmonisch oder chaotisch ist uberlagernde Frequenzen vorliegt.

1050 Amplitude in bel. Einheiten

1000 Periodendauer ﬂ ﬂ

950 Amplitude

900

850 Ruhelage

200

1] 5 10 15 20 25 t's

Abb.11 | Schwingungsdiagramm des Pohlschen Resonators bei fErreger = 0,48 Hzund I = 0,005 A

1300
1200
1100 AN H H
1000
900
800
700

600
0 20 40 60 80 100 120

Abb.12 | Schwingungsdiagramm des Pohlschen Resonators bei fErreger = 0,48 Hzund I = 0,113 A

1050
1000
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50 VAR yARY,
800
0 5 10 15 20 25 30

Abb.13 | Schwingungsdiagramm des Pohlschen Resonators bei fErreger = 0,48 Hzund I = 0,028 A

1030
980

930

880

830
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Abb.14 | Schwingungsdiagramm des Pohlschen Resonators fErreger = 0,48 Hzund I = 0,113 A4

Indem ich parallele Linien in die Perioden der Um Periodenverdopplung schneller flr groRere

Schwingungsdiagramme einzeichnete, konnte ich Datenmengen erkennen zu konnen und auch eng

die verschiedenen Perioden grob auseinanderhalten. beieinanderliegende Frequenzen zu trennen, also
leichte

11
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Schwebungen von harmonischen Schwingungen
unterscheiden, analysierte ich die Datensatze im
Anschluss an die Betrachtung der Diagramme noch
auf

eine weitere Weise: Die Fourier-Transformation.
6.4 Fourieranalyse. Die Schnelle Fourier-
Transformation (FFT) nach JOSEPH FOURIER

(1768-1830)

Amplitude in bel. Einheit
25 — T

20

transferiert eine Schwingung in einen Frequenzraum

legt also dessen Frequenzspektrum offen und
ermdglicht somit das Erkennen sich Uberlagernder
Perioden, die einer der Wege ins Chaos sind.
MATLAB fihrte ich mit meinen Daten eine

Fourieranalyse durch. Dabei beachtete ich das

Sampling-Theorem und erhielt folgende

fiHz

Frequenzspektren.

12
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6.5 Zersplitterung des Tours-Attraktors. Uber
diese Ergebnisse nachdenkend, kam ich auf
folgenden Gedankengang: Bei einer Schwebung
durch Uberlagerung mehrerer Perioden, was nur
durch eine zusatzliche Systemvariable mdglich ist,
wird der Kreisattraktor (Abb.2) einer harmonischen
Schwingung zu einem Torus. In weiteren
Bifurkationsschritten ,,zersplittert dieser Torus zu
einem seltsamen Attraktor mit fraktaler Dimension
und verursacht eine chaotische Bewegung der
Trajektorie. Dieser ,,Weg ins Chaos* Uber den in
immer engeren Schritten erfolgenden Zerfall von
Perioden bei Variierung eines
Bifurkationsparameters p ist das, was ich in den

Schwingungsdiagrammen und Frequenzspektren zu

erkennen glaubte.

Sowie der eindimensionale Grenzzyklus den
nulldimensionalen  Punktattraktor ~ und  die
zweidimensionale Torusoberflache den Grenzzyklus
steigert, so entsprache ein seltsamer Attraktor einer
Steigerung der Dimensionalitat des Torus bei nicht-
chaotischen Werten des Bifurkationsparameters:
Seine Dimension miisste somit stets kleiner als die

einbettende

PRy T TR
e v 4

Dimension des Phasenraums sein. Dieses Konzept
lasst sich durch Ermittlung der fraktalen Dimension

des Attraktors Uberprifen. Da der Attraktor eines

4.

Abb.20§| Drei Variablen ermgglichen weflung
und ziefgn den Kreisattraktogzu einem Y oyus.auf.

C.SOEq:) su

Systems dessen Verhalten bei t — oo beschreibt, ist

es erheblich einfacher ihn durch Simulationen zu

ermitteln, bzw. dessen fraktale Dimension zu
beweisen, als durch Messreihen. Daher wechselte
ich von Messungen mit meinem Pohlschen
Resonator zu einer Simulation.

7. Simulation des Pohlschen Resonators. Das

Pohlsche Rad ist im Zustandsraum dreidimensional

13
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(Auslenkung des Pendels, Winkelgeschwindigkeit

des Pendels, Phasenwinkel des Oszillators), durch
das , ,Festhalten einer Variablen, also die Wahl einer
Phasenraum-Ebene und Betrachtung der
DurchstoBpunkte kann der Zustandsraum aber zu
einer Zustandsebene vereinfacht werden. Da einer
der drei Ljapunow-Exponenten des Pohlschen Rads
immer null ist, muss ich nur zwei der von null

A

D=0038221

arl
| Q
i

Periodizitit

D=0.0373EE

5

Dampfung

Ljapunow-Exponenten und Zustandsebenen
relevante Schlussfolgerungen ab. Die Simulation
arbeitet mit dem Runge-Kutta-Verfahren ODE45,
durch die verdnderliche Punktdichte entstiinde bei
der Darstellung des Attraktors ansonsten ein zweiter
nur in der Simulation existenter Parameter ohne
physikalische Entsprechung. Durch &quidistante

Interpolation kann diese Variable eliminiert werden.

Periodenverdopplung

zweil Attraktoren

D=0.021053

Chaos

A J

verschiedenen Ljapunow-Exponenten ermitteln,

Bifurkation

7.1 Weg ins Chaos. Beim Erstellen der

écnkasd2der, Weg ins Chaos* des Pohlschen Rads: Eine Periieseardéthenerdie eindesnen Schwinaunaen nicht

mehr zu trennen sind und das Verhalten unvorhersehbare;\c/)i

kleinere der beiden direkt Uber den Satz von
Liouville ermittelt werden kann. Ich arbeitete mit
einer vorgefertigten MATLAB-Simulation des
Pohlschen Resonators (siehe
,,unterstiitzungsleistungen), aus dessen Qutput ich
die fraktale Dimension des Attraktors berechnete.
Dafur flihrte ich systematisch bisher ber 50
Simulationen mit verschiedenen

Anfangsbedingungen durch, und leitete aus den

ﬁfg'chen Rads konnte
ich mehrere Parameter
variieren: Die statische

Verdrehung des Pen-

Abb.23-26 | Bifurkationsschritte auf dem Wgg
ins Chaos: Ab dem dritten Bifurkationsschritt
wird das Systemverhalten unvorhersehbar.
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Abb.27 | Verlauf der drei Ljapunow-Exponenten (Priméra

dels als Aquivalent zur asymmetrisch befestigten ihnen berechneten Kaplan-Yorke-Dimension des Attraktors

Masse und die Dampfung als Aquivalent zur
eingestellten Spannung der Wirbelstrombremse.
Beide Parameter sind relevant fiir die Entwicklung
chaotischen Verhaltens, denn mit Veranderung der
Déampfung verschiebt sich die Resonanzfrequenz des
Pendels. Die Erregerfrequenz beliel8 ich innerhalb
einer Reihe gleich, um den isolierten Einfluss der
Dé&mpfung zu betrachten. Dabei muss auRerdem die
Einschwingzeit beriicksichtigt werden, also die
bis

Frequenzen von Schwinger und Erreger (Resonanz),

Zeitspanne zur  Ubereinstimmung  der

bzw. bis zum Erreichen des Attraktors. Nach Ende

der  Einschwingzeit tritt eine  periodische

Schwingung mit konstanter Schwingungsfrequenz
und Amplitude ein. Bei geringerer Dampfung tritt
die Bifurkation ein, der Schwinger wechselt nun
zwischen zwei Amplituden und das System

unterliegt zwei

Liap:

Amplitude beeinflusst die Frequenz des Pendels, die

somit nicht mehr mit der des Erregers

Ubereinstimmt. Da die Bifurkationen immer enger
aufeinander folgen, lassen sie sich kaum noch
trennen, sodass das System sich deterministisch

chaotisch verhalt. Auch die Simulation zeigte diesen

We@ﬁ%ﬁ@gﬁg{uﬁr{ rcmwweﬁ% fil

indungen sind
der Dimension, um ein Zusammenhang chaotlschem

Verhalten zu hinterfragen.
die

Ljapunow-Spektren auftrug, sah ich zundchst kaum

7.2 Ljapunow-Spektrum. Als ich dafir
einen Zusammenhang. Die von null verschiedenen
Ljapunow-Exponenten wachsen oder fallen nicht
streng monoton bei Veranderung der Ddmpfung, viel
mehr fluktuieren sie. Dies bestatigt die ,,Fenster im
Chaos*, die auch bei Bifurkationsdiagammen des

Pohlschen Rads mit

und K

Attraktoren. Dadurch
liegt keine Resonanz

mehr vor, denn die

der Dampfung als

0.15 045 L

Bifurkationsparameter zu

beobachten sind, denn nur

bei den Dampfungen, die

[N

15

ten bei p=1,0
zum Zwecke de
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max. Ljapunow-Exponenten >0 zeigen, kann

chaotisches Verhalten auftreten.

8.Fraktale Dimension. Aus diesen Ljapunow-
Spektren war es mir gelungen die fraktale
Dimension zu berechnen (s. Abb.27).

8.1 Beispielrechnung. Nun stelle ich den Prozess
beispielhaft an einem chaotischen Parametersatz dar.
Far die Einstellungen f = 0,01, p =1,05und D =
0,01 erhalte ich ein Ljapunow-Spektrum von A =

{0,017; 0,00; —0,037}. Es gilt j = 2, da
2
Z/li — 0,017 + 0,00 = 0,017 > 0

i=1

und (7.1)

3
2.7
i=1

Folglich konnte ich berechnen
|24

Damit ist eine fraktale Kaplan-Yorke-Dimension bei

0,017 + 0,00 — 0,037 = —0,02< 0 (7.2)

0,017 + 0,00

=2,46 (7.3
|—0,037| (7:3)

DKY

chaotischen Parameterwerten bestétigt. Ich fuhrte
diese Rechnung fur mehrere Einstellungen durch.

8.2 Diskussion. Der Attraktor weist somit Elemente
einer Flache und eines Volumens auf, die
topologische Dimension betragt 2, die einbettende
Dimension 3. Im Zusammenhang meines Konzepts

lasst sich die Formel wie folgt interpretieren: Der

Zahler des Bruchs stellt die divergierende
Phasenraum-Komponente an und gibt an wie
chaotisch der Attraktor ist, der Nenner drickt die
Dissipation aus und gibt somit an wie attraktiv er ist
- ohne diese Komponente existiert kein Attraktor.
Dasl ist der ,,ganze* Anteil der Dimension, es ist ein
Relikt des Torus-Attraktors, dem der seltsame
Attraktor durch Bifurkation entsprang (s. Abb.21).
Im Gegensatz zu den in Fachliteratur gefundenen
Angaben, war nicht immer einer der Exponenten
exakt null, seine GréBenordnung lag aber meist bei
+10~* oder geringer. Damit liegt sein Betrag um
mindestens zwei GroRenordnungen unter den fir die
anderen  Exponenten  resultierenden  Werten,
wodurch deren Berechnung Uber den Satz von
Liouville (s. Abs.5.2) nicht unbrauchbar wird. Dies
lasst sich dadurch erklaren, dass auch numerische
Fehler in einem chaotischen System exponentiell
wachsen, womit sich der Kreis schlieft und ich
wieder bei den Hintergrundrecherchen zur
Geschichte der Chaostheorie angelange.

9.Fazit. Die erste Frage, der Nachweis sensitiver
Abhangigkeit konnte geldst werden. ..

o theoretisch durch Analyse der
Ruckkopplungen in den
Bewegungsgleichungen,

o experimentell durch Messreihen und deren
Auswertung  mittels  Fourieranalysen,

Phasen- und Schwingungsdiagrammen,

Abb. 31 | Zusammenfassung der Ergebnisse 16
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o numerisch durch Computersimulationen
und deren Auswertung durch Ljapunow-

Spektren und Poincaré-Abbildungen.

Die Frage nach dem  zugrundeliegenden
Mechanismus betreffend, konnte ich herausfinden,
dass der Torus-Attraktor zu einem seltsamen
Attraktor mit Dy, ? Z zerfallt. Numerische Fehler
beeintrachtigen die Aussagekraft der Kaplan-Yorke-
Dimension, sodass sie bei ausschlieBlich negativen
Exponenten nicht definiert ist und die klassische
Boxcounting-Methode anzuwenden ist.

9.1 Ausblick. Diese Erkenntnisse nutze ich, um
mich im weiteren Verlauf mit der Frage zu
beschéftigen ob die ,Késtchen der Hausdorff-
Dimension eine reale physikalische Entsprechung
haben und Fraktale auf diese Weise in der Lage sind
(Quanten)-Unscharfeeffekte zu erzeugen oder die
Energieerhaltung zu brechen (Teil 3 der
Forschungsfrage).
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